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C E S T A K V Ě D Ě N Í 5 V. I. 

DE Š T E F A N S C H W A R Z ' * 

O R O V N I C Í C H 
JEDNOTA ČESKÝCH MATEMATIKŮ A FYSIKŮ V PRAZE 



Schwarz: 

O ROVNICÍCH 
Rovnice Jsou základním 

pilířem fysiky a technic-
ké praxe; každý fysikáinl 
zákon, děj se vyjadřuje 
matematicky rovnici. Ne-
ní proto divu, že právě 
rovnicemi začínáme svou 
sbírku. Ale důvody jsou 
hlubší: Kolikrát v živote 
ať již v povoláni nebo při 
čteni různých „záhad" 
jste se setkali s rovnicemi 
a jejich řeSenlm! A přece 
se o nich ví tak málo mi-
mo jednoduché návody k 
řeSenl, které dává střed-
ní Škola. 

Základní véta o koře-
nech algebraické rovníce 
a jeji význam, vlastnosti 
kořenů, řešeni rovnic tře-
tího a čtvrtého stupně, 
otázka neřešitelnosti rov-
nic vyfiáích stupňů než 
čtvrtého, různé metody 
řeSenl numerického, sy-
stémy rovnic o více ne-
známých a základní obtí-
že, které při jejich řeSeni 
se vyskytuji atd., atd., to 
byly v6ci, které byly sro-
zumitelné jen poslucha-
čům vysokých Skol, kdež-
to vSem ostatním byly za-
haleny clonou nepřistup-
nosti. 

Knížka Schwarzova při-
bližuje právě tyto véd Ši-
rokému okruhu naSl ve-
řejnosti a .tak se snaží 
učlnlti cestu k matema-
tickému védénl schůdnou. 

K 14,— 
U knihkupců 

JČMF 
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Všechna práva vyhrazena. 



PŘEDMLUVA. 

Tato knižka je prvým svázkom novej sbierky vydávanej 
Jednotou čes. matematiků a fysiků. Je určená pre žiakov 
a absolventov najvyšších tried středných škol právě tak, 
ako pře tých, ktorí už majů školské brány dávno za sebou 
a zaujímajú sa o matematiku ako vedu, alebo ktorí ju pri 
svojej práci — prírodovedeckej či technickej — potre-
bujú. 

Obsahové nelíši sa mnoho od obvyklých knih podobného 
druhu. Okrem znalostí priemerného septimána předpoklá-
dám iba jedinú vec, totiž vytrvalost'. Chcem popularizovat', 
nakolko je ovšem matematiku možno popularizovat'. Nikdy 
nie na úkor přesnosti. Ak som niekde vynechal dókaz (stalo 
sa tak hlavně pri fundamentálnej vete a pri neriešitelnosti 
rovnic piateho stupňa), vždy som na to výslovné upozornil 
a snažil sa ukázat', kde sú ťažkosti, preóo dókaz nepre-
vádzam. Chcem čitatela uviesť nielen do počtárskej, ale 
i do myšlienkovej podstaty problémov a presvedčiť ho ne-
násilnou formou, že matematika nie je iba bezmyšlienkovi-
tým premielaním vzorcov a vzorečkov. 

Ak v knihe takých malých rozmerov je hodné nad sto 
príkladov, musí v tom opáť videť úmysel. Čitatel, ktorý 
přepočítá příklady, získá nielen počtársku praks, ale pozná 
i mnoho nových pojmov, pravda, často vyložených na 
špeciálnych príkladoch. Nezvolil som příklady lahké. Bez-
myšlienkovité užitie odvodených vzorcov nemá (v prvom 
radu pre náročného čitatela) mnoho významu. 

a 



Je mi milou povinnosťou poďakovať p. doc. dr. VI. Kni-
chalovi a p. doc. dr. Fr. Vyčichlovi, ktorí čítali rukopis 
i korekturu a uvojou radou přispěli na mnohých miestach 
k zdokonaleniu výkladu. Jednote čes. matematiků a fysiků 
dakujem za pečlivé a vkusné vytlačenie a vydanie. 

Bratislava, 19. januára 1940. 

Stefan Schwarz. 



i . Čísla. 
Úvod. Základem matematiky jest pojem čísla. Tento 

pojem jest pro každého absolventa střední nebo odborné 
školy zdánlivě tak jasný a jednoduchý, že se mu zdá, že 
je zbytečné o něm vůbec mluviti. Není tomu tak. Jest 
nutno vyložiti si, jakou asi cestou dospěli jsme k tomu 
významu pojmu čísla, který mu dnes v elementární mate-
matice dáváme. „Přirozená čísla jsou dána Bohem, vše 
ostatní jest výmysl lidský" — to jsou slova slavného 
matematika J. K. Weierstrasse. Jest tomu vskutku tak. 

Od celých kladných t. zv. přirozených čísel 1, 2, 3, . . ., 
která odpovídají počítání na prstech, oblázcích atd. u lid-
stva na primitivním stupni vývoje, trvalo dlouho, než 
jsme se dostali k dnešnímu pojmu komplexního čísla, 
s kterým nejen v elementární matematice, ale i v technické 
praxi počítáme. 

Uvažujme přirozenou radu číselnou 1 , 2 , 3 , . . . 
Sčítáním a násobením prvků této řady dospíváme opět 
jen k prvkům stejného druhu. Ale již tak elementární 
početní výkon, jako jest odčítání, vede nás k rozšíření 
tohoto oboru čísel na čísla záporná a nulu. Abychom 
pak mohli mluviti o podílu kterýchkoliv dvou čísel, zavá-
díme zlomky —, kde p a q jsou čísla celá. Čísla celá jsou 

pak speciálním případem těchto zlomků. Dostali jsme tak 
systém elementů, kterým říkáme racionální čísla. 

Ale matematická praxe ukazuje, že existují početní vý-
kony, jako na př. odmocňování, logaritmování, kde s racio-
nálními čísly nevystačíme; musíme zavést proto další 
elementy, t. zv. čísla iracionální (na př. |/5, n, atd.), 
jež lze vyjádřiti (na př.) jako nekonečné neperiodické 
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desetinné zlomky. Racionální a iracionální čísla nazýváme 
pak jediným názvem čísly reálnými. Jejich existence jest 
geometricky zaručena tím, že každému bodu číselné osy 
(o které mluvili již staří Řekové) přiřadíme jedno jediné 
reálné číslo a naopak, každému reálnému číslu jeden jediný 
bod. 

- 3 - 2 - 1 0 1V2 2 3JX 
Obr. 1. 

Ukáže se však brzo, že kdybychom pod pojmem čísla 
rozuměli jen reálná čísla, přišli bychom k některým větám, 
které by neplatily úplně obecně, čímž by nejen věcná, 
ale i estetická hodnota mnoha vět a vzorců ztrácela 
na ceně. Tak na př. některé kvadratické rovnice by měly 
řešení, jiné ne. Rovnice x2 + 3a; — 4 = 0 má dva kořeny 
Xi — — 4, í 2 = -f 1, kdežto rovnice x2 + 1 = 0 by ne-
měla žádný kořen (čtverec žádného reálného, ať kladného 
či záporného čísla není roven — 1). Aby výrok: „Každá 
kvadratická rovnice má dva kořeny" platil úplně obecně, 
zavádíme symbol i = -(-V— 1, mající vlastnost i2 = — 1. 
Říkám výslovně symbol, neboť toto i stane se „číslem" 
teprve tehdy, když se jednou provždy dohodneme, že jej 
tak pojmenujeme. Není to číslo v běžném slova smyslu, 
t. j. mající na př. geometrický význam jako délka úsečky 
a pod. Je to pouze znak, který zavádíme cestou čistě 
spekulativní. Číslo i (od nynějška tedy již číslo!) nazýváme 
imaginární jednotkou. Výraz tvaru a + bi, kde a, b 
jsou reálná čísla, nazýváme pak komplexní číslo. 

Připomeňme si některé známé vlastnosti kompl. čísel! Kompl. 
čísla tvoří širší skupinu čísel než čísla reálná, neboť tato dostá-
váme pro speciální hodnotu 6 = 0. Číslo o jest reálná, číslo b 
imaginární část komplexního čísla o -f- bi. Dvě komplexní čísla 
jsou si rovna tenkrát a jenom tenkrát, mají-li stejnou reálnou 
i imaginární část. S číslem komplexním počítáme úplně stej-
ně jako s číslem reálným, jen pamatujmež, i2 = — 1, i3 = 
= — i , . . . Platí; 
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(a + bi) ± (c + di) = (a ±c) + (b ±d) i, 
(o 4- bi) (c + di) = (ac —• bd) + (bc + ad) i, 

a + bi (a + bi) (c — di) 
c + di ca + eJ2 

ac + bd bc — ad 
ca + d* + c2 + ' 

Pía.tJ 

Dvě čísla o + bi, a — bi nazýváme komplexní sdružená. Jejich 
součet i součin jsou čísla reálná. 

' Geometrické znázornění komplexního čísla. Víme, 
jak dobré služby nám koná geometrické znázornění reálných 
čísel na ose číselné a jest přirozené, že hledáme analogické 
geometrické znázornění i pro čísla komplexní z = a bi.*) 
Toto lehce nalezneme. 
Mysleme si v rovině 
pravoúhlý systém sou-
řadnic x, y. 

Komplexnímu číslu 
z = a bi 

přiřadíme bod o souřad-
nicích P (a; b) a nao-
pak libovolnému bodu 
P o souřadnicích a, b 
komplexní číslo 

z = a + bi. 
Speciálně tedy reálným číslům jsou přiřaděny body osy x 

(mluvíme o reá lné ose); všem číslům tvaru bi (t. zv. ryze 
i m a g i n á r n í m ) přiřaděny jsou body osy y (které proto říkáme 
osa imag i n á rn í ) . Obrazy dvou čísel komplexních sdružených 
jsou souměrně sdružené podle reálné osy. 

Tento vzájemně jednoznačný vztah mezi body roviny 
a komplexními čísly bude nám v dalším konati velmi cenné 
služby. 

Libovolný bod P roviny (x, y) může býti charakterisován 
i jiným způsobem než svými pravoúhlými souřadnicemi 
(a\ 6). Abychom polohu bodu P dovedli přesně popsati, 

*) V dalším budeme často číslo a + bi označovati jediným 
znakem z. Při tom pamatujeme, že z má reálnou čáat a, imagi-
nární b. 
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stačí znáti na př. délku spojnice r = OP bodu P s počát-
kem 0, a úhel <p, který svírá polopaprsek OP s kladným 
směrem osy x. 

Úhel ip měříme při tom od 0 do 360°. Ve vyšší matematice 
jest zvykem nevyjadřovati úhly v stupních, t. j. v m í ře úh lové , 
nýbrž v t. zv. m í re ob loukové , t. j. v délce oblouku jednotko-
vé kružnice, který odpovídá danému úhlu. Obvod jednotkové 
kružnice jest 2n. Proto úhel 360° jest v míře obloukové roven 2JI. 
Analogicky 180° = n, 45° = atd. Tohoto vyjadřování úhlú 
budeme so v dalším pojednání přidržovati. 

Nezáporné číslo r = OP nazýváme absolutní hodno-
tou (nebo též modulem) komplexního čísla z = a bi 
a píšeme 

r = | z | = | a + bi |. 
Z pravoúhlého trojúhelníka A OPtP plyne 

r = ]/a2 + 62, t, j. | z | = | a + bi | = ^a^b*. 
Uhel tp nazýváme amplitudou čísla o + bi. Z obr. 2 plyne 

b b a a 
sin q> = — cos cp = — 1 

r |/a2 + 62 r ]/a* + b°~ 
Při tom, aby úhol ip byl až na násobek 360° jednoznačně 

určen, jest nutno užiti obou rovnic (1); jediná rovnice na př. 
pro sin <p k tomu nestačí, neboť platí sin (180 — <p) = sin <p, 
takže je-li řešením q>, je řešením i 180 — q> a nevíme, pro 
které <p se rozhodnout; to určíme pomocí druhé rovnice. 

Z (1) plyne 
a — r cos <p, b = r sin (p, tedy z -= a bi = r (cos (p - j - i sin tp). 
Tak získáváme větu: 

Každé komplexní číslo z lze psáti ve tvaru 
z = r (cos <p i sin q>), 

kde r je jeho absolutní hodnota a <p jeho amplituda. 
Snadno se přesvědčíme, že toto vyjádření čísla z jo jedno-

značné (v případě, že | z | > 0) to znamená, že z rovnice 
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r(cos <p + i ain <p) = r' (cos <p' + i sin <p') plyne r = r' za před-
pokladu, že r > 0, r' > 0, a že hodnoty (p, <p' jsou reálné. 
Budeme-li číslo z psáti ve tvaru r(cos <p + i sin <p), budeme 
vždy předpokládati r, <p reálné, r > 0. 

Rovinu, v níž zobrazení provádíme, nazýváme rov i nou 
Gaussovou , poněvadž Gauss toto zobrazení zavedl. 

Moivreova poučka.*) Právě odvozeného vyjádření 
komplexních čísel užijeme k odvození zajímavého a důleži-
tého vzorce. 

Mějme dvě komplexní čísla 
zi — ai + ^ = ri (cos + i sin <px), 
z2 — a2 + b2i = r2 (cos <p2 + i sin <p2). 

Ptáme se, jak určíme amplitudu a modul součinu zx. z2 
obou čísel. Počítejme podle obvyklých pravidel 
ziz2= (ai + ^i) (a2 + b2i) = rí.r2 (cos <p± -(- i sin fj) (cos <p2 
+ i sin <p2)~ rlr2 [cos 9?x cos <p2 — sin <px . sin <p2 + i (cos . 
. sin tp2 -f cos <p2 sin 9pj] = rxr2 [cos (<px + q>2) + i sin (<px + (p2)]. 
Slovy: Modul součinu dvou kompl. čísel jest roven 
součinu modulů obou činitelů; amplituda součinu 
rovná se součtu amplitud obou činitelů. 

Stejně nalezneme, je-li 
Zk = n (cos q,k + i sin <pk), (k = 1 , 2 , . . . , » ) 

zy . z2 . . . z„ = rxr2 . . . rn [cos (ĝ  + <p2 + . . . + fn) + 
+ i sin (9?! + f 2 + . . . + <p„)]. 

Mysleme si nyní, že by zx — z2 = . . . = zn, t. j. rx = r2 = . . . 
. . . = rn, (pl = <p2 = . . . = <p„; z (2) plyne 

2» = rn (cos rnp i sin ntp). (3) 
*) A b r a h a m clo Moivre , franc. matematik, nar. vo Vitry 

(v Champagni) r. 1667. Po zrušeni ediktu nantoského musel, 
jako protestant, uprchnouti z Francie. Usídlil se v Londýně, 
kde ]•. 1754 také zemřel. Byl přítelem Newtonovým a známého 
astronoma Halleye. 
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Vzorec (3) se nazývá formulí Moivreovou. Dává vy-
jádření n-té mocniny komplexního čísla r (cos <p -)- i HÍJI tp), 
kde n jest celé, kladné číslo. 

Vzorec (3) platí však také pro n celé, záporné. Je totiž 
— je-li m celé, kladné — 

_m 1 1 
z m r m ( c o s r n / p _j_ j s j n r n ( p ) 

cos mm — i sin mw , . . 
= —1 . — == r~(cos mw — i sin mw), rm (cos2 m<p + sin2 m<p) 

t. j. z~m = r~m [cos (— trup) -}- i sin (— m(p)~\, 
čímž jest dokázán vzorec (3) pro záporná n. 

Pomocí našeho vyjádření komplexních čísel můžeme 
snadno odmocňovati komplexní čísla. Získáme tak 
1. rozšíření vztahu (3) na lomené exponenty, 
2. důkaz, že odmocnina komplexního čísla jest opět kom-

plexní číslo (a že tedy, chceme-li neomezeně prováděti 
odmocňování kompl. čísel, není nutno zaváděti již další 
symbol analogický číslu i, jak tomu bylo, když jsme 
chtěli dosáhnouti toho, abychom mohli neomezeně od-
mocňovati čísla reálná). 

Nechť jest tedy dáno komplexní číslo r (cos <p i sin <p)! 
Hledejme reálná čísla Q a ů tak, aby 

n 
Q (cos ů -f- i sin ů) = ]/r (cos <p -+- i sin <p). 

Ježto n jest celé, máme podle Moivreovy poučky 
Qn (cos nů i sin nů) = r (cos <p i sin <p), 
Qn = r, cos nů = cos <p, sin nů = sin (p. 

n n 
Odtud Q = |Ir, při čemž znakem j/r myshme ono reálné, 
nezáporné číslo, jehož w-tá mocnina jest r. Druhé dvě rov-
nice lze psáti ve tvaru 

cos nů = cos (<p ± 2kn), sin nů = sin (tp ± 2kn), 
k = 0, 1, 2, 3, . . . 
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' w 
Z toho však je v podstatě jen n různých hodnot 

w <p 2n <p -(- 4n <p + 2 (n — 1 )n 
v = —> , , . . 

n n n n 

Ostatní se liší od těchto o celistvý násobek 360°. 
Platí tedy věta: 
n-tá odmocnina libovolného komplexního čísla 

r (cos q> + i sin <p) jest opět komplexní číslo; jeho 
hodnota jest n-zn&ěná a platí vzorec 

v-t — ; í r l f + 2 n k
 L • • v + 

]/r (cos <p + i sin q>) = \r I cos -— 1- ? sin -

( ¿ = 0 , 1 , . . . , »—1) . 
Historická poznámka . Zavedení i m a g i n á r n í c h čísel jest 

dílem teprve 18. století, ačkoliv již Ca rdano (v polovici 16. stol.) 
s nimi ve skutečnosti počítal. Mluví se o nich sice později stále, 
alě velmi opatrně, jako o číslech „nemožných". Teprve Gauss 
se odhodlal — jsa nucen tolika okolnostmi -—• zavěsti je vědomě 
do algebry. Písmene i k označení imaginární jednotky zavedl 
Eu le r (1777). 

Cvičení. 1. Vyjádřete v tvaru a + bi čísla 

2. Určete mo(lul a amplitudu komplexních čísel 

i, 3i + 4, 4» + 3,. 1, — 7, 3i + 2, i + 1! 
3. Jestliže ve vzorci (3) 

[r (cos <p + i sin ip)]n = rn (cos n<p + i sin rup) 

umocníme levou stranu podle binomické poučky a přirovnáme 
výrazy na obou stranách, dostáváme vzorce vyjadřující sin mp 
a cos rup jako funkce jednoduchých úhlů. Provedte nejprve 
pro n = 3, pak obecně! 

4. Vyjádřete — užívajíce vzorce (3) — naopak cos4 <p a cos5 <p 
jako funkci vícenásobných úhlů! [Jest cos4 <p = | cos 4<p + 
+ | cos 2tp + cos6 <p = -fa cos r>rp + ^ cos 3<p + ^ J cos <p.] 
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5. Ukažte přímo: ]/a + bi, kde a, b jsou reálná čísla, jest 
opět komplexní číslo a jeho hodnota jest dvojznačná. [Návod: 
Položte Va + bi = x + iy, kde předpokládáte x, y reálné. 
Umocněte obě strany, srovnejte a řešte vzniklé rovnice! Vyjde 

± (]/i(l/a* + 62 +7) + i 1/lO/^Tb* — a)), 
y — ^ je-j" b > 0 

d: (Vi(Vo2 + 6a + o) — i Vi(Vo« + fc2 — -j). 
je-li 6 < 0. 

Pozor při volbě znaménka!] 

6. Ze vztahu cos + i sin = l/cos ů + i sin ů odvodíte 
na základě předchozích rovnic ihned známé vzorce 

l / l + cosfl . l / l —cos« 
cos J0 = ± 1/ 2 ' s m = ± y 2 

Provedte! 
3 

7. Nalezněte všechny tři hodnoty ]/«! [— i ; 4- \i — jV^Í 

+\i + >1/3], 
3 

8. Pomocí vzorce (4) určete hodnoty ]/2 + 2i\ 
9. Dokažte: Je-li z l = + iblt zí = </2 -j- ibt platí vztah 

I «1 + I ^ I -1 I + I *» ! ! 
Sestrojte grafický obraz čísel zv zs, z1 -f zt v Gaussově rovině 
a uvažte, jaký jest geometrický význam napsané nerovniny! 
[Známá věta o velikosti stran v trojúhelníku.] 
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2. Polynomy. 

Rovnice. Ústředním problémem algebry jest nauka 
o rovnicích. Slova „rovnice" užíváme ovšem ve dvojím 
různém smyslu. Vztah (a + 6)2 = a2 + 2ab + b2 vyjadřu-
jící rovnost pravé a levé strany, který platí pro každé a, b, 
nazývá se rovnicí identickou. Naproti tomu jest 
x2 + 3x + 4 = 0 vztahem platným jen pro docela určité 
speciální hodnoty x, je to t. zv. rovnice určovací. 

Levá strana takovéto rovnice vyjadřující vztah mezi 
proměnnou (neznámou) veličinou x a danými konstan-
tami může míti nejrůznější tvar. Dle toho lze určovací 
rovnice rozděliti na dvě skupiny. Je-li neznámá spjata 
s konstantami jen pomocí čtyř elementárních početních 
výkonů (t. zn. sčítání, odčítání, násobení, dělení), t. j. je-li 
rovnice tvaru 

aoXn + flfjx"-1 + . . . H- an_xx + an = 0, (1) 
kde a,i jsou daná, obecně komplexní čísla, anebo jak říkáme, 
je-li levá strana mnohočlenem (polynomem) w-tého 
stupně, mluvíme o algebraické rovnici. Není-li levá 
strana tohoto tvaru, vystupuje-li tedy na př. neznámá 
jako argument funkcí sin x, log x atd. mluvíme o rovnici 
transcendentní. (Na př.: log x + sin x + 3X + 2 = 0.) 

Číslo x, které dosazeno do levé strany rovnice (1) tuto 
anuluje, nazývá se kořenem (nebo také nulovým bo-
dem) dané rovnice. Naším úkolem bude zabývati se alge-
braickými rovnicemi. Budeme hledati hlavně její kořeny. 
Tomuto procesu říkáme řešení rovnic. 

V následujících odstavcích musíme promluviti proto nej-
dříve o některých nejjednodušších vlastnostech poly-
nomů. 
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Polynomy. Jak právě bylo řečeno,. nazýváme výraz 
P(x) = a0xn + ai*"-1 + . . . + ff„ 

polynomem, nebo mnohočlenem. Je-li a0 =j= 0 říkáme, že 
P(x) je polynom n-tého stupně. Je-li a0 = a, = ... = an = 0, 
říkáme, že polynom P(x) identicky vymizí. Ze střední 
školy známe nejjednodušší operace, jako sčítání, odčítání, 
násobení a dělení dvou mnohočlenů. Všimněme si tohoto 
posledního výkonu. 

Mějme dva mnohočleny P^a;), P2(x) stupňů m,n a nechť 
m > n. Právě tak, jako u obyčejných čísel, jest možno 
polynom P^x) děliti polynomem P2{x). Jestliže dělení 
provedeme, dostáváme nějaký polynom Q(x) a zbytek R(x), 
který jest nižšího stupně než polynom P2(x). Vzorcem 

P,(x) = P2(x). Q(x) + R(x). (2) 

Př ík lad . P^x) = 2a:8 + 3a!8 + 2x + 1, P2(x) = x8 + 2aH-2 

(2x* + 3®» + 2x + 1) : (a;' + 2x + 3) = 2a: — 1 
+ 2a:» ± 4a;' ± 6x 

— x1 — 4x + 1 
T x2 T 2a; f 3 

— 2a; + 4 

Jest tedy Q(x) = 2x — 1, R(x) = — 2a; + 4. Tedy v 

2x> + 3a;2 -f 2a; + 1 = (x> + 2x + 3) (2x — 1) + (— 2a; — 4). 

Poznamenejme, že zde i v dalším jde o dělení vzh ledem k x, 
t. j. právě tak, jako v provedeném příkladě, můžeme děliti 
např. i polynomy 2aí® + log 2 . x + 3) : (nx' + 3i + l )apod. 
Jest ovšem jasné, že koeficienty podílu a zbytku budou čísla 
složená z koeficientů dělence a dělitele jen prvními čtyřmi 
racionálními operacemi. 

Může se státi, že polynom R(x) vyjde roven nule. Pak je 
P^x) = Q(x) . P2(x). 

V tomto případě, kdy tedy dělení „vyjde beze zbytku", 
říkáme, že polynom Pj(a;) jest dělitelný polynomem P2(x). 

Zvláště zajímavé jest dělení polynomu P(x) speciálním 
lineárním polynomem x — «, kde <x jest nějaké komplexní 
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číslo. Bude jako v (2) 
P(x) = (* — «). Q(x) + R. (3) 

Zbytek R musí býtí nižšího stupně než x — <x, t. j. stupně 
0-tého, tedy konstanta. Její hodnotu však snadno určíme. 
Dosaďme do (3) x = <x; máme ihned P(a) = R, tedy 

P(x)= (x — oc) .Q(x) + P(x). 
Jestliže nyní P(<x) = 0, jest P(x) dělitelné x — OÍ. A naopak: 
jestliže P(x) má býti dělitelné (x — a), musí P(oc) = 0. 
Máme větu: 

Polynom P(x) jest dělitelný výrazem x — <x tehdy 
a jenom tehdy, když n jest kořenem rovnice 
P(x) = 0. 

Cvičení. 1. Dokažte, že polynom 

2x5 — I7x* + 23x3 — 18x2 + 29x — 6 

je dělitelný x — 7 ! 

2. Polynom 

x5 — x* — 13x3 + 13xa + 36x — 36 

je dělitelný x — 2. Dokažte! 

Největší společný dělitel (společná míra) dvou poly-
nomů. Dány jsou dva polynomy f^x), /a(x). Může se státi, 
že existuje polynom g{x), kterým jest jak h(x), tak také 
f2(x) dělitelné. Polynom g(x) nazýváme společným dělite-
lem (společnou mírou) obou polynomů fi(x),f2(x). 

Jestliže dva polynomy mají společný kořen a, pak mají 
jistě společný dělitel. Podle předchozí věty jsou totiž oba 
dělitelné výrazem x — a. Může se ovšem státi, že mají i dělitele 
vyššího stupně. 

Takový společný dělitel, který jest dělitelný každým jiným 
společným dělitelem, nazývá se nej větší společný děli-
tel (největší společná míra) obou polynomů. Dva polynomy, 
které až na konstantu nemají společného dělitele, nazý-
váme nesoudělnými. 

Ptáme se, jak lze nalézti největší společný dělitel 
dvou danýoh polynomů. 
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K tomu slouží známý Eucleidův algoritmus postup-
ného dělení. 

Nechť fi(x) jest vyššího stupně než f2(x), pak dle (3) lze 
p8áti /,(*) - Qi h(x) + /,(*), 
kde fa{x) jest nižšího stupně než j2(x). Nyní dělíme f2(x) 
polynomem fa(x) atd. Máme po řadě 

/«(*) =Q,U(x) + U(x) 
/.(*) = Q, Ux) + /,(*) 

fr—i(x) = Qv-ilr-3(x) + jv-z(x) 
fv-a(x) — Qr-3 f,-2(x) + fv—\(x) 
h-2(x) = Qv-2fv^(x) + I,. 

Stupně polynomů f3, /4, /5, . . . se stále zmenšují. Jednou 
přijdeme proto k případu, že stupeň zbytku bude 0, tedy 
zbytek konstantou. Nechť jest to /,. Jsou dvě možnosti: 

a) f , = 0; pak fv_i(x) jest největším společným dělitelem 
fi(x) a f2(x). 

D ů k a z . Předně jost jv_x upolečnýni dělitelem. Z rovnic 

plyne totiž 

fv—2 = J- A—2 Í° dělitelné }v_v 
dále 

/,_3 = (Vv-3^-2 + l ) h - i > t- j. / ,_3 je dělitelné /„_ , , 

fv—4 = (Qv-iQr-3Qr-4 + Qy-2 + Q,-i)Ir-V t. j. /,_4 
je dělitelné / r — 1 atd. 

Takto postupujíce zjistíme nakonec, že i fx(x) a f2(x) jsou děli-
telné jv_j. Máme-li obráceně jakýkoliv j)olynom g^x), který 
dělí hix) a f2(x), plyno z první rovnice f1 — QJ2 = /3, že g^x) 
dělí také f3(x), z další rovnice, žo g^x) dělí ft(x), atd., nakonec 
také, že g^x) dělí jv j(x). 

Podle definice jest tedy fv_^(x) největším spoločným dělite-

lem obou polynomft fx(x) a f3(x), c. b. d. 

P) fr =t= 0 (a rovno nějaké konstantě). Pak oba polynomy 
jsou nesoudělné. 
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Důkaz : Kdyby oba polynomy měly nějaký nekonstantní 

společný dělitel gx(x), nalezneme stejně jako dříve, že fft(x) 

dělí kromě fx(x) a f2(x) též všechna /,, /4, . . ., /v_2 , /„_j a tedy 

také fv( = jv 2 — ť?v_2/„_i)> což jest nemožné, neboť fr, jakož-

to pouhá konstanta (+0), nemůže být dělitelná polynomem v x. 
Poznamenejme výslovně: 

Největší společný dělitel dvou polynomů do-
vedeme nalézti pouhým užitím racionálních ope-
rací (t. j. sčítáním, odčítáním, násobením a dělením). 

Cvičení. 1. Určete největší společný dělitel mnohočlenů 
x* + 3xa + 5x2 + 3s + 4, x* + 2x3 + 4x2 + 2x + 3 . [x2+1]. 

Lineární faktory polynomu. V odstavci o polynomech 
jsme ukázali: Má-li polynom f(x) stupně w-tého kořen ax, 
lze psáti 

f ( x ) = ( x - x x ) f x { x ) , (4) 

kde fx(x) jest stupně (n — l)-ho s nejvyšším koeficientem a0. 
Toto poslední plyne přirovnáním obou stran. 

Má-li polynom f2(x) nějaký kořen *2, lz e psáti analogicky 
fx(x) = (x — Í*2) . f2(x) atd. 

Jestliže tedy všecky polynomy /, fx, /2, . . . mají kořeny, 
lze psáti 

f(x) = a0(x — oi1)(x — oii)...(x — <xn). 

Odtud plyne pro řešení rovnice ra-tého stupně 
f(x) = a0xn+axxn~1 + . . . + an = a0(x—txx).. . (x—ív„) = 0 

(kde ovšem není o0 = 0) věta: 
Rovnice w-tého stupně nemůže míti více než 

n kořenů. 
J e dnoduchý důsledek: Jestliže tedy nalezneme pro ně-

jaký algebraický výraz v proměnné x n-tého stupně více než 
n nulových bodů, je to možné jen tak, že a0 = ax — . . . = o n = 0, 

čili: jes t l i že po lynom arfcn + . . . + an vym i z í pro více 

než n hodno t x, vym i z í n u t n ě iden t i cky . 

Cvičení. 1. Napište rovnici pátého stupně, která má za kořeny 
čísla — 1; 2; 3; — — 5! 



2. Nalezněte algebraickou rovnici s racionálními koeficienty 
v a, které hoví funkce 

«> K J T J / J 

/?) Vo + 1/u [x4 — 2ax2 + a3 — a = 0], 

V) V« + ]/a + l/a. 

Mnohonásobné kořeny; derivace. V rovnici (4) 
f(x) = (x — <x) .f±(x) 

může se státi, že polynom fx(x) má opět týž kořen x, t. j., 
že platí 

j { x ) = { x - x ? j i { x ) . 

Obecněji jest možné, že z polynomu f(x) lze vytknouti 
(X — OÍ) v mocnině právě r-té, t. j. platí 

/(*)= (x — a)" .fr(x), /,(«) +0. 

V tomto případě — z důvodů, které později vysvitnou — 
říkáme, že daná rovnice má r-násobný kořen <x. 

Jest otázkou, jak se pozná, má-li daná rovnice takový 
vícenásobný kořen. 

Vícenásobnost kořene souvisí úzce s jistým pojmem zná-
mým z diferenciálního počtu — totiž s pojmem derivace. 

Jest vždy snahou algebry, nevypůjčovati si potřebných pojmů 
z jiných partií matematiky (a zvláště ne z těch, kde se operuje 
K pojmem limity). Proto budeme si definovati tento pojem 
nezávisle na diferenciálním počtu, více méně čistě formálně — 
ale ovšem tak, že obě definice ve skutečnosti souhlasí. 

Derivací polynomu 
f(x) = a0 + atx + a2x2 + . . . + anxn*) 

(přesněji jeho první derivací) budeme rozuměti polynom 
f'(x) = a x + 2 a2x + 3 a3x2 + • • • + nanxn~l. 

*) Přehodili jsme pro pohodlnost — jen v tomto odstavci — 
označení koeficientů. 

18' 



Pro proces takto definovaný lehce se dokáže platnost těchto 
pravidel 

\í(x) + 9(x)i'= f'<*) + 9'(x), (5) 
[/(*) • 0(*)]' = /'(*) • ř(*) + /(«) • (6) 

První vztah jest evidentní. Druhého nebudeme potřebovati, 
proto jej nedokazujeme. Budeme však potřebovati, čemu se 
rovná derivace výrazu b (x — a)n. Umocněme dle binomické 
poučky; jost 

b [*» - p) x«-1 * + g ) _ . . . + ( - 1)» a»]-

Dle definice derivace jest [6 (x — «)"]' rovno výrazu 

b [» X»-1 {n 1) (j) x»-2 « + (n - 2) p ) s»"3«« - . . . ] = 

= bn [>- - (» ^ *»-* * + (* ~ l ) a. - . . .] = 

= b . n (x — af—1. 
Užili jsme při tom vztahu 

< - « © - < * - * > ( , - • ) " ( » " 7 - .) = »(" 7 ' ) • 
Tedy 

[6 (x —- £v)"j' = b.n(x — a ) " - 1 . (7) 

Analogicky k první derivaci zavedeme další pojem. 
Druhou derivací polynomu /(x) budeme rozuměti deri-
vaci z první derivace; obecně r-tou derivací daného 
polynomu budeme rozuměti derivaci z (r—l)-ní derivace. 

Jest tedy, zavedeme-li snadno pochopitelné označení 
(/<»>(*) značí n-tou derivaci funkce j(x)) 
f"(x) — 2. la2+3.2a3 .r+4.3a4x3 + . . . + n(n— l)a„x"-2, 
/'"(x)—3.2. la3+ 4.3.2a4.r + . . . + n (n— 1) (n—2) a„x»-3, 
atd. 

Jest viděti, provedeme-li tento proces w-kráte za sebou, 
že dostaneme nakonec .konstantu 

/(»»(z) = n (« — 1) (n — 2). . . 2 . 1 . an = n\an. 
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Všechny další derivace klademe rovny nule. 
Příklad: f(x) = x* + 3a;3 — 2a;2 + 3* H 1 

j'(x) = 4x3 + iix" — 4x 3 
i"(x) = 12a;2 + 18a; — 4 
j'"(x) = 24a; + 18 
f4)(x) = 24 
ť\x) = /e)(z) = . . . = 0. 

Abychom se nyní přiblížili o další krok k odpovědi na 
shora položenou otázku, odvodíme si t. zv. větu Taylo-
1'OVU. 

Nechť jest dán polynom 
f(x) = a0 + aYx + a2xl + . . . + anxn 

a libovolné číslo <x. Ptáme se, je-li možno polynom f(x) 
vyjádřiti v tvaru 

b0 - F ¿»j (x — ÍX) + b2 [x — ocf + . . . + bn (x — <%)», 

t. j. je-li možno určiti koeficienty b0, bv b2, . . ., bn tak, aby 
platilo identicky 

aB + atx + a2xl + . . . + anxn = 
= b0+b1(x-oc) + b2(x~x)*+ . . . + 6 . (* — *)"• ( ' 

Ukážeme, že to lze, a to dokonce ve velmi jednoduchém 
tvaru. 

Vztah (8) má platiti identicky, t. j. pro každé x. 
Umocníme-li pravou stranu (8) a srovnáme koeficienty 
u jednotlivých mocnin x, vidíme: koeficient u xn na levé 
straně jest an, na pravé bn, tedy bn = an. Srovnáváme-li 

\ dále koeficienty u a;"—1, x 2 , . . . atd., dostáváme po řadě 
hledané koelicienty bi vždy jako řešení jisté lineární rovnice. 
Takových rovnic jest n 1, z nich lze koeficienty 
bi {i = 0, 1, . . ., n) úplně vypočítati. Jest tedy vyjád-
ření (8) možné. Zbývá jen určití jednoduše koeficienty 6,-. 

Abychom nalezli koeficient b0, dosaďme do vztahu (8) 
x = «. Je 

/(<*) = K-
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Derivujme nyní vztah (8) [užívajíce vztahu (5) a (7)]! 
Dostaneme 

/ (« ) = + 26a (íc — « ) + . . . + nbn (x — (9) 
a dosaďme x = a, jest 

" /'(«) = V 
Derivujme dále 

/"(*) = 2. 1 . 6 ^ + 3 . (* — « ) + . . . - ( - ' 
• + n (n — 1) bn(x — (x)«-2; 

pro x — 
/"(«) = 2 .1 .6 , . 

Postupně získáme tak všechny koeficienty, totiž 

K - /(*), h - i /'(«), ¿2 = I / » , . . ., - I /(»)(«). 
Úhrnem tedy: • 

Je-li dán polynom f(x) 71-tého stupně a libovolné 
číslo ex, lže vždy psáti tuto identicky platnou 
rovnost 

t(x) ^ /(«) + ^ . (X - A) + ^ ( x - ^ f + 

/'"(a) /^H«) 
+ 4f - • + • • • + 4r { x

 ~ 

[t. zv. Taylorův*) rozvoj funkce f(x) dle mocnin 
(x — <x)]. 

Př í k l a d : V našem příkladě volme na př. a = 1. /(I) = 6, 
/'(1) = 12, /*(1) = 26, /"'(1) = 42, /W(l) = 24. Platí tedy 
identicky 

12 26 
+ 3a;3 __ 2X1 + 3a: + 1 = 0 + _ (ac ^ 1) -f - (x — 1)« + 

42 24 

*) Brook Tay lor (1085 —1731), anglický matematik. 
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Vraťme se nyní k otázce, kterou jsme si položili. K d y 
j e s t kořen x = « r - n á s o b n ý m k o ř e n e m d a n é rovni -
ce? T. j., kdy lze z daného polynomu vytknouti právě 
činitele (x — <x)r? Taylorův rozvoj (10), kde za m si myslíme 
náš kořen, dává ihned odpověď. Aby z polynomu (10) b3'lo 
možno vytknouti právě (x — tx)r, k tomu jest nutno a stačí, 
aby 
/(«) = /'(«) = /'(«) = . . . = / ( ' -« (a) = 0, ale aby /<'>(*) 4= 0. 

A b y r o v n i c e f(x) = 0 mě la kořen nc p r á v ě r-uásoh-
ný, j e s t n u t n o a s tač í , aby p l a t i l o 

/(«) = /'(«) = /'(«) = . . . - /«'-»(a) = 0, /('>(«) 4= 0. 
Tuto podmínku lze formulovati také jinak. Je-li totiž 
na př. oc dvojnásobným kořenem f(x) = 0 musí býti /(<*) = 0, 
f'(oí) = 0, t. j. oba polynomy f(x) = 0, f'(x) = 0 mají 
společného dělitele (x — se); odtud věta: 

Má-li r o v n i c e f(x) = 0 r -násobný kořen, maj í po-
l y n o m y f(x), f'(x), . . ., /<r_ 1>(a:) s p o l e č n é h o d ě l i t e l e . 

Ježto / < r — l z e považovati za (r — 2)-hou derivaci 
polynomu f'(x), plyne dále z téže věty: 

Je-li k o ř e n a r - n á s o b n ý m k o ř e n e m r o v n i c e /(x) = 0, 
j e s t (r — l ) - n á s o b n ý m k o ř e n e m r o v n i c e f'{x) = 0, 
(r — 2 ) -násobným k o ř e n e m j"(x) = 0 atd . . jedno-
d u c h ý m k o ř e n e m r o v n i c e /^—^(x) — 0. 

Ukážeme nyní, jak lze na základě předešlých úvah po-
stupným hledáním společného dělitele z rovnice v í cená-
s o b n é k o ř e n y o d s t r a n i t i . Nechť rovnice niá kořen\' 
«u . . . , « „ jednoduché, / ? , , . . . , ß^ dvojnásobné, . . . , A,, . . ., A„ 
r-násobné. Pak, jak víme, lze psáti 
I ( X ) = ( * — « ! ) • • • ( * — «,) [(* — / ? , ) . . . ( * — /?„)!« . . . 

. . . [ ( * — ^ . . . { X — L O ) T . P ( X ) , 

kde P(x) jest polynom, který již nemá žádných kořenů. 
[V následujícím odstavci uvidíme, že to není možné a že 
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P(x) musí býti konstantou, ale zatím ten případ nesmíme 
vylučovati. Pro náš účel na tomto místě je to stejně bez 
významu.] 

Sestrojme si derivaci /'(x). Tato rovnice má za kořeny 
všechny vícenásobné kořeny rovnice f(x) = 0, ale — dle 
poslední věty — v násobnosti o jednotku nižší.*) Největší 
společný dělitel f(x) a f'(x) obsahuje tedy souhrn všech ko-
řenů dané rovnice, ale každý v násobnosti o jednotku 
menší**). Dělíme-li tímto největším společným dělitelem 

• danou rovnici, zbývá rovnice F(x) = 0, která má za kořeny 
všechny kořeny dané rovnicě, ale každý jen jednoduchý. 
Tedy: 

R a c i o n á l n í m i o p e r a c e m i lze z d a n é r o v n i c e 
z í s k a t i r o v n i c i , k t e r á má t y t é ž k o ř e n y j a k o rov-
n ice daná, a le k a ž d ý j e n j e d n o d u c h ý . 

Odtud tedy vyplývá: 
Ve v š e c h d a l š í c h ú v a h á c h lze se o m e z i t i na 

r o v n i c e s k o ř e n y v e s m ě s jednoduchými. To také bu-
deme mlčky činiti: 

Př í k l a d . Jest dána rovnice 

/(x) = x» + 3x* — 2 xa — flxa + 5x — 1 = 0. 
Máme zjistiti, má-li vícenásobné kořeny. Jestli ano, jest udati 
rovnici, která má tytéž kořeny jako /(x) = 0, ale každý jen 
jednoduchý. 

Hledejme néjvětší společný dělitel f(x) a )'(x), t. j. f(x) 
a 5x1 + 12x8 — 6x a— 12x + 5 užitím Euklidova algoritmu. 
Abychom však při dělení dostali celočíselné koeficienty, ná-
sobme /(x) číslem 25; dělíme 

(25x6 + 75x4 — 50x3 — 150x2 + 125x — 25) : (5x4 + 12xa — 
— 6xa — 12x + 5) = 5x + 3 

± 25x" ± BOx4 =F 30x3 T 60xa ± 25x 
15x4 — 20x3 — 90x2 + 100a — 25 

— 15x4 ± 36x" 18xa T 36x ± 15 
— 56xs — 72x2 + 136x — 40 = 8 (— 7xa — 

— 9x a +17x —5) . 

•) Tedy /'(x) nemá již za kořeny jednoduché kořeny rovnice 
/(x) = 0. 

**) Speciálně neobsahuje tedy již kořenů jednoduchých. 
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Dělíme dále j'(x) zbytkem (abychom vSak při dělení nedostali 
zlomky, násobme resp. dělme opět oba polynomy 49 resp. 8). 

(245a;4 + 588a:3 — 294x2 — 588a: + 245) : (— 7x3 — 9x2 + 
+ 17x — 5) = 35a: — 39 

± 245x4 ± 315x3 =F 595x2 ± 175x 

273x3 + 30 lx2 — 763x + 245 
± 273x8 ± 35 lx2 T 663x ± 195 

— 50x2 — lOOx + 50 = — 50 (x2 + 2x- l) 
Dělme konečně 

(— 7xa — 9x2 + 17x — 5) : (x2 + 2x — 1) = — 7x + 5 
Ť 7x3 ^ 14x2 ± 7x 

5x2 + lOx — 5 
± 5x2 ± lOx T 5 

0 
Dělení vyšlo beze zbytku: /(x) a /'(x) mají největší společný 
dělitel 

F(x) x2 + 2x — I.*) 

Dělmo tedy dále j(x) : F(x) = x3 + x2 — 3x + 1. Toto jest 
polynom, který má tytéž nulové body jako /(x) = 0, ale 
každý jen jednoduchý.**) 

P o z n á m k a . Lze dokonce získati souhrn jednotlivých faktorů 
jednotlivých násobností. Tak na př. souhrn jednoduchých 
faktorů dané rovnice nalezneme takto: Největší společný dě-
litel /(x) a /'(x) má kořeny, které byly u f(x) dvojnásobné, za 
jednoduché, kdežto kořeny, které byly jednoduché, nejsou již 
kořeny tohoto společného dělitele. Největší společný dělitel 
F(x) a tohoto dělitele obsahuje tedy všechny kořeny s vý-
jimkou jednoduchých kořenů, a to každý jednoduchý (neboť 
kořeny F(x) jsou jednoduché). Dělíme-li tímto výrazem 
F(x), dostáváme hledaný souhrn. [Dle našeho odvození by 
po případě mohl býti násoben ještě faktorem nemajícím vů-
bec kořeny —• ale jak uvidíme, to nenastane.] 

*) Během počítání jsme sice násobili resp. dělili rovnice 
čísly 25, 8, 49, 50; výsledek musí míti však nutně koeficient 
u x2 rovný 1, jak vidno z daného polynomu f(x). Úko l : Pro-
veďte dělení bez toho, že byste dříve násobili a ukažte, že 
dostáváte v podstatě tytéž výrazy jako v textu. 

**) Ostatně nahlédnemo nyní již snadno, že 

x6 H- 3x4 — 2x3 — 6x2 H- 5x -.— 1 = (x2 + 2x -— 1 )2 (x --• 1). 
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Cvičení; 1. Ukažte, že x = 2 jest trojnásobným kořenem 
rovnice x4 — x3 + 2a;2 — 4x — 8 = 0. Rozložte levou stranu 
dané rovnice! [(x — 2)3 (x -f- 1).] 

2. Stanovte vícenásobné kořeny rovnice 
x8 + 2x* — 2x2 — 1 = 0 ! 

[(x* -• 1) (x* + l)3; určete nejdřív polynom F(x) (= (x2 + 
+ l)2); potom jím dělte j(x) a výsledek rozložte!] 

3. Určete vícenásobné kořeny rovriice 

x> + 2x* — 8x3 — 16xs + 16x + 32 = 0! 

[Stojným postupem získáte rozklad (x + 2)3 (x — 2)2.] 

4. Rozviňte polynom 3x8 + 2x2 -| 1 dle mocnin (x— 2) 
v Taylorův rozvoj! 

5. Totéž pro x4 + axs + o2x2 + aax + o4 dle mocnin x -— <i! 
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3« Vlastnosti kořenů algebraické rovnice. 

F u n d a m e n t á l n í vě ta a lgebry. V dosavadních úvahách, 
kdykoli jsme mluvili o kořenech algebraické rovnice, 
předem j s m e p ř e d p o k l á d a l i , že d a n á r o v n i c e k o ř e n 
s k u t e č n ě má. Není zatím vůbec jasné, že by libovolně 
napsaná rovnice musela opravdu kořeny míti. 

Víme, že u lineární a kvadratické rovnice tomu tak jest. 
Dovedeme také napsat libovolný počet rovnic majících kořeny: 
11a př. ( x — 3) (x -- i) (x — 2 + 3i) = 0 atrt., ale to je zatím vše. 

Jest otázkou, zda rovnice 

f(x) == aaxn + ffl^"-1 + . . . + «„ = 0, 
kde a.i jsou libovolná komplexní čísla, má v ž d y kořen. 
Odpověď zní kladně. Platí tato t. zv. f u n d a m e n t á l n í 
v ě t a a l g e b r y : 

K a ž d á a l g e b r a i c k á r o v n i c e n - tého s t u p n ě ( w ^ l ) 
má a l e s p o ň j e d e n kořen . 

Tato věta jest n e j d ů l e ž i t ě j S í v ě t ou , kterou v této knížce 
naleznete. První ji dokázal Gauss . Za svého života (v údobí 
50 let) nalezl celkem 4 důkazy. Od té doby podali četní mate-
matikové veliké množství nejrůznějších důkazů. 

D ů k a z jest dost složitý a přesahuje svou povahou rámec 
této knihy. Ukážeme však alespoň, jak lze problém 
značně omeziti. 

Především lze se omeziti při důkaze na rovnice s r e á l n ý m i 
k o e f i c i e n t y . 

Abychom to uznali, dokažme si nejdříve tuto jednoduchou 
větu: 

Má-li r o v n i c e / ( « ) - - • 0 s r e á l n ý m i k o e f i c i e n t y ko-
řen A -f- fii, ni li t é ž k o ř e n «—/}* . 
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D ů k a z . Ježto 01 fli jest kořenem, platí f(tx + pi) = 0, 
t. j. A(<x, p) + i B(oc, P) = 0, tedy A(<x, p) = 0, B(oc, p) = 0. 
Pak je ale též A(cn,P)— i B(a, P) = 0. Z tvaru polynomu 
plyne však, že to není nic jiného než f(<x — p i ) = 0. Dosadí-
me-li totiž do levé strany rovnice a — pi, nezmění se nic 
na sudých mocninách i, ježto (— Í)2* = ( + i)2*. Nezmění 
se tedy A. Liché mocniny změní však znaménko, ježto 
( — i ) 2 k + ! = — ( + ¿ ) 2 i + 1 . Změní tedy jen B znaménko. 

Tvrdíme nyní: 
D o k á ž e m e - l i , že k a ž d á r o v n i c e s r e á l n ý m i koe-

f i c i e n t y m á a l e s p o ň j e d e n kořen , p l y n e z toho , 
že i k a ž d á r o v n i c e s k o m p l e x n í m i k o e f i c i e n t y má 
a l e s p o ň j e d e n kořen . 

D ů k a z . Jsou-li h(x), f2(x) dva polynomy s koeficienty 
komplexními sdruženými, má jejich součin f(x) = fr{x). f2(x) 
reálné koeficienty. Tato rovnice má dle předpokladu alespoň 
jeden kořen a, t. j. je /(«) = 0; tedy též /^ac) . /2(a) = 0 
a tedy buď f^a) = 0, nebo f2(tx) = 0. Nechť f^rx) = 0; 
pak rovnice s komplexními koeficienty fx(x) = 0 má kořen t\. 
Pak ale zároveň — je-li « číslo komplexní sdružené k a — 
je /2(ÍX) = 0. Obě rovnice s komplexními koeficienty mají 
tedy kořeny. Obdobně, je-li f2(tx) = 0. 

• Stačí tedy dokázati: K a ž d á r o v n i c e s r e á l n ý m i 
k o e f i c i e n t y má a l e s p o ň j e d e n (reálný nebo komplexní) 
kořen . 

Pro rovnice l i c h é h o s t u p n ě plyne věta okamžitě 
z g e o m e t r i c k é h o n á z o r u , resp. grafického znázornění 
funkce y = j(x). 

Máme-li totiž polynom f(x) = a0xn + a^"—1 + . . . + a„ 
a dosazujeme za x velmi veliké hodnoty (t. j. veliké vzhle-
dem k «¿), jest jasné,'že první člen převyšuje všechny další 
členy, a že tedy znaménko výrazu bude takové, jaké má 
první člen. Nechť jest nyní n l i ché; dosadíme-li za x velmi 
veliké číslo kladné, bude hodnota polynomu takového zna-
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ménka, jaké má a0; dosadíme-li za x velmi veliké číslo 
záporné, bude hodnota polynomu znaménka opačného, než 

je znaménko ua0 .*) Na-
bývá tedy polynom pro 
jisté x = A hodnoty 
záporné (kladné), pro ji-
né x =B hodnoty kladné 
(záporné). Pak jest ale 
z grafického znázornění 
jasné, že křivka y=f(x) 
musí a l e s p o ň v jednom 
bodě x = C protnouti 
osu x, t. j. je f(C) = 0 
a tedy daná rovnice má 
kořen [dokonce — jak 
vidíme — reálný]. 

Užíváme při lom mlčky důležité vlastnosti polynomu — 
totiž, že polynom jest spo j i tou funkc í proměnné x. Tento 
pojem, který při vyšetřování funkcí v matematické analyse 
jest velmi důležitý, shoduje se zhruba s pojmem „spo j i t ý " 
užívaným v běžné řeči. Užíváme dále věty: Nabývá-li spojitá 
funkce dvou různých hodnot, nabývá též všech hodnot mezi 
nimi ležících. 

Abychom nyní dokončili důkaz fundamentální věty, stačí 
omeziti se na rovnice s reálnými koeficienty, a to s u d é h o 
s t u p n ě . To je právě ten nejtěžší krok. G a u s s a po něm 
J o r d á n postupovali tak, že postupnou transformací uvedli 
vyšetřování rovnic sudého stupně v souvislost s rovnicemi 
lichého stupně, u kterých, jak již víme, věta platí. 

Jiné důkazy fundamentální věty nečiní rozdílu mezi rovni-
cemi lichého a sudého stupně. Jsou vedeny pomůckami dife-
renciálního a integrálního počtu nebo metodami t. zv. funkční 

*) Ještě lépe je to viděti, píšeme-li 

\ a0x a0x2 "o-W ; 

když a; je v absolutní hodnotě velmi veliké, blíží se členy v zá-
vorce (kromě prvního) k nule a lze je zanedbati. 
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teorie atd. Poměrně jednoduchý jest první důkaz Gaussův , 
založený v podstatě 11a geometrickém znázornění komplexních 
čísel.*) 

V dalším budeme fundamentální větu předpokládati 
v plném rozsahu za dokázanou. Nyní lehce dokážeme: 

Každá algebraická rovnice n-tého stupně má 
právě n-kořenů. [Při tom počítáme mnohonásobný ko-
řen s příslušnou násobností.] 

Důkaz. Dle fundamentální věty má f(x) alespoň jeden 
kořen xv t. j. /(a;x) = 0. Pišme: 

f(x) = f(x)—f(x1) = 

= + — + «n-i (*— *i) = 0 
l(x) = (x — xj) [an {x™—1 + x»-2

 X l + . . . + X!»-1) + 

+ at (x»~2 + «!+... + V - 2 ) + • • • + «»-1] = 0. 
Výraz v lomené závorce jest stupně n — 1. Dle fundamen-
tální věty má alespoň jeden kořen x2. Lze tedy z lomené 
závorky vytknouti x — x2 atd. Nalezneme konečně rozklad 

f(x) == a0(x — xi) (x — x2)... (x — xn).. (1) 

Odtud pak ihned plyne výše uvedené tvrzení. 
Výrazům říkáme kořenoví činitelé. 

(1) představuje pak rozklad polynomu /(x) v kořenové 
činitele.**) 

*) V české, resp. slovenské literatuře naleznete důkaz 
fundamentální věty v knihách: K. Petr: Počet diferenciální, 
Praha 1923, etr. 405 (nákl. JČMF). — K. Petr: Počet integrální, 
Praha 1931, str. 418 (nákl. JČMF). — J . Hronec: Algebraické 
rovnice a ich použitie na analytičku geometriu, Brno 1932, 
str. 47. 

**) čísla i „ xs, . . . nemusí býti vesměs r ůzná . Je-li jich 
několik stejných, musíme — aby úhrnný počet všech kořenů 
byl n — počítati je s příslušnou násobností. To je ten důvod, 
o němž jsme mluvili ve zvlážtním odstavci předešlé kapitoly 
(str. 18 a další). 
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Dodatek: Máme-li rovnici s reálnými koeficienty, jsou čísla 
x v xa, . . . částečně reálná, částečně po dvou komplexní sdru-
žená. Součin dvou faktorů komplexních sdružených jest reálný, 
proto: 

K a ž d ý reá lný p o l y nom lze roz lož i t í v souč in reál-
ných č i n i t e l ů p r v n í h o nebo d r uhého s tupně . 

• Poznámka (pro hloubavého čtenáře). Poznamenejme vý-
slovně, v čem záleží d ů l e ž i t o s t fundamentální věty. Když 
jsme chtěli, aby každá kvadratická rovnice s reálnými koefi-
cienty měla řešení, musili jsme zavěsti čísla obecnější než 
reálná —• totiž komplexní. Analogicky dalo by se čekati, žo 
chceme-li rozřesiti na př. kteroukoli rovnici 3. stupně, budeme 
musit zavěsti nějaký nový symbol obdobný číslu i a uvažovati 
čísla jeStě obecnější než komplexní. Fundamentální věta říká, 
že tomu tak není; že tedy s čísly komplexními vystačíme již 
pro všechny rovnice (s komplexními koeficienty), všech stupňů. 
To je hlavní jádro věty. To, že kořenů jest právě n — to jest jen 
výsledek vedlejší. 

čtenáři nebude jistě proti mysli, žo ex i s tu j i i čísla obecnější 
než čísla komplexní — na př. t. zv. kva t e rn i ony . Ovšem 
i zde jde pouze o výplod lidského myšlení -— bez reálné inter-
pretace ve všedním životě. 

Symetrické funkce, a) V dalších úvahách budeme bez 
újmy obecnosti psáti a0 = 1. Má-li pak f{x) kořeny 
xlt x2, . • xn, jest 

f ( x ) = X» + 1 - I - Í / 2 X « - 2 - I - . . . H « „ -

= {x Xj). (x — x2) . . . (x — xn). 

Vynásobíme-li pravou stranu a přirovnáme koeficienty u stej-
ných mocnin x, máme 

— a , = x, + x2 + . . . + x„ 
a2 = xxx2 + xLx3 -i- . . . 4 .ť„-i»-„ (1) 

= X}X2Xa | X}X2X4 • • • -' n—- JH 1̂ 'u 

( 1 )n Gpi — X^X.y . . . Xn. 
Budeme psáti krátce 

Cřj = ^ Xj, &2 — X̂ X2, ííg f̂ XjXgXg, . . . (2) 
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Při tom znaménko E znamená, že sčítáme přes všechny 
kombinace veličin xv x2,. .., x„, a to vždy kombinace toho 
typu, jaký stojí za součtovým znaménkem. 

b) Výrazy (2) mají zvláštní stavbu. Kdybychom zaměnili 
v nich nějaké Xi za x* a x j za Xi, jejich hodnota se ne-
změní. 

Říkáme jim proto symetrické funkce. 
Obecně nazýváme symetrickou funkcí proměn-

ných xv x2,..., xn takovou c e l i s t v o u , r a o i o n á l n í 
funkci (polynom) proměnných xv x2,.. ., x„, která 
se nemění žádnou permutací indexů. 

J i n é p ř í k l a dy : Nechť na př. n = 3. Pak + x^x, + 
4- x f x i + x3

2x3 + Xj8®! + x3*xt, nebo x^ + xa
a + x,a jsou také 

symetrickými funkcemi. Naproti tomu x f -)- xs
a — x,a není 

symetrickou funkcí, neboť zaměníme-li xx za x,, dostáváme 
x3

a -(- x2
a — xx

a, což jest jiný výraz. 

Funkce (2) jsou zvláště jednoduché symetrické funkce, 
nazýváme je elementárními symetrickými funkcemi. 
Platí nyní tato základní věta o symetrických funkcích: 

Každá symetrická funkce t v a r u E x ^ ' . . . Xtxk 
se dá vyjádřiti jako racionální celistvá funkce 
elementárních symetrických funkcí s celočísel-
nými koeficienty. 

To tedy znamená pro rovnice: Bez řešení rovnice dovedeme 
udati hodnoty jistých výrazů, které závisí na kořenech — a to 
z pouhé znalosti koeficientů dané rovnice. 

Ověříme si nejdříve tuto větu na dvou příkladech. 
Zvolme funkci E x? = xf -f- x2

2 -f . . . + xn
2. Aby-

chom ji vyjádřili v žádaném tvaru, uvažujme součin 

E x±. E xx = (xx + x2 + . . . + x„). (xt + x2 + . . . + xn) = 
= (x^ + x2

2 + • • • x„2) + 2 (xxx2 + XjXg -f . . . + x„_i x„), 

t. j. (— <*i) • (— ffli) = ( V + X2
2 + . . . + x„2) + 2 . a2 

E x^ = Xj2 + x2
2 + . . . + x„2 = ax

2 — 2a2. 
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2. Abychom vypočetli E x1
2x2, pišme: 

E xvt2 . E xx = (xxx2 + xxxz +...)• + x2 + . . .) = 
= (X^X2 . . . ) - } - 3 (X±X2X% + • • •) 

— x^x2 3 E x^x2x^f 
tedy . (— = Z xl

2xí — 3a3 

E x^x2 = 3a:1 — (ijrtj. 
Máme-li komplikovanější příklad, postupujeme vždy tak, že 

uvažujeme součin jednodušších funkcí takových, abychom po 
vynásobení dostali — mimo jiné — i hledanou funkci. 

Zároveň jsme tak vedeni k jednoduchému obecnému 
důkazu vyslovené véty. 

Definujme si pojem „výšky" . Každé symetrické funkci 
L̂ X^ ' ít>2 ' • • • Xj. (čXj ž J j ¿ 4] ž • • •] přiřadíme systém čísel 
(a,; <xa; . . .; <xk), dle kterého budeme posuzovati. její výšku. 
Budeme říkati, že ze dvou symetrických funkcí £x1

a'xi"' . . . 
(*i «» sž • • •), Z x ^ x f ' . . . Xjfk, ( f i i ^ P i ^ • . .) jest ta 
vyšší, u které v obou systémech («,; aa; aa; . . .), (Pt; P2; . . .) 
první lišící se člen jest větší . 

Nahoře uvedenou větu dokážeme nyní lehce t. zv. úp lnou 
indukc í . 

Jak jsme viděli, jest Sxx = —- av 2Jxíx2 = at, . . . Jest tedy 
věta správná pro symetrické funkce nejmenších výšek,' totiž 
(1; 0; 0; . . .; 0), (1; 1; 0; . . .; 0), (1; J; 1; 0; . . .; 0) atd. Před-
pokládejme nyní, že platí pro všechny symetrické funkce 
nižš í než JSx^x^' . . . x^k; dokážome, že platí i pro Exf' . 
. x . . . x^k. Tím bude věta dokázána. Neboť, ježto platí 

pro výšky (1; 0; 0; . . .; 0), (1; 1; 0; 0; . . .) platí pak i pro 
symetrické funkce nejbližších dalších výšek, t. j. (2; 0; 0; . . .; 0), 
(2; 1; 0; . . .; 0), (2; 1; 1; 0; . . .; 0) atd., postupně platí pak pro 
všechny symetrické funkce. 

Uvažujme za tím účelem součin 

2 V ' - ' . v - 1 - • • 1* .** 
Po vynásobení dostaneme především členy tvaru x^'!^'.. . x f k 
a to s koeficientem 1, pak ještě řadu dalších členů (na př. 

x*'xf' . . . x^Tj"' x^ xk+i) opatřených celočíselnými koefi-

cienty, ale vždy tedy členy nižších výšek. Tedy: 
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2 • • • I*,*» • • • ** = i • 2 v - - • • v + (file-
(_,/.,,t »y .«»i«»"); (») 

odtud 

2 V- • • V* =(—!)* «* • 2V ,_1 • • • V*-1 — (Sieny „nižší"). 
Ježto na pravé straně jsou všecky funkce výšky menší než 
£x1

at . . . xfk a pro ně větu předpokládáme za platnou, lze 
psáti i levou stranu jako racionální celistvou funkci elementár-
ních symetrických funkcí s celočíselnými koeficienty; tím jo 
věta dokázána. [Všimněte si důležitosti čísla 1 v (3)!] 

c) Potenční součty. Obzvláště zajímavé a důležité 
jsou speciální symetrické funkce typu 

s2 = Z x2 = • xx
2 -(- x2

2 h- . . . xn
2 

s3 = Z x3 = x3 x2
3 -(-... -f- xn

3 

sk= Z x/' = x/" + x2
k + . . . + xn

k. 
Odvodíme si t. zv. rekurentní vztah, který nám umožní 
určiti je jako funkce elementárních symetrických funkcí. 
Budeme postupovati zrovna tak, jako nahoře. Počítejme 
na př. Z xh

1 = s5. 
Z Xf . Z X,= (Xj* + V + . . . + Xn*) . K + . . . + Xn) = 

= ( V + xf + . . . + S»5) + + X\Xl + • • • ) = 
— X^* "I- £ Xj^XQ* 

Tedy Z xt
5 = ¿ V • (— ai) — Z xiW 

Stejně Z x1
ix2 = Z x\3 . (+ a2) — Z x^x2x3 

Z x^x2x3 —• Z x^ . ( dg) _ Z x^x2x3x^ (4) 
Z x^ x2x^x ^ — Z xx. ®4) 5 Z xxx2x.jx4.t<£. 

Při tom: na př. druhý řádek plyno takto: 
ZX^ŽX^I = (Xj3 + X2

3 + . . .) (XjXt + XjX3 + . . . ) = 
= {x1

ixi +...) + (x^xjxj +...) = Sx1
ix1 + Sx^x2xs. 

Snadno také nahlédneme, že v poslední řádce jest součinitel 5, 
neboť když uvažujeme součin Exx. Ex1xixixt = (xx + xa+ ...) . 
. (x1xJx,x4 + . . . ) , vzniknou kromě členů tvaru x1

,x2xsx4 též 
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členy tvaru xtx2x3xtx6, a to každý pětkráte. Např . člen x1x2x3j-4xt 
sám vznikne, když 

z první závorky vezměme xv z druhé x.ix3xixs 
,, ,, ,, X2, ,, x^x^x^x^ 
,» ,, ,» ^¡j, ,, XiX2X^X5 

,, ,, ,, x , , x^x2x3x6 
,, ,, ,, X^y ,, XýC2X^X^. 

Násobme nyní v (4) řádky postupně 1, — 1 1, — 1 
a sečtěme; vyjde 
E x-f = — « i E Xj4 — a2 E X!3 — «3 E x-j2 — « 4 — 5a5, 

t. j. 
«5 + + rta,,3 + «3*2 + «1*1 + = 

Obecně — pokud jest k < n — dostáváme 
«i + + «2**—2 + . . . + (ía—l«i + kak = 0. (5) 

Stojný vztah lze odvoditi i pro k — n, k > n. 

Vztah (5) se nazývá Newtonovou*) rekurentní 
relací. 

Lze z něj vypočítati Sp s2, s3, . . . Dosadímo-li totiž do (5) 
po řadě £ = 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; . . . dostaneme 

ai + 'h = 0 
s2 a,«! -)- 2a2 = 0 
s3 + ajS 2 + «¿«i + 3 a3 — 0 
«4 + aiSZ + °2S2 + «3S1 + 4ř74 0 

*) I s a a c N e w t o n (liar. 5. ledna 1G43, zemř. 20. března 1727, 
pochován v opatství westminsterském) jest zakladatelem mate-
matické fysiky. Jeho práce týkají se gravitačního zákona, 
teorie šíření se světla, teorie měsíce atd. Jako spoluzakladatel 
diferenciálního počtu zabýval se i mnohými čistě matematic-
kými otázkami. Těžko zhodnotiti jeho ohromné zásluhy o rozvoj 
přírodních věd na několika řádcích. Jeho hlavní práce „Philo-
sophiae naturalis principia mathematica" byla první knihou 
toho směru, který jest dnes ideálem každé vědy — totiž mož-
nosti, uměti matematicky formulovat přírodní zákony. 
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«1 = — «1 
s2 = «i2 — 2a2 

= — říj3 + 'iaxa2 + 'Áa3 

s4 = at
4 — -Uiyhî  -f- 4alff:J -(- 2a2

2 — 4n4 

Cvlčeuí. 1. Má-li rovnico a celočíselnými koeficienty 
xn + axxn~l + . . . an = 0 

celočíselné kořeny, musí tyto ilěliti (>n. Ježto u n nni jen konečný 
počet dělitelů, lze nalézti celočíselné kořeny ]><i konečném počt u 
zkoušek. 

Učiňte tak pro rovnice 

<x) x3 — 3x2 lOx + 24 = 0 (x = 2; -- 3; 4), 

¡i) x4 + 28a;3 + 42x2 — 3452a; - 19019 = 0 

(x = — 7; 11; — 13; — 19), 

y) x3 + 3x2 — 8x + 10 = 0 (jen x = — 5). 

2. Rovnice s celistvými koeficienty uvažovaná v příkl. 1 
nemůže míti kořenů lomených; má-li kořeny racionální, mohou 

j) 
býti jen celé. Dokažte! (Návod: Dosadte do rovnice -ý za x 

u učiňte závěry!) Užijte tohoto výsledku k řešení rovnice 

x> + 3x6 + 4x4 -f 3x3 — 15x2 — 16x + 20 = 0. 

(xx = --- 2 dvojnásobný, x2 = 1 dvojnásobný.) 

.'{. Nalezněte racionální kořeny rovnice 

0x4 — l lx 3 — x2 — 4 = 0! 

/ 4 - 2 2 I 1 'VLLZU' , ZE 1IUIS1 X , . x t . i 3 . xt = —; — = g ; XJ = G . ; 

X 2 = 2.) 

4. Sestrojte rovnici, která má za kořeny trojnásobky kořenů 
rovnice x3 + 3x 4-2 = 0! [Návod: Jsou-li kořeny dané rovnice 
xx, x3, x„ a hledané yx, J/2, y3, jest yx = 3xx, y2 = 3xa, y3 = 3x„ 
tedy: y1 -f- y2 + y3 =-- íi {xx + x2 + x3) = 0, yxyt 4- !h!h + 

+ ViVi = !) K x , 4- Xxx3 4" X2x3) = 27, yxyty3 = 27x1x2x3 = — 54. 
Hledaná rovnice jest y3 4- 27y -+- 54 = 0.] 

ó. Napište rovnici, která mé kořeny o b menši než kořeny 
rovnice x2 4- ( h x + « = 0! [Návod: Kořeny hledané rovnice 
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jsou yx = xl — 6, y3 = x2 — b; tedy yx + i/2 ^ x, 4 x„ — 26 = 
= — " i — 26, .v,!/,. = (xj — 6) . (xa — 6) = x ^ j — (xt 4- xa)64-
-I- 62 = a2 4- "¡b + 62. Hledaná rovnice jest tedy ya 4- 4-
+ 26) y + a2 + atb 4- 62 = 0.] 

6. Napište rovnici, která má kořeny o I menší než kořeny 
rovnice x* —• 2x2 + 4x •— 8 = 0. [Návod: Úlohu lzo řešiti bud 
pomocí symetrických funkcí jako v předešlém příkladě anebo 
pomocí Taylorova rozvoje. Rozvineme danou rovnici v Taylo-
rův rozvoj dle ( x — 1) a pak dosadíme neznámou x — 1 = y. 
Měla-li původní rovnice kořen xlt má nová kořen i/l — x1 — 1 
atd. Výsledek: y* + 4 y 3 + 4y2 + 4y — 5 = 0.] 

7. Jak nutno voliti veličinu a, aby transformací x = y <t 
přešla rovnice 

o0xn 4 (llxn-1 4- a2xn~2 l- . . . I- an - 0 

v rovnici neobsahující clon s yn~~I x = y — I-
L fWn\ 

8. .Jak nutno voliti a, aby transformací x = y + o v rovnici 
x3— fix2 4 4x - 7 = 0 vypadl člon s yt 

9. ¡Sestrojte rovnici, ktorá má za kořony čtverce kořenů dané 
rovnice; 

<x) pro rovnici x3 — x2 4- 2x — 1 = 0, 
/?) pro rovnici f(x) = 0. 

[ a) Kořeny nové rovnice jsou x1
2, xt*, x3

2; vypočtěte Xj2 4- xt* I x3
2, 

x2x2 4- ®i2xa
2 |- X2

2X3
2 , x!2xa

2xa
2 a užijte vlastností vztahů (1); 

vyjde y3 4- 3?/2 f 2 y — 1 — 0. ft) Sostrojte polynom / (x) . 
. / ( — x) a dosaďte x2 .= yV\ 

10. ¡Sestrojte rovnici, která má za kořony všechny možné 
součty dvou kořenů rovnice 

x3 + fřjX2 4 ř'jX | íí3 = 0! 

[Kořeny hledané rovnice jsou '/i — x2 -(- xa, í/2 = xa 4- x t , 
2/a = Xi 4- xa; vypočtěte výrazy i/1 4- >/2 4 y3, y l;/2 + yYy3 4-
4- ViUt- VUhUa jako funkci koeficientů f'( a užijte vztahů (1)! 
Vyjde: //> 4 2 ^ / / 4 ( V | «.„) y |- «a) O.J 
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4» Řešení rovnic 2., 3. a 4. stupně. 
Přistoupíme nyní k metodám, jak nalézti kořeny dané, 

obecné rovnice. 
Kvadratická rovnice. Rovnici druhého stupně ax2 + 

+ bx + c = 0 řešíme — jak známo -— tak, že doplníme 
levou- stranu na úplný čtverec. Jest 

Otázka, která nás vždy bude zajímati, jest: Kdy má taková 
rovnice vícenásobný kořen. Z výrazu pro xv2 jest 
jasné, že to nastane tenkrát, když výraz D = b2 — 4ac, 
zv ý diskriminant rovnice, jest roven nule. 

,to otázka dá se však vždy řešiti bez znalosti kořenů; 
to nyní provedeme ihned dvěma způsoby. 

a) Dle obecné teorie o vícenásobných kořenech v 2. kapi-
tole bude míti naše rovnice dvojnásobný kořen, má-li 
ax2 + bx -(- c = 0 a derivace 2ax + 6 = 0 společné řešení. 

6 
Ježto druhá rovnice má jen jediné řešení x = — —, musí 

2 I 6 
X2 -| X 

c 
a a 

2a 
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t. j. D = b2 — 4ar = O, 
jak již víme. 

/}) Instruktivnější — vzhledem k dalšímu —*je.st řešení 
téže otázky pomocí symetrických funkcí. Hledejme takovou 
symetrickou funkci, která se rovná nule, kdjž o ha kořeny 
splynou. 

(Když ji nalezneme, máme problém řešen, neboť dle věty 

0 symetrických funkcích lze tuto vyjádřiti pomocí čísel a, b, c.) 
Takovou funkcí jest „skoro" x1— x2. Tato ale není 

symetrickou, neboť záměnou indexů změní znaménko. 
Naproti tomu (â  — x2)2 jest symetrickou funkcí a rovná se 
nule, kdvž xx —- x2. Počítejme — pamatujícc na vlastnosti 
1 - • ' L 6 

kořenu i , f i , = , x,x, — 
n a 

(xx x2)2 — ( x j - x2)2 • 4XXX2 

b2 —4 ac. 1) a' ří̂  
odtud vidíme tedy: Jo-li D = 0, je xt — x2 a naopak. 

Všimněte si úzkého vztahu mezi (xx — x2)2 a D\ 
Podrobuj' rozbor rovnice (*) přenechávám laskavému 

čtenáři. 
Cvičení. 1. Řešte rovnici x2 — (5 + 4 i ) x + (6 + 8 i ) = 0! 

[3 + 4i; 2] 
2. Jsou-li koeficienty dané rovnice veliká čísla, volíme 

místo (*) toto t. zv. gon i ome t r i c ké řešení k v a d r a t i c k é 

rovnice. Píšeme x = — i | / J — c. Je-li c > 0 a 

C < (¿,)2' P° l , ,Žm0 c ^ * s i"2 f- P , l k ^ - í ^ 
6 • 2 . 

sur },w a * , , 
. , kde <p je 

± -COB,. - - ^ ( 1 T cos V) --= 
— — eos- },m a 

definováno vztahem sin2 q> = Ten I o výraz se hodí 
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k logaritmování. Jsou možná i jiná goniometrická řešení. 
Nalezněte nějaké další! Řešte rovnici 

x2 — 93,7062a: + 1984,74 = 0! [61,3607; 32,3454.] 

8. Ukažte, že rovnice 

x2 + 2 (&! + ib2) x + (Cl + ie,) = 0 
má reálný kořen, když c,* — 4&,62c2 + 4cj&2

2 = 01 
4. Ukažte: Nutná a postačující podmínka proto, aby oba 

kořeny rovnice x2 + ax + b = 0 měly absolutní hodnotu 
rovnou 1 jest: | n | ^ 2, | 6 | = 1, 2 ampl a = ampl b. 

5. Jestliže do rovnice ax2 -f bx + c = 0 dosadíme novou 
. , my + n , ,. , , , 

neznámou y vztahem x = —-—•— (t. zv. l i n e a m i l omená 
py + Q 

subst i tuce) dostaneme opět kvadratickou rovnici v pro-
měnné y. Diskriminant této nové rovnico liší se od diskrimi-
nantu původní rovnice jen tím, že jest násobkem tohoto. 
Faktorem úměrnosti jest výraz (mq— np)2. Jestliže substituce 
jest taková, že mq— np = ± 1 (t. zv. vinimodu l á rn í substi-
tuce), jsou oba diskriminanty dokonce stojné. Říkáme proto, 
že výraz b2 — 4ac jest i n v a r i a n t em vzhledem k těmto li-
neárním substitucím. Proveďte podrobně! 

6. Řešte rovnici ax2 + bx -f- a = 0! Jakou vlastnost mají 
kořeny? [Reciproká rovnice.] 

7. Dokažte, že mnohočlen 2. stupně, který pro x = a, b, c 
nabývá po řadě hodnot a, ß, y, má tvar 

= (a: —6) (x —c) (x —c) (x — n)  
n ' ~ (a — b) (a — c) P (6 — c) (b — a) + 

+ V 
(x — a) (x — b) , 

(c — a) (c — 6) 

(t. zv. kvadratická interpolace) . 

8. Rovnice s reálnými koeficienty a kořeny ox2 -f bx + c — 0 

dá se pohodlně řešiti také takto. Nechť jest. sk = x * + x2* 

' • + i + x 2
i + ' _ 1 + 

a | xj I > | x2 |. J—
A k + 1 

Sk X* + x2 

Protože je 

1; F' 
< 1, je pro dosti veliká k hodnota velmi 

malá. Přesně lim-**- = x v (Ježto lim (—) oj. 
k = m sk \ k = a> \xll I 
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Vypo6teme-li tedy postupně »j, s8, a,, s4, . . lze lehce urfiiti 
hodnotu většího z kořenů. Na př. pro rovnici x1 - - 2x—-1 
(užíváme Newtonových vztahů) s0 = 2, st = 2, a2 = 2 . 2 + 
+ 2 = 6, s, = 2 . 6 + 2 = 14, s4 = 2 . 14 + 6 = 34, s6 = 
= 2 . 34 + 14 = 82, s, = 2 . 82 + 34 = 198, i , = 2 . 198 + 
+ 82 = 478, «s = 2 . 478 + 198 = 1154, s, = 2 ; 1154 + 478 = 

= 2786, «jo = 2 . 2786 + 1154 = 6726. Jest ^ = 2,41421393... 

Přesná hodnota jest 2,41421356... Proč neplatí věta pro rov-

nice s komplexními kořeny? I Není — < 1, nýbrž vždy 
L 

= 1. Uvažte na př. při rovnici xa — 2x + 2 = 0.'J 

Sestrojte rovnici, která má za kořeny k-té mocniny kořenů 
rovnice xa —2ax + 6 = 0! [xa •— s^x + 6* = 0; st má známý 
význam.] 

Kubická rovnice. K rovnicím třetího stupně (kubickým) 
dospěli matematikova z četných geometrických problémů 
jako trisekce úhlu, zdvojení krychle a pod. Geometrické 
úlohy vedoucí ke kubickým rovnicím jsou pravítkem a kru-
žítkem obecně neřešitelné. Jestliže se o ně přes to pokoušeli 
matematikové starověku a středověku, má to pro dnešní 
dobu ten význam, že se rozmohlo pěstování rovnic třetího 
a vyššího stupně a položen tak základ k výstavbě algebry. 

a) Dřív než přistoupíme k řešení obecné rovnice třetího 
stupně, bude nutno rozřešiti tuto speciální rovnici 

x3 — 1 = 0. (1) 

Rovnici (1) lze psáti (x— 1). (x2 + x + 1) = 0, odkud 

— 1 + ¿V3 _ ~ 1 ~ ¿1/3 __ 2 
•xi — -1) x2 — 2 e' X'J — •> — E• ' 

Čísla l . f , E2 představují nám třetí odmocniny z jedné. 
Třetí odmocnina z l a vůbec z každého čísla má tedy tři 

hodnoty. Řešení rovnice 
x3 — a = 0 (2) 

¡i _ 

nalezneme tak, že si nejdříve pod znakem ]/a myslíme jednu 

40 



docela určitou hodnotu odmocniny; další kořeny jsou pak 
3 8 

e|/a, (Srovnej také s odst. Moivreova poučka v 1. kapi-
tole.) 

Rovnicemi tvaru (1) budeme se zabývati obšírně v 5. kapitole, 

b) K řešení kubické rovnice 

x3 -f- aLx2 4- a2x -j- a, = 0 (3) 
existuje veliká řada metod. Uvedeme si dvě typické. 

První z nich pochází od Huddeho.*) 
Především místo x zavedeme novou neznámou y vztahem 

j j ^ y — £®i) 
(y — K)3 + «i (y — KFTaTTy — K ) + «3 -

Z rovnice vypadne člen s y2 a zůstane rovnice tvaru 
y3 + py + q = o, (3') 

kde 
p = a2 — -i«!2 q = a3 — ¡a^ + ^«í3- (4) 

Podstatou metody jest nyní, že místo jedné neznámé y 
zavedeme neznámé dvě: u a v vztahem 

y = u + v. (5) 
Tedy (u + i>)3 + p (u + v) + q = 0, 
po úpravě 

W3 + v3 -f (3ím> + p) (u + v) + q = 0. (6) 
*) První, kdo objevil řešení kubické rovnice byl Sc ip ione 

del Ferro (od 1496—1526 prof. v Bologni). Poté se rozpoutal 
nepěkný boj o prioritu mezi Ge ron imem Ca rdanem (Hiero-
nymus Cardano 1501—1576, Pavia a Řím) a N i co l a Tar-
t ag l i o u (1500—1557, Brescia). Cardano uveřejnil první svoje 
řešení ve své knize „Ars magna" (Norimberk, 1545), proto se 
mluví dnes o Cardanově vzorci. 

Rozřešení kubické rovnice bylo na tehdejší dobu — kdy ještě 
neexistovala matematická symbolika a dnešní „mluva vzorců" 
—- výkon skoro zázračný. Cardano pomáhá si geometrickými 
obrazci, a ježto neznal přirozeně ani imaginárních čísel, muSel 
činiti různé předpoklady o znaménkách koeficientů a pod. 
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Ježto jsme místo jedné neznámé y zavedli dvě neznámé u, v, 
můžeme ještě mezi u a v voliti jeden vztah. Volme u, v 
tak, aby bylo 

3 uv = — p. (7) 
Pak ale z (6) plyne 

U3 V3 = _ Q ( 8 ) 

Z těchto dvou rovnic vyjde (jako řešení kvadratické rovnice) 

f3 - - h + l/(k)2 + (ip)3- u* = - li — V(ta)1+ (&/>)*• 
(anebo obráceně s výměnou u3 a v3). 

Dále » _ 
« = I ; - Í H - 1/(1 ?)2 + (!)) 

u -= V— iq — l / f í ^ T H7>)Tí-
Každá z veličin (9) jest trojznačná. Měli bychom tedy 
pro y zdánlivě 9 hodnot odpovídajících všem kombinacím 
u, v. Nesmíme však zapomínat, že čísla (9) mají vyhovovat 
(7) a (8) [a že jsme rovnici (7) během počítání umocnili]. 
Musíme zjistiti, zda tomu tak jest. Rovnice (8) jest zřejmě 
splněna, ať pod odmocninou rozumíme kteroukoliv hodnotu 
odmocniny. 

Dle (7) má však býti 
a a 

V— i9 + V(ig)2 + (ip)3. V - & - = 
= - ip. (10) 

Na levé straně vyjde po vynásobení nejdřív jen troj-
il :» 

značný výraz y— (gp)3 = — J-p)3. Má-li býti tento výraz 
roven pravé straně, musíme to zaříditi tak, že hodnotu od-
mocniny jednoho faktoru v (10) volíme libovolně, ale 
hodnotu druhého již ne libovolně, nýbrž právě tak, 
aby (10) bylo splněno. 

Dle (5) jest pak jedno řešení rovnice (3') 
1 a a 

\\yi = 1 / - + V(I?)2 + w + ]/- ii - FA?)2 + (IPY*-

\ 
42, 



Jestliže — jak řečeno — jedné odmocnině přisoudíme 
všechny tři hodnoty a druhé z odmocnin pak takovou 
hodnotu, aby byl splněn vztah (10), jsou další kořeny 
— má-li f, e2 význam dříve citovaný — 

_ a , ' 

' ?/2 = £• V-te + V(í?)2+ (h>r + 
8 ; 

~ b £2 • V— ^ — M( W l + (A/')3- (>!') 
H 

2/3 - £2 . 1/— \q 4- + (¡¡p)3 + 
9 

+ e . ] / - iq - V(ií)2 + (kí¥-
Vzorec (11), (11') nazĵ vá se Cardanova formule. 

Cheeme-li nyní nalézti řešení původní rovnice (3), stačí 
se vrátiti k původní proměnné ze (4). 

Máme 

(i?)2 + (b? = ~ + tíV«!3)2 + (í«2 - W? = 
= lffl32 \a\a2n?1 i 0 ff"l2a22 + ?Val3a3 "I" = TT) 
kde Z) budeme nazývati diskriminantem rovnice (1). 
Je pak 

s 
X1 = — :T"l + ]/— + !,ala2 — ÝTal3 + rVV— 'iU + 

9 . 
+ ] / ~ Za3 + K f l2 — A"i3 — 1 VÍ— : w 

a analogicky další. 
e) Metoda řešení rovnice (3') byla jednoduchá, ale do značné 

míry n á h o d n á . [Němci mají pro podobné obraty výstižné 
slovo „Kuns tg r i f f " . ] 

Systematičtější jest metoda pomocí, symetrických funkcí 
pocházející od Lagrange.*) Hledejme totiž nějaké jednoduché 

*) J oseph Lou is Lag r ange (1716—1813; pochován jest 
v pařížském Pantheonu). Jeho život spadá do období fran-
couzské reVoluce, znamenající v dějinách matematiky horečnou 
činnost přečetných znamenitých učenců. Hlavní Lagrangeovy 
práce týkají se užití infinitesimálního počtu v mechanice. 
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symetrické funkce kořenů rovnice 

x3 + px + q = 0. 
Takovou jest na př. x, + xa + x3. Pro tu — ježto chybí člon 
s x 8 — platí 

x i + x2 + xa = 0. 
Podobný výraz xx + exa + £2x3, resp. xt -f eaxa + ex, není 
symetrickou funkcí; zato však výrazy = (Xj + exa + eax3)

3 

a t% = (Xj + e2xa + ex,)3 mají tu vlastnost, že se cyklickovi*) 
záměnou indexů vůbec nemění. 

Pokusíme se určiti jejich hodnotu. Abychom vypočetli 
hodnoty tx a ť2 jako funkce koeficientů p, q, nalezněme kvadra-
tickou rovnici tvaru 

í2 + ty + 6a = 0, 
které a řa vyhovují. Pro koeficient bx mámo 

W = (X! + SXJ + t^Xj)3 + (XY + £2XJ + EX,)3 = XJ3 + xa
3 + 

+ x3
3 + 3e (xj2xa + X2

2X3 + x3
ax1) + 3c2 (x1

ix3 + xa
2x, + 

+ XS
2XA) + + X!3 + XJ8 + x3

3 + 3E2 (XJAXA + x2
2x„ + 

+ X3
AX|) + 3« (xi

íx3 + X2
AX! + X3

2X2) + BXIXJXJ. 
(Užíváme vztahů e3 = 1, e4 = e, t1 = e2.) Ježto z e2 + e + 1 = 0 
plyne e2 + e = — 1, máme • 

— 6, = 2 (XI3 + x a
3 + x3

3) — 3 (x1
ax2 + X2

2X3 + X3
2X, + 

T' x^XG -F- xa
2x! ) • X3

2X2)
 1 12x1xax3. 

Přidáme a uberemo člen xx
3 -f x2

3 + x3
8 a Vtx1xix3 a máme: 

— bt = 3 (xx
3 + x2

3 + x3
3) — (x, + x2 + x3)

3 + lSxtXjXj. 

Dle Newtonových vzorců na str. 35 jest «3 = Xj3 + xa
a + x3

8 = 
= — 3q, tedy 

— bx = — 9<ř — 0 — 18« = — 27 q. 
D á l e 

6a = Í , . Ť2 = (xy + ex2 + £ 3X 3) 8 {xx + eaxa + £X3)3 = 
= [Xj3 + Xj2 + Xja — x,x2 — xxx3 — XjX,]3 - [(xt + (12) 

+ x2 + x3)
a — 3 (xtx2 + xlxl + x,x,)]3 = [— 3p]3 = 

= — 27p8. 

Jeho práce v algebře, směřující k řešení rovnic, pocházejí z let 
1770—71. Lagrange sestrojuje jisté výrazy kořenů a vyšetřuje 
jejich vlastnosti vzhledem k permutacím indexů. Zavádí pojem 
resolvehty atd. Tyto práce jsou prvním stupněm k dosažení 
výsledků pocházejících teprve od Ábe la a E. Galoise. 

*) T. j. píšeme-li na př. místo xx kořen x2 a pak místo xa 

kořen xa a místo x3 kořen xx. 
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Tedy | ; 
j ťa + 27gť^_22í>8.=4= 0. 

Tuto rovnici nazýváme kvad ra t i ckou resolventou ku-
bické rovnice. Dovedeme-li totiž rozřešiti tuto rovnici, 
máme — jak ihned uvidíme — řešenu i původní rovnici. 

Jest 

k = 27 [-- \g • - VČij^fliP)1]. 
t, = 27 [— \q + i '(iq)* + (ip)»j.*) 

Máme tedy tři rovnice 
xi + xi + x3 = 0 

8 _ 
+ ex„ + eax3 = |/í, (13) 

a 
XX + £3X, + SX J = y«a. 

Ježto — jak jsme v (12) vypočetli —• je ~(xl + ext + eax,) . 
. (a^ + eax2 + EX3) = —• 3P, musíme rozumět odmocninám 
v (13) opět tak, že si zvolíme jen takové jejich hodnoty, aby 
součin byl (— 3p). 

Vzhledem ke vztahu e1 e 1 — 0 dostanemo sčítáním 
rovnic (13) 

= i (K + Ví). 
Násobíme-li (13) po řadě 1, e, ea, nebo 1, ea, e a sčítáme, máme 

xi = i (A'h + 
xa = i -I-

což jsou Cardanovy formule. 

d) Chceme nyní provésti d i s k u s i získaných výsledků. 

Uvažujme výraz 

B ,-= - 108 [(ft)« + = - (27 q2 + V ) , 

který jsme nazvali d i s k r i m i n a n t e m rovnice (3'). 
Ukážeme, že jest 

£> = [(Ž/I - y,) (y, - y s) (y, - Í^J'- ( W ) 

Abychom to dokázali, stačí dosaditi: 

*) Přímým výpočtem se přesvědčíme, žo jsme volili zna-
ménka správně. 
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yí = u - f v, 1/2 = " f + r f 2 , i/, = i/cz + i'e, 

£ = i (— 1 + ¿1/3); f 2 .1 ( I ¿V3); 1 - - e = » — 

1 — e* = ;> > 4 ' 3 ; e — «-» = i]/9, 

!h — .'/i = \ (« I- ") — ¿ 1 / 3 . .j (m • • * > ) . 

.V, — !h = S (« -I- '•) H- ¿1/3 . i ( « - v), 

(Ví — !h)(!h ÍI3) = 3 4- v1 -(- uv), ?/a -- - ,1/3 = 4 ' 3 ('«—1-')> 

[(»1 — tfi) (¡/i - - y,) (y. — i/a)J2 = — 27 (u3 - > ) = - - (27r/2 + 
+ 4p 3 ) , c . b . (1. 

Dosavadní výsledky platily pro kubickou rovnici s libo-
volnými koeficienty. Nyní předpokládejme, že p a q jsou 
č í s l a r e á l n á . 

Platí: J e s t l i ž e pro d i s k r i m i n a n t k u b i c k é r o v n i c e 
s r e á l n ý m i k o e f i c i e n t y jc D > 0, m á r o v n i c e tř i 
k o ř e n y r e á l n é ; je-l i D — 0, má r o v n i c e tr i k o ř e n y 
r e á l n é , k t e r é v š a k n e j s o u v e s m ě s různc . Je- l i i ) < 0 , 
má r o v n i c e j e d e n k o ř e n r e á l n ý a j e d e n pár k o ř e n ů 
k o m p l e x n í c h s d r u ž e n ý c h . 

D ů k a z : Ze (14) plyne: 
OÍ) Jsou-li yv y2, y3 reálné a navzájem různé, jest l) 

jako čtverec reálného čísla kladný. 
f j ) Jsou-li kořeny yv y2, y:i navzájem různé a existuje-li 

pár komplexních sdružených kořenů, nechť jest to yl a y2. 
Výraz (yx — y2)2 jest pak záporný, ale (y3 — //,)2 (y3 — y2)2 

jakožto součin dvou komplexních sdružených čísel jest 
kladný. Tedy D < 0. 

y) Je-li D = 0, existuje — jak víme — (alespoň) dvoj-
násobný kořen; ten jest ovšem reálný, a ježto komplexní 
kořeny vystupují jen v párech, musí býti i třetí kořen 
reálný. 

o) Cardanův vzorec podává řešení kubické rovnice v ne-
v h o d n é m tvaru, a to ze dvou důvodů. 

a) Rovnice «i/3 — "ty + 4 — 0 má — jak patrno 11a první 
pohled — kořen y— 1. Cardanův vzorec však dává 

/ / = Y - * + I V - V + V - * - ¿ V - V -
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Jest ovšem ± y = \ ± y — jak se 
přesvědčíme umocněním na třetí — takže úpravou dostá-
váme y = 1; v takovémto případě jest však lépe hledati 
racionální kořeny zkusmo. 

/8) Jestliže D = — 4p3 — 27 q2 > 0 (to je možné jen pro 
p < 0), má rovnice 3 reálné kořeny. Cardanův vzorec po-
dává je však ve tvaru komplexním. To zdá se býti 
oklikou, kterou by bylo lépe obejiti. Kdybychom chtěli tyto 
komplexní veličiny odstraniti, t. j. třetí odmocniny kom-
plexních čísel, které jsou v Cardanově formuli, uvésti na 
tvar komplexního čísla A + Bi, zjistili bychom, že veličiny 
A, B musí vyhovovati úplně stejné rovnici, jako byla 
rovnice daná. Kořeny rovnice pro A byly by reálné, takže 
ve výraze pro A by vystupovaly opět komplexní veličiny. 
Proto byl tento případ nazván „casus irreducibilis". 

Dá se dokázati, že neexistuje žádný tvar a l geb ra i ckého 
řešení*) rovnic 3. stupně s třemi reálnými kořeny, který 
by operoval jen reálnými čísly a že tedy objevení se komplexních 
veličin není důsledkem nevhodně voleného postupu řešení. 

fl V případě D > 0 pomáháme si proto jednoduše t. zv. 
řešením goniometrickým. 

Je-li D - - — 4pa — 27q2 > 0, musí p < 0. Položme ve 
vzorci 

3 3 . 
y = V - !</ + V(i?)2 + (}p)3 + ]/- te - l/(i<7)2 -l- (\i>? 

21 = Q C0S 

V— (i?)'2 — (ip)3 = S <P> 
(to lze, neboť D > 0). Odtud 

« = V P b ) 5 > o 
<7 7 cosy — — yp • 

2e 2}/(-i v)3 

*) T. j. (zhruba řečeno) pomocí odmocnin, ťřosný výklad 
viz str. 74. 
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Je y = (cos (p + i sin 9?) + ]Iq (cos f — i sin (p). 
(Při tom musí součin obou odmocnin býti, jako vždy, -
Dle Moivreovy poučky v 1. kapitole je 

•ÍP-) 

j / y (eos9? + i SÍ1195) = [cos -Ĵ -(<p-j- '2/CTI) -(- ¿sin ^((p-\-2kn)} = 

= y~ k)> [c«s i (?' + 'Hen) + i sin J (<i> -f 2kn)\. 
Stejně 
j/o(cosy>—f siny) }/— \i> [cos ^((p^ikTi)—¡sin {(tp + ikn)]. 

Aby součin byl (— fap), stačí 
vzíti v obou výrazech totéž číslo 
k. Jest tedy pro k = 0,1 ,2: 

!h 2]/— tsp . cos <<p, 

//2 -== 2|/— ifp . cos ^ (<p + 2n), 

.'/:, - U> • C(W
 l ('/' + 

(15) 
Také pro D < 0 lze odvo-
dit! řešení goniometrické; není 

Qj)r 4 však již tak jednoduché. 

P o z n á m k a . Goniomotrické nošení ukazuje, že řešení kubické 
rovnice úzce souvisí s úlohou rozděl iti úhel 11a tri díly. Poznáme 
to přímo takto: Z goniomotrie je známý vztah 

Položme 
4 cos3 \ & - 3 cos 1» = cos ů. 

x -- 2 cos pak x3 - 3a; —-2 cos ů = 0. 

Rozděliti úhel 11a tři díly znamená nalézt i veličinu x, je-li dáno 
cos ťř. (Viz obr. 4.) Ježto pro x jsme dostali rovnici 3. stupně, 
dá se dokázati, že ji lze řešiti pomocí druhých odmocnin jen 
pro něk te r é spec i á l n í h o d n o t y Jest proto t r i sekce 
ú h l u pravítkem a kružítkem obecně neřešitelná.*) 

*) Bližší výklad viz v knize: VI. Knichal: Konstrukce pra-
vítkem a kružítkem, (vyjde nákl. JČMF). 
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Cvičení. 1. Řešte rovnice: 

a) 2x3 — 3x — 3 = 0. [1,508, . . .] 
P) x3 + 7x + 3 = 0. [—0,4181286; 0,209064 ± 2,07O42i.] ' 

y) x3 + 3x + 2 = 0. [— 0,5961;. . .]_ 

<5) x3 — 9x — 28 = 0. [4; — 2 ± ^ 3 . ] 

2. Ukažte dle odstavce e) neupotřebitelnost Cardanova 
vzorce v příkladech: 

a ) 3? + x + 10 = 0. 

fi) x3 + 2x — 3 = 0. 

y) x3 — 4x — 3 = 0. 

d) x3 — x — 6 = 0. 

3. Rošte x3 — 3x — 2 = 0! [x, = 2, x2,3 = — 1.] 

4. Řešte rovnici x3 — 6xa + l l x — 6 = 0, víte-li, že mezi 
Xj a x3 platí vztah x2 = x,2 + x, + 1. 

[Návod: Dosazením za x, do původní rovnice jest x,® + 3xt
6— 

— 5x,3 —• x,a + 2xj = 0. Společný dělitel tohoto výrazu a pů-
vodní rovnice jest x x — 1. Jest pak x, = 1 , xa = 3, xs = 2.] 

5. Jest dán mnohočlen /(x) = x8 + xa — 2 mající kořeny 
1 ,<*,/?. Nalezněte mnohočlen <p(x) druhého stupně, který při 
x = 1 je roven 1, při x = <x nabývá hodnoty fi a při x = /? na-
bývá hodnoty a! [q>(x) = i (4xa + 3 x — 2).] 

6. Dokažte: Mají-li kořeny rovnice 

OgX3 + a,xa + aax + Oj = 0 (*) 

tvořiti aritmetickou řadu, musí 

2 o,8 — 90,0,0, + 27 o3o0
2 = 0. 

[Návod. Dosaďte za x do (*) x, — d, x,, x, + d. Ze vzniklých 
tří rovnic eliminujte dvě neznámé x,, d!] [Lze také dokázati že 
výraz na levě straně jest roven součinu (x, — 2x, -f x3) . 
. (XG — 2x„ + x,) . (x3 — 2x, + XJ), z čehož plyne okamžitě 
j iný důkaz.] 

7. Dokažte, že o,8 . o3—• o0 . oa
8 = 0 je postačující podmín-

kou, aby rovnice (*) měla kořeny, tvořící geometrickou řadu. 

8. Budiž 2oa
8 — flOjOjOs + 27a0aa

2 = 0. Pak jeden kořen-
rovnice (*) jest harmonickým průměrem obou dalších. Dokažte! 

9. Aby rovnice (*) měla dva kořeny stejné absolutní hodnoty, 
ule opačného znaménka, musí platiti 

o0o3 — o,aa = 0. Dokažte! 
[Návod. Rovnici musí hovět.i — x; obě rovnice sečteme a ode-
čteme a eliminujeme proměnnou x2.] 
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10. Dokažte, že tyto geometrické úlohy vedou 11a kubické 
rovnice nerozložitelné ve dvě ěásti s r a c i o n á l n í m i koe-
ficienty (a jsou tedy pravítkem a kružítkem obecně neře-
šitelný): 

a) Sestrojiti rovnoramenný trojúhelník, je-li dáno: obvod 2a 
poloměr kružnice vepsané Q. 

f}) Sestrojiti obecný trojúhelník, dáno-li ux, u^, uy. 
y) Sestrojiti rovnorameimý trojúhelník, dáno-li r, 1'. 
1 1 . Řešení kubické rovnice lze pravosti také tak, žo do 

rovnice 
u0x3 — 3aLx2 f- 3a2x - ct3 --- 0 

dosadíme y substitucí x = — " volíme /< n A tak, nby 

rovnice přešla na tvar y3 — A = 0. Ukažte, že k tomu nutno 
a stačí zvoliti za A a /< kořeny kvadratické rovnice 

s2 _ "o«3 — "i"» 2 + — qa
a

 = 0 ! 
— "l2 ' a0n2 «1* 

Rovnice čtvrtého stupně. Řešení a diskusi rovnic 
čtvrtého stupně nebudeme prováděti již tak detailně jako 
u rovnice 3. stupně, ježto metody vyšetřování jsou skoro 
stejné. Na některých místech uvedeme jen výsledky. 

a) První metoda k řešení rovnice 
x4 + dyX3 -(- a2x2 -f- a3x + <tA = 0 (1') 

jest Eu l e r ova * ) modifikace metody H uddeo vy.**) 

*) Leonhard Eu ler (nar. v Basileji r. 1707). Jeho otec, 
reform. farář byl žákem slavného J . Bemoulliho. Byl proto 
prvním učitelem svého syna. Euler již v 23 letech byl členem 
petrohradské Akademie, později ředitelem berlínské Akademie. 
Od r. 1735 byl slepý na jedno oko; v r. 1766 dokonce oslepl 
úplně. Přece však nepřestával pracovati a své práce až do r. 1783, 
kdy zemřel, diktoval. Euler byl poslední matematik všestranně 
činný. Jeho práce v integrálním počtu, v teorii čísel, v trigono-
metrii, v teorii křivek, hlavně však v nauce o řadách jsou 
základem, na němž spočívá veliká část dnešní matematiky. 
Nemalá jest také zásluha Eulerova, že zavedl definitivní 
symboliku, názvosloví a označování matematických veličin 
(jako e, n, », kombinační čísla atd.). Vydal veliký počet prací, 
psaných velmi jasně a srozumitelně. 
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Substitucí x = y— odstraníme člen s x3. Bude 

+ py2
 + qy + (1) 

kdií ¡> — a., jj-«i2, 
/ (1 «3 — iain2 + I V . 

— + ,V«i2«2 — 2 .f<r V -
Dosaďme místo jedné neznámé y tři neznámé u,v,w, 
vztahem 

y = u + v + w. 
Pamatujme při tom, že máme pak ještě k dispysioi dva 
vztahy mezi u, v, w, které si můžeme voliti vhodným 
způsobem. Počítejme 

4y2 — u2 + v2 + w2 + 2 (uv uw -\ vw), 
] tiy* — (u2 + v2 + w2)2 + 4 (u2 + v2 + w2) (uv vw-r wu) 

+ 4 (u2v2 + vhv2 w2u2) + Suvw (u• + v + w). 
Dosaďme do (1) násobené 16: je 
(ii2 v2 w2)2 + 4 (uv + viv + wu) (u2 + v2 + w2 4- 2p) 4~ 

4- 4p (u2 4- v* 4- w2) 4- 8 (uvw 4- q) (u 4- v + w) -(-
+ 4 (uV 4- v2w2 4- u2w2) 4- 16r - 0. (2) 

Za dva volitelné vztahy vezmeme 
u2 + v2 + w2 =—2p, (3) 

uvw — — q. - (4) 
Z rovnice (2) zůstává po dosazení 

u2v2 4- v2w2 4- u2w2 = p2 — 4r. (o) 
[J. Bern onl l i , o kterém se vpředu zmiňujeme, byl jedním 

•/. ělenů proslavené matematické rodiny Bernoulliů (1654 až 
1803), z které pochází neméně než 11 znamenitých matematiků. 
Rodina ta pocházela původně z Antverp; pronásledována z ná-
boženských důvodů uchýlila se však do Basileje, členové této 
rodiny byli profesory na universitách v Basileji, Oroningách, 
Padově atd.] 

**) První nalezl řešení rovnice čtvrtého stupně Luigi Ferrari 
(1522—1565, Bologna, Milán), žák Cardanův. 
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Uniocníme-li (4) na druhou 
«W = q2. (6) 

Vztaliy (3), (5), (ti) ukazují, že veličiny u2, v2, w2 jsou kořeny 
rovnice třetího stupně 

<3 + 2 pt2 + (p2 — 4 r)t — q2 = 0. (7) 
Tuto rovnici nazýváme kubickou resolventou bikvadra-
tické rovnice (1). Nechť její kořeny jsou tlt t.,, t3, pak 

u = y<!, v = ] / L , w = v«,. 
Znaménka odmocnin nejsou ovšem zcela libovolná, neboť 
dle (4) musí*) 

t. j. u dvou lze voliti znaménka libovolně, znaménko třetí 
jest pak vztahem (8) jednoznačně určeno. Dostáváme pak 
4 kořeny, které lze psáti ve tvaru 

2% = — K + V í — 1 / < 3 (») 

Ve všech čtyřech výrazech mají příslušné odmocniny týž 
pevný význam, stanovený ve shodě s (8). Kdybychom 
volili jinou trojici hodnot odmocnin, ale tak, aby (8) zůstalo 
zachováno, dostali bychom tytéž kořeny, ale v přeházeném 
pořadí. 

b) Diskusi bikvadratické rovnice s reálnými koefi-
cienty jen naznačíme (v případě, že tv t2, t3 jsou navzájem 
různé). Ježto ze (7) plyne ř,. <2 • h = ?2 (což je nezáporné), 
jsou možný jen tyto tři případy. 

ex) tvt2,t3 jsou reálná, nezáporná čísla; pak má (1) 4 
reálné kořeny. 

* ) Nesmíme opět zapomenout, že jsme (4) umocnili, 
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ft) ty reálné, nezáporné, l2, t3 reálné, záporné. Z (9) plyne, 
že všechny kořeny jsou pak komplexní, a to sdružené 
s 2/3 sdružené s y4. 

y) Resolventa má dva kořeny komplexní sdružené na př. 
reálný nezáporný kořen íj. Hodnoty odmocnin 

volme tak, aby ]/t2 a ]/t3 byly komplexní sdružené. Pak 
kořeny xx a x2 jsou reálné, 

Xq di Xa komplexní sdružené. 
Který z uvedených případů nastane, závisí pouze na 

diskriminantu rovnice (1). Diskriminantem rovnice (1) 
nazýváme výraz 
D = [(«/i—y2) (yx—2/3) (?A — 2/4) (?/2—?/3) (2/2— 4̂) (2/3—2/4)]2-
Je to symetrická funkce kořenů rovnice (1) a lze ji tedy 
vyjádřiti pomocí veličin p, q, r. Po dlouhém výpočtu vyjde: 
D = 16 p4r — 4 p3q2 — 12Sp2r2 + \44prq- + — 27 q\ 

Výpočtem se přesvědčíme, že diskriminanty rovnice ( l ) 
a její resolvent.y (7) jsou stejné. 

Odtud nalezneme ihnod (užívajíce známých výsledků o ku-
bické rovnici): 

Je-li D < 0, má rovnice (1 )2 kořeny reálné a 2 komplexní 
sdružené. 

Je-li D > 0 a platí p < 0, p2 — 4r > 0, má (1) 4 kořeny 
reálné, jinak 2 páry kořenů komplexních sdružených. 

Je-li D = 0, má (1) vícenásobný kořen. 

c) Rovnici 
x4, + atx3 + a2x2 + a3x ax = 0 

lze řešiti mnoha dalšími způsoby. Matematicky jest opět 
nejcennější metoda analogická metodě Lagrangeově, 
o které jsme mluvili u kubické rovnice. Hledáme takovou 
funkci kořenů, která není sice symetrická, ale všemi permu-
tacemi čtyř indexů přechází v méně než 4 jiné funkce. 
Na př. má žádanou vlastnost trojice 

t\ — XyX2 £3X4, 
t2 X^X3 X2X^y (10) 
'3 x1x4 x2x3. 



Každý z těchto výrazů má tu vlastnost, že kteroukoliv 
ze 4! = 24 permutací 4 indexů 1, 2, 3, 4 buď se vůbec ne-
změní, anebo přejde v některou z druhých dvou. To tedy 
znamená, že výrazy 

tl + t2+ h> kk + kh -!" kk':', (11) 
jsou symetrickými funkcemi kořenů ar,, x2, x3, a'4. Dovedeme 
je tedy (po jisté poětářské námaze ovšem) vvjádřiti pomocí 
veličin říj, a2, a3, aA. Pak ale dovedeme také napsati ihned 
kubickou rovnici ( resolventu) , která má čísla /.,, l2, /., za 
kořeny. Podrobným výpočtem vyjde 

t3 — a./2 f (rt,rř3 — 4r,4) I — {n2ai — 4niai -[ a./) - 0. 
Tuto rovnici řešíme, čímž nalezneme hodnoty /,, t.,, /.,. Další 
postup je pak jednoduchý, neboť na př. z rovnic 

XXX., H X3Xt rr, ř, 
xvr2 . x3xt - at 

lze určití xxx2 a xtxt. Stejně x ^ , x2xt: x^xt, Kont o 
výpočtu jest pak zcela elementární. Nutno ovšem dáti 
pozor na vhodné kombinace znamének u odmocnin a 
pod. 

Funkcí vlastností (10) existuje ovšem více. Užívajíce na 
př. systém 

'i ~ (•'«•, H • a-2 - x3 a-4)2. 
t, ~ (*1 X2 +X3 x4 )2. 
>3 = ( X \ * X2 - X3 X T ) \ 

dostali bychom v podstatě řešení odstavec a). 

•1) Uvedeme ještě jednu velmi př i rozenou metodu. Poku-
síme se totiž levou stranu bikvadratické rovnice - kterou 
píšeme s koeficienty poněkud upravenými v tvaru 

a„x4 -f 4ř7jX® -)- (if72r2 f 4O-3X -|• o4 (12) 

— rozložití na součin dvou kvadratických trojčlenů 

"o (x2 + 2px -f- q) . (x2 + 2Plx + q,). (13) 
Podaří-li se nám nalézti p, q. qt, lze rovnici považovat i za 

řešenou. Srovnáním koeficientů li stejných mocnin x v (12) 
a (12) dostáváme 
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ťt, . a*. 
P + Pi = 2 -!, + = 2 

O0 (ÍQ 
9 + <7i + 4PPi = 6 g^ = 

Z třetí rovnice 
a. 1 / 2a.\ 

Zavedeme novou neznámou t 

Ze čtyř původních rovnic chceme vyloučiti p, pv q, qt a zavésti 
tam t. 

To so nám jednoduše podaří tímto umě lým obratem: 

Vypočtěme si veličiny: 

P2 + P,2 = (p + P,)2 - 2 pp, = 21 + 2. 2a'\] a
 no"\ 

ť + í,2 = (<7 H </,)2 - 2OTl = (4< + - 2 

(Pii - Pi l? = (P?i -I- Pi?)2 — ^PPiWi = + 4 ( í— 

"o \ "o/ "o 

(P<? + Pi<7i)2 = f(P + Pí) (<Z + </i) — (P<7i + Pi?)]2 = ( 8 ^ * + 

+ 2 V ) ' 
a dosaďme do identity 

(P2 + Pi2) (72 + ?i2) = (P?i — Pi7)2 + (P9 "! /V/i)a; 

dostáváme po úpravě 

4a0
3ta — a„ (a0at -f- 3«2

2 — 4a,a,) t + 
+ (f'oasa4 + 2rtjajf/3 •— ř»of'a2 — di2^ — f(2

a) = 0. 
Označme 

I — a0a4 -f 3a2
2 — 4rí1«a, 

J = aaa2nt + 2ala2n3 — a0«8
2 — 'h2at — 

Kubická resolventa jest potom 

4<j0»/
3 — aaIt + J = 0. (14) 
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Nalezneme-li nějaký kořen ť, této rovnice, jest 

p + Pl = 2 q + ?l = + "o n "o 
«2 ' 'U 

Wl ~ „ — h lil = 
Odtud určíme tedy p, ply q, qv čímž úloha jo řešena. 

Jest jasné, že pro ť musela vyjiti kubická rovniee. Myslíme-li 
si totiž rozklad (12) v kořenové činitele 

(x — xx) . (x — x2) . (x -- x3) . (x .r4) 

jsou myslitelny tři kombinace, a to 

(x — x,) (x — x2) a (x — xs) (x — x4). 

(x — x,) (x — x3) a (x — x2) (x ----- x4), 

(x — x,) (x — x4) n (x — x2) (x —• x,). 

Cvičení. 1. Řešte rovnici x* — 3x3 + 6x2 — 3x | r> = 0. 

víte-li, že jeden kořen jest (—»)! [i; ] (3 ± ¿|/TT).| 

' 2. Víte-li, že koniny rovnice 

x* — 21J x3 + 89J x2 — 85x + 10 = 0 

tvoří geometrickou řadu, nalezněte je! [}; 1; 4; 1(1.] 

3. Řešte rovnici x4 — 7xs + 17x2 — 17x + 6 = 0, víte-li, 
že součet dvou kořenů jest 4. 

[Návod: Ježto x2 = 4 — xv dosadíme-li x2 do původní 
rovnice, máme rovnici x,4 — !)x,3 + 29x,2— 39xj + 18 = 0. 
Tato a původní rovnice mají společného dělitele x1— 1; tedy 
Xj = 1 a Xj = 3. Další kořeny řešením kvadratické rovnice.] 

4. Nalezněte podmínku, aby rovnice 

a0x4 + a^x3 + <7.2X2 + a3x + A 4 = 0 
měla dva kořeny stejné absolutní hodnoty, ale opačného zna-
ménka. [Návod: viz př. 0, str. 49. Výsledek a0a3

2 — ÍÍ ,«^a + 
+ a1

2o4 = 0.] 
5. Je-li 

16ax
4 — 24ř/0ř/12f/2 8fl02f71o3 - "0

3"4 = 

má rovnice 

a„x4 + 4a1x
3 + 6a2x

2 + 4 a^x + re4 = 0 (**) 

jeden kořen, který jest roven součtu všech zbývajících. Dokažte! 

6. Je-li 3aj4 •— 6a0a!2a2 + 4a„2a1as — aa
3at = 0, má rovnice 

(**) jeden kořen, který jest roven aritmetickému průměru 
zbývajících tří. Dokažte! 
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7. Čtyři kořeny rovnice (**) tvoří ha rmon i ckou č tveř inu , 
když 

OpOj2 + a1
2at + oa

3 — a0
a2ai — 2a1«2a3 = 0. 

Dokažte! 
[Návod: Čtyři čísla xv xa, xs, xí tvoří harmonickou čtveřinu 

/jj /p 
(v tomto pořadí), je-li — : — = — 1. Tato podmínka 

2-2 X 3 X j X 4 

kombinována s podmínkami (1) na str. 30 3. kapitoly, po 
vyloučení xlf x«, x3, x4, dá hledaný vztah. Jinak lze získati týž 
výsledek, vyjádríme-li součin H23.lt . . ti um, kde na př. 

H 13<14 = (̂ l — Xí) (X3 — Xi) + (X1 X») (Xi Xi)< 
pomocí koeficientů dané rovnice.] 

8. Dokažte: Má-li rovnice x4 + axa + bxs + cx + d = 0 
kořeny tvořící aritmetickou řadu, jest nutně 

a3 — 4 ab + 8c = 0, 
] la4 — 8a2b — 144b2 + lOOOrf = 0. 

9. Výrazy I a J zavedené v textu jsou i n v a r i a n t y (viz 
př. 5 u kvadratické rovnice) polynomu (11). Dokažte to, alespoň 
pro I I 

10. Užívajíce vztahu mezi diskriminantem rovnice a její 
resolventy, dokažte z (14), že diskriminant polynomu (12), 
D a invarianty I , J jsou vázány relací 

D = 1 CI70® (27J2 — l3). 
11. Má-li bikvadratická rovnice (12) tři kořeny stejné, jest 

I = o a J = 0. Dokažte! 

12. Rovnici x4 4- 6c2x
2 -f 4c3x + c4 = 0 lze řešiti také tak, 

že zavedeme novou neznámou x = /ty 4- A, při čemž volíme 
/i a A tak, aby rovnice přešla v reciprokou. 

Pro /i a A dostáváme pak rovnice 

H 3c, A |- c3). 

— 2r,P 4- (<)c2
2 — ct) A2 4- 6c2c3A 4- c2 -- 0, 

takže jest řešení převedeno na řešení rovnic nižšího stupně. 
Dokažte! 
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$. Některé zvláštní typy rovnic. 

Itovnice pro dělení kruhu. Zajímavým a důležitým 
typem rovnic jest rovnice tvaru 

..» I (I. (1) 
a 

Ílešením této rovnice jest a- | / l . Víme z Moivreovy po-
učky (str. !)), že Ji-tá odmocnina z každého komplexního 
čísla má u hodnot a platí vzorec 

" _— 1/ \--H-ti . . f + '2ht 
'cos (/ -f í sin a cos |- ( slil > 1 n n 

(* 1,2, . . . ,«)• 
Ježto 1 cnsll • i sin 0, dosadíme sem <f> =•• 0 a máme 
ihned 

"Ikn . . 2kn , , , x -- cos 1- * sin , (k- -z 1 ,2 , . . . , v). 
n n 

2n 2it 
Označme první kořen cos 1- i sin — = e. n n 

Dle Moivreovy ]>oučky jest 
2nk . . 2iik I 2n . . 2n\k 

cos | i sin cos 1- i sin —| — £k; 
n n > n n 

tedy: f t a d u čísel 

t. - cos — i sin —, n2, r>, . . ., eH~\ k" = 1 (2) ii ii 
p ř e d s t a v u j e všecky ko řeny dané rovn ice (1). 

Nalezením kořenů dané rovnice v g o n i o m e t r i c k é m 
t v a r u jsme úlohu v jistém směru úplně rozřešili. 
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Všimněme si nyní g e o m e t r i c k é h o v ý z n a m u řešení (2). 
2ti 

Abychom v komplexní rovině nalezli bod e = cos — + 

-f- i sin —, sestrojíme kružnici o poloměru r = 1 a roz-
dělíme její obvod na w-stejných dílů. Bod A příslušející 
úhlu — představuje číslo cos — -)- i sin — = e. Bod li 

n n n 
471 471 471 příslušející úhlu -— představuje číslo cos (-i sin — = t-

atd. 

Vidíme tedy, že řešiti rov-
nici (1) neznamená geome-
tricky nic jiného, než rozdě-
liti plný úhel na n stejných 
dílů fanebo — což je totéž — 
sestrojiti pravidelný n-
úhelník vepsaný do kruž-
nice]. 

Odtud pochází název uve-
dený v nadpisu. 

Goniometrické řešení nás však úplně neuspokojuje. Zajímá 
nás řešení algobraické,*) t. j. takové, kde kořeny mámo 
vyjádřeny jen pomocí odmocnin, bez goniometrických funkcí. 

Na př. pro rovnici x3— 1 = 0 jsme nalezli x, = 1, x2,3 = 
= j (— 1 ± ¿1/3). tlešme ještě rovnici x5 — 1 = 0. Po dělení 
kořenovým činitelem x — 1 lze psáti 

x* + xa + x2 + x + 1 = 0, 

x2 + -4- i f i + l = 0. x- x 

Dosadíme-li x -) = y, máme 
x 

Obr. 5. 

*) Přesný výklad pojmu algebraické řešitelnosti jest podán 
na str. 74. 
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;iy2 — 2 + y + 1 = O, 

Un = i ( — 1 ± P ) , 

odkud po dosazení do x + — = y a řešení kvadratické rovnice: 
x 

»1.« = i ( - I ± V« + V — 10 T 2]/5), 
xa,t = i (— 1 ± V š—V — 10 ± 2|/5). 

Vhodným obratem lze řešiti několik prvních rovnic, 
na př. také x 7 —1 = 0 atd. Gaussovi**) se podařilo 
důvtipným způsobem nalézti obecnou metodu k řešení 
takových rovnic. Dokázal tím, že obecná rovnice typu (1) 
jest vždy algebraicky řešitelná. Jeho výsledky na 
tomto poli byly rozhodující důležitosti pro další vývoj 
nauky o rovnicích. 

Gauss zároveň dokázal, že kořeny této rovnice lze. vy-
jádřiti pomocí druhých odmocnin jenom tenkráte, 
je-li n číslo složené z libovolné mocniny 2'' a prvočísel 
tvar 2* + 1, při čemž každé z nich smí vystupovati jen 
v první mocnině. 

Ježto kružítkem a pravítkem lze sestrojiti jen takové 
**) Karel Bedřich Gauss byl vůdčím duchem matematic-

kým počátkem 19. století (nar. 30. dubna 1777 v Brunšviku, 
zemřel 23. února 18Í55 v Gotinkách). Jeho všestranný duch 
zasáhl hluboko do všech odvětví matematiky a astronomie, 
fysiky i geodesie. Gauss vynikl svou obsáhlostí a koncepcí 
daleko nad své současníky. Ať v číselné teorii a algebře, nebo 
v teorii magnetismu, nebo v otázkách nebeské mechaniky, 
všude jsou Gaussovy práce základem dalšího vývoje. Roku 1801 
vydal SYoje proslavené dílo „Dis(|i i is i t iones a r i t hmet i cae 1 ' 
— vrchol tehdejší čisté matematiky. Gaussovi patří také zá-
sluha, že zavedl čísla imaginární, dokázal první fundamentální 
větu, řadu vět z teorie ploch atd. Jeho objevy v teorii rovnic 
pro dělení kruhu měly nesmírný význam pro celé další stolot.í. 
Gauss byl si také vědom jejich ceny. Říká se, že jako si kdysi 
přál Arch imedes , aby na jeho náhrobním kameni byl válec 
s koulí, tak i Gauss si přál, aby na jeho náhrobním kameni byl 
zvěčněn sedmnáctiúhelník — kterého se týká jedno z jeho 
vrcholných děl. 
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obecné algebraické výrazy, v kterých se vyskytují jen druhé 
odmocniny, znamená to, že kružítkem a pravítkem 
lze sestrojiti jen takové pravidelné mnohoúhelníky, jejichž 
počet stran má shora vytčenou vlastnost. 

Speciálně pro mnohoúhelníky o prvočíselném počtu 
stran p, musí 

p = 2* + 1. 
Toto číslo může býti prvočíslem — jak se lehcc zjistí — 
jenom tenkráte, když k — 2A, tedý 

p = 2 2 * + l . 
Pro / = 0, 1,2, 3, 4 máme prvočísla p= 3, 5, 17, 257, 
65 537. Pro X = 5 však číslo 4 294 967 297 jest — jak 
Euler ukázal — dělitelné číslem 641 a tedy není prvo-
číslem.*) Nevíme, zda existují ještě vůbec další prvočísla 
tohoto tvaru. 

Z napsaných čísel vyplývá, že pravidelný 5-úhelník 
a 17-úhelník lze pravítkem a kružítkem sestrojiti, ne však 
na př. pravidelný 7-úhclník. Další pravítkem a kružítkem 
konstruovatelný mnohoúhelník má 257 stran. 

Konstrukce pravidelného pětiúhelníka byla známa již v sta-
rověku. Je zajímavé, že sedmnáctiúhelník sestrojil první teprve 
Gauss a to až tehdy, když již znal řešení rovnice x17 — 1 = 0. 

Cvičení. 1. Dokažte: 

1 + £ + ř2 + • • • + ť"_1 = 0. 
2. Dokažte, je-li co třetím kořenem z jedné jest 

(x + coy + OJ*Z) (x + co2!/ + wi) = x2 + y1 + z2 — xy — xz—yz\ 
3. Řešeni rovnice x7 — 1 = 0 lze převésti na řešení těchto 

dvou rovnic po sobě 
>f + ys — 2y - - 1 = 0, 

x2 — yx + 1 = 0. 
Dokažte! 

*) Euler tak také vyvrátil hypotetické tvrzení Fermatovo 
(1601—1665), že všechna čísla tvaru 22* + 1 jsou prvočísla. 
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Usudte odtud, že pravidelný ¡sedmiúhelník nolze sestrojit! 
pravítkem a kružítkem. 

4. Dokažte, že platí: 

«) pro n sudé: (xn - 1) = (*» 1) [x* — 2 eos ^ x | l j . 

. ^ _ 2 cos £ x l) . . . (x2 - 2 cos ( n
 n

2U x -J- l) . 

fl) pro n liclic: (xn -- 1) = (x — 1) |x2 — 2 cos ~ x | I j . 

. ^ _ 2 cos £ x + l) . . . (x2 - 2 cos ( n ' w
l ) - " x l). 

jNévod: Rozložíme v kořenové činitele a vynásobímo členy 

s koeficienty komplexními sdruženými: 

f I 2k-TT. . . 2Jbr\ 1 r I 2kn . . 2kn\ 1 
I x •— leos - i sin 1 I x — leos i sin —— I = -
L \ '<• l i l \ " n H 

- o 2 ,cn , . 1 x- 2 cos x - l.J 
n I 

5. Dokažte pomocí rovnice 

^ (x2 - 1). |x2 2x cos ^ | lj|.r2 — 2 x c o s ^ í l j . . . 

I ., (H- • 1)« \ 
. . . x- a.c cos | 11 

\ n I 
tento zajímavý vztah: 

7T . 2?t . 3 7T. { n 1).T |',7 
sm — . sin -I— . sin TÍ * * . sin = -- _! 

2 n 2n zn 2n 2"—1 

[Návod: Dělto levou stranu x — 1. Dosadte pak x = 1. Obecný 

výraz na pravé straně bude 2 - 2 cos — — 4 sin2 —• 

Nalevo máme pak 2w.] 

Reciproké rovnice. Rovnici tvaru 

a0xn + a^:"—1 + a2x"—2 -f . . . + a„_2x2 + r/„_|.c + an - 0 
(4) 

nazveme r e c i p r o k o u — a to p r v n í h o nebo d r u h é h o 

druhu — platí-li pro koeficienty vztahy 
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buď (I): f/0 = an, Oj = a„—i, a2 = a„_2, . . (5) 
nebo (II): ff0 = — a„, ax = — ff„_i, ra2 = — flf„_2, . . . (6) 
Takto definované rovnice vyznačují se touto vlastností: 
Má-li reciproká rovnice kořen má i kořen —• 

<Y 
Důkaz: Dlo předpokladu jest a kořenem (4), t. j. plutí 

«„V H- «i«"-1 + . . . + h «„ = o. 

Abychom dokázali, že — vyhovuje též rovnici (4), dosaďme 

tam. Máine 

a, 
(7) 

= • ( « , * " « " - ' A — 1 + • • • + + «„)• 

V případě (I) máme však vzhledem k (5) místo (7) výraz 

\ . («,*" + «,/v—1 + ... + «„._,* b «„), 
A 

který jo vskutku roven nule. 

V případě (II) máme místo (7) 

— ~n • ( ¥ " + «i»"-1 ! • • • + «„)• 
a 

což opět vymizí. 

Řešení takovýchto rovnic lze.Jehee převésti na řešení 
rovnic nižšího_stupně._ To jnyní ukážeme. 
(Ta) Kovnice (4) buď sudého stupně, tvaru 

a0xu + axx2k—x -[••...+ axx + a„ 0. 

Spojme první člen s posledním atd. a dělme xk 

K) + o4_i | x + — | + ak — 0. 
(8) 
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Nyní dosadíme novou neznámou 

Postupně 

x + -- = y. (») x 

X2 + - 2 = y- - 2 xl 

^ f A. - ^ i/' — liy x 

1 „ m (m — 3) xm f == i/m — 7ni/m - >/<"-* — x'" J 1 . 2 
m (m — 4) (m — f>) : LI í jitu—0 i 

1 . 2 . 3 J 1 " ' 
Dosazením do (8) máme rovnici &-téhó stupně 

b0yk + V/ '" 1 + • • • + bk = 0. (10) 
Tato rovnice má k kořenů, které nutno pak dosaditi do (9). 

Problém se redukoval na řešení jediné rovnice 
&-tého stupně (10) a k rovnic kvadratických (9). 

(Ib) Rovnice (4) jest lichého stupně: 
a0x

2*+1 + í^x2* + . . . + axx + a0 = 0. 

Tato rovnice má vždy kořen x = — 1 (jak se lehce 
přesvědčíme dosazením). Dělením faktorem x + 1 dosta-
neme reciprokou rovnici sudého stupně, kterou jsme vy-
šetřovali sub a). 

(II) Reciproká rovnice druhého druhu 
a0xn + ayxn—1 + . . . — a1x — a0 — 0 

má vždy kořen x = 1, což plyne dosazením. Po dělení 
faktorem x — 1 zůstává pak rovnice (n—1) stupně, ale 
I. druhu, které jsme právě vyšetřili. 

Pozn&mka historická. Řešením reciprokých rovnic zabýval 
se první Francouz A b r a h a m de Moivre (1867—1754). 

Substituce y = x + —pochází od Lag rangca (kolem r. 1770). 
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Poznámka 1. Rovnice pro dělení kruhu jest zvláštním 
případem rovnic reciprokých a zvláštním případem obecné 
třídy rovnic zvaných rovnicemi Ábelovými. Tak na-
zýváme totiž nerozložitelné algebraické rovnice, u kterých 
jeden kořen jest racionální funkcí jiného kořene. Tak u rov-
nice pro dělení kruhu jsou všechny kořeny mocninami 
jediného. Ábelovy rovnice se vyznačují tím, že se dají 
vždy algebraicky řešiti. 

Poznámka 2. Často se stává, že jest předložena k řešení 
rovnice s numerickými koeficienty vhodným způso-
bem specialisovaná. Zde ovšem záleží všecko na vhodné 
úpravě výrazů. Získati zručnosti v řešení takových příkladů 
jest věcí početní a matematické bystrosti a hlavně praxe. 
Zde nelze udati obecné metody, nutno každý případ vy-
šetřiti zvláště. Ve cvičení podáváme několik příkladů pro 
čtenáře. 

Cvičení. 1. I"važte podrobně: Ježto dovedeme řešiti obecnou 
rovnici třetího a čtvrtého stupně, dovedeme řešiti reciproké 
rovnice I. druhu až do devátého stupně a rovnice I I . druhu 
dokonce až do desátého stupně. 

2. Řešiti (x -f 1)« + (x — 1)" = a (x8 + 1)! 

8. Řešiti (x + l)9 + (x — l)8 = o(.r8 + ])! 

4. Řešiti (x + 1)1S + (x — 1 ) la = 2 (x* + 6a:2 + l)3. (Subst.i-

tuce y — x h — i yvt = 1/3,4 = ± i, x1>a,3,4 = ± 2i, x„,e.,.8 = 

= ± (l ± 1/2) i.) 
5. čtverce kořenů jisté reciproké rovnice čtvrtého stupně 

jsou kořeny reciproké rovnice čtvrtého stupně identické s pů-
vodní. Nalezněte všechny rovnice žádané vlnstnosti! [Jsou čtyři: 
(x — l)1 = 0, x* + x3 + x2 + x + 1 = 0, (xa + x + 1)> = 0, 
(x— l)a (x2 + x + 1) = 0.] 

Jest řešiti rovnice: 

6. x3 — 3x + » = 0 [Xi<2 •= — 1,732. .; xs = 3]. . 
» 8 

7. x4 + x3 + 6x2 + 8x + 2 = 0 [xt = — 1; xa = |/2 —1/4; 

x,.« = i <fa—fa) ± »V® • i (P* + fa)]-
8. x« — 2x8 + 2 = 0. 
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9. x (x 4- 2) (x 4 4) (x 4 6) — 105 [z = x 4- 3 nová nezn.; 

1; — 7; — 3 ± ¿V«J-

10. x3 4- Ox2 + I2x = 117 13; .J ( - !) ± 5»:j/3)]. 
11. 3x3 4- 26x2 4- 52x + 24 = 0 { — 2; — f; —- 6). 

12. x4 — 4x3 4- 6x — 4x2 15. 
18. Metodou, kterou jsme rozřešili rovnici třetího stupně 

při Cardanově vzorci, lze řešit.i i obecnější rovnice tvaru 

ftešte tak x5 -- px3 4- Jp2x 4 q = 0! IVyjde xt = A -¡ B -̂  

= V — 1 9 + — 4 ( i p ) s 4 V — W - — 4 ( I P ) S ; X , = 
= s 4 + e 4 FI, X3 = t 2 .4 4- fc3/I, x4 = ť 3 .4 4- £ 2 B , X s = e M 4-

4 e/ř.J |> jest pátý kořen z l.| 
flešle rovnice: 
14. X 3 — 3ax 4- ŘT3 4- l = o. 
15. x l — 5 a x 3 4- 5a2x f (a6 | 1) 0. 
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6. Neřešitelnost rovnic vyššího než čtvrtého 
stupně. 

V předcházejících kapitolách naučili jsme se řcšiti rovnice 
třetího a čtvrtého stupně. Jest přirozené, že hledáme obdob-
né metody k řešení rovnic pátého stupně. Chtěli bychom 
totiž nalézti nějaké řešení analogické na pr. Cardanovu 
vzorci. Nalézti takovéto řešení se matematikům přes veškeré 
úsilí dlouho nedařilo. Starší matematikové si ovšem ne-
lámali vůbec hlavu nad tím, zda takovéto řešení existuje, 
t. j. zda jest možné — považovali to za samozřejmé. 
Tady byl kámen úrazu. Ukázalo se totiž — když nesčetné 
pokusy nevedly k cíli — a po dlouhé době — že takové 
řešení obecně vůbec není možné. 

První důkaz tohoto tvrzení pochází v podstatě od ital-
ského matematika Iluffiniho. Otázkou tou zabývali se 
později Cauchv, Abel a nakonec geniální matematik 
Galois.*) 

*) Pao lo R u f f i n i (1765 —]822), původně lékař, stal se 
profesorem matematiky na universitě v Modeně. Jeho, zde cito-
vaný důkaz, byl těžký a i Cauchy mu jen stěží rozuměl; přes to 
jeho zásluha jest nesporná. 

Augus t i n Lou is Cauchy narodil se 178Í) v Paříži. Žil po 
červencové revoluci jako vychovatel li- vévody z Bordcuux 
v Praze po dojbu šesti let. Později působil opět na pařížské 
universitě. Žil v době rušných politických změn a dostával se 
často do nepříjemných situací pro svůj zatvrzelý odpor proti 
Napoleonovi i revoluci, zachovávaje věrnost královskému rodu 
bourbonskému. Přes to, uznávajíc jeho ohromné vědecké dílo, 
zachovala se k němu revoluce s iiejkrnjiiější šetrností a byla mu 
několikráte nabídnuta universitní stolice. Na konec stal se 
prof. teor. astronomie v Paříži. Zemřel r. 1857 v Sceaux. Je 
jedním z nejvšestrannějších badatelů a nejplodnějších spiso-
vatelů skoro ve všech oborech matematiky a matematické 
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Obsahem této kapitoly jest ukázati, proč rovnice pátého 
(a tím upíše vyššího) stupně jest neřešitelná v takové formě, 
v jaké jsme zvyklí počítati na př. kořeny kvadratické 
rovnice. 1 když neprovedeme důkaz do všech detailů 
(proč — to se ukáže na příslušném místě), máme aspoň 
možnost vniknouti hlouběji do struktury algebraických 
rovnic. 

Tato kapitola bude poněkud obtížnější než předchozí-, 
neboť musíme zavést několik nových pojmů. Odměnou za 
fysiky. Jeho „Sebrané spisy" vycházejí stále v mnoha svazcích 
vydávaných pařížskou Akademií. Kromě prací v algebře 
zasloužil se Cauchy hlavně o solidní výstavbu diferenciálního 
počtu, teorie nekonečných řad, diferenciálních rovnic, teorie 
funkcí atd. 

Nie ls Hen r i k Abel, narozený 5. srpna 1802 ve Fiiuio 
u Stavangeru v Norsku, zemřel ve věku 27 let dne 6. dubna 1829 
ve Frolandu v Norsku. Milý a družný, avšak stále churavějící 
mladý tento muž, jest typem genia, stihaného životním osudem. 
Pocházeje z chudé rodiny vystudoval v bídě a v neradostném 
světě. Vzdělával se nejdříve sám. Když se po studijním 
pobytu ve Francii a Německu vrátil do Kristiánie, stal se 
tam docentem. O rok později (1829) zemřel ve chvil', kdy měl 
býti povolán jako řádný profesor na berlínskou universitu. 
Cenu francouzské Akademie na r. 1830, kterou obdržel zároveň 
s Jacobim za vynikající práce matematické, dostali už jenom 
jeho dědici. Matematické zásluhy Ábelovy jsou nesmrtelné. 
Jeho vyšetřování rovnic pátého stupně obsahují sice jisté ne-
dostatky, ale jako zakladatel nauky o eliptických funkcích 
projevil intuicí a nadání pro všechny časy těžko napodobitelné. 

Eva r i s t Ualo is je.st jedinečnou postavou v dějinách mate-
matiky. Narodil se 26. října 1811 v Paříži. Zemřel v souboji 
v květnu 1832 ve věku 21 let. Jeho romantický skon (šlo 
o milostnou záležitost) je pouze vyvrcholením jeho stejně 
pestrého byť krátkého — života. V předtuše smrti, v před-
večer osudného souboje, uložil své nejdůležitější výsledky v do-
pise svému příteli Augustu Chevalierovi. Práce ty vyšly pak 
několikrát během minulého století. Galois předstihl své vrstev-
níky o celé půlstoletí. Jeho neobyčejně jasné a překrásné práce 
byly na tehdejší dobu příliš abstraktní a těžké. Nebyl dlouho 
pochopen. Až koncem minulého a začátkem tohoto století řada 
matematiků propracovala jeho náměty a myšlenky. Pak teprve 
algebra dosáhla nečekaného rozkvětu. 
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námahu a tím spojenou dotkne se čtenář věcí, které patří 
k nejkrásnějším partiím matematiky a k nejhlubším prav-
dám, kterých se lidský duch dodnes vůbec dopracoval. 

číselná tělesa. Tělesem budeme rozuměti souhrn 
čísel majících tu vlastnost, že sčítáním, odčítáním, 
násobením a dělením čísel z toho souhrnu dostá-
váme opět jenom čísla z téhož souhrnu. 

Na př. a) Souhrn všech čísel racionálních tvoří těleso. 
Neboť sčítáním, odčítáním, násobením a dělením dvou 

racionálních čísel obdržíme opět racionální čísla. Ve vzorcích 

II c _ ad ± cb a c _ ar a c _ ad 
b d bd b d bd b ' d bc 

Toto těleso budeme značiti znakem R.*) 
b) Souhrn všech čísel reálných (t. j. racionálních a iracio-

nálních) tvoří těleso. 
c) Všechna čísla komplexní tvoří těleso. 
d) Všechna čísla tvaru a + b]/2, kde a, b jsou čísla racio-

nální, tvoří těleso, které označme T. 
Neboť _ _ 

(o + b}/2) ± (c + d]/2) = (« ± c) + (6 ± d)V2. 

(rt f &1/2) (c + dl/2) = (ac + 2bd) + (ad 4- bc)^2, 
a 4 b]!~2 _ (a -)- b\*2) (c — d^2) _ ac 2bd bc — ad y-
c + d^2 c2 — 2d2 ~~ c2 —2d* f c2 — 2d2 ' "" 

Všimněme si tohoto tělesa. Obsahuje „více" elementů 
než těleso R. Položíme-li totiž v T b = 0 a a necháme pro-
bíhati všechna racionální čísla, dostaneme právě R. Těleso T 
jest tedy „širší" než těleso R. 

Říkáme, že těleso T jest nadtělesem tělesa R. Těleso T 
vzniklo z tělesa R přidáním, nebo tak zvanou adjunkcí 

*) Čtenáře snad nepřekvapuje, že značíme celý souhrn čísel 
jediným znakem. Počínáme si obdobně, jak jsme zvyklí z geo-
metrie, kde na př. kružnici (t.. j. souhrn nekonečně mnoho 
bodů roviny) značíme také jediným znakem k a pod. 
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čísla ]/2 (T je „nejmenší" těleso obsahující R a j/ž). 
Značíme R C T; T == R(|/ž). 

e) Adjunkcí elementu i k tělesu čísel racionálních R 
vznikne těleso R(Í). To obsahuje všechna čísla tvaru a + bi, 
kde a, b jsou racionální. 

Podobně adjunkcí čísla i k tělesu čísel reálných vznikne 
těleso čísel komplexních. 

f) Těleso R(|/2) vzniklo tak, že jsme k tělesu R a d j u n g o -
va l i k o ř e n r o v n i c e x2 — 2 = 0. Podobně adjunkcí ko-
řene rovnice x- + 1 — 0 k tělesu čísel reálných vznikne 
těleso čísel komplexních. 

T e n t o p o s t u p lze zobccn i t i . Je dáno těleso racio-
nálních čísel R a nějaká nerozložitelná*) algebraická rovnice 
w-tého stupně s racionálními koeficienty 

í(x) == X" -f -r ... + an^.xx + an = 0. 
Jeden pevně zvolený kořen této rovnice budiž 0. Sčítáním, 
odčítáním, násobením a dělením racionálních čísel a čísla O 
lze vytvořiti těleso, které budeme značiti R(6>). 

Obecný prvek tohoto tělesa takto získaný jest nejdříve 
tvaru 

ft0 + bx& + . . . + bm&m 
A " ~<-„ f ' 

kde í»ť, r,(. jsou racionální čísla. Z původní rovnice však plyne 

&" = — «!»"-' — a,«"-2 •—. . .— .(„, 
(-)"+ ] = — o,&" - - a,(')"-x - - . . . — a f ) -. 

i £ n 
--= • - • • . . . - « j -

— a20" - - . . . — aj-i .-= 
= a'10"-1+ r,'20»-2 -I- . . . + «•'„. 

Lze tody z a mocniny 0, vyšší než &n~1 odstranit i a psrtti 
*) Tím rozumíme nerozložitelná ve dva polynomy s racio-

nálními koeficienty. 

7 0 



_ b'0 + b\& + . . . + 6'„_1©n-l 
" ~ c'„ + c\Q + . . . + c ' n _ ,©»- l ' 

Lze dokázati však dále, že vhodným rozšířením jmenovatele 
(tak jak to děláme na př. při usměrňování jmenovatele zlomku) 
lze ěíslo 0 z jmenovatele odstraniti a lze tedy úhrnem říci: 

Každé číslo tělesa R(<9), vzniklého adjunkcí čísla 0 
k tělesu R, lze psáti ve tvaru 

« = d0 + d.e + . . . + ( i ) 

kde da, dt, . . ., jsou racionální čísla. 
Cvičení. 1. Vyjádřiti ve tvaru (1) výraz 

_ 5 0 + 6  
a 1 + 0 &2 ' 

kde 0 jest kořenem rovnice x3 — 2 = 0! 
[Návod: Rozšiřte číslem 0 - 1 n uvažte, že je 0 3 = 2! 

a = i)02 + 0 — 0.] 
2. Totéž pro výraz m = ^—•—-, kde 0 vyhovuje 

íy (y + 2i 
rovnici x* — 5 = 0. [* = - - j (20' + 302 + 40 + 7).j 

Reducibilní a ircducibilní polynomy. S pojmem tělesa 
souvisí úzce pojem t. zv. reducibility a ireducibility 
polynomů. 

Budiž dán polynom s racionálními koeficienty — budeme 
říkati stručně polynom z R — na př. 

a* —2. (2) 
Tento polynom nelze rozložití na součin lineárních faktorů, 
žádáme-li, aby jejich koeficienty byly racionální čísla. 
Říkáme: Polynom (2) jest v tělese racionálních čísel iredu-
cibilní. Naproti tomu připustíme-li, aby koeficienty byly 
čísla z tělesa R(|/2), lze psáti 

x-2 — 2 = (ar 4- ]/2~) (x — j/žj. 

Polynom (2) jest v tělese R(|/2) reducibijní. 
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Zrovna tak polynom x4 + 1 jest v R ireducibilní; naproti 

tomu v R(V2) se dá rozložití v součin 

X* + 1 = (x2 + 1/2* + 1) (x2 — J/2x + 1). 

Polynom x2 + 5 jest v tělese R ireducibilní. Ani v tělese R( j/5) = 
= T[ není ještě reducibilní. Jestliže však k tomuto tělesu 
adjunpujemc ještě číslo i a vytvoříme těleso Ts = Tl(i) = 
= R(l/s, i) pak v tomto tělese Ta lze psáti 

x2 + 5 = (x + ¿1/5) (x — ¿1/5). 
Jiný příklad. Polynom x4—16x2 4 se nedá v R 

rozložiti. V tělese R(]/3) lze však psáti 

x* — 16x2 + 4 = (x2 — 2x|/3 — 2) . (x2 + 2x]/3 — 2). 
Žádný z obou faktorů na pravé straně nelze již v T , -

= R(l/3) dále rozložití. Jestliže však k tělesu Tx = R(|/3) 
adjungujeme ještě číslo ]/5, t. j. vytvoříme těleso T2 - -
= Tilý/T) = R(]/3^ l/.Ťj, lze dokonce psáti 

x4 — 16x2 + 4 = 
= (x — ]/3 + 1/5) {x — ]/3 — ]/!) (x + 1/3 + ^5) . 

. (x + V3-VŠ) . 
Všimněme si jednotlivých těles! 

Těleso R se skládá ze všech racionálních čísel. 
Těleso Tx se skládá ze všech čísel tvaru a + kde a, b 

jsou čísla racionální. 
Těleso T2 = T^l/5) = R(l/3, p ) se skládá ze všech čísel 

tvaru r + kde r a s jsou libovolná čísla z T1; t. j. ze 
všech čísel tvaru 
K + r2]/3) + K + ^1/3) . ]/5 = r, + r2]/3 + «,|/5 + «^15, 
kde rv r2, Sj, s2 jsou racionální. 

Těleso T2 obsahuje v sobě těleso Tt (k tomu stačí položití 
•'i — 'f2 = 0, rlt r2 libovolné) a toto těleso Ti obsahuje 
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v sobě opět těleso R (k tomu stačí položití = s2 = r2 — 0, 
rl libovolné). Píšeme proto 

R C ^ C T , ' 
Cvičení. 1. Kdy jest polynom ax2 + bx + c s celočíselnými 

ÍÍ, 6, c rozložitelný v R? [Musí platit.i b2 — 4ac = m2, kde m jest 
celé číslo.1 

2. Kdy jest ax2 + bx r, s racionál. koeficienty«, b, c rozlo-
žitelný v R(j/7)'! [Musí b2 - 4«c - 7m2, kde m jest racionální.'; 

Postupná adjunkce a řešení algebraických rovnic. 
Když jsme v předcházejících příkladech k základnímu tě-
lesu R přidávali postupně nové prvky, čili konstruovali 
nadtělesa, stala se rovnice postupně reducibilní, až se 
nakonec dala rozložití v součin samých lineárních činitelů. 

Pro jednoduchost budeme v dalším uvažovati jen rov-
nice z R, t. j. rovnice s racionálními koeficienty, ačkoliv 
všechny úvahy platí i tenkráte, zvolíme-li jiné těleso za 
základní. 

Při řešení algebraických rovnic sestrojujeme vlastně po-
stupně k původnímu tělesu R řetězec nadtěles 

R C TL C T 2 c • • • C TA T - 1 C T\Y 

takový, že se v posledním tělese T.v dá již původní polynom 
rozložití v samé lineární faktory. 

Když se nám podaří sestrojiti takové těleso Tjy, (ve kte-
rém jest možný úplný rozklad daného polynomu v lineární 
činitele), pak víme, že v tomto tělese leží všechny kořeny 
dané rovnice. 

Dříve jsme hledali řešení dané rovnice v tom 
smyslu, že jsme chtěli nalézti přímo hodnotu 
jejích kořenů. Nehledejme nyní hodnotu kořenů, 
nýbrž pouze těleso, ve kterém se-kořeny nalézají. 

Opakuji ještě jednou: Nepůjde nám - - na chvíli — o žádné 
řešení vyjádřitelné nějakým vzorcem, nýbrž o pouhou — 
více méně myšlenkovou — konstrukci jistého tělesa Ty (nad-
tělesa k tělesu R). 
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Tato úloha jest do jisté míry jednodušší. Po stránce čistě 
matematické a myšlenkové jest však skoro ekvivalentní 
s úlohou dřívější — i když tady nutno více mysliti a uvažovati 
než počítati.*) 

Výklad pojmu algebraického řešení rovnic. V pří-
kladě f) na str. 70 jsme viděli, jak pomocí kořene 0 alge-
braické rovnice 7, R lze vytvořiti těleso, které je nadtélesem 
tělesa R. Každé číslo takového tělesa lze pak vyjádřiti ve 
tvarů (1). 

Z algebraických rovnic zvlášť jednoduché jsou rovnice 
zvané b i n o m i c k é . Budeme se nyní zabývati tělesy, které 
vzniknou adjunkcí kořenů takovýchto binomických rovnic. 

Binomická rovnice tvaru 
xn — a = 0, 

kde a jest racionální číslo a nikoliv n-tá mocnina, má, 
jak víme, n kořenů. Zvolme jeden z nich a označme jej 

n 
0 = \a. Takovýto symbol budeme nazývati r a d i k á l e m . 
Přesněji: r a d i k á l e m rc-tého s t u p n ě n a d t ě l e s m R. 
Obecněji: Nechť jest TK nějaké těleso a číslo a nikoliv w-tá 

« 
mocnina z toho tělesa, potom číslo ]/n nazveme radikálem 
w-tého stupně nad Tx-

3 

N a ]>ř. Rovnice J:3— 7 = 0 má kořeny xt = ]/7, x2 = ř^L, 
:» a 

x3 = e*]h. Zvolme & = Potom těleso R(0) skládá se z o 
všech čísel tvaru 

*) Poznamenejme výslovně (a čtenář si toho jistě všiml), 
žo R, T-! . . . T v a vůbec každé číselné těleso, o kterém zde 
mluvíme jest obsaženo v „daleko širším" tělese v š e c h kom-
p l e x n í c h č íse l . Podle fundamentální věty algebry rozpadne 
so v tomto tělese, jak již dávno víme, kaž lý polynom z tě-
lesa R (ba dokonce každý polynom s komlexními koeficienty) 
v samé lineární činitele. Nás však, na tomto místě, zajímá 
vždy „malé" těleso TjV, v němž tento rozklad v "lineární či-
nitele jest již možný. 

74 



a = d„ + dx . ]/l d2(]/7)2, 

kde d,, dt, d, jsou libovolná rac. čísla. 
8 

Zvolímo-li 0 = e]/l, jest. R(0) souhrn v.šecli čísel tvaru 

a = d0 + . e . j/T+- d, . f> . (V7 

kde dj, d2, d3 jsou opět libovolná racionální čísla. 

J i n ý p ř í k l ad . Rovnice z tělesa T = R(|/2) 

x3
 — (1 + |/2) = (1 

má ¡1 kořeny a to 

1 / r r y i ; 4 / < 7 7 1 ^ y n n / i r 
a' 

Zvolme 0 = + V2; potom 0 jest radikálem třetího stupně 
nad tělesem T a těleso T(0) se skládá ze souhrnu všech čísel 
tvaru 

8 s 
* = d0 + diVl + V^H- d2 (l/l + 1/2)2, 

kde ď„, dv d2 jsou lib. čísla z tělesa T = R(j/2), t. j. tvaru 

a -f- b]/2, kdo a, b jsou racionální. 

Rovnice x2 — a = 0, je-li a racionální, ale nikoliv čtverec, 
není v R řešitelná. Avšak v tělese R(]/a), které dostáváme 
z R adjunkcí ^a lze psáti xli2 = i ]/a. Kořen rovnice jest 
vyjádřen radikálem. Říkáme: daná rovnice jest řešitelná 
pomocí radikálů. 

Zrovna tak rovnice (x2 — a)3 — b = 0, kde a, b jsou rac. 

čísla, má zřejmě kořen x = Jla + ]/b. Tato rovnice jest 
opět řešitelná radikály. Jenom, že nyní jest nutno adjun-
govati radikály postupně za sebou dvakrát. Nejdříve totiž 
k tělesu R adjungovati kořen rovnice 

a 
X3 _ b =,, o, t. j. radikál f ) = }/b, 

potom ještě kořen rovnice 
a 

x2 = a + ft, t. j. radikál ]/a + /?. 



O b e c n é b u d e m e ř íkat i , že n ě j a k é č í s l o lze vy-
j á d ř i t i r a d i k á l y , j e s t l i ž e j e s t o b s a ž e n o v t ě l e s e , 
k t e r é v z n i k l o z t ě l e s a r a c i o n á l n í c h č í se l koneč-
n ý m p o č t e m p o s t u p n ý c h a d j u n k c í rad iká lů , v ž d y 
z t ě l e s a p ř e d c h á z e j í c í h o . 

Viděli jsme, že kořeny rovnice 2., 3., 4. stupně jsou vždy 
vyjádřeny radikály, t. j. rovnice 2., 3., 4. stupně lze vždy 
řešiti pomocí radikálů. Bylo snahou matematiků nalézti 
takové řešení (t. j. pomocí radikálů) i pro obecnou rovnici 
pátého a vyššího stupně. To však právě pro o b e c n o u 
rr v n i c i p á t é h o (a tím spíše vyššího) s t u p n ě nejde . 

To znamená: Ne ke každé algebraické rovnici pátého 
stupně s racionálními koeficienty lze sestrojiti postupnou 
adjunkcí radikálů takové nadtěleso T.y> ve kterém se 
rovnice dá rozložití v samé lineární činitele. Jinými slovy: 
Existují algebraické rovnice pátého stupně s racionálními 
koeficienty, jichž kořeny nelze vyjádřiti radikály. Proto 
nelze také kořeny algebraické rovnice pátého stupně 
s o b e c n ý m i k o e f i c i e n t y a,b,r,... vyjádřiti vzorcem, 
který by byl funkcí koeficientů a neobsahoval žádných 
jiných matematických symbolů než konečný počet od-
mocnin. 

Říkáme: Obecná r o v n i c e p á t é h o s t u p n ě j e s t 
a l g e b r a i c k y n e ř e š i t e l n á . 

To ovšem neznamená, když jsou koeficienty dané rovnice 
vhodným způsobem specialisovány, že by se daná rovnice 
nedala řešiti pomocí radikálů. Naopak, dovedeme již řešiti 
speciální rovnice (na př. reciproké, pro dělení kruhu) i stupňů 
vyšších než čtvrtého. Obecně nazýváme rovnice, které lze řešiti 
radikály rovnicemi me t a cyk l i c kým i . 

P o z n á m k a I. Aby nevzniklo nedorozumění, jest nutno 
ještě jednou výslovně podotknouti: Máme-li předloženou 
rovnici jakéhokoliv stupně s danými n u m e r i c k ý m i koefi-
cienty, dovedeme nalézti — jak později ještě podrobněji 
ukážeme — její kořeny s j a k o u k o l i v p ř e s n o s t í , t. j. 
na j a k ý k o l i v p o č e t d e s e t i n n ý c h míst . Zrovna tak 
(dle analogie g o n i o m e t r i c k é h o řešení rovnic třetího 
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stupně) dovedeme řešiti rovnici pátého stupně pomocí 
t. zv. eliptických funkcí. Neexistuje však vzorec obsa-
hující jen konečný počet odmocnin, kamž by stačilo 
dosaditi koeficienty předložené rovnice, abychom dostali 
hledané kořeny. 

Poznámka II. Hledíme-li 11a řešení rovnic jako na konstrukci 
jistého nadtělesa Tjy k tělesu R, nebudeme již jistě překva-
peni tíin, že každou rovnici (pátého a vyššího stupně) nelze 
algebraicky řošiti. Při algebraickém řešení, tak jak jsme si je 
definovali, smíme užiti k sestrojení hledaného nadtělesa Ty jen 
binomických rovnic. V příkladě f) na str. 70 jsme však viděli, 
že nadtělesa lze sestrojovati pomocí jakýchkol iv rovnic. 
Bylo by tedy právě naopak překvapující , kdyby zrovna 
binomické rovnice (přes svůj jednoduchý tvar) měly tak privi-
legované postavení, že by pomocí nich bylo možno sestrojiti 
k libovolnému polynomu těleso, v němž se tento rozpadne 
v samé lineární faktory. 

Obecná rovnice pátého stupně jest neřešitelná pomoci 
radikálů. Měli bychom nyní provésti důkaz nahoře uvede-
ného tvrzení. Od podrobného důkazu musíme upustiti, neboť 
svoji povahou zasahuje příliš hluboko do jemných otázek al-
gebry a čtenář, kterému jest tato knížka určena, těžko by 
dovedl vystihnouti všechny podrobnosti důkazu. Důkaz lze 
provésti na př. tak, že se nejdříve dokáže tato věta: 

Algobraická ireducibi lní rovnice pátého s tupně 
s racionálními koef ic ienty , která jest řeš i te lná po-
mocí radikálů, musí míti bud jeden kořen reálný n dva 
páry kořenů komplexních '¡družených, anebo 5 kořenů 
reálných.*) 

Abychom potom ukázali, že algebraická rovnice pátého stupně 

*) Tato věta pochází od Kroneckera; v jejím důkazu 
spočívá jádro důkazu našeho tvrzení. Věta jest speciálním 
případem podobné obecné věty o rovnicích prvočíselného 
stupně. Neřešitelnost obecných rovnic vyššího než čtvrtého 
stupně lze dokázati též jinými metodami, kde o stupni n rov-
nice nečiníme žádných zvláštních předpokladů (kromě n > 4). 
Takový důkaz, vyžadující však již hlubší znalosti teorie těles 
a t.zv. teorie grup, nalezne čtenář na př. v knize O. Perron: 
Lehrbuch der Algebra, II. díl. 
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není obecně řešitelná pomoci radikálů, stačí sestrojiti ired. 
rovnici pátého stupně, která má racionální koeficienty a jeden 
pár kořenů komplexních sdružených a tři kořeny reálné. 
Takových rovnic dovedeme udatf, kolik chceme. Jest takovou 
n a Př" x ' - 4 x - 2 = 0. 
(Že má tři kořony reálně, zjistíme z grafického znázorněni --
že je ireducibilní, dá se též lehce dokázati.) Tato rovnice není 
řešitelná pomocí odmocnin, čímž naše tvrzení dokázáno. 

Pozivúmkn. Uvedený důkaz není jediným možným, Jiný 
důkaz — a ovšem úp lný— nalezne čtenář v knize O. Perron : 
Algebra, a ještě jiný v knize W e b e r : Lehrbueh der Algebra. 
Všechny důkazy předpokládají však znalost z, teorie těles 
a po případě z tak zvané teorie grup. 

Dodatek. Když tedy obecná rovnice stupně vyššího než 
čtvrtého jest pomocí odmocnin neřešitelná, zajímají nás rovnice, 
které řešitelný jsou, čili — jak jsme jo nazvali •— rovn ice 
ine tacyk l i cké . Ptáme se na př. kdy rovn ice s racionál-
n ím i koe f i c ien ty jest me t a cyk l ická? Takové a podobné 
úvahy vedly k vyšetřování funkcí kořenů, kterých hodnota se 
jistými permutacemi indexů nemění — tak, jak jsme to již 
•viděli dříve. Ukázalo se dále nanejvýš plodným vyšetřování 
jistého souhrnu permutací — anebo, jak říkáme, g rup permu-
tací . Ke každé algebraické rovnici přísluší jistá grupa permu-
tací, zvaná g rupou Cíaloisovou. Vlastnosti této grupy podá-
vají jasný obraz o vlastnostech dané rovnice, na př. také o řeši-
telnosti pomocí radikálů. 

Tato vyšetřování jsou dost obtížná; patří však nesporně :— 
jak ještě jednou zdůrazňujeme — k nejhezčím partiím mate-
matiky vůbec. 
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7. Dva další problémy o algebraických 
rovnicích. 

Numerické řešeni rovnic. V předcházejících kapitolách 
naučili jsme se řešiti algebraicky rovnice 2., 3., 4. stupně 
a naznačili jsme důkaz, proč to u rovnic 5. stupně hení 
možné. Již tam jsme řekli, že nedovedeme sice obecně 
řešiti rovnici vyššího stupně než čtvrtého, dovedeme však 
s libovolnou přesností udati kořeny každé, n u m e r i c k y 
dané předložené rovnice. V takovém případě mluvíme 
o n u m e r i c k é m řešen í dané rovnice. 

Máme-li rovnici f{x) = 0 a sestrojíme g r a f i c k é znázor-
něn í funkce y = f(x), dávají průsečíky takto vzniklé 
křivky s osou x prvý hrubý o d h a d velikosti r e á l n ý c h 
kořenů. K přesnějšímu výpočtu nutno nahraditi metodu 
geometrickou metodou 
algebraickou. 

Postup, kterého u-
žíváme, skládá se ze 
dvou kroků:separace 
a aproximace kořenů. 
S e p a r a c e záleží v hle-
dání intervalů, v kte-
rých jest obsažen pou-
ze jediný kořen. Apro-
x i m a c e značí pak: po-
stupně ziížovati inter-
val, v němž se uvažo-
vaný kořen nalézá, tak 
dlouho, až nalezneme jeho hodnotu s takovou přesností, 
s jakou chceme. 
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Při separaci užíváme nejčastěji věty, o níž jsme již 
mluvili při důkazu fundamentální věty: J e s t l i ž e pro 
x = a a x — b j sou h o d n o t y f(a) resp. f(b) o p a č n ý c h 
z n a m é n e k , lež í mezi a a 6 l i c h ý p o č e t kořenů. 
Jsou-l i v šak /(a), j(b) s t e j n ý c h z n a m é n e k , j e s t mez i 
a a b bud ž á d n ý a n e b o s u d ý p o č e t kořenů. (Viz 
obr. (i.) 

Hledáme proto takové — pokud možno úzké — inter-
valy (a, b), aby bylo /(«) opačného znaménka než f(b). 

Postup osvětlíme nejlépe 11a p ř ík l adě . Jest separovati 
reálné kořeny rovnice x* — x* •-•• x— 1 = 0 . Rovnice může 
míti jeden, nebo tři reálné kořeny. Již nejhrubSí graf ukazuje, 
že existuje jenom jeden, jediný, reálný kořen. Abychom jej 
nalezli, dosazujme j>ostupně: 

Jelikož jest tedy mezi 1 a 2 změna znaménková, jest hledaný 
kořen mezi 1 a 2. 

Dosadme nyní x = 1,5; jest /(1,5) = 1,5®-- 1,52 1,5 
- 1 = — 1,375. Kořen leží mezi 1,5 a 2. Dosacfme x = 1,8. 

Vyjde /(1,8) = — 0,208. Kořen jest v intervalu (1,8; 2). Dosa-
díme-li x = 1,9, dostáváme /(1,9) = 0,349. Kořen leží tedy 
mezi a 1,9. Interval mohli bychom dále.zužovati a vy počí-
tat i jeho hodnotu s přesností, s jakou chceme. 

./(*) = 
x = — 2; 1; 0; 1;2; 3 

- 11; — 2; — 1; 2; 1; 14 

/ 

Když už jsme nalezli 
d o s t i p ř i b l i ž n o u hod-
notu kořene dané rovni-
ce, jest výhodné, užiti 
k dalšímu výpočtu tak 

Y*f(X) zvané m e t o d y N e w t o -
n o v y , kterou krátce vy-
ložíme. 

01 

Obr. 7. 

Mysleme si v obr. 7 
zobrazenou křivku y --•• 
= f(x) a budiž oc při-
b l i ž n á h o d n o t a kořene. 
Přesná hodnota kořene 
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rovnice f(x) = 0 budiž f . Sestrojme v bodě o souřadnicích 
(<x; f(oi)) tečnu. Její směrnice v tomto bodě — jak známo 
z diferenciálního počtu — jest f'(oc). Rovnice tečny jest 
tudíž 

» - / ( « ) = / ' ( « ) • ( * - « ) . 
Její průsečík s osou x jest (pro y = 0) 

/(«) x = <x • 

Obr. 8. 

J e s t l i ž e rozd í l f — byl d o s t i malý , t. j. hodnota « 
se nelišila příliš od skutečné hodnoty f , jest tato nová hod-
nota x — jak z geometrického zobrazení je jasně viděti, 
ale jak lze i početně lehce dokázati — l epš í než původní 
hodnota tx. Několikanásobným užitím téhož postupu do-
stáváme velmi přesnou hodnotu kořene. (Geometrický obraz 
postupného užití viz obr. 8.) 

Jak viděti, nahrazujeme v podstatě v okolí hledaného bodu £ 
křivku f(x) její teěnou. 

P ř í k l a d . U rovnice x3 — x2 — x + 1 = 0 nalezli jsme při-
bližnou hodnotu kořene x = 1,8. Jest /{1,8) = —0,208. Deri-
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vace /'(1,8) = 3 . 1,82 — 2 . 1,8 — 1 = 5,12 

x = 1,8 — 0,208 
5,12 = 1,8406. . . 

Dosadíme-li nyní opět ix = 1,840, dostáváme obdobně x — 
= 1,839264.. ., což souhlasí již na 5 cifer se skutečnou hodnotou 
(jak se dá na př. dosazením zjistiti). . 

Při podrobném provádění jest ovšem dobře míti stálou 
kontrolu a abychom věděli s jakou přesností počítáme, 
všímati si obou mezí intervalu. Nemůžeme se však 
pouštěti do podrobností. 

Jinou metodou jest t. zv. ,,regula falši". Je-li f(x) = 0 
opět daná rovnice a («, /9) interval, ve kterém leží kořen, 
£ jeho přesná hodnota, spojme body [«; /(«)], [/?; /(/?)], t. j. 
nahraďme křivku f(x) sečnou. Rovnice této sečny jest 

y — w) = —o (x — <*)• P —IX 
Průsečík s osou y — 0 
(obr. 9) dává přibližnou 
hodnotu kořene 

x = « / ( f l - f l f ( * ) 
m-t(*) 

Obecně však vede metoda 
Newtonova rychleji k cíli 
než tato. (Geometrický ob-
raz postupného užití viz 
obr. 10.) 

Numerický výpočet kořenů jest pro praksi, hlavně technickou, 
velmi důležitý. Jo známo množství dalších metod k separaci 
i aproximaci. Pro pohodlný výpočet (dosazování, sčítání, náso-
bení velikých čísel) vypracována jsou jistá schémata (na př. 
t. zv. H o r n e r o v o schéma) , která výpočet usnadňují. I počí-
tači stroje a tabulky se zde uplatní. 

Při separaci se často užívá s výhodou této t. zv. v ě t y Des-
c a r t o v y : P o č e t k l a d n ý c h k o ř e n ů r o v n i c e s r e á l n ý m i 
k o e f i c i e n t y j e s t n e j v ý š e roven p o č t u změn znamónko-
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vých v rovn ic i ; je-li menší , jest menš í o sudý počet . 
Při tom změnou rozumíme, když u koeficientů rovnice za zna-
ménkem (+) přijde (—) anebo opačně. Na př. V rovnici x3 — 
•—• x' — x — 1 = 0 jest jediná změna (totiž mezi prvým a dru-
hým členem); tedy rovnice má jeden kladný kořen. Abychom 
nalezli počet záporných kořenů, položme x = — y a počítejme 
počet kladných kořenů. Jest — y3 — y* + y — 1 = 0 . Tato 
rovnice má dvě změny, tedy počet záporných kořenů jest 
2 nebo 0 (t. j . o sudý počet méně); my víme již, že je to 0. 

Obratné užívání Descartova pravidla umožní separaci ko-
řenů bez jakéhokoliv grafického znázornění. 

Čtenář, který by se zajímal o t y t o a podobné o tázky , 
nalezne obšírné poučení v knize L á s k a - H r u š k a : Teorie 
a praxe numerického počítání , Praha 1934 (nákl. JČMF). 

Cvičení. 1. Dokažte: je-li A ( > 0) absolutní hodnota nej-
včtšího koeficientu reálného polynomu f(x) = xn -f- a^x"-1 H-
+ . . . + art, jest 

j(x) > 0 pro všechna x > A + 1, 
,, , f < 0 pro všechna x < — (A + 1), pro n liché, 

l > 0 pro všechna x < — ( A + 1), pro n sudé. 

[Návod (viz téžstr. 28): Pro kladná x > 1 jest j(x) = x n Ti + ^ r + 
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«2 ,2 7:1 I' 
- - •A !- + • • j j = ĵ l — — j-j. Závorka bude kladná 

pro x > A + 1. Analogicky další případy.] 
2. Separujte reálné kořeny 

x* — 2x3 • 5a:3 + 2x + 0,9 = 0! 

t( 2; 1), (— 1; 0), (0; 1), (3; 4)]. 
3. Dokažte: Jsou-li veličiny A. > 0, má rovnice ——— 4-

1 x — a, 
A. An . . -j = 0 samé reálné kořeny! 

1 * 2 ' 

[Návod: Si-ovncjto íí, < a, < . . . < an, a uvažujte intervaly 
(ax\ <i2) (a2; aa) . . . (Místo zlomků musíte ovšem uvažovati 
polynom.) Užijte věty citované na začátku!] 

4. Užijte Newtonovy metody k řešení rovnice x2 — 2 = 0! 
•[Vyjděte od hodnoty xt = £ jakožto první aproximace; jo 

= = 1,417. : . , x2 = = 1,414215. . . (tedy přesnost 
11» 5 míst).] 

ú. ftešte analogicky .r3 — 2 = 0! 

6. Newtonova metoda a metoda „rcgula falši" 1)1 íží s e 
ko k o ř e n u v z á j e m n ě o p a č n ý m s m ě r e m . Užívajíce této 
vlastnosti, sevřete kořen rovnice 

x6 + 5x -|-1=0 

mezi dvě meze lišící se o -7̂-5. 

1()5 

[ - 0.19993011 < x < 0,l999.'l(i03.| 

7. fiešlc rovnici 

x-3 - '.).<:- | 20.i; - 1 I - 0! 

[0,834. . .; 2,217. . .; 5,!>4!). . . | 
8. ( t íraffeho metoda.) Analogicky jako 11 kvadratické 

rovnice (viz př. 8 str. 39) l/.e největší reálný kořen libovolné 
rovnice s reálnými koeficienty vypočítuti jako limitu 

,. Sk I 1 
x = lun ' k = cc sk 

kde sk jsou mocninné součty. Provedte u rovnice x3 — x2 —-
— x — 1 = 0! 
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[s0 = 3, = 1, Í2 = 3 , «3 = 7, st = 11, «5 = '21, s, = 39, 
= 71, s8 = 131, s, = 241, s10 = 443, «„ = 815, s12 = 1499, 

1499 
839264...]. 

9. Motodou Newtonovou lze rešiti i rovnice transcen-

den tn í . Řešte na př. loga; = 0! [2,506...1. 
x 

Systémy rovnic o více neznámých, a) Naše dosavadní 
úvahy vztahovaly se jen na rovnice o j e d n é n e z n á m é . 
Je pochopitelné, že obecná teorie s o u s t a v y ( sys t ému) 
rovnic o v í c e n e z n á m ý c h bude komplikovanější. Lze 
dokonce říci, že je v tom směru dodnes mnoho nerozřešených 
problémů — ač jde o otázky již značně staré. 

Obecný systém n rovnic o rn neznámých x, y,z, . . . 
stupňů qlt q2, q3, . . . má tvar 
hix, y,z,...) == 0, f2(x, y, z,...) = 0, .. . fn(x, y, (1) 
kde fv /2, f3 jsou polynomy proměnných x, y, z, . . . stupňů 
qv q2, q3,. . . Tak na př. obecný systém 2 rovnic o 2 ne-
známých druhého stupně jest tvaru 

ax2 by2 -f cxy -)- dx + ey + / =0, 
• a'x2 + b'y2 + c'xy + ďx + e!y + /' = 0, 

při tom čísla a, b, . . . a', b', . . . jsou daná, obecně komplexní 
čísla. 

U rovnic o jedné neznámé zaručovala nám fundamen-
tální věta v ž d y e x i s t e n c i n kořenů. Docela jinak jest 
tomu tady. U takového systému (1) lze se ptáti: 

<x) Má systém (1) řešení? T. j. existuje soustava čísel 
(x\ y\z\ . . .) hovící systému (1)? 

P) Má-li, tak kolik? 
y) Jak poznáme, má-li (1) řešení nebo ne? 
ó) Existuje-li řešení, jak se nalezne? 

atd. 
Na tyto otázky nelze obecně dáti odpověď. Může se 

státi, že takový systém má jen k o n e č n ý p o č e t řešení, 
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ale zrovna tak se může státi, že má n e k o n e č n ě m n o h o 
řešení anebo vůbec ž á d n é řešen í . V tom směru nutno 
vyšetřovati každý předložený případ zvláště. 

O b e c n ý p o s t u p ře šen í jest možno — alespoň m y š l e n -
k o v ě — provésti takto. Máme-li na př. 3 rovnice o 3 ne-
známých jakéhokoliv stupně, vypočteme z jedné rovnice 
jednu neznámou a dosadíme do zbývajících dvou. Pak 
z takto získaných 2 rovnic zvolíme jednu a vypočteme 
7, ní opět jednu další neznámou. Když ji dosadíme do 
zbývající jediné rovnice, obdržíme jedinou rovnici o jedné 
neznámé, jejíž teorii již známe. Další neznámé se pak vy-
počtou z původních rovnic. 

Řekli jsme, že jest .to pochod <pouze t e o r e t i c k ý , neboť 
na př. při systému 

x7 + 2 y*x + y* + 4 = 0 
x5»/2 + 3xh/ -f- ?/5 + 7 = 0, 

nedovedeme vypočítati ze žádné z nich ani x ani y. Prak-
ticky provést naznačenou myšlenku lze jen v některých 
jednoduchých příkladech. 

Z á k l a d n í m y š l e n k o u k a ž d é h o t a k o v é h o p o c h o d u 
j e s t t e d y v y l o u č i t i z n ě k o l i k a r o v n i c v š e c h n y ne-
z n á m é s v ý j i m k o u j e d i n é tak, a b y c h o m d o s t a l i 
jen r o v n i c i (po p ř í p a d ě rovn ice ) o j e d i n é n e z n á m é . 

Tomuto pochodu říkáme e l i m i n a c e . Dá se ukázati, že 
tuto lze provésti vždy i bez řešení rovnic jen pomocí racio-
nálních operací. To jsou však již problémy daleko složitější 
a nespadají do rámce této knížky. 

Snadno nahlédneme nyní, že jsou myslitelné a možné 
nejrůznější případy. Mysleme si, že jsme v daném systému 
provedli již eliminaci všech neznámých s výjimkou jediné. 
Může nyní nastati několik případů: 

1. Po eliminaci zbývá jediná rovnice o jediné neznámé. 
2. Po eliminaci zůstalo nám více rovnic o jediné neznámé. 
3. Eliminaci jsme nemohli provést do konce, neboť již 

dříve, než jsme vyloučili všechny neznámé s výjimkou 
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jediné, zbyla nám jediná rovnice obsahujíoí však více ne-
známých . 

Úvaha — spíše jen orientační — nám nyní ukazuje: 
V případě 

1. bude normálním zjevem, že ke každému kořenu 
vzniklé rovnice nalezneme jednu nebo více hodnot pro 
zbývající neznámé. Bude tedy existovati v tomto případě 
zpravidla konečný počet řešení. 

2. V druhém případě může se státi lehce — a bude 'to 
opět normálním zjevem — že rovnice o jedné neznámé, 
které zůstaly, si navzájem odporují. V tomto případě 
neexistuje řešení. 

3. V třetím případě, ježto máme jednu rovnici a více 
neznámých, lze několik neznámých voliti libovolně a ostatní 
jsou pak již určeny. V tomto případě bude existovati ne-
konečný počet řešení. 

b) Ukážeme na několika jednoduchých příkladech to, 
o čem jsme mluvili v předešlém odstavci. Pomůžeme si 
geometrickým názorem. 

x) Systém dvou lineárních rovnic o dvou ne-
známých. 

axx + 6jí/ = íj, 
a2x + bty = <y 

Každá z těchto dvou rovnic představuje v pravoúhlém 
systému souřadnic přímku. Dvě přímky mohou být různo-
běžné, rovnoběžné anebo totožné. V prvním případě mají 
rovnice jediné řešení odpovídající souřadnicím průsečného 
bodu. V druhém případě, kdy přímky jsou rovnoběžné, 
nemá příslušný systém řešení. V případě třetím, kdy obě 
přímky jsou totožné, existuje nekonečně mnoho řešení — 
totiž souřadnice všech bodů společné přímky. Uvádíme 
příklady na každý systém. 
3x + 2y = 4 2x+3y = 5 3x + 4y = 3 
2x + y = 3 2x+ 3y =1 iix + Hy ^ (i 
x = 2, y= — 1 
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Lehce se zjistí, že první případ nastane vždy, když aL : 6, =(= 
=(= a2 : b2, t. j. když determinant*) 

1 * 0. 
a2b2 

/?) Systém tří rovnic o třech neznámých. 
Ještě názorněji jest viděti poměry u' systému 

axx + bxy -f CjZ -
a2x + b2y + c2z = d2  

n3
x + b3y 4 - c3z =•- d3. 

V trojrozměrném prostoru značí totiž taková rovnice 
vždy rovinu. Dle toho, jaká je vzájemná poloha tří různých 
rovin, má tento systém buď žádný, konečný (totiž právě 
jeden) nebo nekonečný počet řešení. Nemůžeme se pouštěti 
do detailného rozboru, jen stručně poznamenáváme. Obecně 
— pokud tedy koeficienty a lt 61, . . . nepodléhají nějakým 
podmínkám — protnou se tři roviny v jednom bodě — 
proto i tyto tři rovnice budou míti jediné řešení, t. j. existuje 
jediná trojice (x; y: z), která vyhovuje všem daným třem 
rovnicím. 

Ovšem jsou možné i jiné případy. Na př. dané tři roviny 
mohou tvořiti svazek, t. j. mají společnou přímku: pak 
existuje nekonečně mnoho řešení. Jiný případ: Jsou-li dvě 
z rovin rovnoběžné, neexistuje řešení atd. 

Dá se dokázati, že otázka, který případ nastane, závisí 
na determinantu 

OjOjf, 
a2b2c2 

\ a3b3c3 
resp. na determinantech s ním souvisících. 

*) Teorio lineárních rovnic dá se celá obecně vybudovati tak, 
že tvoří uzavřený harmonický celek. Jest při tom zapotřebí 
znáti ovšem teorii d e t e rm i nan t ů , k jejíž vybudování vyšel 
popud právě z řešení lineárních rovnic. Kdo se o to zajímá 
podrobněji, nalezne bližší výklad v knize B. Byd žovský : 
Základy teorie determinantů a matic a jich užití, Praha 1930 
(nákl. JČMF). 
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y) Řešme soustavu rovnic 
9 a;2 — 16 y2 = 144 
3x — 4y —- 0. 

Z druhé rovnice x = Dosazením do první dostaneme 

o _ ](iž/2 ^ ] 4 4 

0 = 144, 
což ovšem není pravda. Daný systém nemá řešení. Když 
tento systém znázorníme graficky, vidíme, že jde o hyper-
bolu a její asymptotu, a o těch ovšem víme, že se v ko-
nečnu neprotnou. 

ň) Zvolme jiný případ. Jest řešiti systém 
(ia;2 + xy — 2y2 = 0 (*) 

3x + 2 y — 0. 

Dosadíme-li x = — | y do první rovnice máme 
6 • ( - í?/)2 - |2/2 - 2y2 = 0 

0 = 0 

Rovnice jest splněna identicky pro jakoukoliv hodnotu y. 
Daný systém má nekonečně mnoho řešení, totiž všechny 

body vyplňující přímku 3a; + 2y = 0. V grafickém znázor-
nění křivka (*) jest složena ze dvou přímek, z nichž jednou 
jest právě přímka 3a; + 2y = 0. 

Tyto dva příklady, řekli bychom „pat.hologické", jasně uka-
zují okolnosti, které musíme míti na zřeteli vždy tenkráte, 
když se zabýváme systémem algebraických rovnic. Může se 
totiž státi, že křivky příslušející uvažovaným rovnicím mají 
„spo lečnou součás t " , nebo, že „průseč ík k ř i vek p adne 
do nekonečna " . 

c) Jinou obecnou metodu k řešení rovnic o víoe ne-
známých, než jsme udali, udati nelze. Pokud jde o počet 
řešení platí však důležitá obecná věta Bezoutova, 
kterou formulujeme jen pro dvě neznámé. Dvě rovnice 
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n-tého a m-tého stupně mají obecně m.n řešení. 
Při tom slovu „obecně" jest rozuměti takto: V obecném 
případě nebudou míti obě rovnice společnou součást (viz 
příkl. <5), ani se nestane, že kořen padne do nekonečna 
(viz příkl. y). Při tom jest ovšem nutno počítati každý 
kořen s příslušnou násobností. Násobnost se pak definuje 
vhodným způsobem. Geometrická interpretace této věty 
jest pak tato: Dvě křivky stupně m-tého a w-tého — ne-
mají-li společnou součást — protínají se v m . n bodech. 
(Při tom počítáme i eventuální, průsečíky v nekonečnu 
a béřeme zřetel k násobnosti průsečíků.) 

d) Zatím co lze obecnou teorii systému více rovnic jen 
těžko ovládnouti, dovedeme poměrně lehce řešiti rozličné 
specialisované systémy. 

Takové systémy jsou na př. rovnice zvané symetrické, 
homogenní atd. Ježto jsou to však z obecného hlediska 
jen speciální případy, kterých řešení vyžaduje všelir 
jakých umělých obratů a jest věcí matematické a početní 
zručnosti, uvádíme je jen v cvičeních. Při tom, jak zjistíte, 
jde při řešení v podstatě o to, onu eliminaci, o které jsme 
nahoře mluvili, provésti nějakým, vtipným jednoduchým 
obratem. 

Cvičení: Řešte systémy rovnic: 

1. x1 + y2 = r2 

y — kx + q. (Proveďte rozbor!) 

2. Řešte obecný systém t. zv. s o u m ě r n ý c h r ovn i c : 
a (x2 + y») + bxy + d (x + y) + / = 0 
a'(x2 + y*) + b'xy + ď (x + y) + /' = 0. 

[Névod: Za x + y a xy dosaďte nové neznámé!] 

3. ax1 + bxy + cy2 = 0 (t. zv. h o m o g e n n í rovnice) 
y = kx + q. 

NAvod: Vypočtěte | ! J 

4. x3 — 2xi) + fii/s = 5 
3x* + 3 xy + 2 y2 = 8. 

[Návod: Vyloučením pravých stran určete nejprve homogenní 
rovnici!] 
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ó. a) x* + y* = m? b) x* + y4 = m* 
x + y = n. x + y = n. 

[Umocněte druhou rovnici třemi resp. čtyřmi a vypočtěte xyl] 

«. x + y + - = 5 
¡5 [(«. ±ťV«). ( 1 . 2 ± V S ) . ] 

+ v2 + Ži = lf5-
c2 

y 
s 

7. x2 + jy1 = S^x3 + «/» 
8 

X 2 — ys = 3 Y X ® + 2/®. 

(Pozor na poěíténí třetími odmocninami!) 

8. x® + x*y + xy* + y3 = 15 
x« + x«i/2+ xy* + y* = 85. 

(Rozložte levé strany a zaveďte nové neznámé! ( I ; 2) další 
kořeny složitější.) 

9. x* + y* — 3x2i/a = « 

xa — y% + xy = 6 
[Nové neznámé x2 — y2 = u, xy = r!] 

1«. x4 + i/4 + x V = a 
+ y2 — xy — b. 

11. xs — xy + 2y + 3 = 0 
xy — y* + 4x + 6 = o. 

[Odečtěte od dvojnásobku první rovnice rovnici druhou a roz-

loXtel (— f ; — f ) , (4 ± VIT; 2 (2 ± 

12. x + y + z = a [(— 1; j (o + 1 + V»' + 2a — 3); 

xy + xz + yz = — a £ (a + 1 — j/a8 + 2a — 3)) a dal-

xyz = — 1. šich pět trojic z týchž tří čísel.] 

x
3
 z

2 ~ a
2 [Umocněte první rovnici dvěma a 

x» + l* + l3Z a3. třemi! <0' a)' <°1 a' 0)> (a' 
14. x (y + z) = o 

y (z + x) = 6 (Rovnice sečtěte!) 
z (x + y) = c. 

15. x + y + z + xyz = 3 [Vypočtěte nejprve t = xyz. 
x* + V* + z8 = x*ytzi — 1 Vyjde t = 1; kořeny (1; 
xy + yz + ZW = 2. i. (1 ± ťV8)), atd.] 
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[Po odečtení rovnic od sebe, 
1«. x2 + Í/2 + xy = 7 rozložte! xx = 1, xt = 3, a:,.« = 

ZI„ = ± 3, ZA,4 = ± ÍV3.] 
a a 3 

17. xa = xyz + 3 (Určete nejprve xyz\ (]/l; V— 1; ]/8); 
y3 = xyz + 1 
z3 = xyz + 10. 

/ 3 . - 1. 5 \ 
š—' 7, ' 1 

\l/Í4 1/74 1/14/ 
celkem 18 trojic ko-
řenů.) 

Závěrem. Některé příklady zde uvedené jsou vybrány 
z „Rozhledů matematicko-přírodovědeckých", kde 
v novějších i starších ročnících nalezne čtenář řadu poměrně 
těžších (a právě proto vábivých) příkladů. Pisatel těchto 
řádků věří, že pozorný čtenář jeho knihy příklady zde 
i tam uveřejněné lehce rozřeší a při jejich řešení obohatí 
a zdokonalí svůj matematický obzor. To bylo také účelem 
této knížky. 
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