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CESTA K VEDENI

Josef Holubdf:

O rovinnych konstrukcich
odvozenych z prostorovych
utvary

Mnoh4 FeSeni konstruktivnich plani-
metrickych Gloh se zjednodusi, inter-
pretujeme-li tlohu ,prostorove”, t. J.
pfedpokldddme-li, Ze dané prvky a
Gtvar vysledny jsou stfedovymi, pii-
padné pravoGhlymi praméty uréitych
atvard v prostoru do roviny. Takovym
roziifenim do prostoru piiniSime do
Glohy nové pfedpoklady, o které se
opird prostorovd geometrie, a proto
neni pfekvapenim, Ze mnohé konstruk-
ce a dikazy v&t budou jednodusSsi.
Rozsifeni Glohy planimetrické na dGlo-
hu prostorovou m4 také mnohdy tu
vyhodu, Ze se filoha stane ndzorn&jsi
a jeji FeSenf pro mnohého Fesitele prii-
hledn&jsi a snazii.

Autor proto vybral ndkteré typické
1lohy 2 elementdrni geometrie rovinné
a ukézal na nich, jak se feSi prostoro-
vou interpretacf, a tak doplnil svou
difv&JSi kniZku (Cesta k védeéni, svazek
4), pojednivajici o methodach rovin-
nych konstrukei. Ctend# najde v kniZce
»prostorové” dékazy nékterych zdklad-
nich v&t projektivni geometrie ,,pro-
storové”, Felent tiloh o kuZelosetkich
a o kruZnicich z danych dotykovych
prvkd atd. PH studiu se sezndmi se
zdklady cyklografického a stereogra-
fického promitdni a poznd jejich uiti
pii feSeni mnohych dfleZitych plani-
metrickych Gloh. Tak se bezddky pfi-
pravi k &etb& vé&t3f monografie Seifer-
tovy, kterd se zabyvd cyklografii po-
drobné&ji.

JCMF K&s 30—
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PREDMLUVA

Zobrazeni prostorovych utvari v, roving, které se provadi
obyéejné riiznymi druhy promiténi neboli projekei, d&je se na
zdkladé geometrickych vztahi mezi utvary prostorovymi
a rovinnymi a jest hlavnim tdkolem deskriptivni geometrie.

Ale je také mozno a &asto s vyhodou hledéti na dtvary
a na konstrukce planimetrické jako na priméty pisluinych
prostorovych dtvard, dili, jak Fikdvdme, interpretovati ro-
vinné obrazce prostorové a ptifaditi rovinné obrazce k- pros-
torovym ttvarim geometrickymi transformacemi. Pfitom
1ze dospéti k fefeni detnych planimetrickych iloh, a to i t&ch,
které by vyZadovaly mnohdy odvozeni vztahd a vlastnosti
znaéné sloZitych, kdyby mély byti FeSeny piisné planimetric-
ky. Prostorovou interpretaci dospéjeme viak éasto k vysled-

.ku jednodudeji, nékdy dokonce elementdrnim zplisobem
i v tlohdch, jeZ planimetricky sahaji jiz do vy#s{ geometrie.
SlouZf tudiz deskriptivni geometrie svymi methodami a vy-
sledky i k feSeni uloh planimetrickych. Nékdy maji takové
tilohy piimo sviij pivod v deskriptivni geometrii.

Budeme se zabyvati nékterymi takovymi dlohami, roztii-
dime je, pokud lze, podle spoleénych vlastnosti uréitého
prostorového Fefeni a pfipojime ]e k stfedodkolské ldtce.
Piitom bude moZno pouZiti dasto i praci naSich geometrii,
kteit pré.vé v tomto oboru pfispéli hojné k FeSen{ téchto loh.
Uvodem si poviimneme prostorového vykladu rovinnych
obrazcl a provedeme k objasnéni prostorové interpretace
také dikazy nékolika zdkladnich geometrickych vét, které se
téstetné probiraji i v udivu stfedoskolském. Pozdéji pojed-
ndme o cyklografii neboli cyklickém (kruhovém) promitédni
a o stereografické projekei, nebot zvladdté cyklickym promi-
tinim bude moZno Fediti detné planimetrické tilohy.

Tato knfZka mé tak byti pokraovdnim autorovych vykla-
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dd, které vyily v 4. svazku této sbirky s ndzvem ,,Methody
rovinnych konstrukef, iloha Apolloniova a tdlohy pfibuzné,
kde prostorové konstrukce se viibec nevyskytovaly. M4 tak
doplniti methody rovinnych konstrukei vyludné na zdkladé
prostorovych vztahéi gedmetrickych utvard. ProtoZe kromd
toho prostorovd interpretace uéf hledéti na rovinné obrazce
8 vySsiho hlediska a vnikati hloubéji do vzdjemnych vztahi
geometrickych dtvard, poskytne i feSeni dlok jiz d¥ive pro-
hranych nadim &tendftim mnoho novych poznatki i zajima-
vosti..

Pfi vydéni tohoto svazku dékuji srdedné p. dr J. Bedkovi,
profesoru redlného gymnasia, za peélivé prohlédnuti textu po
jazykové strince a p. J. Vitkovi, abiturientu redl. gymnasia,
za vydatnou pomoc pfi rysovani a popisu viech obrazci.

Za ochotu projevenou pfi piipravé tohoto svazku zvlasté
dékuji p. dr F. Vydichlovi, profesoru matematiky na vysoké
8kole technické, Jednoté &eskosl. matematikii a fysikd za
vydéni tohoto svazku a knihtiskdrng ,,Prometheus‘* za peé.
livé jeho proveden.

V Praze v norn 1944.
Josef Holubdf.



‘1. PROSTOROVY VYKLAD ROVINNYCH
OBRAZCU

Nejprve uvedeme dva pifklady, které uk—é.ii, jak 1ze snadno
‘dokézati vlastnosti nebo sestrojeni rovinného obrazce, vylo-
#ime-li jej prostorové.

1,(. Vyiky v trojGhelnfku. O vy3kdch v obecném trojdhel-
niku ABC lze snadno i planimetricky dokézati, Ze se protf-
najf v jediném bodé V, t. zv. orthocentru. Prostorovy ditkaz
této vlastnosti dostaneme ihned, aniZ zavedeme dalsf pomoc-
né &hry, podiviame-li se jen na obraz ,,prostorové‘‘. Myslime si
trojihelnik ABC (obr. 1), a to ostrodhly, jako stopni troj-
thelnik v axonometrické primétnd p = (4.BC), uréeny sto-
pami AB, BC,CA t¥H soufadnicovych rovin, navzdjem
k sob& kolmych. Orthogondlni priméty soufadnicovych os do
primsétny ¢ jsou pak vydky AV, BV, CV daného trojihel-
nika a jejich spoleény bod V je primétem poédtku soufadnic.
Ze 1hly spojnic CV a AB atd. jsou pravé, to vyplyvé ze zné-
mé vlastnosti priométu pravého dhlu, ktery tvoil pfislusné,
v prostoru mimobéZné piimky CV, A B atd., nebof jedna tato
piimka, a to zde AB, jest v primétné.t)

1) Promiténi axonomstrické, v tomto pHpads orthogonélni, t. zv.
kolmd azonometrie, pouZiva axonometrické prumé&tny, jeZ je v obecné
poloze k tfem soufadnicovym rovindm vzéjemnd k sobé kolmym,
které splyvaji s tfemi zdkladnimi pramétnami, prvni sz, druhou »
a tfet{ . K rovindm z,», ¢ mivaji zpravidla technické pfedméty
zédkladn{ polohu. t. j. jejich tfi vyznedné emérv (nebo 1 rozmary) k sobd
kolmé, Byvajf 8 osami soufadnicovymi rovnob&iné, takZe kolmé pri-
méty pfedmdtt do takové axonometrické prumétny poskytujf velmi
nézorné obrazy a jejich sestrojenf je pom3drnd velmi snadné. Proto se
uzivd kolmé axonometrie velmi &asto v technické praxi. Védecké
préce mezindrodntho vyznamu o axonometrii pochézeji od K. Pelce
(v. pozn. 7 ha str. 12 M. rov. k.), s johoZ jménem je epojen v¥voj to-
hoto diletitého druhu promiténi. Poudenf o axonometrii viz Lit. I1I,
str. 249 a n., dfl 1.



Pozndmka. Na obt. 1 miZeme, jak znimo, kterykoliv bod
povaZovati za orthocentrum trojihelnika, uréeného zbyva-
jicimi tfemi body. Vyskytuji se zde 4 body a 6 piimek: kaZ-
dym bodem jdou 3 pf{mky skupiny a na kazdé pimce jsou
vytéeny dva body. Skupina bodii a pfimek je uspofddéna na
zékladé vlastnosti orthocentra a tvol t. zv. geometrickou
konfiguraci. Zna&i-li pismeno B podet bodii a p podet piimek,.
pak lze konfiguraci oznaditi symbolem (B, pp), v némiz
index p pfi B znamend, Ze kaidym bodem jde p pfimek kon-
figurace, a index B pfi p obdobné&, %e na kaZdé ptimce je
vytéeno B bodd, a to vZdy a jen tn,kovy pocet. Nasi konflgu-
raci ndleZf tedy symbol (4,, 6,).

Uloha 1. Jak se provede prostorova interpretace obrazu pro dikaz
pfi tupouhlém trojuhelniku ABC?

- T ' B\
7 A >
Obr. 1. Vy&ky trojihelnike — axonometricky obraz soufadnicovych os.
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1,2. Tétivovy &tyrahelnlk. Jiny piiklad planimetrického
obrazce, kde moZnost prostorové interpretace jest pfimo n4-
padné, poskytuje tétivovy étyrihelnik 4 BCD (obr. 2). Mi-
feme totiZ trojuhelnik 4 BV, jeho% vrchol V je priisetik stran
AD, BC &tyrihelnika, povazovati za hlavni fez kosého kru-
hového kuzele a kruznici k, opsanou étyrihelniku 4 BCD za

N3

Obr. 2. Tétwovy dtyrihelnik — obraz antiparalelnich Fezii na kosém
kruhovém kuZeli.

polednikovy fez kulové plochy. Usetky AB a CD jsou pak
priméty dvou kruhovych (cyklickych) fezl na kuZeli do ro-
viny hlavniho Fezu, a to fezii antiparalelnich. Dald{ kulovd
plocha, opsand kuZeli (4BYV), jejiz polednikovy Fez jest na
obraze k', urduje svou teénou rovinou sestrojenou v bodé V
— na obraze jest jejim primétem tedna ¢ kruZnice ¥’ v bodd
V — smér rovin kruhovych fezil kuZele, a to antiparalelnich

k fezu, jeho? prim&t jest A B. Kaidy takovy Fez leif zdroveri
8 podstavnou kruZnicf (4.B) na jedné ploSe kulové, prolozené
touto kruznicf. Tim urduje tedna ¢ pro konstrukei &tyrthel-
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nika ABCD smér jeho strany CD, coZ by bylo mo#no dok4.-
zati i planimetricky. Déle oviem jest na obraze dhel AUV
roven 8 — x, takZe lze konstrukci naseho &tyrthelnfka pro-
vésti i bez pomocné kruZnice k’. (Sestrojte &tyridhelnik
ABCD, jsou-li ddny délky stran 4 B, CD a hly «, §.2)

Uloha 2. Sledujte obraz i pro pipad t&tivového &tyrihelnika druho-
*adého (se zkiifenymi stranami BC, AD) za pfedpokladu neomezené
kuZelové plochy. ' .

- Uloha 3. Jak se zm¥n{ tétivovy dtyribelnik v pHpads, e a + f =
= 2R, a jaké Fezy vzniknou na pfisluiné plode?

%) Srovn. &ldnek V. Haubnera: Drobhosti geometrické v PHloze
k Casopisu pro péstov. matem. a fys., rod. XVI (Casop. XXX VII),
(1908), str. 21.
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2. PROSTOROVY DUKAZ PLANIME-
TRICKYCH VET

2,1. vita Desarguesova.?) Tato v&ta pravi: Jsou-li dva troj-
ihelnfky v takové poloze, Ze spojnice dvojic sdruZenych
vrcholét prochdzeji jedinym bodem, protinaji se dvojice
sdruZenych stran v bodech, které leZ{ na jedné pi¥imce, a na-
opak. V8ta mé zvldStn{ theoretickou dileZitost v soustave
axiom@ pfi biddédni o zdkladeth geometrie a jest zdkladni
v&tou synthetické geometrie rovinné.4) Jeji planimetricky
dikaz vyZaduje pomocnych v&t o pFidkidch trojihelnika
a délicich pomérech, kdeZto prostorovy ditkaz je velmi jedno-
duchy.

PovaZujme na obr. 3 spojnice AA4’, BB’, CC’, dvojic sdru-
%enych vrchold trojihelniki ABC a A'B’C’; které prochdzeji
bodem O, za primét, at rovnobéiny nebo stfedovy, t¥ hran
trojhranu s vrcholem O, trojthelniky pak ABC a A4'B’'C’ po-
vaZujme za primét Fezli dvou rovin s trojhranem. Pak musi
prisediky sdruZenych stran fezd, t. j. body I = (BC, B'C"),
Il = (CA,C’'A")alll = (AB, A'B’)lezeti v jediné pfimce o,
nebof ta je priimétem prhsednice obou rovin seénych. Pro
né8 planimetricky dtvar jest pfHimka o osou perspektivnosti
a bod O stfedem perspektivnosti danych trojihelniki, které
jsou v perspektivn{ poloze.

Z téZe prostorové interpretace plyne i obrdcend véta.

Kdyby byl bod na p#. III ub&inym bodem, &ili kdyby
sdruZené piimky AB.a A’B’ byly spolu rovnobéZné, byla by
i osa o s témito pfimkami rovnobéinéd, jak plyne opét
z prostorové vlastnosti priiseénice rovin (ABC) a (4'B'C’).
Zvlastni piipad nestane, jestlize jsou dvé a dvé sdruZené

3) Viz pozn. 4 na str. 25 M. rov. k.

4) Viz D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, Leipzig u. Berlin.
1913, kap. V.



‘strany trojuhelniki rovnob&iné; osa o se stane tb&inou
piimkou, takfe musi byti spolu roviob&Zné i strany tieti
dvojice. Trojihelniky jsou pak homothetické. Jiny zvld&tnl
pfipad dostaneme, bude-li stfed perspektivnosti v nekoned-
nu; trojihelniky budou ve vztahu perspektivni afinity.
Koneéné bude-li soudasné také osa o v nekonednu, budou
trojuhelniky perspektivné shodné. Vztah trojuhelnikd v per-
spektivni poloze vyznatené na obr. 3, kdyZ stied O i osa o
jsou v konednu, nazyvi se perspektivnt kolineace.

Pozndmka. Na obr. 3 jevi se opét zvld&tni uspofddéni sku-
piny 10 bod# a 10 piimek. Snadno lze seznati, Ze kterykoliv
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Obr. 3. Vata Desarguesova — obraz rovinnych fezii na trojhranu.
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bod obrazu lze povaiovati za stfed perspektivnosti dvou
trojihelnikil, pfi em? patii k némi jedind pimka jako osa
perspektivnosti; na pf.: stied I, trojihelniky BB'III a
CC'I1, 0sa OAA’ a pod. Dospivéme ke konfiguraci (10,, 10,),
kterd se nazyva konfigurace Desarguesova. Znaé&i se nékdy
kritece symbolem (10,), nebot kazdym bodem prochdzeji
3 pHmky a kazdé pfimka obsahuje 3 body konfigurace.

Uloha 4. Dokate prostorovd v&tu: Maji-li ti trojihelniky v roving
spoleény stied perspektivnosti, pak vzniklé t¥i osy perspektivnosti t¥i
dvojic trojihelnikt se protinaji v jednom bhod8. Vzniké konfigurace
(20,, 15,), zvané Hessova.b)

Uloha 5. Podobnd doka¥te tuto vétu: Jeou-li v roviné t¥i tropihel
niky 4,B,C,, A;3B,C,, A,B;C, tak poloZeny, %e prisluiné t¥i strany
A,B,, A,B,, A3B; atd. se vidy protinaji v jednom bods, tedy celkem
ve tfech bodech, které jsou na jedné piimece, pak lezf pisluiné t¥i
sttedy perspektivnosti také na jedné pfimce. Konfigurace (15, 20,).

Uloha 6. Dokaite vétu: Jsou-li dva trojuhelnfky (obrazce) homo-
thetické k tfetimu, jsou i spolu homothetické; tii stfedy homothetie
t# dvojic trojihelntki le#i v jedné pHmee. [ZvlsStni pHipad predohs-
zejfef vaty.]

Uloha 7. Zvolte t¥i rovnobdzné usetky, povaZujte je za homothe-
tické pramdry t¥{ kruznic (vidy podle dvou stfedli — vnaéjstho a vnit-
niho) & dokaite pak prostorov® vétu Mongeovu.?) [T¥i dané vselky
povatujte za prl'l.mét poboénych hran trOJbokého hranolu, ne kterém
jsou trojiihelnikové fezy.]

2,2, Vita Pascalova. KuZelosedka je, jak zndmo, urééna péti
svymi body. Vztah mezi Sesti body kuZelosedky vyjadfuje
véta Pascalova: V Sestiihelniku do kuZelosetky vepsaném
protinaji se tfi dvojice prot&jdich stran v bodech leZicich na
jedné piimce, t. zv. pfimce Pascalové. Je to zdkladni véta
projektivni geometrie pro kuZeloseéky; planimetricky se do-
kazuje uZitim véty Menelaovy?) a prostorové mozno ji dok4-

5) Podle geometra Hesse (zemiel 1874). Viz té% Lit. V, odst. 64.
%) Viz GV, str. 116.

- 7) Pritka A ABC, kterd neprochéz{ z4dnym jeho vrcholem, pro-
tind jeho strany v bodech A4’, B’, C’ tak, %e vidycky plati (4BC’) .
.(BCA") .(CAB)Y = 1.
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zati z vlastnosti povrchovych ptimek rotaéniho jednodilné-
ho hyperboloidu.®)

Za tim tlelem pfipomenme si nejprve hlavni vlastnosti
povrchovych p¥{mek rotadniho jednodilného hyperboloidu.
Tato plocha vznik4 bud rotaci tvofici hyperboly % kolem jeji
vedlej§i osy anebo otdéenim piimky p kolem osy o, kterd je
s pfimkou p mimobé&Znd. MiZe téZ vzniknouti rotaci pfim-
ky ' kter4 je s pfimkou p soumérné sdruZena podle libovolné
roviny ¢, proloZené osou o. Pi{mka p vytvof{ otd&enim jednu
soustavu povrchovych pfimek plochy a pfimka g druhou
soustavu. KaZd4 pFimka p prvé soustavy protind kaZidou
piimku ¢ druhé soustavy, protoZe lze vidycky sestrojiti
osou o rovinu soumérnosti ¢ zvolenych piimek p a g, které se
prévé v ¢ protinaji. Rovina uréend pifimkami p, ¢ je teénou
rovinou hyperboloidu v bod8, ktery je v priiseéku piimek
p, 4. Piimky téZe soustavy jsou vSak vzdjemn& mimobé&Zné:
kdyby se totiZ protinaly, muselo by se to stiti na ose rotace
o, ale pak by nebyly ani pfimky p a osa 0 mimobé&Zné. Vede-
me-li osou o rovinu o rovnobéznou se zvolenou pifmkou prvé
soustavy 1p, jest pfimka !¢ druhé soustavy, kterd je s 1p sou-
mérné sdruZend podle roviny o, s touto pfimkou rovnob&-
nd: existuji tedy na. ploe dvojice piimek rovnobéinych,
vidy jedna p¥imka dvojice z prvé soustavy a druhd piimka
z druhé soustavy; rovina uréend pi{mkami 1p,lq dotykd se
hyperboloidu v ib&%ném bodé t&chto pfimek. Rotaci této
roviny kolem osy o dostaneme viecky moZné takové tedné
roviny hyperboloidu a ty obaluji asymptotickou plochu
kuZelovou, kterd je vytvofena také otdéenim asymptot tvo-
Hei hyperboly & kolem osy o.

Zvolme nyni primétnu kolmou na rovnob&Zzné povrchové
piimky 1p, l¢ a mysleme si libovolnou rovinu 1p, protinajic
hyperboloid v kuZelosetce k. Orthogondlnimi priméty pH-
mek 1p, 1g jsou body 1p,, 1q, (obr. 4) a primétem kuZelosedky k

8) Peleiiv dikaz; viz 8l4nek J. Klimy v Rozhledech mat. pﬂrodov o
rod. IT (1923), str. 38.
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jest kuZelosedka %, prochﬁzejici body 1p,,1g,. Priiméty viech
pHmek prvé souﬁta,vy jdou bodem 1¢,, a prﬁméty vSech p¥i-
mek druhé soustavy bodem 1p,. Tak dvé pHmky 2p, 3p prvé
soustavy a dvé pi{mky %q, 3¢ druhé soustavy maji na obr. své
primé&ty 2p,, 3p, prochézejici !¢, a priméty 2g,, 3q, prochize-

v,

9

Obr. 4, Vita Pascalova — obraz rovinného fezu e pHmelk rotatnfho
jednodilného hyperboloidu.

jici 1p,. PHmky ?p o %q, jakoZto dv& miznobéiky, urdujf ro-
vinu 2g a podobné pfimky 3p a 3¢ stanovi rovinu ’g. Oznadf-
me-li primé&ty prﬁseéikl"l piimek 2p a 3p s rovinou !p kuZelo-
setky k &islicemi 3, 4, jsou tyto body v priseéicich 2p1 a pl
8 ky; podobné také prﬁméty prisedikd piimek “q a q 8 rovi-
nou g, body 2 a 6, le#i na ¥q,, 3¢, a k,. A nynf je spojnice 23
primétem priiseénice rovin g, 1g, spojnice 56 priimé&tem pri-
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se¥nice rovin 3p,1p a déle spojnice prisedikd 117, I . dvojic
piimek 2p, 3¢, resp. %p, %, je priisednici p rovin 2%g, 3. Tyto
tfi priiseénice rovin *p (: =1, 2, 3) se protinaji v bodé, jehoz
primétem jest bod II. Lezi tedy body I, II,III na jedné
piimce p,, kterd je Pascalovou pfimkou pro &estiihelnfk
123456, jehoi vrcholy 1,4 jsou v bodech !p,, resp. 1g,, aktery
je vepsin kuZelosedce k,. Jeji body I,1I,1II urdujeme
vhodné podle tohoto schematu

12.45=1 l
23 . 56 &= II p
34.61 = III|

A ka¥dou kuZelosetku k,, prochédzejici body 1, 4, miiteme
povaZovati za primét kuzelosedky %, kterd naleZi zvolenému
hyperboloidu, nebot promitaci vélcové plocha obsahujici k,
m4 s hyperboloidem spole&né dvé jeho pfimky !p a lq, takze
zbyvajici &¢dsti pronikové kiivky obou ploch je kuZeloseé-
ka k.

Zvlastni piipad Pascalova Bestithelnika nastane, jestlite
degeneruje kuZeloselka k, ve dvé pimky %, 2k (obr. 5).
Zvolime-li na % tfi libovolné body oznadené 1, 5, 3 a na 2k
body 4, 2,6, protinaji se pislusné dvojice piimek podle
Pascalova schematu ve tfech bodech I, I1, 111 na pHmce p.
Dospéjeme k zvldstni vété Pascalové, kterou znal jiz ale-
xandrijsky geometr Pappus (okolo r. 300 po Kr.). V projek-
tivni geometrii nazyvd se pfimka p osou projektivnich bodo-
vych fad na piimkach %, 2k nebo téZ jejich direkéni osou
a slouZi k sestrojovani sdruZenych bodi téchto Fad.?)

Pozndmka. Na obr. 5 jest sestrojeno celkem devét pFimek
a ka%d4 pfimka obsahuje t¥i body; je zde také 9 bodi a ka%-
dym bodem prochédzeji 3 piimky. Vznikd zde konfigurace,
zvand Pascalova, jiZ ndleZi znak (9,). Kterdkoliv piHmka

?) Viz Lit. ITI, str. 12.
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obrazce je Pascalovou pHmkou pro urditou dvojici pHmek,
které predstavuji degenerovanou kuZelosedku,

Uloha 8. Dokaste pi-ostorové vétu obsaZenou v obr. 6. Jak nutno
voliti zde rovinu 1p? [Rovina !¢ je tetnou rovinou hyperboloidu.)

Uloha 9. Jakou zvléstni vétu poskytne obr. 5, budou-li jednalk spoj-
nice 12 a 45 a jednek spojnice 23 & 56 spolu rovnob&Zné?

Obr. 5. Zvléatnf ptipad Pascalova Sestiihelnika.

2,3. vita Brianchonova. Z Pascalovy véty lze poldrnost{ od-
voditi planimetricky vétu Brianchonovu:1?) V Sestithelniku
opsaném kuZelosedce (kruZnici) prochézeji spojnice tif dvojic
prot&jsich vrcholi jedinym bodem, ktery se nazyvd bod
Brianchoniv. I tuto vétu dokdZeme prostorovou interpretaci
prisludného obrazce, a to pro kruZnici.

10) Viz Lit. IIIL, str. 21 a 35.
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Mysleme si danou kruZnici % (obr. 6) jako prvni obrys
rotaéniho jednodflného hyperboloidu, jehoZ osa je kolmé
k primétné. Pak miiZeme tedny kruZnice %, oznafené na obr.
dslicemi 1, ..., 6, povaZovati za priméty Sesti povrchovych
pfimek nadi plochy. Pimky plochy 1,3, § necht naleZeji

Obr. 6, V&ta Brianchonova — obrys a obrazy pfimek rotaénfho
jednodflného hyperboloidu.

jedné soustavd povrchovych piimek a pimky 2, 4, 6 druhé
soustavé, takZe jsou mimobé&’né vlechny liché mezi sebou
a také viechny sudé mezi sebou, kdeZto ka%d4 lich4 protind
viechny sudé. Pi{mky I a £ urduji tedy rovinu lp, 2 a § ro-
vinu 2g, 3 a 6 rovinu 3. Prisenice rovin g, 20 mé pak prii-
mét v piimce I, jeZ spojuje prised{ky dvojic piimek 1,2 a
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4, 5. Podobng prﬁseémce rovin 2p, 3 m4 prim&t v:pfimce
II= (2.3;56.6) a prﬁseémce treti dvojice rovin 3@ 1@
v piimce I1I = (3. 4; 6 . I). A prim&t prisedfku t¥ rovin fp,
(# =1,2,3), jest bod B, priisetik priimétd onéch-ti priseé-
nic I, II , I11, a to bod Brianchoniiv. Schema, uréujic{ pfim-
ky I, ..., III a bod B, jest toté% jako schema pro Pascalovu
pfimku v odst. 2,2.

Obr. 7. Zvlastnl piipad vty Brianchonovy.

Véta plati oviem pro kufelosetky viibec, coZ plyne ze st¥e-
dového primétu obrazce 6.

X zvléstnimu pipadu véty Brianchonovy dospéjeme, zvo-
lime.li degenerovanou kuZelosedku, t. j. kuZeloselku, kterd
se rozpadd v dvojici boddt U, ¥ (obr. 7):11) Vedeme-li bodem
U tfi libovolné paprsky a oznadime-li je é&islicemi 1;3,4
& bodem V podobné tfi paprsky 2, 4, 6, pak prochézejf t¥i

11) Kuzelosetka je vytvofene svymi tenami jako jejich obalka,

& rozpadA-li se v dvojici bodu, tVOi'i teény dva paprskové sve.zky se
sttedy U, V.

Sv. 47-2 117



spojnice. I, II, IIl présed{kd pisludnych dvojic paprskd
1 a% 6, sestrOJenych podle naSeho schematu, jedinym bo-
dem B,

Pozndmka. Vita vyjadfujici vlastnost obr. 7 je dudlnil?)
k zvlditni v&t& predohdzejicitho odstavce a souhrn deviti
piimek a deviti bodd tvoi{ zde opé&t konfiguraci (9;), dudlni
ke konfiguraci Pascalové: Kterykoliv bod je Brianchonovym
bodem pro uréitou bodovou dvojici, a to vidy jedinou, kterd
pfedstavuje degenerovanou kuZelosedku.

Uloha 10. Dokaite prostorové zvlistni vétu Brianchonovu obraz-

ce 7. [Povaiujte hody U, V za orthogondlnf priméty dvou rovnobéz-
nych piimek hyperboloidu do roviny k nim kolmé atd.]

12) Princip duslity platf v projektivni geometrii pro rovinné
utvary tak, e si bod a pfimka pFisludeji dudlnd. Z platné véty jedné
dostaneme dudlnf{ vétu rovndZ platnou, nahradime-li ve vétd prvé
prvky e litvary v nf ee vyskytujicf prvky a ﬁtva.ry duAlnimi. Blizd
poulenf viz ne p¥. Lit. V, str. 515 a n.
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3. RERENI ULOH O KUZELOSECKACH
PROSTOROVYMI VZTAHY

3,1. Prisetlky kuZeloseZek, které majf spoletné ohnisko. K FeSen{
této planimetrické ulohy pouijeme rotadniho kuZele a pro-
storového vztahu, ktery je vyjddien vétou, zndmou ze stfedo-
8kolskych vykladi: Orthogondlni prﬁméty kuzelosetek, leZi-
cich na rotadni ploSe kuZelové, do roviny kolmé k ose kuze-
lové plochy jsou kuzelosetky se spoleénym ohniskem v bod§,
ktery je pn’lmétem vrcholu plochy do té%e primétny.13)

Ulohu rozfedime tak, %e urdime pro dané kuZelosetky,
tfebas jakoZto prvni priméty kuZelosedek pfisluiné knZelové
plochy, jejich roviny g a o, pak vyhledime priseénici & obou
rovin a potom sestrojime prisediky pHmky & s kuZelovou
plochou; prvni priméty téchto boda jsou hledané priseéiky.
ProtozZe rovina g i g je danymi kuZelosetkami uréena dvoj-
znaéné — druh§ rovina ¢’ prvé kuzelosedky je s rovinou g
soumérné podle roviny 7, kterd prochézi vrcholem kuzele
rovnobéZnd s prvni primétnou, a podobné rovina ¢’ druhé
kuzelosedky s rovinou ¢ — stanovi dvojice rovin g, ¢ svou
priseénici 8’ jesté dald{ dva priiseéiky danych kuZelosedek:
Dals{ dvojice rovin neposkytuji v prvém primété jinych
priisedikil, jak vyplyvd z uvedené soumérnosti dvojic rovin
0, 0’ a 0, ¢’ podle roviny 7.

Konstrukei této snadné tlohy pfenechdvime &tendfi.

.Véty tohoto odstavce miizeme pouZiti i k Feleni jinych
tloh o kuZelosetkdch, na pf. mdme-lj sestrojiti kuZelosetkn
danou ohniskem a dal$imi prvky. Hledime vdy uréiti rovi-
nu kuZelosedky néleZejicl piisluiné kuzelové plode, aby jejim
primétem do roviny kolmé k ose kuZele byla hledand kuzelo-
setka.l4)

18) Viz Dg VI—VTI, str. 37, 39 a 44.

14) Srovnej autoriv Slanek: Sestrojen kuzelosefek z ohniska e dal-
Efch prvki v Rozhledech mat.-piirodov., 16 (1936—1937), str. 133 an.
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Uloha 11. Sestrojte prisedfky a) dané elipsy a hyperboly: b) dané
elipsy (hyperboly) s danou parabolou, maji-li spole&né ohnisko.

. Uloha 12. Sestrojte stfedovou kuZelosetku danou chniskem a
a) tfemi jojimi body, b) smérem osy & dvéma jejimi body.

3,2. KuZelosetky dotgkajici se ve dvou-bodech. Ulohy, jak se-
strojiti kuzelosetky, které se dotykaji dvojndsobns jiné dané
ku¥elosetky, maji bezpochyby sviij pivod v deskriptivni
geometrii.15) Lze totiZ hledanou kuZelosedku povaZovati za
primét rovinného Fezu na plode druhého stupns, kterd mé
danou kuZelosetku za obrysovou kiivku.

Uk4Zeme feSeni lohy na pfipadu, kdy% dand kuZelosetka
je kruZnice.

a) Hledejme kuZelosetku, kterd prochdz{ tfemi danymi
body 4, B, C a kterd se dotyks dvojndsobné dané kruznice
(0, ). Nutno rozeznivati se zfetelem k redlnému Feleni jen
dva piipady, a to, Ze body 4, B, C lezi bud uvnitf nebo vnd
kruZnice k.

o) Lexi-i 4, B,C wwnitf k, pak povaZujme k za obrys,
tiebas prvni, orthogondlnfho priimétu plochy kulové a kazdy
bod 4, resp. B, resp. C za piidorys dvou bodi, které leZ{ na
této plode a které jsou soumérné sdruzené podle roviny =,
v ni% si myslime rovnik k¥ umistén (obr. 8). Vedeme-li body
A, B promitaci rovinu, kterd protind kulovou plochu v kruz-
nici 1k, a sk.lopime li ji do primé&tnywis body 4, B,dostaneme
vespojnicisklopenych bod# (4), (B),leZicich na (1k) ,sklopenou
sednu (A4)(B) kulové plochy. Pfitom nerrve povaZujme kéty
24 8 2zp za kladné. Priseéik (A)(B) s AB je prvod stopnik P
pi'imky AB. Podabné bod @ j je stopnik piHmky BC (z¢ necht
je také kladné) a tedy spojnice PQ) prvni stopou p? roviny
¢ = ABC. Hledané kuZelosetka z sestroji se pak jako piido-
rys Fezu takto uréené roviny o s kulovou plochou. Na obr. je
to elipsa dotykajici se k v bodech I, I1, v nich% stopa p? proti-

15) Viz pojednéni J. Sobotky: PHspévek k sestrolovéni kuieloseéek

dvojndaobnd se dotgkajicich v Casopise JCMF, XXXITI (1903),
str. 1l an.
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né k. PH jiné poloze bodd 4, B, C mohly by body I, IT byti
imagindrni, elipsa = by leZela celd uvnitf' k a dotyk by byl
imagindrni. V meznfm pipad& by splynuly body I,II ve
vrcholu elipsy z a kruZnice £ by byla pro elipsu z oskulaéni
kruZnicf v tomto vreholu.

Obr. 8. Ehpsa urdend body 4,B,C a dotykajicl se dvojnésobnd
' kruZnice ¥ — obraz rovm.ného fezu ne kulové plose.

Na obr. jsme pFedpoklddali, Ze viecky tfi body A, B, C
jsou na horni poloviné kulové plochy, jejich kéty jsme sestro-
jili vesmés kladné (+ -+ ). Jind skupina znamének téchto
két, a to (++—), (+—+) a (+——) poskytla by dal&i t¥i
elipsy, které ¥edi tlohu. Skupiny znamének vesmés opad-
nych proti znaménkiim uvedenych skupin vedly by k tym#
elipsém, nebot roviny stanovené témito opaéné oznadenymi
skupinami bodd 4, B, C jsou soumérnd sdruzené s onémi
rovinami podle 7. Uloba j je tedy &tyrznaéné.
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Jiné uspoiddéni konstrukce dostaneme, jestlize urdime
kéty bodid A, B, C plochy kulové tak, Ze na pf. bodem A ve-
deme rovinu kolmou k primétu poloméru OA (obr. 9). Polo-
mér A1 kruZnice 1% leZici v této roving na plofe kulové je
piimo roven kétd z4. VSimnéme si, Ze je profata sklopend

-

Obr. 9. Osy elips danych body 4, B, C a dotykajicich se dvolnésobné
kruZnice k.

1 1

kruZnice (%) rovnikem k diametrding; podobnd i kruZnice
(’k) a (3%). St¥edy podobnosti dvojic kruinic (ik),i = 1, 2, 3,
jsou stopniky pimek 4B, BC, CA, jak potvrzuje pouilti két
bodii 4, B, C pii hledén{ téchto stopnikﬁ Proto piislusnd osa
podobnosti téchto tfi kruZnic urduje stopu p? roviny g =
= ABC. ProtoZe p? urtuje smér hlavni osy elipsy z, je kol-
mice spusténd s O na p? druhou jeji osou. Méme tedy vysle-
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dek: Kolmice spu$téné z bodu O k &tyfem osdm podob-
nostil®) kruZnic (k) jsou osami vyslednych elips.
Uloha 13. Sestrojte elipsu, kters prochézi dvéma body danymi

uvnitf dané kruZnice, aby tato kruZnice byla jeji kruZnicf oskuladni ve
vreholu. ‘

Uloha 14. Sestrojte elipsu, kterd prochéz{ dvdma body danjmi
uvnitf dané kruZnice, které fe mé dvojnésobnd dotykati, je-li ddn
jo5t8 emér osy elipsy.

Uloha 15. Dvdma body danymi uvniti dané kruznice k proloite
elipsu, kieré se k dvojndsobnd dotykd, je-li dén mimo to bod, kterym
prochéz{ osa elipsy. '

B) Jsou-li dané body 4, B, C vné dané kruZnice ¥(0, r),
povafujme k za obrysovou kfivku orthogondlniho primétu
rotadniho jednodilného hyperboloidu x, a to vyhodné rovno-
osého, jehoZ osa tedy prochdzi bodem O a je kolm4d k pri-

*métné 7, v niZ necht leZf rovnik (hrdlo) & plochy » (obr. 10).
Body 4, B, C jsou pidorysy vidy dvou bodi leZicich na ».
Jejich kéty z dostaneme tak, Ze si myslime, na pf. bodem 4
prochézejici rovmoosou hyperbolu v promitaci roviné prolo-
%ené OA, t. j. polednik plochy. Oznadime-li 04 = z, pak
mé polednik ve své roviné rovnici z® — 22 = 2. Vedeme-li
tedy z A tetnu ke krunici ¥, pak jej délka A1 je rovna z4,
jak plyne z pravoihlého trojihelnika OAI. KruZnice
k4(A4,z4) protind proto kruZnici k orthogonilng, jakoZ i kruz-
nice kg(B,zp) a ko(C, 2¢). Pak jsou stopniky pfimek AB,
BC a CA sttedy podobnosti dvojic kruZnic k4 ¢ a osy po-
dobnosti téchto kruZnic jsou stopami &tyf rovin o = ABC,
jejichz Fezy s plochou »x poskytuji ve svych plidorysech dtyti
vysledné kuZelosedky. Plati zde tedy celkem: Kolmice,
spusténé ze stfedu O dané kruZnice % na &ty¥i osy podobnosti
kruZnie k4 , ¢, jsou osami &tyf kuZelosedek, které prochdzeji
body 4, B, C a které se dvojndsobné dotykaji kruZnice k.

18) Viz M. rov. k., str. 23. Na obr. 9 je sestrojena pouze jedna osa
podobnosti &%, kdy% byla pro kéty z bodd A, B, C" zvolena znaménka
(+ ——)

23



Ulohka 18. Sestrojte kuzelosetlku, kters prochézi dvima body da-
nymi vné dané kruinice, aby byla dané kruZnice jeji oskulaéni kruz-
nici ve vrcholu.

Uloha 17. Dvéma body danymi vné dané kruimce k vedte kuzelo-
setku, kters se k dvojndsobnd dotyks a jejl? osa prochéz{ daliim da-
nym bodem.

Dloha 18. Sestrojte kuieloseéku. je-li dé.na sttedem, délkou jedné
poloosy a dvéma body.

Obr. 10. Urdeni kuZeloselky dané body 4, B, C-a dotjrka]ioi ge dvoj-
nésobnd krunice k— obraz rovinného fezu na rota.éntm jednodilném
hyperboloidu rovnoosém.

b) Nynf hledejme kuZelosedku, kterd se dotyks tH danych
piimek a, b, ¢ a kterd se dvojndsobné dotykd dané kruZnice
k(0). :

«) V&imnéme si nejdfive pfipadu, kdy? jsou ptimky a, b, ¢
setnami kruZnice k. P.fmka a necht protind k (obr. 11)
v. bodech 1, 4, pfimka b v bodech 2, § a pi{mka ¢ v bodech
3, 6. KruZnici k povazujme za rovnik kulové plochy x, ktery
le?i v primétnd . Myslime-li si piimkami a, b, ¢ promitaci
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roviny, pak jsou tsetky 14, 25 a 36 priméty ti kru¥nic %
(s=1, 2, 3), které nédleZeji ploSe ». A sestrojime-li rovinu,
kterd se viech t¥{ kruZnic *k dotykd, pak primét Fezu této
roviny s plochou » bude elipsa vyhovujici nadi tloze.

Dvojicemi kruznic %k miZeme proloZiti vidy dvé kuZe-
lové plochy druhého stupné s kruhovymi fezy v dvojicich
kruZnic 'k (viz ivodni &dst 1, 2). Tyto kuZelové plochy jsou
soumérné podle roviny = a jejich vrcholy vz dostaneme jako
body ¢V v prisedicich spojnic, na pf. 12, 45 atd. Po t¥ech
uréuji Pascalovu pfimku pfislusného Sestiihelnika 123456,
vepsaného do kruZnice k. Na obr. 11 je sestrojena jedna tro-
jice vrehold ¢V podle schematu, uvedeného v 2,2 a to:

12 .45 =17
23.56 = *V }9*.
34.61="7V

Obr. 11. Ureni kuZelosetky dané tednemi a, b, ¢ & dotykajici se
dvojnisobnd. kruZnice ¥ — obraz rovinného fezu na kulové ploSe.
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Teéné rovina kuZele s vrcholem ¢V a jeji fez.s plochou x do-
tykaji se obou kru¥nic %, které leZi na zvoleném kuZeli. Proto
1ze pfimkou p¢ vésti roviny, a to dvé, soumé&rné sdruzené podle
n, které se dotykaji viech ti kruZnic %; Pascalova pfimka
7@ jest jejich spoleénou stopou. Spoleény primét obou fezi,
elipsa e, jest tedy jednim FeSenfm naf ulohy. Redent jest op&t
nékolik. (Viz ul. 62 kap. 6.)

Na obraze je urdena jedna rovina p, jdoucl 2° a bodem C,
ve kterém se dotyké kruznice %.. Kéta zg —= C(C).

Uloha 19. Sestrojte elipsu, kterd se dotykd dvojndsobnd dané
kruZnice k, dvou danych piimek, soden kruZnice k, a kteréd prochézf
bodem, danym uvniti k.

Uloha 20. Sestrojte elipsu, kters se dotyké dvojndsobn dané krus-
nice k, jedné jeji dané seény a které prochézi dvéme body, danymi
uvnitf k.

B) Jestlize dané pfimky a, b, ¢ neprotinaji danou kruZnici
k, zavedeme misto kulové plochy rotadni jednodilny rovno-
osy hyperbo]oid » jako v této kap. sub a), §). Na obr. 12 je
sestrojen jen vrchol 1V jednoho kuZele druhého stupné, pro-
loZeného hyperbolami %, 2k, v nichZ protma]1 promitacf ro-
viny piimek a, b plochu . Tyto hyperboly jsou, jak vime,
rovnoosé, se stiedy A, resp. B, a soumérné podle roviny .
Bod 'V sestrojime jako priiseéik dvou piimek p a p’. Jedna
pfimka je poldra p prisediku o pfimek a,b vzhledem ke
kruZnici k; jeji pouZiti odivodnime z pfedchézejiciho obr. 11,
kde bod 0 = a . b a1V jsou diagondlni body Styrrohu 1425,
tedy polérné sdruZené body vzhledem ke kruZnici £. V naSem
piipad® na obr. 12 jsou vreholy étyrrohu sice imagindrni, ale
polérny vztah bodd o a 1V zéstév4 nezm&nén. Druhou pHm.-
ku p’ uréime z kolinedrniho vztahu hyperboly 1% a 2, jakoZto
kuZelosedek lezicich na kuZelové plofe s hledanym vrcholem
1V, Bod 1V jest pFitom stfedem kolineace a priisefnice o
rovin hyperbol %, 2k je osou kolineace. Opatiime-li si dvo-
jici sdruZenych bodd v této kolineaci, bude jejich spojnice p’
paprsek kolineace a ten plijde hledanym stfedem kolineace
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1Y. Za tim ti¥elem zvolme jednu tednu hyperboly 2k, a to'jejf
asymptotu m, sestrojme jeji prisetik s o, samodruZny bod 1,
a jim vedme k hyperbole 1k te¢nu ¢ jako pfimku kolinedrné
sdruZenou s m. Teénu ¢ sestrojime snadno ve sklopené rovingé
hyperboly %. Vrcholy (AM), (LN) sklopené hyperboly: (k)

Obr. 12. Vrchol kuzele proloZeného dvéma hyperbolami na rotadnim
jednodilném hyperboloidu.

sestrojime podle odst. a), B); plati A(CM) = A(N) = Al,
kde A1 je délka tedny z A vedené ke k. Sklopeny bod (I) na

(0) je urden svou kétou z = IB, protoZe zminénéd asymptota
m svird s 7t thel 45°. A bodem (/) veden4 teéna (¢) k hyperbole
(k) poskytuje ve svém bodé dotyku (T') jiz sklopeny bod T,
kolinedrnd sdruZeny s ibéZnym bodem asymptoty m. Pido-
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rysem bodu 7', ktery le%i na a, vedeme tedy piimku p’ rovno-
bé2nd s b a tim je bod 'V = p.p’ nalezen. Druhé teéna,
kterou bychom vedli bodem (') k hyperbole (1), poskytla by
vrchol druhého kuZele, proloZeného hyperbolami %, 2k.

Je patrno, Ze miZeme i v pfipadd seden a,b,c dané
kruZnice k, kterym jsme se zabyvali sub «), misto kulové
plochy pouZiti rovnoosého hyperboloidu a uéinime tak, jest-
lie fez s kulovou plochou nevede k redlnému vysledku.

Daldf pouziti kuZeldi, proloZenych dvojicemi hyperboloic-
kych Fezii 'k jest pro dokondeni Fedeni tlohy stejné jako
v odst. «).

Ulohka 21. Reite tlohy 19 a 20 v pipads, nejsou-li dané pFimky
sednami kruZnice k.

¢) Ulohy, sestrojiti kuZelosetku, kterd se dvojnisobns do-
tyké dané elipsy a pfitom vyhovuje daliim nutnym podmin-
kdm, bylo by moZno pFevésti afinnf transformacf dané elipsy
v kruZnici na ilohy, kterymi jsme se zabyvali v pfedchéze-
jicich odstavcich.

Jinak je v pfiznivych pnpa.dech moZno hned povaZovati
ehpsu za obrysovou kiivku prumétu rotaéniho ehpsoldu do
roviny, v ni% le?{ jeho osa rotace, t. j. roviny hlayniho poled-
niku, obdobng jako pfi ploSe kulové.l?) Piznivymi ppady
myslime ty, kdyZ body a fezy elipsoidu, odvozené z danych
bodi a teden, vychézeji redlné.

I kdyZ dané kuZelosetka je hyperbola nebo parabola, Ize si
podinati pfi Fefeni v takovych piznivych piipadech obdobné.

Konetné i tehdy, je-li dand kuZelosedka degenerovani
v dv& piimky bud riiznobéZné nebo rovnob&iné, poslouZf
k prostorovému Fedeni pifslusinych tloh kuZelovd nebo val-
cové plocha, povaZujeme-li dané riznobétky, resp. rovno-
bézky, za obrysové primky primétu rotaéniho kuZele, resp.
vélce.

17) Viz nékters tlohy Lit. III, dfl 11, odst. 225.
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3,3. Jiné dlohy o kiizelosetkach Felené prostorovd: a) Oskulaéni
krunice. Z prostorovych vztahd miieme odvoditi i kon-
strukei oskulagni kruZnice neboli kruZnice kiivosti kuZelosed-
ky v libovolném jejim bodé.18)

M&jme dénu elipsu (obr. 13) osami 4B, CD, na ni libovol-
ny bod M a v ném teénu ¢ a normélu n. OpiSeme-li z kterého-

Obr. 13. Krusnice, které se dotykaji elipsy v bodé M — rovinné
fezy na kuZelové plose.

koliv bodu 10, zvoleného na %, kruZnici 'k polomérem 10M,
dotyks se elipsy v M a protind ji v dalsich dvou bodech 1, 2.
PovaZujme 1k za podstavu kuZele v, jehoZ vrchol ¥V md vz
primét ¥V, = M. Vedeme-li bodem ¥ libovolnou povrchovou
pHmku kuZele, spojnici ¥ s bodem 1N kruZnice 1k, pak jeji
primét protne elipsu v bod& N, ktery je priimétem néjakého

18) Viz Lit. II, str. 150.
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bodu N na zvolené povrchové pfimce. Rovina o, proloZend
stopou p° == 12 a bodem N, vytind na kuZeli fez, a to kuZelo-
sedku, kterd je urtena body 1,2, N, M a tednou, v bodé M,
jejiz pramst je ¢. Je proto dan4 elipsa, obsahujfci body 1, 2,
N, a M s teénou ¢, priimétem fezu, zpisobeného rovinou o na
padem kuZeli. Vedeme-li nyni libovolnou rovinu g, rovno-
béZnou s 77, protne kuZelovou plochu v kruZnici 2k a rovinu ¢
v hlavni pfmce % || p°, na ni% lezi dva body fezu v o. Spoj-
nice prisetikd 3, 4 kruznice 2k, s danou elipsou, t. j. priumét
h,, jo tedy rovnobéind se spojnici bodd 1, 2. Jsou tedy spo-
leéné seény viech kruZnic ‘k a dané elipsy spolv rovnobéiné.
Jako zvldstnf pfipad sedny dostaneme tednu ¢’ elipsy v bodé
M’, soumérné sdruZeném s M podle osy AB (nebo tednu ¢”
v M”, ktery je s M soumérné sdruzeny podle CD), zvolime-li
stfed piislusné kruZnice %' (nebo %4”) na ose AB (nebo CD)
v bod& 0’, resp. 0°29), Uhly teten ¢ a ¢’ 8 osou AB jsou si
rovny, ale opadného smyslu. Plat{ tedy celkem véta, a to
pro kuZelose¢ku viibec:

Spoleéné sefny kuieloselky a kruZnic, které se kuteloselky
dotgkajt v daném bodé, jsou vzdjemné rovnobéiné a sviraji
8 osou kuZeloselky uhly rovné dhlu teény kuZelosedky, sestro-
jené v daném bods, a téZe osy, ale opadného smyslu. Rikdme
té2 krdtce, Ze tyto sedny jsou s teénou antiparalelni vzhle-
dem k o0sdm kuZelosedky.

Jestlize v jiném zvliitnim piipad&, a to na obr. 13 pro
kruZnici k, splyne jeden krajni bod spoleéné tétivy kruZnice k&
a kuZelosetky s bodem M, stane se kruZnice k& oskuladni
kruZnici kuZeloseky v bodé M. Tyto kiivky maji v bodé M
tfi soumezné spoledné body, t. j. dotyk druhého stupns.

Z odvozenych vlastnostf dostdvame pro elipsu takovouto
konstrukei kruZnice kiivosti v jejim bodd M (obr. 14). Se-
strojime pFHimku MT’, antiparalelni s tednou ¢ vzhledem

k hlavni ose AB elipsy t¥ebas pfenesenim délky M7 do po-
19) Na obr. 13 je sestrojena jen kruinice k’.
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lohy MT'. PH{mka M7’ jest jiZ spolenou seénou kruZnice
kiivosti a elipsy. Sestrojime-li ddle bod M’, soumérné sdru-
Zeny s M podle osy 4B, a spojime-li M’ se stfedem S elipsy,
je v elipse tato spojnice sdruZenym priimérem k sméru seény
MT' (pro¢?). Protne tedy seénu MT’ v bodé Q, ]eni je stie-
dem t&tivy na nf elipsou vytaté, kterou neni t¥eba ani omezo-
vati: Kolmice QO k M7 v bodé @ vztylend uréi jiz na nor-
méle n stied kfivosti O.

Obr. 14. Kruznice kfivosti elipsy v bodd M.

Uloha 22. Sestrojte stéed kiivosti a) dané hyperboly, b) dané para-
boly v jejich libovolném bods.

b) Konstrukce o hyperbole. Viimnéme si nyni nékterych
jednoduchych konstrukef o hyperbole, které lze odvoditi
prostorové, povaZujeme-li danou hyperbolu za obrys pri-
métu rotatnfho jednodilného hyperboloidu do » a kruZnici &
(obr. 15), opsanou nad hlavni osou AB hyperboly ]akoito
primérem, za obrys priimé&tu téZe plochy do 7, k ni% je tedy
osa hyperboloidu kolm4.20)

0) Viz &lanek V. Hibnera v Piloze k Casopisu JCMF, XX XII

(1003), str. 259. Také v udebnici Dg VI—VII jsou odvozeny prosto-
rovd ndkteré konstrukce hyperboly na str. 45 a n.
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«) Hyperbola je déna hlavni osou 48 a bodem. Méme se-
strojiti asymptoty hyperboly. V ose AB (obr. 13) volme osu
Z,,, sdruZenych primétd, prvniho a druhého, a dany bod
hyperboly oznatme M,, jako¥to nérys bodu na hlavnim po-
lednfku hyperboloidu. Sestrojme piidorys M, na z;, & mysle-
me si teénu m,, vedenou z M, ke k, kterd je pidorysem jedné
piimky hyperboloidu, prochézejici na plofe bodem M. Oto-

Obr. 15. Urdeni hyperboly dané hlavni osou 4B a bodem M,.

¢ime-li m, (a neni ani tfeba m, rysovati) do polohy a,, rovne-
béiné s z,,, a bod M, do polohy (M), na a,, pak ndrys a,
piimky a hyperboloidu poskytne jednu asymptotu druhého
obrysu hyperboloidu a tedy i asymptotu dané hyperboly.
Sestrojime proto (M), na rovnobéice s x,, vedené bodem M,
a spojnice O(M), jesti asymptota a,.

.. JestliZe jsme sestrojili m,, pak nirys m, pifimky m je te¢na
dané hyperboly v bodé M,. Uréime ji s pomoci bodu 7', na
Z,, ktery je ndrysem bodu 7', spoleéného piimce m a hrdlu k.
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Uloha 23. Hyperbola je déna hlavni osou a tednou. Sestrojte s po-
moci rotadniho hyperboloidu jeji asymptoty.

Uloha 24. Hyperbola je déna asymptotami & bodem. Sestrojte po-
dobnym zpisobem jejf hlavni osu.

B) Hyperbola je ddna hlavni osou a asymptotou; mime
vésti k hyperbole tedny danym bodem. Nad hlavni osou AB
opiSme opé&t kruZnici k a povaZujme ji zase za piidorys hrdla
rotadnfho hyperboloidu; dané asymptoty oznaéme a,, by,
jako%to ndrysy obrysovych piimek asymptotického kuZele
a dany bod X,, jako ndrys bodu X, ktery le#i na hyperboloidu
(obr. 16). Hledané te¢ny jsou pak nérysy dvou pf{mek plo-
chy, které prochizeji bodem X.

Nejprve sestrojime plidorys X, bodu X na pidorysu r,
rovnobézky 7, vedené na plode bodem X. Jeden bod rovno-

Obr. 16. Tedny sestrojené k hyperbole z bodu X,.
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bézky r na p¥imece a je bod I. Sestrojime tedy nejdiive a, jako
te¢nu hrdla rovnob&Znou s #,, a na ni pidorys [,, ¥m% je
7,(0; Ol,) urdeno. Z plidorysu X;, ktery staéi urditi na »,
jednozna¢né, vedeme teény 1, = X,1, %, = X;2 k hrdlu a to
jsou pudorysy pifmek plochy, které prochédzeji bodem X.
Jejich ndrysy 1,, %,, urdené s pomoci bodi I, resp. 2, jsou
hledané tedny. Na abr. jsou doplnény i jejich body dotyku
1T2, 2T2.

Uloha 25. K hyperbole dané hlavni osou & asymptotami sestrojte
telny rovnobé&iné s danou pfimkou. [PouZijte vlastnosti, Ze pFimky
hyperboloidu jsou rovnobdiné s povrchovymi pfimkami jeho asymp-
totického kuzZele.] '
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4. UZ1Tt PLOCHY ROTACNIHO
PARABOLOIDU K RESENT
PLANIMETRICKYCH ULOH®%)

JeZto orthogondlnim primétem eliptickych Fezli rovin
8 plochou rota¥niho paraboloidu ne rovinu 7 kolmou k ose
paraboloidu jsou kruZnice?®) a protoZe naopak lze povaZovati
ka%dou kruZnici v zz za prvni primét elipsy, kterd leZi na ta-
kové pevné zvolené plose paraboloidu, poskytuje toto vzd-
jemnd jednoznaéné pfifadéni elips na ploSe a kruinic v
vhodnou pomiicku k feSeni planimetrickych tloh na zdklads
vztahil prostorovych, a to pfedeviim pro kruZnice.

4,1. Snadno lze z tohoto vztahu odvoditi i graficky jedno-
duSe provésti Fedenl obecné Glohy Apolloniovy, t. j. sestrojiti
kruZnice, které se dotykaji t¥{ kruZnic, obecné danych v ro-
vind 7.

Redend. Dané kruZnice ', ¢ = 1, 2, 3, povaZujme za prvnf
priméty elips ‘e, které lezf na ploée libovolné zvoleného ro-
tatniho paraboloidu, jehoZ osa je v3ak kolmé k 7. Pak lze
kazdou dvojici elips % proloiltl dvé plochy kuZelové druhého
stupné. KaZd4 tetnd rovina takové kuZelové plochy sede
plochu paraboloidu obecnd v elipse e, kterd se dotyks obou
elips %, jimiZ plocha kuzZelovd byla prolozena, prvoi primét
elipsy e je pak kruZnice &, kterd se dotyk4 prvnich primétd
obou pouZitych elips fe, t. j. dvou ptisluSnych kruZnic .
Je-li tedy uréena jedna plocha kuZelovs x, proloZend elipsa-
mi na pk. le, %, a jeji vrchol V, a pro elipsy le, % opét jedna,
%' (V'), pak spoleéné teéné roviny ploch x, »' poskytuji svymi
fezy na plose paraboloidu elipsy, které se dotykaji v8ech tii
elips %¢; prvnim primé&tem onéch elips jsou pak kruZnice,

) g, Holubdf: Rozhledy mat.-pirod., XX (1940), str. 11 a n.

32) Viz udebnici Dg VI—VII, str. 131.
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které se dotykajf danych ti{ krufnic ‘% a jsou tedy vysled-
nymi kruZnicemi dlohy Apolloniovy. Spoleéné tedné roviny
ploch kuZelovych %, »’ opravdu existujf, protoZe plochy obsa-
huji spoleénou elipsu l¢; uréime je, sestrojime-li vrcholovou
piimku o =: VV’, pak jeji prisedik @ s rovinou elipsy e a ve-
deme-li z ného tedny k elipse le; tyto te¢ny urduji spolu
s pfimkou o obecné dvé tedné roviny, jez poskytuji vyloZe-
nym zpisobem dvé kruZnice, které se dotykaji danych
kruZnic.

Snadno pozndme, Ze pi{mka o obsahuje také vrchol V~
tieti plochy kuZelové «”, kterd je uréena elipsami 2, %, a %e
urdené spoleéné roviny teéné ploch x, »' dotykaji se nutné
i této treti plochy »”. KdyZ pak je&td pouZijeme daldich,
druhych ploch kuZelovych s vrcholy U, U’, U”, jez uréuji
dvojice elips (le%e), (tee) a (%¢ %), dostaneme celkem &ty¥i
piimky vrcholové 0.28) Ty poskytnou osm vysledki Fedicich
obecnou ilohu Apolloniovu; vysledky mohou byti v sudém
poétu nékdy imagindrni, to podle toho, jsou-li tedny vedené
z prisluinych bodd @ k elipse e redlné nebo imagindrni, &ili
jeou-li redlné nebo imagindrni spoleéné tedné roviny pouzi-
tych ploch kuZelovych.

Provedent. Graficky dlohu provedeme jednoduse, zvoli-
me-li vhodné plochu rotaénfho paraboloidu a vyhodnou po-
lohu druhé, resp. tfet{ primétny (oviem bez rysovéni elips).
V obr. 17 neoznateny pro zjednoduSeni indexy danych
kruZnic ¥ i jejich stfedd *0, které jsou jinak obvyklé pro
prvnd priméty dtvard. ‘

Plochu rotaéniho paraboloidu proloZzme pfimo kruZnici %
a za ohnisko # plochy zvolme pak bod 0. Druhou primétnu
vedme stfednou 1020, takze F, je v bodé 10 a piimka Fdici f,
druhého primétu hlavniho merididnu je teéna kruZnice %,
rovnobéind s 1020. Druhym primétem elipsy % je tedy
usedka, jejiz krajni body 4,, B, jsou na 2. primétu hlavniho

23) Blizsi vysvétleni viz na konci odstavce 4,1.
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merididnu v jeho priisedicich s druhym primé&tem obryso-
vych piimek promitaci plochy valcové elipsy 2, t. j. s ted-
nami a,, resp. by, kruZnice %, kolmymi k 10%0. Staé&i viak
uréiti jen bod A4,, a to podle definice paraboly, Ze pro jeho
privvodide plati T4, = F,4,. Jedna obrysové pHmka plochy

Obr. 17. Obecné uloha Apolloniova — kruZnice jako obrazy rovinnyoh
fezd ne rotanim paraboloidu.

kuZelové x, proloZzené dvojici 'k, %, mé tedy 2. primé&t M,4,,
nebot 2. prim&tem kruZnice 1% jest jeji primér jdouei bodem
M, Na M,A, bude jiz 2. primét V, vrcholu V plochy x.
Prvni jeho primét V) jest jeden stfed podobnosti kruZnic
1k, 2%k (v obr. vnitfni), tak¥e bod V, lze na M,d4, urditi
ordindlou z V; tisetka V,V, jest ovéem soufadnici z bodu V.
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Podobnd prolozme stiednou *0%0 tfet{ primétnu kolmou
k 7z, mysleme si tiet{ primét elipsy % a sestrojme opé&t jen
bod Cj, jeden krajni bod useéky C,D,, kterd jest 3. primétem
elipsy %. Obdobné jako d¥ive je spojnice NyC, tietim prams-
tem jedné obrysové piimky plochy kutelové x'; bod Vs,
t¥etf primét vrcholu V' této plochy, uréime opét z 1. pri-
métu ¥, ktery je jednim stfedem podobnosti kruZnic 1k, 3%
(v obr. vnéjsim). V iseéce V', V', ziskdvdme op&t soufadnici 2
bodu V’.

A nyni ji% spojnice ¥V’ =0 protne 7, jakoito rovinu
kruZnice spoleéné plochdm x,x’, ve svém stopniku Q. Ten
sestrojime jednoduse tak, %e soufadnici z bodu V’_pfeneseme
od V’; na rovnobéZku timto bodem vedenou s ¥, ¥, do bodu
(V’); spojnice Vo(V’) protind o, jiz v bodé @,. Telny vedené
z @, ke kruZnici 1k stanovi na ni dotykové body T a 2T dvou
vyslednych kruZnic, felicich vilohu Apolloniovu. Stiedy"
téchto kruZnic 1S, 2S sestrojime pak zpiisobem, znémym
z planimetrie: Spojnice 7'V, uréuje na 2 a spojnice 17'V’, na
3 dotykové body s prvou kruZnici vyslednou a podobnd
i spojnice 2T'V,, resp. 2T'V’, dotykové body s druhou kruZnicf
.vyslednou; z nich uZ dostdvdme oba stiedy 1S a 2S.

Z obr. 17 je vidéti, Ze jsou skutednd &tyfi pfimky o, které
spojuji po tfech Sest vrchold ¥V ... a U ... pomocnych ploch
kuZelovych, jak uZ bylo vySe fedeno, nebof prvni priiméty -
bodit V... a U ... jsou sttedy podobnosti danych kruZnic %
a tedy spojnice vidy tf z Sesti stfedli podobnosti ¥, ... a
U, ... jsou ¢tyti osy podobnosti kruZnic ik, o nich? plati v&ta
Mongeova.?4) P¥i sestrOJové.ni dalsich dvojic vyslednych
kruimc dotykovych by se jen opakovala konstrukece prove-
dend v obraze jelté t¥ikrat.

4,2, Jako jsme ke kazdé kruZnici k& v primé&tnd » pfifadili
na nafem paraboloidu jeho elipsu e pomoci promfitaci plochy
valcové této elipsy, tak i kazdé pfimce a v i le#ici odpovidd

%) Viz GV, str. 1186.
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na pa,ra,bolo1du parabola, jejimZ primétem je privd pfHmka
a. Kone¢né i kazdému bodu 4 v odpovidé, vidy jediny bod
plochy a opadn&. Prifadéni je opét i pro tyto utvary vzdjemns
Jednozna.éne a miZeme tedy obdobné jako v odst. 4,1 Fesiti
i zvlastni Glohy Apolloniovy, kdy% nékterou danou kruZnici na-
hradime pfimkou nebo bodem, ziistane-li mezi danymi ttemi
prvky asponi jedna kruZnice. Provedeni takovych tloh jest
jen pozménénim postupu uZitého pii tdloze obecné.

4,3. Jiné uZiti fezd rovin s plochou rotaéniho paraboloidu,
jehoZ osa je kolmé k m, na dlohy planimetrické vyplyne
z afinnfho vztahu mezi elipsou e,, kterd je ndrysem eliptického
fezu na nadf ploSe, a kruZnicf e,, kterd je jeho pidorysem.
Osou afinity je, jak zndmo, obraz ¢, prisednice roviny fezu
8 rovinou totoZnosti.

Tak lze sestrojiti elipsu, danou tfemi body 4, B, C a teé-
nami a,b v bodech A, B, povaZujeme-li ji za nérys elip-
tického fezu na plofe rotaéniho paraboloidu, afinitou s kruz-
nici, . kterdZto iloha se obydejné fesi stfedovou kolineac{
s kruZnici pomocf fezu na ploSe rota¢niho kuZele. (Viz kap. 3,
odst. 3,2, ¢.)

Plochu rotagniho paraboloidu uréfme (obr. 18) hlavnim
merididnem, t. j. parabolou, jdouc{ danymi body A, B a do-
tykajici se v nich danych teden a, b.2%) Hledand elipga. mus{
se totiZ dotykati hlavnfho merididénu ve dvou bodech — af uZ
redlnych (jako v nafem ptipadé) nebo imagindrnich; v ima.-
gindrnich patrné tehdy, kdyZ priseénice roviny fezu s rovi-
nou hlavniho meridi4nu neproting hlavni meridién redlns. —
_Pro naéi dlohu vystadime v obraze s ohniskem F a pfimkou
fidici f hlavniho merididnu, jejichZ sestrojeni je zndmo z vy-
kladt Skolnich a je v obrazci provedeno. Vedeme-li kdekoliv
rovnobéZku s f, miZeme ji povaZovati za pidorys hlavniho
merididnu a na ni uréiti ordindlami Fy; 4, a B, — v obrazci
jsme ji vedli bodem B, takZe B, = B. Abychom uréili piido-

25) Indexy znalfef nérys pro zjednoduleni v obraze vynechéme.
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rys bodu C, ktery lezi na plose, vedme bodem C (vlastné
C,) nérys rovnobézky (oznadime jej ¢) astanovme jeho krajni
bod (C), jako priisedik piimky ¢ s hlavnim merididnem (F, f).
Na plidoryse ¢; rovnobéZzky je pak ordindlou dvojznadné
urden bod C), resp. C"y. KruZnice e,, vedend body 4,, B,, C,,

Obr. 18. Elipsa dané body 4, B, C e tednami a, b v bodech 4, B —
elipsa ndrysem rovinného fezu na rotadnim paraboloidu.

jest pak afinné sdruZena s elipsou e. Osou afinity je pHmka
t = BI. Bod (', by uréil druhou kru?nici, op&t afinné sdru-
¥enou s elipsou e; osou afinity by byla pfimka #', jdouci
op&t samodruZnym bodem B. Dalsf urdeni ehpsy e, t.j. se-
stro;en{ jejiho stfedu S a os, je jiZ zndmé a je provedeno
i v nafem obraze.
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Kdyby dany bod C s prvky A(e), B(b) neurdoval elipsu,
nybrZ hyperbolu, ukdzalo by se to v obraze tak, %e body C, a
(', by vyély imagindrni — ordinéla jdouci bodem C by kruz-
nici ¢, neprotinala redlné. Kdyby konetné oba body C, a (',
splynuly na spojnici 4,B;, pak by bod C néle¥el hlavnimu
merididnu a ten by uréoval parabolu, pfi této zvlditni poloze
dangch prvki jimi stanovenou.

Kdyby byla déna elipsa e dvéma body A4, B, jejich teénami
a, b a dalsi te¢nou ¢, mohli bychom oviem vétou Briancho-
novou sestrojiti dotykovy bod C a fegiti tuto ilohu stejnym
zpisobem. Bylo by viak moZno postupovati pfimo takto:
Proloiime p¥imkou ¢ druhou jeji promftaci rovinu g, stano-
vime snadno pldorys eliptického Fezu r roviny g, a to
kru#nici r,, majfef primér na pidoryse hlavniho meridi-
énu, a pak uréime kruZnici e,, resp. ¢';, kterd prochdzi body
4,, B, a dotyké se r,; elipsa ¢ je pek opét afinné sdruZena
8 e, resp. 8 druhou kruZnicf ¢',.

Uloha 28. Uzitim rotaéniho paraboloidu Feste zvl&tni tlohu Apollo-
niovu (kpB). Viz oznegeni v M. rov. k., str. 15.

Uloha 27. Sestrojte elipsu, je-li ddna dvéma tednami @, b s jejich
body dotyku 4, B a dalif te¥nou. [Podle pfedchézejicfho pokynu.]

i

41



5. CYKLOGRAFIE

Ze mnohé planimetrické tlohy, zv14§t o kruZnicich, lze
s tdspéchem Fefiti na zdkladé prostorovych titvard, vhodng
prifadénych k rovinnym ttvarim, tedy transformacf Gtvard
rovinnych v dtvary prostorové, ukazu]e zZv148t8 t. zv. cyklic-
ké nebo kruhové promitdni, které zavedl do deskriptivni
geometrie 8 dokonalym vyuzitim jeho konstruktivnich moz-
nostf némecky geometr W. Fiedler.26) Toto promitdni sahd
oviem daleko za mez pouhého uziti k feSeni planimetrickych
1iloh,??) k némuZ sméfuji naSe vyklady zdkladd cyklografie.
Ale-i tak ukéZe cyklografickd methoda feSenf planimetric-
kych tloh soudasns, jak se ji rozii¥i jejich poéet, nebof mno-
hé dlohy, které cyklograficky snadno feSime, pfimo vznikly
z cyklografickych vztahi.

5,1. Zakladni viastnosti cyklického promitani. a) Cyklicky pri-
mét bodu. Rovinu, v niZ méme Fesiti planimetrické tlohy,
povaZujme za primétnu 7. Je-li déna v primétné kruZnice
ay(4,, z), vztydme v jejim stfedu A, kolmici k » a nanesme na
tuto kolmici tsedku 4,4 = 4,4* = 2, jednou nad = a po
druhé pod 7. Ke kruZnici a, je tim pfifadéna v prostoru dvo-
jice bodi 4, A*, soumérné sdruZzenych podle roviny n. Na-
opak je tak ptifadéna ke kaZdému bodu A4, v prostoru libo-
volné vyt8enému, v 7z kruZnice ay(4,), jejiZz stfed je orthogo-
nédlnf primét 4, bodu 4 a jejiZ polomér se rovnd vzdile-
nosti 4 od =, t. j. kété z bodu 4. KruZnice a, se nazyvéd kru-
hovy ¢&ili eyklicky primét-bodu 4. Bodu tak piisludi jedna
kruZnice jako cyklicky primét, ale kruZnici dva body, které
tato kruznice cyklicky zobrazuje. PFifadéni bude vzdjemndé
jednoznaéné, zavedeme-li orientované kruZnice, t. j. cykly.25)

20) Viz Lit. I; %eské pojednén{ o cyklografii viz Lit. V, kap. III,
str. 56 a n.

27) Viz zv145t8 obsahem bohaté dflo nov&jsf, Lit. IV.
28) Viz M. rov. k., str. 19, .
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Pak cyklus kladny Zobrazuje bod nad priimé&tnou s kladnou
kétou z a zéporny cyklus bod pod priimétnou, jehoZ kéta z je
zédpornd. Piimka p v 7, jakoZto mezni pfipad kruZnice s ne-
konetné velkym polomérem, zobrazuje cyklicky dva abézné
body, které nélezeji ptimkim kolmym k p a které s 7z sviraji
thel rovny 45°; orientované piimce p v 7z jest pak piifadén
jediny Gb&Zny bod piimek k ni kolmych, které sviraji 45°
.8 kladnou polorovinou %, stanovenou vzhledem k orientované
piimce p.

Toto vzédjemnd jednoznaéné piifadéni cykld roviny =
8 bodd prostoru se nazyvé cyklografické nebo cyklické pro-
mitdni, kratce cyklografie.

b) Cyklicky primét pfimky. Cyklickym primétem pifimky,
t. j. nekoneéného mnozstvi bodd na nf leZicich neboli linedrni
bodové fady prostoru, je skupina cykld, t. zv. linedrnt cyk-
lickd fada. Je to fada cykld se spoleénym sttedem podob-
nosti ve stopniku p¥mky.

Diikaz vyplyvd z obr. 19, kde piimka a je uréena body
A, B, jejich? cyklické priméty jsou cykly ag, b,. Piimku a

Obr. 18. Cyklicky primét p#mky.
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jsme sklopili do = a sestrojili jeji stopnik P a naopak 8 po-
mocf sklopeného bedu (C) na (a) jeho cyklicky priimét c,, je-li
déna jeho kéta. Na obr. je ddle vidéti, Ze stopnik pHmky jest
vnéjsim stfedem podobnosti cykld, jsou-li cykly souhlasného
smyslu jako cykly a,, b,, anebo vnitfnim stfedem podobnosti,
jsou-li smyslu nesouhlasného, jako ma pf. a,,c, Velikost
odchylky o« piimky a od 7 rozhoduje déle o poloze stfedu
podobnosti P: Je-li o < 45°, le?i P vné viech cykli a je.
moZno z ného vésti spoleéné tedny té€chto cykld, pro o« > 45°
padne P dovnité vSech cykli a spoletné teény cykla jsou
imagindrni. Pro « = 45° jest P spoleénym bodem dotyku
pHslusnych cyklé. Hodnota cotg &« nazyvéd se modul linedrnt
cyklické fady. Jsou-li spoletné tedny linedrni cyklické Fady
re4lné, moZno témito spolednymi tednami, tedy dvojici
orientovanych p¥mek v 7z, urditi linedrni cyklickou fadu
a tim i pFsluSnou p¥mku prostoru.

c) Cyklicky primét roviny. Body roviny g neboli rovinné
pole bodové promitd se cyklicky v cyklické pole; stopa p°
roviny p spojuje stfedy podobnosti viech linedrnich cyklic-
kych fad, které jsou cyklickym prim&tem piimek leZicich
v 1pviné o. PHmka p° se nazyvé osa podobnosti cyklického
pole. Uvedend vlastnost vyplyvé z jednoduché véty deskrip-
tivnd geometne %e stopniky v3ech primek roviny leZ{ na
stopé této roviny.

o) Velikost odchylky & roviny ¢ od = rozhoduje o jakosti
cyklického pole. Je-li « < 45°, pak Zddny cyklus takového .
pole neprotind osu podobnosti p?, nebot ze stopnikid viech
piimek roviny lze vésti k pfisluinym Fadém cykld redlné
tedny; vidyt odchylky viech pfimek roviny od 7 jsou mensi
anebo nejvyie rovny «. Pro « > 45° protinaji naopak viecky
cykly pole osu podobnosti p? a pro & == 45° dotykaji se
viecky cykly pole jeho osy podobnosti, jak plyne z délek
stran promitacich trojdhelniki sedek, leZicich na spddovych
pfimkéch roviny o. Hodnota cotg « nazyvéa se modul cyklic-
kého pole.
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B) Budiz déno cyklické pole (obr. 20) cyklem a,, ktery
zobrazuje libovolny bod A roviny g, a osou podobnosti p°,
kterd a, protind. Stopnik spddové pfimky roviny g oznaéme
I. Pak thel 4,I(A) je roven odchylce x roviny ¢ od 7. Proti-
né-li @, osu p? v bodé P v tihlu ¢, plati:

Obr. 20. Cyklické pole dané osou podobnosti p° & cyklem a,.

Al _ A1

AP AA4)
tili cos ¢ = cotg o. Z toho plyne: Viecky cykly téhoZ cyklic-
kého pole protinaji jeho osu podobnosti ve stejnijch uhlech;
kosinus téchto dhld se rovnd modulu pole. Uhly ty jsou jen
tehdy redlné, pokud cosp < 1, tedy pokud i cotga <1,
t. j. pokud « = 45°. Ale platnost véty miZeme roziffiti i na
piipad, Ze thel ¢ je imagindrni, jeZito zndme hodnotu jeho
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kosinu, oviem vé&t&f neZ 1, kterd je urlena pomérem vzdile-
nosti 4, od 2 k poloméru pfisludného cyklu a,,.

y) Jeito roving p je urdena tfemi body 4, B, C, je cyklické
pole v & uréeno tfemi cykly a,, by, ¢,. Stiedy podobnosti tif
dvojic cykld uréujf osu podobnosti 22 cyklického pole.

Jestlize v8ak jsou ddny v 7 t¥i kruZnice a orientujeme-li je
v cykly kladné i zdporné, uréime tak v prostoru t¥i dvojice
bodi: A, A*; B, B*; C, C*. Dostaneme tudiz 23 — 8 rovin,
které6 moZno sestaviti v &tyFi dvojice: ABC, A*B*C*;
A*BC, AB*C*; AB*C, A*BC*; ABC*, A*B*C. Ka%d4 dvo-
jice rovin, soumé&rné sdruZenych podle 7, m4 spoleénou stopu,
kterd je osou podobnosti dvou cykliekych poli. Celkem do-
sp&jeme k esti stfedim podobnosti dvojic cykli a k Styfem
osém podobnosti osmi cyklickych poli, kde ka%dd osa podob-
nosti danych t¥l kruznic obsahuje jejich t#i stfedy podobnosti,
t. j. k v&té Mongeové, vyslovené ji v M. rov. k. na str. 23.

5,2. Geometrickd mista bodd v prostoru. Nyni uvedeme né-
které jednoduché g. m., jeZ vyplyvaji z pfedchdzejicich vy-
‘kladd.

8) G. m. bodd, jejich¥ cyklickym priimétem jsou krunice
(cykly obojiho smyslu), které prochdzejt danym bodem A,, jest
rotaéni plocha kuZelové s vrcholem v 4, a s osou kolmou k z,
jejiz tvoFici pfimky sviraji s = (a té% s osou) thel 45°. ProtoZe
ka%d4 rovina prochézejici osou protind tuto kuZelovou plo-
chu v povrchovych piimkich k sob& kolmych, nazyvid se
rotaéni kutelovd plocha pravouhld.

b) G. m. bodd, jejich% cyklickym primétem jsou kruznice
dotykajict se krufnice k dané v z, jsou dvé rotadni kuZelové
plochy pravoihlé, podle 7x vzdjemné soumérné, s Hdief kruz-
nicf .

¢) G. m. bodd, jejichZ cyklickym primétem jsou kruZnice
dotykagjict se pFimky p dané v z, jsou dvé roviny se spolenou
stopou p, odchylené od 7z o vhel x = 45°.

Platnost t&chto ti vét plyne pfimo z definice cyklického
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zobrazeni. Véty a) a c) jsou zvl4§tnimi pfipady véty b), a to
pro nulovy polomér dané kruZnice k, resp. nekoneéné velky
jeji polomér.

d) G. m. bodd, jejichZ cyklické prﬁméty jsou krufnice,
které pfimky p danou vz protinajt v whlu velikosti @, ktery je
dén svym kosinem (cos ¢ = n), jsou dvé roviny se spoleénou
stopou p, soumérné sdruZené podle 7z, jejichZ odchylka « od
7 je déna vztahem cotgax = cosp = n.

Tato véta je obrdcend k vétd odst. 5,1 sub ¢), §) a lze jeji
platnost snadno potvrditi.

5,3. Cyklografické FeSeni planimetrick§ch Gloh. G. mista, obsa-
Zend v uvedenych vétach ve spojeni s vlastnostmi linedrnich
cyklickych fad a cyklickych polf, umo#iiuji uz fediti mnohé
planimetrické dlohy jednoduchymi prostorov¥mi konstruk-
cemi.

a) Jako pfiklad uvedeme pfedeviim t# jednoduché.ilohy,

z nichZ druh4 a tfet{ jsou oznadeny v knize M. rov. k. symboly
(kpp) a (ppp®).*)
_ &) Ve dvou linedrnich cyklickych i‘a,dé,ch, danych vidy
dvéma cykly, a to a,, by, resp. ¢y, dy, méme nalézti takové
cykly, aby mély 8 danym cyklem k, spole¢ny stfed podob-
nosti.

Refenf provedeme talk, %e v prostoru vedeme bodem K,
jehoZ cyklicky primét je &y, pfiéku k pfimkdm a, b, obecns
mimobéZnym, které jsou v prostoru uréeny danymi dvéma
linedrnimi cyklickymi fadami, t. j. pfimka a body A4, B
a pfimka b body C, D. Cyklické priméty prisedikd pidky
s mimobézkami a, b jsou hledané cykly.

B) V linedrni cyklické fadé, dané cyklem g, a stfedem
podobnosti P, mdme sestrojiti cyklus, ktery se dotykd dané
kruZnice k(0,) (obr. 21).

20) Na str. 15 a 17. I pozdsji pouZité zkratky pro text tloh piibuz-
nyoh s Apollonidvou dlohou jsou ve svazku M. rov. k. na str. 15~17.
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" Zvolme pro kruZnici k urdity smysl, na pf. nejprve kladny,
aby zobrazovala jediny bod O (nad m). Cykly, které se doty-
kaji eyklu k, zobrazuji podle odst 5,2, b) body v prostoru,
které vypliuji rotadni kuZzelovou plochu pravothlou s vrcho-
lem O a s Fidici kruZnici k. Hledané cykly budou tedy cyklic-
kymi priméty prisediki pfimky PA s touto plochou.

Obr. 21. Cyklus, ktery néleZi lineérni cyklické Fadé (P, a,) a ktery
se dotyké kruinice k.

Konstrukei provedeme takto: Body A, P, O proloZime
rovinu g a sestrojime jejf stopu pe. Ta prochdzi stopnikem P
pHmky AP a stopnikem @ p¥imky OB, jeZ je spojnici bodu O
a bodu B, zvoleného na pfimce 4P. Na obraze jsme zvolili
bod B, soumérny s A4; podle P, takZe pifslusny cyklus b, md
stejny polomér jako a,, ale je zdporného smyslu. Stopa 2?
protind cyklus & v dotykovych bodech 1T, 27T hledanych
‘cykld % a 2k s cyklem k, takZe jejich stfedy 1S, 28, na 4,P
jsou jimi uréeny. Dané kruZnice %k, orientovand zdporné,
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vedla by k dalsim dvéma vyslednym cykléim, které jsou na
naSem obraze imagindrni.

V naSem pi#{padé lze vésti z bodu P k cyklu g, tetny a téch
ge vysledné cykly dotykajf, nebot ndleZeji té%e linedrni
cyklické fadé. Mdme zde tedy zvldstni Apolloniovu tlohu,
a to (kpp), jak jiZ bylo fedeno na zaédtku, oviem jen pro
orientované teény cyklu a,. Ale tedny vedené z P k a, mohou
byti jindy imagindrni. Lze tedy vyloZenym zpiisobem Fediti
i dlohu, jak sestrojiti cykly, které se dotykajf dvou imagindr-
nich p¥mek, danych bodem P, ktery je uvnitf daného cyklu
a,, a dané kruZnice k. Tato Gloha by viak méla vidycky &tyfi
redlné vysledky; vidyt ob® osy podobnosti p? protinaji
redlnd cyklus a, a tedy i danou kruZnici k, nebof jsou stopami
rovin prochédzejicich také pisluSnym bodem O.

) V linedrni cyklické fadé dané cyklem a, a stfedem po-
dobnosti P méme sestrojiti cyklus, ktery danou pfimku p
protind v dhlu ¢ (cos ¢ = ) (obr. 22).

Bod X, jehoz cyklicky primét je hledany cyklus z,, leZf na
piimce @ = PA a v roviné g, kterd m4 stopu v dané pi¥imce p
a odchylku « od z, pro ni¥ plati vztah cotgx = cosg¢.
Najdeme tedy bod X jako priisetik pfimky a s rovinou g.
Rovmy @ jeou viak dvé, soumémé sdruZené podle 7, takZe
dloha je dvojzna&nd.

Zvolime-li na naSem obraze pro ptimku p urdity smysl, pak
sestrojime jen jednu rovinu g. Uréfme ji bodem R, jehoZ pi-
dorys R, zvolime ve vzdélenosti R,I od stopy p, rovné tiem
dilim v kladné poloroviné 7, stanovené orientovanou pHm-
kou p. Cykhcky pramét bodu B ]e kladny cyklus r, 8 polo-
mérem R,R’, rovnym péti zvolenym dilim. Pak skuteéné je
dhel IR,R’ = . K sestrojeni prisetiku X s rovinou g po-
uZijeme kryci pfimky r, jejiZ piidorys r, = a,, a sklopime ro-
vinu (r, @) s obéma pfimkami do 7. Sklopend piimka (r) jde
stopnikem @ na p a sklopenym bodem (H), kdy? jsme H,
urdili na r; v prisetiku piidorysu %, hlavni pfimky % roviny p
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prochdzejictho R, tak¥e zg = z5. Sklopend pfimka a je (@) =
= P(A). Prisetik piimek (a), (r) je bod (X), z n8hoZ na a,
sestrojime X, coZ je stied hledaného cyklu z,, ktery opiéeme
polomérem X,(X).

MiZeme také fci, Ze jsme roztedili tilohu, jak sesbroptl
cyklus/xo, ktery se dotykas dvou pfimek, tefen urdenych

Obr. 22. Cyklus, ktery néleZi linedrni cyklické fads (P, a,) a ktery
protind piimku p v dhlu ¢.

cyklem a, a stfedem podobnosti P, tedy v naSem obraze ima-
gindrnich, a. ktery protind piimku p v daném dhlu ¢ —
ilohu, jak jiz bylo fedeno, (ppp®).

Uloha 28. Jsou dény t#ilinedrn{ eyklické Fady, které zobrazuji dve
piimky a, b spolu rovnob&iné a dalif piimku ¢, ktera neleZf v roviné

ptimek a, b. V kaidé fadsd uriete takovy cyklus, aby se vysledné tfi
cykly dotykaly v jednom bodé.
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[V prostoru fedfme tGlohu: Priselikem p¥imky ¢ s rovinou (a, b)
vedeme v této roviné piimku, odchylenou od 7 o 1hel x = 45°.]

Uloka 29. V linedrn{ cyklické ¥fadé dané dvéma cykly a,, b, sestrojte
cykly, a) které prochdzeji danym bodem, b) které se dotykaji dané
piimky. [a) dloha (ppB), b) dloha (ppp), kde dané dvé telny jsou
po piipad$ imaginédrni.]

Uloha 30. Reste cyklograficky ulohu a) (ppr), b) (pp®r), sestrojiti
kruznici daného poloméru r, kterd krom? toho spliiuje daldf dvé pod-
minky, a to a) p, p; b) p, .

Uloha 31. Podobng fedte wlohy, sestrojiti kruZnici, kterd danou
pfimku (na pf. orientovanou) protinéd v daném dhlu ¢, (déno cos ¢, =
= n), t j. spliuje podminku p? a mimo to dalsi dvé podminky, a to
a) p, p%; b) p?, p?. [Volte na pf. v tloze b):cosp; = —§; §; 454 = -
=1,2,3.

Uloha 82. Zvolte v piedchézejicf Gloze cos p, > -l,'na. Pr. 4, a felte
pak obd dlohy. [Uréete pifsludnou rovinu jeji odchylkou « od 7 podle
vztahu cotg & = cos @.]

b) Uloha Apolloniova. Nyni phkroéime k cyklografickému
Fedeni obecné tlohy Apolloniovy (kkk). Dané kruZnice se
stiedy A,, B;, C, orientujme tfebas nejprve vesmés kladnd
v cykly ay, by, ¢, 2 tyto cykly povaZujme za cyklické praméty
bodi 4, B, C. Abychom vyhovéli podmince dotyku hleda-
nych cykli s cykly aq, by, g, sestrojime podle odst. 5,2, b) tfi
rotadni kuZelové plochy pravoihlé x4, xp, % 8 vrcholy A, B,
C a s fidicimi kfivkami a,, by, ¢, 2 najdeme spoleéné body
téchto ploch. Jejich cyklické priiméty jsou pak hledané doty-
kové cykly. Sezndme, e pfi zvolené orientaci danych kruz-
nic budou tyto cykly dva, n&kdy viak také lmagmé.rni

&) Napfed se zabyvejme v ptpravném obr. 23 jen dvéma
kuZelovymi plochami, a to g, x5, a sestrojme jejich ndrys,
Pfi éemz zvolme za druhou priimétnu spoleénou rovinu sou-
mérnosti obou ploch. ProtoZze obé plochy majf na kazdé své
povrcﬁove piimce spole¢ny ib&%ny bod, nebof lze vidy na
druhé ploée vésti Jednu povrchovou pi{mku rovnobé&inou
8 vytéenou pifmkou prvé plochy,3%) maji spoleénou GbéZnou

30) Takové plochy se nazfvajf rovnobdiné.
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kru¥nici. Zbytek jejich pronikové ¥iry jest kuZelosedka ¢
v roviné ¢, kolmé k spole#né roviné soumérnosti obou ploch,
tak¥e jeji nérys je pfimka a,. Na naSem obraze je kuZelosetka
¢ hyperbolou, protofe m4 reilné body tb&iné, spoledné
s ub&Znou kruznici obou ploch, a to na b&Zné piimee roviny

Obr. 23. Urdeni roviny hyperboly, které leZf na dvou rotadnich ku-
Zelovych plochdch (pravouhlych). )

¢ a na povrchovych piimkdch, na pt. plochy s, které lezi
v roving p, vedené bodem 4 rovnobézné se o. Plidorys kuZe-
losedky ¢ je zndmé g. misto stfedd kruZnic, které se dotykaji
cykll ay, b,.

Uréeme nynf bliZe rovinu o. Jeji pront stopa p° je chorddla
cykld ay, by. Kdyby se totiZ cykly ay, b, protinaly, byla by to
jednodusSe spojnice jejich spoleénych bodd, nebot oba cykly
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leZf prévé v 7. KdyZ se vBak tyto cykly neprotinaji, vyplyvd
tato vlastnost z této souvislosti: Abychom dospéli k né&ja-
kém 1 bodu kuZélosetky ¢, pouijme vyhodné spoleéné vrcho-
lové roviny ploch #,, »s, jejiZ stopa 12 prochézi stopnikem P
vreholové pifmky AB, t. j. sttedem podobnosti cykld a,, b,.
Prisedfk povrchovych ptimek A1, B2, t. j. bod M leic{ na
obou plochdch, mé piidorys M,, ktery je stiedem cyklu m,,
dotykajictho se cykld a,, b, v bodé 1, resp. 2. Prisedik @ teden
cykli a,, b, v bod$ 1, resp. 2, lezi proto na chorddle t&chto
cykld, jak plyne na pf. z vlastnosti t¥f chorddl t¥i kruZnic, zde
cykld m,, ay, by. Ale bod @ je prisedfkem prvnich stop ted-
nych rovin kuZelovych ploch, dotykajicich se jich podél
piimek A1I, resp. B2, tedy prvnim stopnikem teény kuZelo-
selky ¢, a proto lez{ na prvni stopd roviny o, kterd je tudiz
chordélou oykli a,, b,.

Diéle je5té promitejme rovinu o centrdlné z bodu 4 do =
a urdeme jeji 4b&énici, t. j. prvni stopu z° roviny o rovno-
b&%né s rovinou ¢ a prochdzejici A, o niZ jsme se jiz prve zmi-
nili. Pak z rovnosti ihl& ¢ na obrazci zatrZenych — thly ¢
jsou totiZ rovny tdhlim dhlopfidek o, A,B, obdélnika
A,IB,II s jeho stranami — vyplyvd, Ze p,° je poldra stfedu
podobnosti P vzhledem k cyklu a, VZdyt prisedk p,°
8 A,B;, na obraze oznadeny p,? jako nérys stopy z%, a bod P
jsou sdruZené pély vzhledem k cyklu g, tvoiice s body 3, 4
harmonickou &tvefinu bodovou.%)

B) Sestrojime-li nyn.i podobné rovinu o’, které. obsahuje
opét kuZelosedku ¢’ spolednou kuielovym plochdm g4, %,,
bude priisednice 8 obou rovin ¢, ¢’ obsahovati privé ty dva
body 18, 28, které jsou spoledné viem t¥em kuZelovym plo-
chdm. MiiZeme je uréiti jako priisediky pfimky s na pf. s plo-
chou x4; jejich cyklické priméty Fesi tedy Apolloniovu
ilohu pro cykly a,, by, c;-

Centrélni priméty bodii 18, 2§ z bodu 4 do = padnou na
cyklus a, do bodi 7, *T na spojnici 1S, 4,, resp. 25,4,, coZ

%) Viz GV, str. 122.
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znamend, %e body 17, T jsou body dotyku cyklu a, s hleda-
n¥mi cykly (viz ndért na obr. 24).

Stopnik R pHmky s je prisedik stop p°, p*, t.j. prisetik
chorddl cykld a,,b,, resp. ay, ¢, Gili potenéni stfed tdchto
cykli.

Obr. 24. Prasetiky pfimky s s rotaéni plochou kuZelovou — dotyk
jejich cyklickyoh primétt s cyklem a,.

Ubéknik U® pHmky s je prisedik db&#nic p°, 7¢', poldr to
stfedu podobnosti P cyklil a,, by, resp. P’ cykll ay, ¢, tedy
Pl osy podobnosti PP’ danych cyklii 'vzhledem k cyklu a,.

Dospivdme tim z nasich prostorovych vztahd ke klasic-
kému Gergonnovu planimetrickému feSeni Apolloniovy
tlohy.%2)

Vystfidénim orientace danych kruZnic dospéli bychom
k viem osmi vyslednym cyklim, a to ze &tyf kombinaci
znamének danych cykld, protoZe v souhlase s diskus{ plani-

#2) Viz M. rov. k. str. 23 a n.
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metrickou poskytnou vidy dvé kombinace vesmé&s riznych
znamének, na pF. (+—+) a (—+—), touZ dvojici vysledkit,
a to jen opalné orientovanych kruZnic, jak vyplyvé. Ze sou-
mérnosti pHsluinych ploch kuZelovych podle roviny 7.

¥) Bylo by oviem moZno hledati body S, S pfimo v pros-
toru, coZ provedeme v pifpadé, kdy% dané ecykly majf stfedy
na jediné pi¥{mce a kdy planimetricky postup Gergonni’lv
selhdva (obr. 25).
, Dané kruZnice se sttedy 4., B,,C, orientujme v cykly
@, by, ¢y tiebas v pofadi (+——) a volme za druhou pri-
métnu v spolednou rovinu soumérnosti vech ti pﬁsluén)’rch
kuZelovych ploch. KuZelose8ka spoletnd plochdm xy, %, leZi

Obr. 25. Refeni Apolloniovy tlohy, kdy? dané cykly majf st¥edy
na pifmce,
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v rovin& ¢ kolmé k » a kuZelosetka spoletnd plochdm »x,, %,
v roviné ¢’ rovné&Z k v kolmé; jest tedy prisednice g také
kolm4 k ». Jeji ndrys je bod s, v priisedfku o, a 6', a plidoryss,
je kolmice vedend bodem s, k stfedné 4, B,C,. Na s, budou jiz
stfedy 18,, 28, hledanych cykld. Body 1S, 28 sestrojime jako
prisediky pHmky s s plochou na pf. »3. Vedeme-li bodem s,
ndrys rovnobézky plochy x;, jest tsedka 12 polomér této
rovnobéiky; jeji pldorys, t. j. kruZnice opsand z B, polo-
mérem rovnym 12, stanovi jiZ na s; hledané sti'edy 18,, 28,
dvou vyslednych cykli. Podobn® bychom sestrojili i osta.tn.{
dvojice celkového FeSeni.

Uloha 33. Redte cyklograficky zvlaitni tlohy Apolloniovy, a to'
zejména a) (kkp), b) (kkB), c) (kpB), d) (kBB).

Uloha 34. Co je g. m. bodi, jejichg cyklické priméty jsou krunice,
ktoré se dotykaji a) dané kruZnice v jejim deném bod®, b) dané

% v jejim daném bod&? Re3te na zéklad® téchto g m. cyklogra-
fl"ky appovu ilohu (kk ).

Uloha 35. Urtate cyklograficky druhé ohnisko G, ku?elosetky, je-li
déno jedno jejf ohnisko F, a tii jeji body A, B, C. [Z hodu F, opiste
evklas f, jdouci tfebas 4 a na pravodhlé rotatni plose kuZelové
(#1, /o) sestrojte body B, C a piislusné cykly b,, c,. Hledani kuZelo-
sedka jest pidorysem Fezu roviny ¢ = ABC s plochou (F, f,). J pro-
loZzené4 druhé cyklicky promftaci plocha kuZelové (@, g,) uréf ohnisko
G,.] Provedte diskusi ulohy.

Uloha 36. Urdete cyklograficky kuzelosetku, znime-li jeji jedno
ohnisko a jeitd a) dva body a teénu, b) jeden bod a dv& tedny.

Uloha 37. Podobné seatrojte kuZeloseSku, zndme-li jeji ohnisko,
smér osy e mimo to jeits a) dva body, b) bod a teénu.

5,4. Dalsi geometrickd mista bodd v prostoru a plisluiné planimet-
rické dlohy. a) Pro feSenf dalsich planimetrickych loh uZitim
oyklického promitdni bude vyhodné odvoditi jestd dalsf
geometrickd mista bodd v prostoru, ziskand spojenim dvou
jednoduchych podminek, kterymi jsme urlovali skupiny
cykla v odst. 5,2, po pfipadd Zavedenim jestd jiné podminky
pro Zédané cykly.

o) G.m. bodil, jejichZ cyklickym primétem jsou kru¥nice,
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které protinaji dv& pfHimky p, ¢ dané vz v stejnych dhlech,
jsou dvé roviny soumérnosti !¢, 20 pfimek 7, g, k sobé kol-
mé a kolmé k ». PFitom miZe byti podle odst. 5,1, ¢), B)
thel @ také imagindrni. P¥i orientovanych pfimkéch p, ¢ jest
oviem g.m. jen jedna jejich rovina soumérnosti . Dikaz
vty je zfejmy z vlastnosti cykll, které ndlezéji cyklickym:
polim stejnych moduld.

Obr. 268. Geom. misto stfedi cykld, které protinaji pimky p, ¢
v thblech, jejichz kosiny majf dany pcmér.

f) Mé&jme nyni v xx dvé orientované pfimky p, g (obr. 26),
z nichZ prvni je profata cyklem ky(K,, r) v dhlu ¢, tak, e
€08 @, = m,, a druh4 tymZ cyklem v dhlu ¢,, pro n&jZ cos g, =
= n,. Na obraze jsou thly ¢, a @, reilné. Pomér
KP K oy o
k :—:'—-=K1P:K1Q=n1:n2==

CO8 @, : COS @, =

je tedy roven poméru vzdélenosti K, od pfimek p,q. Spojime-li
tedy K, s priseé{kem O ptimek p, g pfimkou g,, majf viecky
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jeji body a Zadny jiny bod pomér vzdélenostf od p, ¢ roven k.
Cislo k uddvé také délicf pomér pHimky o, k ptHimkém p, g,
nebot

sin pa, sin q01 KP:KQ=rFk

Plati tedy v&ta: G. m. bodd, jejiché cyklickym primétem jsou
cykly, které protinajt dv€ pfimky (orientované) p, q dané v »

s

Obr. 27. Cykly, které maji s cyklem %, spoledné tedny svirajiof dany
tGhel @.

v dhlech, jejicht kosiny maji dany pomér k, jest rovina o kolmd
k'n, jeji£ pidorys o, je uréen délicim pomérem (pgo,) = k.

) Déle zvolme v 7z cyklus koK), r) a sestrojme z bodu P
k nému tedny, které necht tvofi thel ¢ (obr. 27). Spojnice PK
jest pfimka a a jeji body se zobrazuji v cykly, tvofici linedrni
cyklickou fadu, a jejich spoledné teény s cyklem k, jsou se-
strojené teény. Sestrojime-li tedy kruZnici m ze stfedu K,
a polomérem K,P a prolotfme-li ji plochu kufelovou
s vrecholem K, maji viecky body této plochy tu vlastnost, Ze

1
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jejich cyklické priiméty jsou cykly, jejichZ spoleiné tedny
s cyklem %, tvoFi dhly rovné ¢. A také kazdy cyklus a,, jehoz
spoleéné teény s cyklem %, sviraji tihel velikosti ¢, je cyklic-
kym priimétem bodu A4, ktery nileZi plose », nebot spojnice
AK urduje vidy pHmku plochy x». Tim jsme dokézali vétu:
@. m. bodil, jejich? cyklickym primétem jsou cykly, které majt
s cyklem k, dangm v 7 spoleéné leény svirajict dany vhel @, je
plocha kuzelovd s vrcholem K, jejiZ Fidict kruZnice v x obsakuje.
body, z nichZ vedend teény k cyklu ky svirajt ihel rovny @.

b) ReSme nyni tuto dlohu: V x jsou ddny t¥i orientované
pfimky p, ¢, r a cyklus k,. Mdme sestrojiti cyklus, ktery pro-
tind dané pfimky v thlech, jejichZz kosiny jsou v poméru:
COS @y : COS @, : cos pg = 3 : (—2) : 6, a jehoZ tetny spoleéné
s cyklem k, sviraji iihel ¢ ==120° (obr. 28).

PouZijeme g. m. bodii odvozenych v tomto odst. sub a), §),
a to dvakrite, a sub a), ») a sestrojime priseéiky X, Y pid-
slu¥nych dvou rovin ¢, 6’ a kuZelové plochy x; cykly z,, ¥,
zobrazujici body X, ¥ jsou pak hledané cykly.

Konstrukce: Pidorys roviny o, kolmé k 7, pro piimky p, r
a pomér kosind Ghli 3 : 6 dostaneme takto: Naneseme od
prisediku @ t&chto pfimek libovolnou tsedku @I na r a tised-
ku Q2 = 2. QI na p v pHsluSném smyslu, vedeme body 1, 2
rovnob&Zky s p, resp. r, které se protinaji v bod& R, a spojime
@ s R; spojnice QR = ¢,. Viimnéme si, Ze bod R leZ{ v kladné
polovinég jak vzhledem k orientované pifmce p, tak vzhledem
k orientované piimce r, coz vyhovuje kladnému poméru
kosinti Ghld @;. To také rozhodovalo o smyslu, v jakém
jsme nanddeli usedky @1, @2. Podobné sestrojime pidorys
roviny ¢’ pro piimky g, r a pfisluiny pomér kosint thli, zde
zdporny, hodnoty — 2 : 6. PouZijeme tsetek PIl', P3 =
= 3. P1 a bodu R’; spojnice PR’ = ¢’,. Pidorys priisednice
8 rovin ¢, ¢’ obsahuje pidorysy hledanych bodl; ty jsou
X, =Y, =s.

A
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Pak sestrojime v daném cyklu k&, dva jeho poloméry K, I,
K IT svirajici tihel @, v bodech I, I tedny cyklu k, a jejich
priseéik M. Timto bodem prochdzi kruZnice m(K,), ¥dicf
kruZnice kuzelové plochy x, kterd m4 vrchol K.

Obr. 28. Cyklus, ktery protinéd pimky p, ¢, 7 v thlech, jejich? kosiny
jsou v daném poméru, a jehoZ teiny spoledné s cyklem k, sviraji
tihel ¢.

Abychom uréili prisedfky X,Y piHmky s s plochou #,
sklopime rovinu (s, K) do 7, a v priseéicich sklopené pfimky
(8) a sklopenych povrchovych pimek kuZele dostdvédme
sklopené body (X),(Y). Jimi prochdzeji hledané -cykly
Zg, Yo, Spolu soustfedné, se stfedem v X =

V nafem piipadd protind jen cyklus Z véecky tfi dané
piimky redlns, kdezto cyklus y, protind jen pfmku g redln§
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v Ghlu @,. Jest totiZ cos @, asi — §4, takZe cos ¢, musi byti
asi § .33 = 4% acos g, asi 3 .44 =43; tedy jsou obé hod-
noty vétsi nez 1. Pro Ghel cyklu z, s piimkou g vychézi
cos @,’ zhruba — , tak¥e cos @," jeasi § .1 = £ a |cos ¢5|
asi 3.} = §, oba tedy mensi nez 1.

Uloha 38. V 7 jsou dény &tyti orientované piimky gui=1..,4.
Uréete cyklus, ktery protind prvni tfi piimky v dhlech @, pro né
cos@ tcos@;icospy =2:(—3):1, a piimku a, v ihblu, jehol
cos @, = — 4.

Uloha 39. V n jsou dény dvé orientované piimky p, ¢ a cyklus k,.

Bestrojte cyklus, ktery se dotyka p, ¢ a jehoZ teény spoledné s cyklem
ko sviraji dany Ghel.

Uloha 40. Pro dané witvary v pedchézejlci wiloze sestrojte cyklus,
ktery se p dotyké, q protiné v ihlu daném jeho kosinem a jehoZ teiny
spoleéné s k, svirajf dany uhel.

5,5. Svazky a sit§ kruZnic. a) Zvolme v 7z svazek kruZnic se
zékladnimi body U, V (obr. 29). Podle véty odst. 5,2, a) do-
staneme g. m. bodd, jejichZ eyklickym priimétem jsou kruz-
nice tohoto svazku, jako kfivku spolednou dvéma kuZelovym
plochém pravoidhlym x,, %, 8 vrcholy U, V. Jejich pronikovd
¢dra jest (mimo ubéinou kruZnici) opét jako v obecnéjsim
piipadé, popsaném v odst. 5,3, b), «), hyperbola k%, a to pii
zvlastni poloze shodnych kuzelovych ploch sy, », rovnooss,
kterd lezi v rovind soumérnosti bodd U, V, jeZ je také rovi-
nou soumé&rnosti obou ploch. O tom se lze pfesvédiiti snadno
i analyticky zavedenim pravoihlych os soufadnicovych z, z
ve zminéné roviné soumérnosti. Osu z zvolme v 7z v ose sou-
mérnosti bodd U, V a osu z v kolmici, vztyéené k » ve stfedu
O tsetky UV. Pidorys M, libovolného bodu M kfivky le#i
na z, takie OM; = x) a polomér kruZnice my(M,, M,U) jest
roven zy se znaménkem urdenym orientaci kruZnice m,,.
Ozna¢ime-li délku |OU| = |OV| = a, pak vyplyvé piimo
z pravodhlého trojihelnika M, UO vztah 22 — 22 = a?, coi je
rovnice hyperboly k. Nejmens{ kruZnice a,(0, a) svazku (UV)
zobrazuje cyklicky vrcholy 4, B hyperboly . .
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OpfSeme-li déle z bodu N,, libovolné zvoleného na spojnici
UV, kruZnici n,, kterd protini orthogondln& kruZnici g,
a tedy i ostatni kru¥nice svazku (UV), jest jeji polomér
N == zy, a to + nebo — pro dva body N v prostoru sou-
mérné sdruZené podles. Zavedeme-li vroviné kz kolmé a pro-

Obr. 29. Orthogonélni svazky kruinic — eyklicky primst dvou
hyperbol.

loZené pfimkou UV soustavusoufadnic y,z, pfifem?lez{osa y

v piimece UV, jest ON, = yy. Z pravouhléhq trojuhelnika
N,OT plyne pak vztah: y> — 22 = a2, coZ je rovmice g. m.
bodﬁ jejichZ cyklickym primétem jsou kruZnice svazku,
protinajici orthogondlné kruZnice diivéjstho svazku (UV).2?)

Je to opét rovnoosé hyperbola % v rovin& (yz) s vrcholy
83) Viz M. rov. k. str. 44 an.
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v bodech U, V. Na obrazci je &erchovand vyrysovédna hy-
perbola % po sklopeni do xx kolem osy ¥ a je soudasné obra-
zem hyperboly 4, sklopené do 7 kolem osy z.

Celkem dostdvdme tedy tento vysledek: Duva svazky krus-
nic v 7 protinajicich se navzdjem orthogondIné jsou cyklickym
prismétem bodd, které tvott dvé rovnoosé hyperboly v rovindch
k s0bé kolmgch a kolmych k 7, jejichZ osy jsou v osdch obou
svazkid. Redlné zdkladni body jednoho svazku jsou vrcholy
hyperboly, jejiz body maji cyklické obrazy v kruZnicich
druhého svazku; krajni body imagindrni osy této hyperboly
jsou vrcholy druhé hyperboly a jeji body maji cyklické
obrazy v krunicich prvého svazku,
~ Z rovnic obou hyperbol, které jsme odvodili v rovindch
(22) a (yz), plyne také naopak, Ze rovnoosé hyperboly % a %
uréuji cyklickym primétem svych bodi dva svazky vza-
jemné& orthogonélnich, kruZnic se zékla,dniml body redlnymi,
resp. imagindrnimi.

b) Pozorujme nym obr. 29 se zietelem ke kruZnici a,.

«), Hyperbela & obsahuje body, jejichZ cyklickym primé-
tem jsou kruZnice svazku se stfedy na priméru UV, které
protinaji a, orthogonélné. Rotaci této hyperboly kolem osy z
vznikne plocha rotaéniho rovnoosého hyperboloidu jednodilného
8 hrdlem a, jakoZto g. m. bodd, jejich¥ cyklickym primétem
jsou kruénice, které protinajl kruinici a, orthogondingé.

Souhrn viech téchto kruZnic se nazyva sit kruZnic, a je
urena v x zdkladni kruZnici @, kterou protinaj{ kruZnice
sitd orthogondln&. Sit kruznic obsahuje nekoneéné mnoho
svazkil kruZnic, z nich? je tplné sloZena.

Ale z vlastnosti plochy rotaéniho jednodilného hyperbo-
loidu, ktery je plochou pfimkovou (viz vyklad kap. 2,
odst. 2,2), mizeme tuto sit kruZnic odvoditi jinak, a to z ne-
séislného mnoZstvi linedrnich ¥ad kruZnic (cykld obojf orien-
tace) takto: Mysleme si v libovolném bodé H hrdla hyperbo-
loidu (obr. 30) jeho te¢nou rovinu 7, tedy kolmou k 7, a v nf
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dvé piimky plochy p, ¢. Jejich odchylky od 7 jsou rovny 45°
a piimky jsou soumérng sdruzené podle roviny 7. Cyklickym
primétem jejich bodi jest proto dotykovy svazek kruZnie,
které majf stfedy na p, = q, aspoleény bod dotyku H; obsahujf
dvé linedrni fady dotykovych cykld, které protinaji kruZnici
a, orthogondlné. Rotaci pimky p, resp. ¢, kolem osy 2z
vznikne nd8 hyperboloid. Celkem tedy poskytuji linedrnf
tady dotykovych eykld, které cyklicky zobrazujf jednak
pimky plochy jedné soustavy, a fady cykld, které zobrazuji
piimky druhé soustavy, celou sit kruZnic ke kruZmici a,
orthogondlnich. . '

B) Hyperbola % obsahuje body, jejichz cyklickym pri-
métem jsou kruZnice svazku (UV), které plli kruZnici a,
neboli které protinaji a, diametrdlng. Rotaci hyperboly &
kolem osy z vznikne plocha rotatniho rovnoosého hyperboloidu
dvojdilného 8 vreholy na ose z a s redlnou osou, kterd se
rovnd délce UV, jakoito g. m. bodd, jejichZ cyklickym pril-
méem jsou kru¥nice, které protinajt krusnici a, diametrdlnd.
Tvof opét sif kruZnie, stanovenou zdkladni krufnici a, a
podminkou diametrdiniho protindni této kruZnice.

¥) Ze svazku kruinic (UV) (obr. 29) miZeme dospéti
k jiné soustavé kruinic v s, posouvéme-li svazek v & ve
sméru UV. Vznikly nekone¥ny podet svazki kruZnic poskyt-

Obr. 30. Cykly, které prolti.naji Obr, 31. Cykly, které protina
kruZnici @, orthogonélns. kruZnice & diametralnd.
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ne soustavu kru¥nic, které vytinaj{ na ptimce y t&tivy st4lé
délky rovné UV. Myslime-li si, Ze se posouv4 soudasné i hy-
perbola £, jejiz body zobrazuje cyklicky nés svazek kruinic,
miiZzeme prosloviti vétu: G. m. bodd, jejichs cyklickym pri-
mélem jsou krufnice soustavy uréené pFimkou y a podminkou;
Ze maj'i vytinati na y t&tivy dané délky, jest hyperbolickd vdl-
covd plocha, jejiz Fidiei k¥ivkou je hyperbola % a jejiZ povr-
chové piimky maji smér y.

d) Jak vidime, jsou pfifadény k sftim kruznic sub o), B)
i k soustavé kruZnic sub y) v prostoru body, které vypliujf
plochu. Takové soustavy kruZnic v roviné se nazyvaji kon-
gruence krufnic. 1 eyklické pole je takovou kongruenci. Sit
kruZnic je mezi kongruenci vyznadena vlastnosti, Ze jeji
-kruZnice, které prochédzeji danym bodem, tvoif svazek.

Jinou jednoduchou kongruenci kru#nic v 7z poskytne cyk-
licky priimét bodd plochy kulové x, kters m4 v kruZnici &(S)
dané v 7 sviij rovnik (obr. 31). Vedeme-li pidorysem M, libo-
volného bodu M plochy kulové tétivi rovniku k, kolmou
k spojnici SM,, urduje svou délkou 12 primér piisludného
cyklu m, (na obraze je m, kladného smyslu, tedy M je nad z);
cyklus my jest kruZnic{ k rozpiillen. Naopak je ka%d4 kruZnice
mg, pllend danou kruinici %, cyklickym primeétem dvou
bodi M, M’ spolu soumérnych podle 7, které leZ{ na plose ku-
lové ». Proto g. m. bodd, jejichZ cyklickgm primétem jsou
krufnice plilené kruinict k danou v 7, neboli kieré kru¥nice
k protind diametrdlné, je plocha kulovd, sestrojend nad kruz-
nict k jako rovnikem. (Srovnej s obr. 9.)

¢) Podle v&t odvozenyeh v tomto odstavei feSme nyni
prostorové jako piiklad nékteré planimetrické dlohy.

a) V 7 jsou ddny dvé orientované pHmky p, ¢ a kruZnice
k(S). Mdme sestrojiti cyklus, ktery- se dotyks pi'lmek P, q
a ktery protind kolmo kruZnici k. (Uloha ppk?; viz pozn.29.)

Vime, Ze cykly, které se dotykaji p, g, tvoii linedrni cyk-
lickou i-a.du, kterd zobrazuje body piHmky a, uréené stopni-
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kem P v prisediku p,q a bodem A4, jehoZ oyklickym pri-
métem je zvoleny cyklus ag,, dotykajici se p, g. Vyhleddme
proto v prostoru priisediky X, Y pifmky a s rotaénim hyper-
boloidem, uréenym kruZnici ¥ podle odst. b),«). Hledané
eykly z,, y, jsou cyklické pruiméty bodd X, Y.

Konstrukce: PHimkou a proloZime rovinu &« kolmou k =z,
kterd protne zminény hyperboloid v rovnoosé hyperbole 4*,
a nalezneme prisedfky X, Y pfimky a s hyperbolou 2*. Za
tim 1idelem sklopime rovinu &« s pfimkou a i s hyperbolou A*
do 7z a pouZijeme vyhodné stfedové kolineace hyperboly A*
8 kruZnicf #’, sestrojenou nad hlavni osou UV hyperboly A*
jeko nad primérem (obr. 32). Vrehol U, jakoZto bod dotykus
obou kfivek povaZujme za stfed kolineace a tudiZ tetnu ve

Obr. 32. Priusetiky pfimky a s rotadnim hypérboloidem — cykly,
které se dotykaji dvou danych piimek a které protinaji kolmo danou
kruZniei.
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vrcholu ¥V za osu kolineace o.. Myslime-li si bodem U paprsky
kolineace svirajici s UV dhel 45°, tedy prqchizejici dbdi-
nymi body hyperboly k*, sezndvime, Ze sdrufené body na A’
jsou body ', 2’, krajni to bpdy sklopené vedlejsi osy hyper-
boly h*; spojnice 1'2’ je tedy ub&Znici kolineace u;. Protoze
hleddme prisetiky pimky (a) s k*, sestrojime napied pHm-
ku a’, kolinedrné sdruZenou s (a), a to uZitim samodruZného
bodu 7 na o a ibé&Zniku I7 na uz. Bod 1] je priseéik paprsku
kolineace UII, k (a) rovnob&Zného, s ib&Znici uz. PHimka a’
protind A’ v bodech X’, Y’, kolinedrng sdruZenych s hleda-
nymi body (X), (Y), které dostavédme na (a) a na paprscich
kolineace UX', resp. UY".

Protind-li rovina & hrdlo k, vychézeji vrcholy U, V v a,
oviem na k. Kdyby pidorys piimky @ neprotinal hrdlo a
vrcholy U, V by tedy nevysly v 7, coz by znamenalo, Ze je
hlavni osa hyperboly kolmé k =z, sestrojili bychom délku
této osy a tim urdili hyperbolu tak jako v obr. 12 v kapit. 3,
odst. 3,2, b).

B) V z jsou ddny dvé kruZnice %(10, ir), %(20, 2r) a orien-
tovand piimka p. Mdme sestrojiti cyklus, ktery protind
1% i 2% diemetrdlng a pHmku p v ihlu @, kdy% cosp = n
(na pf. = — 1). Médme tedy Fediti ulohu (k%k%p®) z M. rov. k.
(Viz pozn. 29.)

Nejdfive prostorové dokdZeme, Ze cykly (kruznice) k, které
protinaji dvé kruznice %, 2k diametrdlné, tvoii svazek kruz-
nic se zékladnimi body vidycky redlnymi, jeZ lezi na stfedné
kruZnic 1k, 2k.34)

Podle vty odst. b), 8) jsou kruZnice k cyklickym prﬁmé-
tem bodd spoleénych plochdém dvou rovnoosych rotaénich
hyperboloidi dvojdilnych 1, 2%¢ s redlnymi osami kolmymi
k n, se sttedy v bodech 0, resp. 20, a s poloosami délek 7,
resp. %r. Pronikové ¢éra mimo tibéZnou kruZnici, jeZ je spo-
le#nd i obéma shodnym asymptotickym kuZelovym plochdm

3) Srovnej M. rov. k., str. 46.
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hyperboloidd 1,2, jest kuZelosetka v rovind o, kolmé
k stfedné 10%0,,nebot maji plochy x, 2x dvé spoletné roviny
soumsérnosti, a to rovinu 7 & rovinu obsahujic{ spojnici 1020,
kolmou k 7; i majf tedy také spoleénou osu, priiseénici obou
rovin soumé&rnosti, t. j. pfimku 10%0. Je proto rovina g kolmd
k této pfimce. Ale kuZelosetka v roviné ¢, nileZejici obéma
hyperboloidiim, jest hyperbela %, odvozend v odst. a), jejiz
body maji cyklicky priimét v kruznicich svazku (U, V), se
zékladnimi body redlnymi, jak jsme méli dokézati.

Nyni se vratmeé k Fe3eni tlohy. ProtoZe g. m. bod#, jejich
cyklicky priumét jsou cykly protinajici orientovanou pfimku
p v tihlech velikosti ¢, jest rovina g 8 odchylkou « a, modulem
cotg x = cos ¢ (viz odst. 5,2, x), vyhleddme prisediky X, ¥
hyperboly % v roviné o s rovinou g, t. j. spole¢né body hyper-

gzs,

Obr. 33. Cyklus, ktery protina kruznice 'k, 2k diametrdlng a pfimku p
v thlu ¢.
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boly % a priisetnice s rovin @, g. Cyklicky primé&t z,, y, bod&
X, Y poskytuje jiz hledané ¢ykly.

Konstrukce (obr. 33): Nejprve sestrojme plidorys roviny o,
pfimku ¢, kolmou k 10?0. Vedeme ji bodem R,, ktery je
stfedem kruZnice r, protinajici 'k a %k diametrédlné v bodech
1,2, resp. 3,4, a stfednou téchto kruinic v bodech U,V.
Pfitom jsou body 1, 2 a 3, 4 krajni body priméru kruZnice 'k,
resp. 2k, kolmého k stfedné, a body U, V zdkladn{ body svaz-
ku kruZnic, které 1k a 2k protinaji diametrdlné. Pak uréime
rovinu g, prochézejici stopou p? == p, a to je3t& hlavni piim-
kou %¢ s pomoci modulu roviny g, aby cotgx = — }. Na
obr. bylo pouZito sklopeného trojihelnika I(H)H,, v némi
odvésna IH, m4 délku zvolené jednotky a odvésna H,(H) =
= zg délku 4 takovych jednotek. (Srovn. obr. 22.) Pidorys
priiseénice s rovin g, o je piimka 8, = o,; pfimku s pak uréi-
me jejim stopnfkem P = (p . 0,) a bodem H’, jehoZ ptdorys
H'| = (b°. 0,). Kone¥né sklopime rovinu ¢ s hyperbolou »
a pfimkou s do 7, abychom sestrojili priise¢iky s a &, coZ pro-
vedeme tfebas uZitim kolineace hyperboly (k) s krugnici r
(R,, R,U) podle obr. 32, Dokonéeni konstrukee jest jiz jasné
z obrazce.

.9) Vx je ddna kru¥nice &(0), mimo ni bod P a orientovand
pHmka g. Mdme sestrojiti cyklus daného poloméru r, ktery
urduje s kruZnici k chorddlu prochazejici bodem P a ktery se
dotykd pfmky gq.

1. Necht lezi bod P nejprve vné kruZnice k (obr. 34). Je-li
pfimka a, prochézejici bodem P a sekouci k v bodech 1, 2,
chorddlou kruZnice k 2 jedné kruZnice my(M,, r), pak sele
kruZnice p, sestrojens ze stfedu P a protinajici k¥ orthogondl-
né, i kruZnici m, v pravém tdhlu. Naopak kazd4 kruZnice m,
(zde daného poloméru r), kters sede orthogonalné kruZnici p,
urduje s kruZnici k chordélu, kterd prochédzi bodem P, pro-
toZe bod P mé stejnou mocnost M ke kruZnici k i m,, rovnu

PT2, t. j. dtverci délky tedny vedené z P ke k. Protoze pak
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body, jejichZ cyklickym primétem jsou kruZnice protinajici
p orthogondlnd, tvof rovnoosy rotaéni hyperboloid jedno-
dilny #, jehoZ hrdlem je kruZnice p, zobrazuji cykly m, da-
ného poloméru r ty body plochy x, které jsou vzddleny od =
o délku +r, tedy body dvou shodnych kruZnic (rovnobézek)
plochy », le#{cich Y rovindch rovnobéinych s 7 a vzdélenych

Obr. 34. Cyklus daného polomé&ru, ktery uréuje s kruZniei k chordélu
prochézejici bodem P a ktery se dotykd pfimky g¢.

od 7z o délku 4 ». Splyvajici stfedy vidy dvou cykli m, vy-
pliiuji v = kruznici m,, piidorys onéch dvou rovnobéZek; tato
kruZnice je soustfedns s p a m4 polomér PM, = VPT_’ + 72

Abychom jeité vyhovdli podmince, Ze se hledany cyklus
daného poloméru m4 dotykati piimky-g, proloZime touto
piimkou rovinu g 8 odchylkou & = 45° a urdime v g jeji

hlavni pffmku %, kterd m4 pidorys A,, vzddleny od ¢ v klad-
ném smyslu o délku r.
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Prisedik kruZnice m, a pHmky A, jsou body X,, Y,, stiedy
hledanych cyklf x, yo, na naSem obraze redlnych.

2. V&imnéme si je¥té pfipadu, kdyZ lezi dany bod P uvniti
dané kruZnice % (obr. 35). Pak je mo#no z bodu P sestrojiti
kruZnici p polomérem PT, kterou kru¥nice k¥ protiné dia-

Obr. 35. KruZnice, které urduji s kruZnici k¥ chorddly prochézejici
bodem P.

metrdlné. Ale potom i kaid4 kruinice m,, kterd stanovi
s kruZnici k chord4lu 12 prochdzejici P, protind p diametrdIng
a zase i naopak. ProtoZe body, jejich# cyklickym primétem
jsou kruZnice, které protinaji p diametrilng, vypliuji rovno-
osy rotaén{ hyperboloid dvojdilny »’, jehoZ hlavni osa kolm4
k 7z m4 délku 2 . PT, zobrazuji cykly m, daného poloméru r
ty body plochy #', které na ni tvoi opét shodné kruZnice
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v rovindch s 7z rovnob&Znych, majicioh od = vzdélenost 4 r.
A'stiedy M, téchto cykld urtuji v z opét kruZnici m,, sou-
stfedhou s p, jejiz polomér PM, = Vr” — PT*. Aby kruz-
nice m, byla redlnd, musi byti r > PT, jak je vidéti hned na
ploge x’, mé-li na ni vzniknouti ve vzdélenosti od 7 rovné 4 r
redlnd rovnobétka, v meznim pfpadd oviem s polomérem
nulovym

Pozndmka k predchézejicimu piikladu: KruZnice k a bod P
podmmkou aby chordéla kaZdého hledaného cyklu a kruz-
nice k& prochédzela bodem P, urduj{ kruZnici p, kterou bud k.
protiné orthogondalh&, anebo kterd je kruZnici. k-diametrdlng
protata, coZ zdleZi na poloze bodu P vzhledem ke kruZnici k.
Oznaéme tuto podminku (k?).

Jeou-li tedy ddny dvé kruZnice %, 2k a dva body P, @,
miizeme hledati cykly m, takové, aby uréovaly s 'k a 2k chor-
déily tak, Ze chordédla vidy m, a % prochizi bodem P a Ze
chorddla m, a 2k prochézi vidy @, t. j. které vyhovuji dvéma
podminkdm (kE).

Z vlastnosti prostorovych ttvard, jejich% body jsou zobra-
zeny vz cykly m,, je patrno, Ze tyto cykly tvofi svazek kruz-
nic se stfedy na pfmce kolmé k spojnici P@).3%)

Podminka (k®) jest zobecndnim podminky diametrdlniho
protindni kruZnice k hledanymi cykly, nebot udinime-li dany
bod P stiedem kru#nice k, dosp&jeme k podmince (k9), dia-
metrdlntho protnuti kruZnice k.

A také spojeni podminky (k%) s podminkou (k%) nebo k°
(orthogoné,lniho protnuti) vede opét k svazku kruznice v z, -
takZe moZno vyloZenym zplisobem Fesiti i dlohy o kruznicich
obecnéjsi povahy, neZ bny dlohy uvedené v M. rov. k. na
str. 16.

7/

36) Viz té% dakaz provedeny projektivni geometrii v &lanku
F. Kadefdvka: Sestrojeni kruZnic za danych podminek, P#loha k Cas.
JOMF, XX (1912), str. 71 a n.
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Uloha 41. Sestrojte cyklus, ktery se dotykd dvou orientovanych
piimek danych v z a protina diametralnd dany cyklus. [leohappkd.]

Uloha 42. V 7 jsou dany dvé krutnice 1k, % a orientované pimba p;
seatrojte cyklus, ktery protiné ki 2k orthogonélng a ktery se dotyké p.
[Uloha k%p.]

Uloha 43. Reste tlohy 41, 42 s tou zmd&nou, %e dené piimky majf
byti protaty v thlu p, ktery je dan svym kosinem. [Ulohy k%®p?,
ko%%p®.]

Uloha 44. Sestrojte cyklus, ktery jednu danou krugnici protiné
orthogonélnd, druhou diameétrélné a bud a) se dotykd dané pﬂmky P,
nebo b) protind p v daném thlu (cos @ = n). [Ulohy k%%p, Ic°lc ?.]

Uloha 45. Sestrojte cyklus, ktery protind jednu danou kruZnici

orthogonding, druhou diemetrdlnd a tfeti tak, aby jeho chordéla
8 touto kruZnici prochézela danym bodem.

Uloha 46. V linearni cyklické fads, dané dvéma cykly a,, b,, na-
16zti cyklus, ktery pfimmku p danou v s protiné v tisetce dané délky.
[Prisetiky piimky s hyperbolickou vélcovou plochou.]

Uloha 471. Jakou plochu vytvoii body, jejichz cyklicky pramét
jsou cykly, protinajicf kruZnici k¥ danou v = tak, Ze tétivy spoleéné
cyklim a kruZnici k majf danou délku. [Plocha 4. stupné.]

Uloka 48. V line4rni cyklické #ad®, dané stfedem podobnosti
a cyklem, sestrojiti cyklus, ktery je kruZnici & danou v 7z protat
diametrilnd. [Prasetiky pfimky s kulovou plochou nad rovnikem k.]

Uloha 49. Uzitim kulové plochy feSte dlohu: Sestrojiti kruZnici,
které protind diametraln® tii kruZnice dané v x.

5,6. KruZnice protaté v daném dhlu. a) Pfedeviim odvodme
g. m. bodd, jejichZ cyklickym primétem jsou kruZnice, které
protinaji danou kruZnici (O, r) v daném thlu ¢.

Na obr. 36 orientujme kruZnici & danou v r v cyklus k&,
tiebas kladné a zvolme na ni bod 4. V ndm sestrojme cyklus

my(M,), ktery sede k v uhlugp — im. Takovych cykli jest ne-
kone&né mnoho. Dotykaji se v bodé 4 pHmky m, takZe jejich
stfedy M, vypliuji pfimku p,, kolinou k m. Body M v prosto-
ru prl.i'adéne cyklim m, leZi na p¥imece p, kterd mé stopnik
v bodé 4 a odchylku od z rovnou .45°. Opisuje-li bod A4
-cyklus k,, ot4d se piimka p kolem osy o, kterd prochdzi
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bodem O a je kolm4 k x. Pfitom vytvoii piimka p plochu
rota¢nfho hyperboloidu jednodilného x» o ose o. Jeito od-
chylka od = tvoficich pfimek p je rovna 45°, jest hyperbo-
loid » rovnoosy. PFimka m je prvn{ stopou roviny t = (mp),
kterd je tednou rovinou plochy » a dotykd se ji v ib&iném
bod$ pifmky p. Rovina v protind toti¥ plochu » krom$

Obr. 368. Kruznice, které protinajf cyklus k, v uiblu ¢.

pHmky p jestd v piimce g, soumérné s pfimkou p podle po-
lednikové roviny g, rovnobé#né s p; jest tedy pifmka g rovno-
bénd s p a Gbéiny bod pimek 7, ¢ jest dotykovym bodem
7 8 #. Dotiykd se tedy rovine 7 i kuZelové plochy asymptotic-
ké ndleZejicl ploSe », a to podél pi{mky 1p, kterd mé stopnik
14 na m. Cyklus l,, soustfedny s & a dotykajici se m vbodél4,
poskytuje tedy kruZnici asymptotické kuZelové plochy,
kterd lezi v . Polomér 0'4 je roven.r cos ¢, jak vyplyva
z pravoihlého trojihelnika OA'4, ktery mé pfi vrcholu O
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tihel velikosti @. K cyklu l; je cyklograficky pfifadén v prosto-
ru bod L, jakoZto vrchol asymptotické kuzelové plochy a ja-

kozto stfed plochy x. Usetka OI na kolmici vedené z O k p
uréuje polomér hrdla plochy » a tedy i délku poloosy a této
plochy; plati

' a = O,I = rsing.

Tim jg plocha % Gplné urdena.

Kdybychom orientovali danou kru¥nici k& zdporné, dospdli
bychom ste]nym postupem k ploe rotadnfho hyperboloidu
»*, kterd je soumérnd s plochou » podle roviny 7, tak¥e obd
plochy maji v 7z spoleénou rovnobézku k. A viecky body
ploch x,»%* maji svym cyklickym primétem oykly, které
protinaji k v iihlu velikosti ¢, a oviem jedin& tyto body.

Mizeme tedy prosloviti vétu: G. m. bodi, jejich£ cyklickym
priimélem jsou kruznice, kieré kruZnici k(r) danou v x protinaji
v dhlech velikosti ¢, jsou plochy dvou rotaénich jednodilnych
hyperboloidi rovnoosyjch se spoleénou rovnobétkou k, mwhi
stfed jest od n vzddlen o délku 4 r cos @ a jejichZ poloosa md
délku a = r sin @.

Zvldstnt pFipady.

1. Pro ¢ = 90°, t. ). pro kruznice, které protinaji danou
kruznici orthogonélné, dostaneme plochu hyperboloidu, je-
jim% hrdlem je dané, kruZnice ve shodé& s vétou odst. 5,5, b, ).

2. Pro ¢ =0, t. j. pfi dotyku kru¥nic s danou kruZnicf,
pfejdou plochy x, x* v rotaéni kuZelové plochy, odvozené
v odst. 5,2, b).

3. JestliZe se polomér dané kruZnice stane nekonedng veli-
kym, takZe pfejde dand kruZnice v piimku, zméni se plochy
%, %* v roviny. To bychom mohli ukdzati limitnim pfecho-
dem, sledujicim vztah tedné roviny ploch hyperboloidi
o stopd m; dokdzali jsme viak vdtu jiz samostatnd v odst.
5,2, c).

b) Uzitim prdvé odvozené véty miiZeme nynf cyklogra.-
ficky fekiti zobecnénou Apolloniovu dlohu (kekoke), t. j. se-
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strojiti kruZnici, kterd dané tfi kruZnice ¥; protind v uhlech
velikosti @i, ¢ = 1, 2, 3. (Srovn. planimetrické FeSeni v M.
rov. k., str. 91 a n.) Zde pijde obecns o sestrojen{ priisedikt
t¥ hyperboloidii x;.

&) V pipravném obr. 37 viimneme si nejprve pronikové
tary dvou ploch x,, x,, pouZitych pro dané kruznice ay(4,, r,),

Obr. 37. Uréeni roviny hyperboly, kterd lezi na.dvou rotadnich
jednodilnych hyperboloidech (rovnoosych).

by(B,, r,) pti danych Ghlech ¢, resp. @,, kdyZ obé kruZnice
orientujeme, a to na pf. kladné.

Druhou primétnu zvolme v roviné soumérnosti obou
ploch. V 7z sestrojme cykly i, 2,, soustfedné a souhlasné
orientované s cykly a,, resp. by, a to s poloméry r, cos @,,
resp. r,cos @,; poskytuji kruinice, ndle¥ejici p¥isluinym
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agymptotickym plochdm kuZelovym s vrcholy L. resp. 2L.
Na obraze je sestrojen jejich nérys1L, a 2L,. Spoleénd Gbé¥nd
kruZnice téchto kuZelovych ploch ndlezi téZ plochdm ,, x,,
takZe dalsf ¢astf pronikové d4ry ploch x,, x, je kuZelosedka ¢
leZici v roviné g, kolmé k spoleéné roviné soumérnosti obou
ploch, tedy kolmé k druhé primétné. KuZelosetka ¢ je po-
dobné s pronikovou darou ¢’ asymptotickych kuZelovych
ploch a tato kuZelosedka ¢’ leif v roviné ¢’, rovnobé&iné
s rovinou ¢.%%) Podle toho uréime rovinu ¢ jednak prvni
stopou p° a ubé&Znici u° v 7, kterou majf ob& roviny spoleénou.
Stopa p° je chordélou cykld a, b,, protoZe spojuje prisediky
téchto cyklii, tteba na obr. imagindrni. Promftdme-li cen-
trdlné na pt. z bodu 2L, je pak tibé&Znice u® podle obr. 23 po-
ldrou stfedu podobnosti cykld 1, 2, vzhledem k eyklu %,. Na
nadem obraze je urdena jako prvni stopa rovmy vedené stre-
dem promité.ni 2L rovnobéZné s rovinou ¢’. Piidorysy bodi
kuzelosetky ¢ jsou stfedy cykld, které protinaji dané cykly
@y, by v daném 1hlu @,; resp. ¢,.

Pfi negouhlasné orient,ovanych danych kruZnjeich protnou
se pifslusné plochy x,, x,*, anebo x,*, %, ve dvou kuZeloseé-
kéch soumérng sdruzenych podle 7, z nich% tfeba prvni je c*,
tak¥e miiZeme oznaditi jejich spoleény ptidorysc,*.1 pozndva-
me, %e g. m. stfedd kruZnic, kieré protinaji dané dvé kruZnice
v shlech velikosti @,, @,, jsou dvé kuZeloseéky c,, c,*. Jsou-li to
hyperboly, pak jejich asymptoty jsou kolmé k spolednym
teéndm kruZnic !, 2, protoZe tyto te¢ny jsou meznf kruz-
nice 8 nekoneéné dlouhymi poloméry, které protinaji dané
kruznice v 1hlech velikosti ¢,, resp. ;.

B) Redent ulohy (k*kek?). Orientujeme-li dané kruZnice
v cykly ay, by, ¢, se stiedy A4,, B}, C; a 8 poloméry 7, ¢ =
=1,2,3, na pt. v pofadi (+—+), pa.k stanovime plochy
hyperboloidé x4,xp*, #¢ a hned sestrojime priseénici s
TOvin 040, 0 g, v DichZ leZi kuZelosetky c4¢, ¢pe, & to prvnf
kuZeloseéka jako v ) uvedend pronikovd &dra ploch s, x¢

38) Viz Dg VI—VII, str. 134.
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a druhé kuZelose&ka spolednd plochdm xg*, x¢. Pak sestro-
jime prise¢iky piimky s tfebas s plochou x4, tedy dva body
X, Y spoleéné, jak patrno, viem tfem plochdm hyperboloi-
di, takZe pfislusné cykly ,, y, poskytuji pfi zvolené orien-
taci danych kruZnic dvé feSeni naf dlohy.

Obr. 38a). Cykly, které protinajf cykly ay, by, ¢, viihlech @, ¢ =1,2,3.

Konstrukci uspofddédme takto (obr.38a): Nejprve sestrojime
chordély cykli ay, ¢, a by, ¢y, jakoZto stopy rovin o4¢ & o'z¢
a jejich priisedik P, tedy potendni stfed danych cykld. Ten je
stopnikem priisednice ¢ obou rovin. Pak sestrojime cykly .
soustfedné postupnsé s a,, by, ¢, s poloméry dlouhymi r; cos g;,
které uréuji pfsluiné asymptotické kuZelové plochy hyper-
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boloidh »4, #p*, #c. Promitdme-li centrdlné roviny o 4¢, dne
z bodu 1L, ktery je vrcholem prvé asymptotické kuZelové.
plochy, protinajf se ibé&Znice téchto rovin v Wbézniku U pri-
sednice s, jenZ jest podle pfedchozich vykladdi pélem osy
podobnosti o cykli %, vzhledem k cyklu 1,. Osa podobnosti o
jest na obraze urdena jako spojnice stfedi podobnosti O,

Obr. 38b). Prasediky piimky (s) s hyperbolou.

cyklti 1L, 21, a O,,5 cykli 1,, 3,. Ptdorys s, pifmky s prochézi
pak bodem P a je rovnobdiny se spojnici 1L,U; je tedy s,
kolmé k o. Nyni jde jiZ jen o to, uréiti prisetiky X, ¥ pHm-
ky s s plochou #»,4. Piimkou s myslime si vedenu promitaci
rovinu, kterd protind x4 v rovnoosé hyperbole 4, jejiZz dva
body 1, 2 uréuje s, na a,. Stted H hyperboly 4, jehoZ pidorys
H, pili vsetku 12, mé kétu zg rovnou kétd z,z, t. j. kété
vrcholu 1L asymptotické kuZelové plochy, &fm% jest jiZ hy-
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perbola urdena. Jeji rovinu sklopime do zx s hyperbolou %
i s pfimkou s. Sklopend hyperbola (%) jest pak urtena bodem
1 nebo 2 a asymptotami (u), (v) k sob& kolmymi, které pro-
chdzeji bodem (H). Sklopens pfimka (s) proché,zi stopnikem
P a jest rovnob&Znd se spojnici (LL)U, sklopenou to pifmkou
1LU.

Priisedfky pfimky (s) s hyperbolou (%) sestrojime bud podle
obr. 32, anebo aniZ hyperbolu déle uréujeme, uzitim poutky:
Vedeme-li riznymi body hyperboly rovnobézky libovolného
sméru a stanovime-li na kazdé rovnobé¥ce jeji prisediky
s asymptotami, je soudin visekfi mezi bodem hyperboly a té-
mito priisediky na v8ech rovnobézkich konstantni, ale pro
riizné sméry rovnobéiek jiny.37)

Pro jasnost vysuiime konstrukei do obr. 38b): Vedeme tedy
pomocnou rovnob&zku s (s) bodem 1, sestrojime geometricky
primér vsekil 13, 14, a to usetkun 15; pak vyrysujeme po-
mocnou kruZnici nad primérem 3'4’,'ktery jest usekem na
(s) vyﬁa.tym asymptotami (u), (v) a nalezneme na této kruz-
nici body 6,7 t&kove, aby byly od (s) vzdéleny o délky rovné
tisetce 1’5’ = 15. Kolmice spusténé z bodi 6, 7 na (s) proti-
naji tuto pfimku v hledanych bodech (X), (Y), sklopenych
to stfedech vyslednych cykli.

Pidorysy X,, Y, bodid X,Y uréuji pak stiedy a kéty
X,(X), resp. Y,(Y) poloméry hledanych cyklii z,, y,. VAimng-
me si, Ze potenéni stfed P danych kruZnic je sttedem podob-
nosti cykli x,, y,, protoZe tyto cykly jsou ecyklickym pra-
métem dvou bodid pfimky s; dalo by se dokézati, %e osa po-
dobnosti o cykld ¥, jest jejich chorddlou.

Na obraze-jsou vyznateny téZ tihly @; v prisedicich cyklu
z, s danymi cykly a pak jako kontrola pfesnosti konstrukce

37) Tato poutks je zobeonsnim stéle pouzivané vaty pfi pHmkich
rovnob&znych s osami hyperboly, kdy ee konstantni soulin useki
rovné a?, resp. —b2% Dikaz zobecnéné poudky viz v Lit. III, dil 1,
str. 17.
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také teény cyklu z, v tychZ bodech; jsou totiZ také tednami
piisluinych cykld ¥, protoZe tyto cykly tvoli obdlky pti-
mek, které protinaji dané cykly v dhlech ¢,

Zménou orientace danych kruznic dostali bychom pro
&tyfi podstatné rizné kombinace znamének cykld tak jako
pfi feleni Apolloniovy ulohy v odst. 5,3, b), 8) osm vysled-
nych cykld, po dvou po pfpadé imagindrnich. Body v pro-
storu pfifadéné t¢mto cyklim lezf po dvou na &¢tyfech pi{m-
kich. Ty jsou priiseénicemi rovin obsahujicich kuZelosetky,
spoletné plochém hyperboloidi, které jsou kombinoviny po
dvou ve &tyfech trojicich, z nichZ Zéddné dvé nejsou soumérné
sdruZené podle 7, tedy na pk.: 2 xprc; %4**pxo; xaxp*He;
HAK B"C

¢) Z velkého mno#stvi tloh, které jsou piehledné uvedeny
v M. rov. k. na str. 17 a n. a jeZ moZno fediti cyklograficky,
rozfesime jako pFiklad jest& tlohu (k?k?p): Méme sestrojiti
kruZnici, kterd protind danou kruZnici a,(4,, ;) v Ghlu veli-
kosti ¢, jinou danou kruinici by(B,, r,) diametrilné a kterd
se dotykéd dané pimky c.

Je tfeba uréiti v prostoru spole¢né body plochy rota¢niho
jednodilného hyperboloidu rovnoosého x4 nebo #4*, ktery
uréuje prvd podminka, plochy dvojdilného rota¢niho hyper-
boloidu rovnoosého x5, uréeného druhou podminkou a ro-
viny y nebo y*, kterou vyzaduje splnéni tfet! podminky.

Konstrukei provedeme na obr. 39 pro plochy x4, xp a 9,
&im% dospdjeme k dvéma vysledkim, a uspofdddme ji takto:

Najdeme kuZelosetku %, spolednou plochdm x4, x5, pak
priisednici 8 roviny y s rovinou o, v nfZ le#{ kuZelosedka ,
a konetné prisetiky X, Y pfimky s s kuZelosetkou k. Jejich
cyklicky primét poskytne vysledné cykly.

Pii konstrukci pouZijeme té% druhé primétny, zvolené
v roviné soumérnosti ploch x4, %p, k nf% rovina ¢ je kolm4;
osa. z je tedy spojnice 4,B,. Nejprve sestrojime cyklus [,

= A,; r, cos @), a to kladny jako a,, pak poléru bodu B,

L]edem k I, coz je tbéZnice u° roviny o (podle b), &) tohoto
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odstavce), jestliZe jsme zvolili stfed promitdni pro.pomocny
centrélni primét v bodé L. ProtoZe u® protiné na obr. kruz-
nici asymptotické kuZelové plochy v bodech U, V, jest kuZe-
losedka % hyperbolou. Jeji dva body I, 11 vyhleddme v ro-
ving &, rovnob&iné s xr a od 7 vzddlené vyhodné o dvojnéso-
bek kéty zp bodu L. Tato rovina protind plochu x4 v rovno-
bé%ce shodné s a,, takie jeji plidorys se ztotoZiiuje s a,,
a plochu »p protind v rovnobé%ce, jejiz polomér 12 snadno
uréime bodem 2, ktery nélezf hlavnimu poledniku plochy xp;

A2

Obr. 39. Cyklus, ktery protind cyklus a, v thlu @, b, dlametrélné a
ktery se dotyk4 pHmky e. :
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udinime proto 12 = I3, pii ¢emz 13 je délka tetny vedené
z 1 k by, nebot bod 2 ndle#f rovnoosé hyperbole se stfedem B,
a s vrcholem B,. Piidorysy rovnobéZek obou ploch se proti-
naji v ptidorysech bodu I, I7 (index je vynechdn). Nirys g,
roviny o prochdzi pak bodem III, ktery je nédrysem bodi
1,1I; a, je rovnobéiny se spojnici L,u,®; protind osu 2 v bodé
P,°, co je nérys prvni stopy p°. Tim je uréen i prvni primét
této stopy, kolmy k z. Protoze body U, V jsou tGbéZniky
asymptot u,v hyperboly A, dostaneme prvni stopniky
asymptot, body 4, 5, na stopé p° a na stopéch teénych rovin
asymptotické kuZelové plochy sestrojenych podél piimek
LU, resp. LV, tedy na teéndch kruZnice /, v bodech U,,
resp. V,. Prvni priméty asymptot prochizejf body 4,5
rovnob&iné s L,U,, resp. L,V,. Pidorys h;, hyperboly % je
tedy dostateéné urlen asymptotami u,,v, a body I, II; h,
jest g. m. st¥edd krugnic (cykli obou smysli), které protinayi
kruZnici ay v dhlu p a kruZnici by diametrdlné.

Nynf pfimkou ¢, kterou jsme orientovali a jiZ se maji vy-
sledné cykly dotykati, prolozime rovinu y s prvnf odchylkou
o« = 45°. Uréime jeSté ubdinici u této roviny, totiZz tednu
eyklu /, rovnobéznou s orientovanou p¥imkou ¢. Pak piido-
rys 8, prisetnice rovin g,y prochézi stopnikem P = (¢ . p,°)
a je rovnobdiny se spojnici L,U,*, kde znadf bod U,* =
= (u,? . 4,%) pidorys ibdiniku pfimky s.

Posléze vyhleddme prisediky X,, Y, pfimky s, s hyper-
bolou %,, t¥ebas konstrukei uvedenou v odst. b), 8), a vyrysu-
jeme vysledné cykly Zo(X,), ¥o(Y,), ndleZejief linedrni cyklic-
ké tadé, kterd je ptifadéna phmce s. Kontrola FeSeni jest
obdobn4 té, jiz bylo poutito pn feSeni tilohy (k¢k°’k¢) v odst.
b), ). (Na obr. je vyrysovén jen cyklus z,.)

Je patrno, Ze by rovina p*, soum&rn4 s rovinou y podle 7,
Jposkytla jesté daldi dva vysledné cykly.

‘Diskusi & konstrukce vysledki pti zvléStni poloze danych
dtvart v ilohdch uvedenych v odst. b) a ¢) nebudeme jiz
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sledovati a odkazujeme &tendfe na obsaZné dilo Fledlerovo
a Miillerovo, Lit. I a IV.

Uloha 50. Z vloh o kruZnicich, kde se vyskytuje podminka protnuti
dané kruZnice v daném 1ihlu, Felte cyklograficky zvlasté dlohy:
k%k®p?; kPk®B; k¥p®p®; k%p¥R; kPBB. (Viz piehled v M. rov. k.,
str. 17.) -

Uloha 51. V lineérni cyklické fad$ dané oykly a,, b, (stfed podob-
nosti uvnit#) najddte cyklus, ktery protind deny cyklus ¢, v daném
ihlu (eos p = n). [Uloha ppk®, pti niZ dané tedny cykld a,, b, i eykli
vyslednych jsou imaginérn{.]

. Uloha 52. Vsimné&te si, Ze na obr. 36 jest délka telny cyklu /,
a kteréhokoliv cyklu m, rovna konstantni délce A*4. Délka spolené
telny dvou cykli mezi body dotyku nazyvé se tebnovd (tangencidini)
vzddlenost dvou cykli.

Co je g. m. body, jejich eyklickym pramsétem jsou cykly, které od
daného cyklu meji danou tetnovou vzdélenost? [RotaZni jednodilny
hyperboloid rovnoosy.]

Uloha 53. V lineérni oyklické #ads, dané eyklem a stfedem podob-
nosti, najdéte cyklus, k't-ery mé od jiného daného cyklu dahou tedno-
vou vzdélenost.

Uloha 54. K danym t¥em cykltm najdéte cyklus, ktery m4 od nich
tetnové vzdélenosti postupnd i, ¢ = 1,2, 3.

Uloha B5. Jest dén oyklus a,, orientovand pfimka p & bod B; se-
strojte cyklus, ktery ma od a, danou teénovou vzdélenost, pfimku p
protinA v daném thlu a ktery prochédz{ bodem B.

Uloha 56. Jakou zménu cykli v 7, které zobrazuji body v prostoru,
zplsobf posunut{ tdchto bodi ve sméru kolmém k 7 o délku p?
[Dilatace eyklt v n; viz M. rov. k., str. 74.] PouZijte této transformace
jednak na kufel uavedeny v odst. 5,2, a), jednak ne hyperboloid
z odst. 5,5, b).

!
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6. STEREOGRAFICKA PROJEKCE

N

Jind transformace rovinnych dtvart v prostorové iitvary,
které lze také pouiti k feSeni planimetrickych tloh, je t. zv.
stgreografickd projekce.

PFi nf ptifadujeme k dtvarim roviny z dtvary kulové
pPlochy x tim zptsobem, %e na plochu » promitdme ttvary
lezici v = z bodu, zvoleného na plofe x v jednom krajnfm
bods jejiho priiméru, ktery je kolmy k x.

Zvolime-li plochu kulovou x jako na obr. 40 tak, aby se ro-

Obr, 40, Dv$ vlastnosti stereografické projekce (dikaz).
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viny = dotykala v bodé @, pak promitdme dtvary roviny z na
plochu x z bodu F, ktery je diametrdlné protilehly k bodu G.
‘Bod M roviny = se promitne na » do bodu M, ktery je dru-
hym spolednym bodem promitaciho paprsku FM s plochou .
Ptifadéni bodl roviny & a- bodid kulové plochy je vzdjemné
jednoznaéné s vyjimkou bodu F na % a tbéZnych bogl
roviny 7. Pro¢?

Stereografické projekce obydejné pouZivime k zobrazeni
utvard plochy » v roviné 7 anebo v rovindch s 7 rovnobéz-
nych, kdy dochézime v téchto rovindch k obrazim vzdjemné
homothetickym podle stfedu F, takZie promitdme opadné
utvary kulové plochy do roviny 7, a mluvime pak o stereo-
graflckem primétu kulové plochy do roviny. Takové zobra-
zeni je dasté v kartografii.3®)

6,1. Vlastnosti stereografické projekce. Vsimneme $1 dvou
hlavnich vlastnosti této transformace, a to Ze pii ni pfeché-
zeji kruZnice roviny sz v kruZnice kulové plochy x i naopak
a %e se ji zachovavaji whly transformovanych kfivek a tedy
také vzdjemny dotyk kruznic. Obé tyto vlastnosti dokdZeme
ze stfedového osvétleni kulové plochy,??) jako diisledek zna-
mé pouéky Quetelet-Dandelinovy.

a) Na obr. 40 sestrojime piidorys i nirys naSich ttvard.
Na kulové plose x, kterd se dotykd z v bodé G, zvolme libo-
volny bod M a jim prochazejici a na plose x lefici kruznici &,
jejiZ rovina je kolmd k druhé primétné. Déle sestrojime
stereograficky primét M bodu M z bodu F do primétny =,
t. j. prvni stopnik paprsku FM, a pak odvodime stereogra-
ficky préimét k-krunice k. Povafujme k za mez vlastniho
stinu plochy x pf¥i stfedovém osvétleni z bodu S a sestrojme
tedy bod S jako vrchol kuZelové plochy, kterd se dotyks

38) Viz na pf. udebnici Dg VI—VII.
3%) Diikaz podle K. Pelce z pojednani Véstniku Kral. teské spoleé-
nosti nauk, Praha 1898.
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plochy x podel kruZnice k. Vrené stiny bodd F, G na =,
body F‘,@ jsou ohniska kuzelosetky, v naSem piipadé
elipsy &', meze vrieného stinu plochy x na 7. Jednim bodem

elipsy k' je bod M’, jakoZto vrieny stin bodu M nan. Tetna t’
elipsy &', pililici pfislusny thel pravodi¢d bodu M’, je prvni
stopou te&né roviny kulové plochy v bodé dotyku M, takZe
spojnice Glli? » jakogto pidorys poloméru kulové plochy
jdouctho bodem M, je kolm4 na pimku #'. Spojnice F' M’ je
v3ak prvni stopou roviny (SFJW ) a prochdzi tedy stereogra-
fickym primétem M bodu M, nebot M je prvnim stopnikem
phmky FM.1 jest bod M prisedikem spojnice G, M se 8poj-
nici ' M’, a proto bodem soumérné sdruZenym s ohmskem G,
elipsy %' podle jeji teény t’. Viechny body kruznice k promi-
taji se stereograflcky do bodii, které vyplnuji kruZnici £,
jakoZto geom. misto bodii soumérné sdruZenych s ohmskem
@G elipsy k&’ podle jejich teéen; stied F’ kruZnice k je v druhém
ohnisku této elipsy.

Také naopak: Promitneme-li libovolnou kruZnici £ danou
v 7 stereograficky z bodu F na plochu x», dostaneme kruZnici
k, co% potvrdime tak, %e si myslime promitnuty t¥i body vz
lezici na kruZnici k£ do bod# plochy ». T&mito body na » jest
urdena rovina a jeji Fez s plochou x je kruinice k, prifadéna
stereograficky ke kruZnici k. Plati tedy: Stereografickym pri-
métem kruznic k plochy kulové, pokud kruinice neprochazi
sttedem projekce, jest kruZnice k. Vzdjemné piifazeni kruZnic
kb jest jednoznalné. Stiedem kruZnice k je stereograficky
primét vrcholu kuelové plochy, kterd se dotjkd plochy kulové
podél krufnice k, neboli stereograficky primét pélu roviny
kruznice k. Polomér krufnice k, jak také plyne z nadeho di-
kazu, rovnd se délce hlavnt osy kuZelosedky, kterd je stfedovym
prim&tem krufnice k z vrcholu jejt dotykové kuielové plochy.

JestliZe kruZnice na kulové ploSe prochdzi stfedem pro-
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jekee, pak jest jejim stereografickym primétem p#imka;
vidyt také se stdvd prisluind kuZelosetka parabolou.

b) Rovnost uhla kiivek pfifadénych stereografickou pro-
jekel dok4Zeme z vlastnosti itvarii na naSem obraze takto:
ProtoZe jsou délky teden vedenych z bodu M’ ke kulové
ploe sobé rovny, plati rovnosti: M'M = M'G = M'M.
MizZeme tedy povaZovati bod M za obraz bodu M vznikly
sklopenim tedné roviny bodu M do x kolem jejiprvnistopy ¢'.
JestliZe pak sestrojime v této roving v bodé M jedté jinou
libovolnou teénu Y plochy x, jest jejim sklopenym obrazem
ptimka !, spojnice @M, p¥i ¢emZ je bod @ na ¢’ prvnim stop-
nikem tedny . Ale p¥imka 1 je také stereografickym pri-
métem teény 1, jako byla piimka M M’ stereografickym prii-
métem teény MM’. ‘

Proto dhel, ktery sviraji teény kulové plochy v libovolném
jejtm bod¥, a dhel sevfeny stereografickym primétem téchio
teden jsou stené velké a tim ¢ dhly pfifadénych kfivek.

6,2. Stereografické Fefeni dlohy Apolloniovy. Jde-li o FeSeni
obecné Apolloniovy tlohy v roviné z pro dané kru¥nice %k,
1t =1, 2,3, miZeme pievésti tyto kruZnice stereografickou
projekei v kruZnice % na zvolenou kulovou plochu ». Rozie-
#fme-li dlohu Apolloniovu na plose » pro kruZnice *, dosta-
neme stereografickym promitnutim vysledkd do = vysledné
kruZnice pro dané kruZnice .

a) Konstrukei 1ze pak uspotddati takto: Dv&ma kru¥nicemi
kulové plochy, na pk. 1%, 2k, prolozime dvé kuZelové plochy
druhého stupné s vrcholy V,,, V';,. Kaidd tednd rovina ta-
kové plochy protind kulovou plochu v kruZnici, kters se do-
tykd obou kruZnic 1k, 2k. Sestrojime-li tedy jesté daldi dvé
kuZelové plochy, proloZené dalsfi dvojici kruZnic 3k, 3k,
8 vrcholy V4, V'y5, pak maji na pi. kuZelové plochy s vrcholy
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Vg, Via spolednou kruZnici 'k, takze lze k nim sestrojiti dvé
spoleéné tetné roviny, které jiz stanovi na kulové ploge dvé

kruZnice, dotykajici se vech t# kruZnic ik,

Spoledné teéné roviny dvopc kuzelovych ploch Vigs Viss
Vier Viigi Viigy Vig & V'ia, V'14 poskytnou osm rovin, uréuji-
cich na kulové ploSe osm kruZnic, které fedf Apolloniovu
tlohu na kulové plofe. Z nich lze potom odvoditi stereo-
grafickym promitnutim asm kruZnic v roviné 7, které se do-
tykaji danych kruZnic k.

b) Vhodnou volbou kulové plochy » moino dospéti v =z
k planimetrickym konstrukefm, které ¥esi Apolloniovu
ulobu pro kruZnice ik zplisobem Gergonnovym, Gaultiero-
vym i Fouchéovym,'®) jak ukdzal vztahy prostorovymi jiz
byvaly profesor karlinské redlky F. Machovec.4l)

UkdZeme tak aspoi odvozeni konstrukce Gaultierovy pro
kruZnice % (obr. 41), k nim% lze sestrojiti redlnou kruZniei
orthotomickou k&, (viz M. rov. k., str. 36, obr. 18).

KruZnici %° povaZzujme za rovnik kulové plochy » v =
a promitn&me dané kruZnice ‘¢ na x» do kruZnic * z bodu
plochy x, ktery jest v jejim pélu P. Pfi této stereografické
projekei jsou rovmy kruZnic % kolmé k 7, protoZe k, protins
kruZnice ‘k v pravém whlu. Proto jsou poldry p stiedu P,
kruZnice k° vzhledem ke kruZnicim ¢ pidorysy rovin kruz-
nic % a vrcholy kuZelovych ploch proloZenych dvojicemi
téchto kruZnic jsou body V,,, ... atd., které lezi po tfech na
&tyfech pifmkéch o vroving z; pfimky o jsou toti# osami po-
dobnosti kruznic ik, jak lze snadno odvoditi z prostorovych
vztahii, platnych pro kuZelové plochy, které maji vzdy jednu
kruZnici 'k spolednou. (Srovnej téZ s obr. 11.) Je-li pak na
obr. bod @ priisedikem jedné piimky o = V,,V,3Vy, s rovinou
kru¥nice 1%, tedy v prisedik o s 1p, pak tedny z @ ke kruZnici

40) Viz M. rov. k., kap. 8, odst. B, D, E.

41) F. Machovec: O tiloze Apollonické v deskriptivni geometrii.
P4té vyrotni zprava redlky karlinské 1879.
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ik vedené dotykaji se jf v bodech I, 2, jejichz pidorysy sply-
vaji v bod& T'. A body 1, 2, pfitazené stereografickou projekei
k boddm 1 2 na spojnici PT a na kruZnici 1%, jsou dotyko-
vyml body dvou vyslednych kruZnic, které se dotyka,J{ kruz-
nice 1% prdvé v t&chto bodech. Tak lze sestrojiti i dotykové
body vyslednych kruZnic s kruznicemi 2k, 3.

Obr. 41. Stereogmfick& ditkaz Gaultierova feSeni Apolloniovy tlohy.

Sestrojeni bodd I, 2 shoduje se tplné s konstrukei Gaul-
tierovou, protoZe spojnice PT jest polirou bodu ¢ vzhledem
ke kruZnici %k, nebof stereografickym primétem teden
kru¥nice %, vedenych k ni z bodu @, jsou piimky @1,
resp. Q2.

Ze srovnéni nageho obrazu s obr. 11 pozndvime, Ze ortho-
gondlnim primétem v 7 kruZnic plochy x, které se dotykaji
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kruZnic ‘%, jsou elipsy, které se dotykaji t piimek ‘p a kruz-
nice k° dvojndsobné. Pro nds pfipad kruZnic ‘% ukazuje ste-
reografickd projekce v roviné sz tésnou souvislost tlohy
Apolloniovy, felené pro tyto kruZnice, s tilohou o kuZelose-
kéch, které se dvojndsobné dotykaji kruznice k°.

Pozndmka. MySlenka stereografické projekce kulové plo-
chy vznikla z astronomickych potfeb, vyhodné zobraziti
nebeskou kouli s jejimi kruznicemi. Objevuje se jiZ u Feckého
astronoma Hipparcha (2. stol. pf. Kr.). K sestrojeni map
nebe i zemd pouZil jejich vlastnosti v 2. stol. po Kr. Ptole-
maios v Alexandrii. Ndzev pochézi od francouzskych geo-
metra ze 17. stol. a védecké zpracovéni vlastnosti od slav-
ného M. Chaslesa (1793—1880). Soustavné pak se zabyval
stereografickou projekci W. Fiedler na curyfské technice.

Zobecnéni stereografické projekce dostaneme, nahradi-
me-li kulovou plochu na pf. plochou rotaéniho elipsoidu. Je
obsaZeno v teto vété: Elipsy na plode rotaéniho elipsoidu pro-
mitaji se z vrcholu plochy na rovinu kolmou k rotaéni ose do
kru#nic.4?) Tato véta plati také pro ostatni nepfimkové ro-
ta¢ni plochy 2. st., tedy i pro plochu rotaéntho dvojdilného
hyperboloidu a paraboloidu. I vlastnost plochy rotaéniho
paraboloidu, které jsme v kap. 4 vyu?ili pro planimetrické
konstrukee, jest jen zvlditnim piipadem projekce, pfi niZ
je stfedem promitdni 4béZny vrchol paraboloidu.

Uloha 57. Re3te zvlastni tlohu Apolloniovu (kBB) stereografickoti
projekei a ukaZte, Ze konstrukce je totoZna se zndmou planimetrickou

konstrukei. [PouZijte kulové plochy sestrojené nad rovnikem, ktery
prochazi danymi body a ktery protind danou kruZnici pravouhle.]
Uloha 58. Odvodte planimetrickou konstrukei pro feenf tilohy
(kpB) ze stereografické projekce.
Uloha 59. Jakou vlastnost m4é stereograficky pramét hlavnich

kruznic kulové plochy do roviny jejiho rovniku v n? Sestrojte v n
svazek kruznie, které jsou stereografickym pramétem hlavnich kruz-

42) Dikaz viz v odst. 220 Lit. II1, dil II; jiny ditkaz v Rozhledech
matem. piirodov. XII (1933), str. R 76 v &lanku J. Rohdéka: Elipsy
na neptimkové plode rotaéni 2. st.
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nio kulové plochy. Uréete pak kruZnice této plochy, které maji stereo-
graficky pramét v kruZnioich protinajicich onen svazek pravoihle.
Uloha 80. V 7 jsou dény t¥i kruZnice ‘k, ¢ = 1, 2, 3, které se na-
vzdjem protinajf pga.voﬁh]e. Sestrojte kruZnici, kterd je kru¥nicemi‘k
pilena, pouil]te ji za rovnik kulové plochy » a odvodte stereograﬁcky
kruZnice *k na x. V jaké aférické trojuhelniky rozdéli % plochu »?
Reite pro kruznice % tlohu Apol]omovu prostoronml vztahy.
Uloha 61. Uvnité dané kruznice k jsou dény t¥i bedy; jimi vedte

elipsu dvojnésobné se dotykajici k s pomoci stereografické projekce.
(8rovnej obr. 8.)

Uloka 62. Pro danou kruinici & a tfi jejf seény sestrojte elipsu,
kterd se dotyké téchto seden a kruZnice k dvojnédsobnd uiitim stereo-
grafické projekce. (Srovnej s obr. 11.)
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