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D E T E R M I N A N T Y 
A MATICE 
v theorii i v praxi 



C E S T A K V Ě D Ě N Í 

RNDr Václav Vodička: 

Determinanty a matice 
v theorii i v praxi. 

Část druhá. 

Druhý svazek seznamuje čtenáře 
s použitím základních vět o determi-
nantech a maticích v algebře. 

Na četných příkladech vykládá au-
tor nejprve pojem lineární závislosti 
číselných soustav a pojem hodnosti. 
Potom řeší zevrubně soustavu lineár-
ních rovnic a na numerických úlohách 
ukazuje čtenáři, jak má postupovat. 

Matic užívá autor při lineárních 
transformacích forem bilineárních a 
kvadratických. Úkoly, které mají vý-
znam v geometrii i v technice, řeší 
zavedením jednoduchých operací s ma-
ticemi jednoduše a přehledně, takže 
jejich význam dobře vyniká. 

Čtenář najde však v knížce ještě 
mnohé jiné klasické věci, které po 
mnoho let české matematické litera-
tuře chyběly. Jsou to především ně-
které základní vlastnosti binárních 
forem a některé vlastnosti kořenů 
algebraických rovnic. 

Tim knížka pomáhá našim techni-
kům, aby nemuseli sahat po cizoja-
zyčných příručkách v základním od-
větví, kterým beze sporu algebra je. 
Široké veřejnosti, hledající poučení 
v matematice, ukazuje aplikaci de-
terminantů a matic v algebře. 

Tím vším přispívá knížka k posílení 
spolupráce mezi theorii a praxí. 

Brož. Kčs 5 9 , -
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ÚVODNÍ SLOVO. 

Když jsme se v prvé části seznámili po theoretickó stránce 
se základními vlastnostmi determinantů a probrali řadu spe-
ciálních případů, ukážeme si nyní na typických problémech 
mnohostranné použití získaných poznatků v různých od-
větvích matematiky a přírodních věd vůbec. 

Tento druhý svazek jest věnován aplikacím determinantů 
v algebře, použití jiného druhu bude probráno v částech 
daláích. 

O tom, jak je nauka o determinantech důležitá, svědčí 
ta skutečnost, že na příklad tak fundamentální otázka, jako 
jest řešení soustavy lineárních rovnic s více neznámými, 
zůstávala v podstatě nerozřešena, dokud nebyla theorie 
determinantů postavena na pevné základy. Tak zvaná 
,,algebra bez determinantů" nebyla prostě s to zvládnout 
tento problém a stěžejní práce Toeplitzovy, sem patřící, jest 
hodnotiti jen jako existenční důkazy, které sice (za určitých 
výminek) zaručují existenci řešení, avšak nepodávají návod 
k jeho skutečnému sestrojení. 

K theoretickým výkladům, připojujeme ve většině případů 
praktické příklady s numerickými výpočty — obvykle dosti 
jednoduché, aby měly určitou pedagogickou hodnotu, nikoli 
však zase tak snadné, aby se tím staly triviálními. Není ani 
možno dostatečně zdůrazniti důležitost numerického pro-
počítávání výsledků podaných theorií. Teprve tím se objeví 
v patřičném světle všechny jemnosti a často i značné kompli-
kace, které s sebou nese praktické zpracování a užití theo-
reticky získaných poznatků. Je jistě mnoho pravdy na 
tvrzení inženýrů, že tam kde úloha matematikova končí, tam 
technikova teprve začíná. 

Pochopitelně nebylo možno vyhnouti se při výběru látky, 
probírané v následujících odstavcích, jisté libovůli. Přece 
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však se autor snažil uvésti alespoň v hlavních rysech to, co 
jest důležité nejen při studiu věd matematických po stránce 
theoretické, ale také pro jejich aplikace ve fysice a vědách 
technických. 

Nejdůležitější použití theorie determinantů v algebře se 
týká řešení soustavy lineárních rovnic o více neznámých. 
Uvidíme však, že i v mnoha jiných algebraických otázkách 
se tato nauka osvědčuje jako vydatný a účinný prostředek 
k jejich zvládnutí. 
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1. LINEÁRNÍ ZÁVISLOST ČÍSELNÝCH 
SOUSTAV. 

Definice 1. Číselné soustavy v počtu 1) po n číslech 

«V, ..., apn, {¡i=l,2,..., m) (1) 
nazýváme lineárně závislými, existují-li čísla která nejsou 
všechna rovna nule tak, že platí n rovnic 

m 
2 < W = 0 ; v = 1,2, ..., n. (2) 

¡i= i 
Je-li možno rovnice (2) splniti jenom tím, že položíme 

Cj = c2 = ... = cm = 0, říkáme, že jsou soustavy (1) na-
vzájem lineárně nezávislé. 

Příklady. 1. Soustavy 
5, —2, 0, 3 
7, 6, - 4 , 7 (3) 

- 1 , -Ht, 2, - 2 
jsou navzájem lineárně závislé. Za čísla e^ stačí zde vzíti: 
Cj = — 1, ca = 1, c3 = 2. 

2. Soustavy 
8, —2, 3 f 4 í 
0, 1, - 5 W 

jsou lineárně nezávislé. Z rovnic 
8cx + 0 . e2 = 0, — 2c! + 1 . c2 = 0, — 5c, = 0 

totiž nutně vyplývá cx = c2 = 0. 
V dalších úvahách poznáme, že bývá často velmi důležité 

rozhodnouti o závislosti či nezávislosti předložených čísel-
ných soustav. Na druhé straně však není takovéto rozhod-



nutí vždy zcela jednoduché — to nahlédneme ostatně již 
z případu soustav uvedených v prvém příkladě. Zvláště 
tehdy, když jde o veliký počet soustav s mnoha čísly, byla 
by tato úloha prakticky vůbec neřešitelná. A právě v tomto 
bodě nám prokáže theorie determinantů a matic po prvé 
neocenitelnou službu, podávajíc spolehlivý a poměrně jedno-
duchý prostředek, jak o závislosti či nezávislosti soustav 
rozhodnouti. 

Věta 1. Má-li matice ||aik||, (i, k = 1, 2, ..., m) hodnost h, 
lze v ní nalézti h řádků navzájem lineárně nezávislých. 
Všechny ostatní řádky jsou pak lineárními kombinacemi 
oněch h navzájem nezávislých. 

Důkaz. Majíce zřetel k definici 1. nahlédneme, že jsou-li 
soustavy (1) navzájem lineárně závislé, lze mezi nimi 
jistě nalézti takovou, jež jest lineární kombinací všech 
ostatních (pojem lineární kombinace byl vysvětlen v po-
známce 3, str. 14, části I). V případě závislosti soustav jest 
totiž v rovnicích (2) alespoň jeden z koeficientů clt ca,..., cm 
různý od nuly; budiž to na př. c{. Rovnice (2) lze pak psáti 
ve tvaru 

z něho je patrno, že i-tá ze soustav (1) jest lineární kombi-
nací ostatních. 

Obráceně soustavy (1) jsou lineárně závislé, je-li mezi 
nimi některá lineární kombinací všech ostatních. 

Toto majíce na paměti, obrátíme se nyní k vlastnímu dů-
kazu věty 1. Budeme při tom předpokládati, že determinant 
A-řadový, jehož různost od nuly je zaručena hodností h dané 
matice, je vytvořen z prvních h řádků a z prvních h sloupců; 
toho lze vždycky dosáhnouti eventuelní změnou pořadí 
řádek a sloupců, t. j. výkonem, který nemá na hodnost mati-
ce žádného vlivu. Je tedy 

/j4=Í cí 
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°lll •••> alh 
4=0, (5) 

°A1> • • •> ahh 
avšak 

an> • • •> °1A> k 
= 0 (6) 

®A1> • • -i ahh< ahk 
atl,..., aih, aik 

pro i = h + 1, h + 2, ..., m\ k = 1, 2, . . A , h + 1, ..m. 
Platnost právě napsaného vztahu je pro i, k ^ h + 1 

zřejmá, protože na levé straně stojí v tomto případě h + 1-
řadový determinant matice o hodnosti h, pro k ^ h pak je 
onen vztah také správný, protože jde v těchto případech 
o determinant se dvěma sloupci navzájem stejnými. 

Rozvedeme-li determinant na levé straně naší rovnice (6) 
podle elementů posledního sloupce, dostaneme 

Těchto m rovnic však vyjadřuje, že je i-tý řádek dané 
matice lineární kombinací prvních h jejích řádků. Protože 
pak takovéto rovnice platí pro všechna i ¡> h + 1 a protože 
prvních h řádků dané matice je zcela jistě navzájem ne-
závislých (jinak by se z nich nedal utvořiti nenulový deter-
minant Ah — rozvažte si to podrobně pomocí toho, co bylo 
předesláno důkazu věty 1. o vzájemném vztahu mezi pojmem 
lineární závislosti soustav číselných a pojmem lineární kom-
binace a pak pomocí pozn. 2. a 3. na str. 13 a 14 části I), je 
platnost věty 1. dokázána. 

Téměř samozřejmý je také opak právé dokázané věty. 
Vyslovíme jej větou 2. 

Je-li možno v matici ||aťfc|| ( i , k = 1, 2,..., m) nalézti h 
řádků lineárně nezávislých tak, že všechny ostatní jsou jejich 
lineárními kombinacemi, má tato matice hodnost h. 

h 
a ik = — y ®e*> * = 1, 2, ..., m. 
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Důkaz. Budiž p hodnost matice M\ podle věty 11 svazku 
I je tato hodnost táž, jako u matice Mx vznikší z M vynechá-
ním oněch řádků, jež nejsou navzájem nezávislé. Tato ma-
tice je však A-řádková a její řádky jsou podle předpokladu 
navzájem nezávislé, takže má (v důsledku právě dokázané 
věty 1.) hodnost h. Je tedy opravdu p = h, jak věta 2. tvrdí. 

Výsledky podané větami 1. a 2. nám dávají možnost roz-
hodnouti zcela obecně otázku závislosti či nezávislosti sou-
stav (1). Příslušné kriterium vyslovíme větou. 

Věta 3. Nutná a postačující podmínka, aby m soustav (1) 
bylo navzájem lineárně nezávislých, je ta, aby matice oněch 
soustav měla hodnost právě m. 

Na základě všech uvedených poznatků nahlédneme snadno 
správnost věty důležité pro určování hodnosti dané matice. 
Jest to 

věta 4. Je-li některý fe-řadový determinant dané matice 
různý od nuly, jsou-li však rovny nule všechny jeho super-
determinanty h + 1-řadové, má matice hodnost h. 

Důkaz. Bez újmy obecnosti lze opět předpokládati, že 
nenulový determinant je právě Ah z věty 1. Z faktu, že 
všechny jeho superdeterminanty (jsou to zase právě determi-
nanty (6) z věty 1.) jsou rovny nule, bylo odvozeno, že každý 
z posledních m — h řádků matice je lineární kombinací 
prvních h navzájem nezávislých řádků. Podle věty 2. je 
tudíž hodnost matice skutečně h a věta 4. je tím dokázána. 

Poznámka. Ve stejném smyslu, jako jsme to učinili pro 
číselné soustavy a řádky matic, budeme mluviti také o vzá-
jemné lineární závislosti řad v determinantech. Věty 1., 2. 
a 4. se dají bezprostředně přenésti na případ determinantu. 

Příklady. 

Dva příklady byly již uvedeny při definici lineární zá-
vislosti číselných soustav. Je dobře všimnouti si ještě jeden-
kráte ve světle nových poznatků soustav (3). Protože jest 
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determinant elementů společných prvním dvěma řádkům a 
prvním dvěma sloupcům matice určené soustavami (3) 
různý od nuly (má hodnotu 44), má tato matice hodnost 
alespoň 2. Počítáme nyní hodnotu třířadového determinantu 

5, —2, 0 
7, 6, —4 . 

—1> - 4 , 2 
Odečteme-li první řádek od druhého, vidíme ihned, že 

pozměněný druhý řádek 2, 8, —é jest roven poslednímu, 
násobenému číslem —2, takže determinant má nulovou 
hodnotu. Zkoumáme proto ještě druhý superdetermínant 
výše uvedeného nenulového dvouřadového determinantu; 
tento nový superdetermínant se liší od právě uvažovaného 
pouze tím, že jeho poslední sloupec je tvořen čísly 3, 7, — 2. 
Stejným způsobem jako výše poznáme, že má i tento de-
terminant hodnotu nulovou, takže je podle věty 4. hodnost 
matice určené soustavami (3) rovna 2 a soustavy samy podle 
věty 3. lineárně závislé a to (na příklad) tak, že prvé dvě 
z nich jsou navzájem nezávislé, třetí pak je jejich lineární 
kombinací. Existují tedy čísla ylt y2 taková, že platí rovnice 

5yi + lY2 = — 1, —2 n + 6y2 = —4, 
0 . y i - 4 y 2 = 2, 3y i + 7y2 = —2; 

třetí z nich přímo udává hodnotu y2 = — \ a z druhé pak 
vychází y± = J. Koeficienty clt c2, c3, o nichž mluví definice 
1., jsou pak gyu gy2, p, při čemž je g libovolný od nuly 
různý faktor úměrnosti. Volíme-li na př. g = 2, dostáváme 
Cj = — 1, c2 = 1, c3 = 2, tedy tytéž hodnoty, jež byly 
uvedeny výše. 

3. Co značí lineární závislost soustav 
aii> ai»> • • •> aln 
a21> a2i> • • •> a2n • 

Ježto soustavy jsou lineárně závislé, existují ve smyslu 
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definice 1. čísla Cj, c2 (která nejsou obě rovna nule) tak, že 
platí n rovnic 

cxav + c2o2r = 0, v = 1,2 n. 
Je-li na př. c2 =)= 0, položíme gc2 = — a dostáváme 

a* = Qav, v = 1 , 2 , . . . , n. (8) 

Znamená tedy lineární závislost dvou číselných soustav, 
že jejich stejnolehlé členy jsou navzájem úměrné. 

4. Rozhodnouti otázku závislosti či nezávislosti soustav 
3, 2, 4, 2, 4, 3 
1, 3, 1, 4, 3, 4 
3} 3, 3, 3, 3) 3 
3, 3, 2, 2, 1, 1 . 

Determinant elementů společných prvým dvěma řádkům 
a prvým dvěma sloupcům má hodnotu 7; protože pak jest 

= 3 . 2 . 

(9) 

3, 2, 4 3, 2, 4 i, o, 2 
1, 3, 1 = 3 . 1, 3, 1 = 3 . 0, 2, 0 
3, 3, 3 1, 1, 1 1, 1, 1 

1, 2 
1, 1 

= - 6 , 

vypočteme ještě čtyřřadový superdeterminant determinantu 
právě uvažovaného. Dostáváme 

3, 2, 4, 2 
1, 3, 1, 4 
3, 3, 3, 3 
3, 3, 2, 2 

= ( - 3) 

= 3 . 
1, 0, 2, 0 
0, 2, 0, 3 
1, 1, 1, 1 
1, 1, 0, 0 

-1 , 2, 0 
2, 0, 3 
0, 1, 1 

= 3 

= ( - 3) . 

0, - 1 , 2, 0 
0, 2, 0, 3 
0, 0, 1, 1 
1, 1, 0, 0 

-1, 2, 0 

0, 4, 3 
0, 1, 1 

= 3, 

takže je hodnost matice soustav (9) rovna 4 a soustavy jsou 
podle věty 3. lineárně nezávislé. 
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5. Je-li daných soustav více, než čísel v každé z nich (t. 
j. m~> n), jsou vždycky navzájem lineárně závislé. 

Důkaz. Hodnost matice vytvořené danými soustavami 
může totiž býti za daných okolností nejvýše rovna číslu n, 
takže je vždycky menií než m a nikdy tedy nemůže býtj 
splněna nutná a postačující podmínka pro nezávislost 
soustav, jak ji vyjadřuje věta 3. 
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2. PRAVIDLO CRAMEROVO. 

Budiž dána soustava n lineárních rovnic s n neznámými 
xJ, x2, ..., x„, již píšeme ve tvaru 

n 
= bit ¿ = 1 , 2 , . . . , « (10) 

v=l 
a předpokládáme, že jest její determinant A = \aik\, i, k = 
= 1, 2, ..., n různý od nuly. 

Násobme rovnice (10) po řadě čísly Alk, A2k, ..., Ank 
(jsou to doplňky prvků alk, a2k, ..., ank v A) a. sečtěme. 
Dostaneme (viz vzorec (12,2) dílu prvého) 

n n n n n 
2Mtfc = = = xk. A = Axk. 

i= 1 ¿=1 F= l V=1 1=1 
n 

Protože však jest r o v n o determinantu — označme 
ť=i 

jej Ak — který vznikne z A tím, že k-tý sloupec nahradíme 
čísly &x, b2,..., bn a protože jest podle předpokladu A =)= 0, 
nacházíme — provedouce právě naznačený postup po řadě 
pro všechna fc = 1, 2, . . . ,» — tento důsledek rovnic (10): 

Rovnice (10) lze však obráceně pokládati za důsledek 
vztahů (11). Násobíme-li totižr-tý z nich číslem air a sečteme 
přes všechna v = 1, 2,..., n, dostaneme postupně 

n \ n j n n ^ n » 

2®**» = t 2 a f A ' = 2 M i * = - j !LhilLai>Ai' -
»=1 -A »=1 »=1 i=l í= 1 r=l 

= j • M = K 

12 



tedy právě ¿-tou rovnici ze soustavy (10). Provedeme-li 
tento postup pro i = 1, 2, ..., n, máme celou soustavu (10) 
jako důsledek vztahů (11). 

Tento poznatek, který má velkou důležitost, vyjádříme 
vitou 5. (t. zv. věta Cramerova): 

Soustava n lineárních rovnic o n neznámých s nenulovým 
determinantem má jediné řešení. Dostaneme je tak, £e v deter-
minantu soustavy nahradíme postupně všechny sloupce ab-
solutními Sieny (t. j. koeficienty bez neznámých) stojícími na 
pravé straní rovnic soustavy a determinanty takto vzniklé pak 
dělíme determinantem soustavy. 

Příklady. 
6. Řešiti soustavu 

3xx + 2x2 + 4x, + 2xt = 0 
«i + 3x2 + x3 + áxt = 0 ..„. 

3*! + 3x2 + 3xa + 3x4 = 1 x l 

3xt + 3x2 + 2X3 + 2xt = 0. 
Determinant A této soustavy má podle příkladu 4. hod-

notu 3; determinanty Au A2, As, At se zde dají v důsledku 
jednoduchých pravých stran rovnic (12) snadno vypoěísti. 
Dostaneme 

A1 = 18, A2 = — 20, A„ = — 10, At = 13; A = 3, 
takže jest jediné řešení soustavy (12) dáno čísly 

z, = 6, x2 = - V, z3 = - tf, *4= v - (12,1) 
7. Derivace funkcí implicitních. 
Buďtež proměnné ylt y2, •••, yn dány jako derivabilnl 

funkce nezávisle proměnných xlrx2, ...,xm soustavou n im-
plicitních vztahů 

/<(*!, Xl, • •; ylt y2,..., y„) = 0, » = 1,2,..., n, (13) 
v nichž má každá z funkcí f{ spojité parciální derivace podle 
*i, xi y«-
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Úlohou jest určití parciální derivace funkcí ylt y2, ...,y„ 
podle xlt x2, ..., xm. Provedeme to tak, že každou z rovnic 
(13) derivujeme parciálně postupně podle vSech proměnných 
xlt x2,..., xm. Derivujeme-li na př. podle xk, dostaneme 
soustavu n rovnic 

y d/. 3y, 
v = 1 dy, ' dxk 

& i= 12 

, . dy-, dy2 o n neznámých ^—, ..., 

terminant a/i 

k 
dyn 

dxk 

(14) 

. Za předpokladu, že de-

3 y. 

dxk' dxk 

=f= 0, i, v = 1, 2,..., n této soustavy — bu-

deme jej také označovati symbolem 
D(h,h / . ) 

D{yv y2, • •y„) 

a nazývati funkcionálním (nebo Jacobiho) determinantem 
funkcí flt f2, ...,/„ podle proměnných ylt y2, ...,yn — není 
roven nule, lze podle věty Cramerovy rovnice (14) řešiti 
a formule pro hledané parciální derivace se dají psáti ve 
tvaru 

dy, = 

fak D{ylt ..., xk, yr+1, ..., yn) ' 
(15) 

% / 8 /») 
D(ylt y2 y») 

,V=1,2 n,k= 1,2, wi; 

i i SA 
tyi fy*' " '

 dyn 

d/a d/g df2 

tyl' 2ya' '"' dyn ¿ ¿ " ¿ ¿ " " ^ 
9*1 ' 

(16) 
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U prostorové čáry F(x, y, z) = 0, G(x, y,z) = 0 máme na př. 
dy _ D(F, (?) D(F, G) áz ^ D(F, G) D(F, G) 
dx D(x, z) ' D(y, z)' dx D(y, x) ' D(y, z) 1 ' 

D(F G) 
za předpokladu, že jest ' , 4= 0. 

D{y, z) 
8. Provésti dělení polynomu 

n 
fix) = (a) 

v = 0 

bínomem x — xv t. j. určití koeficienty q0, qv ...,q„—vq„ 
tak, aby platilo identicky 

« n—1 
ža,x»— = (x — x^q^-e-i + qn, (b) »=0 e=o 

Rovnici (b) upravíme na tvar 
n »—1 n—1 n—1 

= J.1exn~Q ~ 2xi1<>xn~i~1 + 9« = 2?e a ; f l~ e — 
v-o e=o 0=0 t=o 

o n 
— + qn = 2 ( f f , — «líí-i) X = 0 

»=i e=o 
a z něho dostáváme ve smyslu methody neurčitých součini-
telů systém n - f 1 rovnic pro neznámé koeficienty q0, qlt 
ía, • • •> 9n-

— + q, = a„v = 0, 1 , 2 , . . n ; = 0. (c) 
Snadno nahlédneme, že má determinant této soustavy 

hodnotu 1, takže se při jejím řešení nemohou vyskytnouti 
žádné nesnáze. Toto řešení je potom podle Cramerovy věty 
dáno vzorci 

qr = A., v = 0, 1,2, ...,»; (d) 
označíme-li v determinantu soustavy (c) sloupce pořadovými 
čísly 0, 1, 2, ... n, znamená A, determinant vzniklý z něho 
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tím, že sloupec s pořadovým číslem v nahradíme novým 
s elementy o0, a^, o2 ..., an. Rozvedením podle prvých 
v + 1 řádků dostaneme pak A, ve tvaru 

1 0 , 0 , . . . , 0 , a0 

— 1 , 0 , . . . , 0, ox 
0, — xlt 1, .... 1, 

0, 
0, 

0, 0 , 
0 , 0 , 

1. 
—xlt a, 

t. j. podle vzorců (13), (13') dílu prvého 
A, = a^" + a^-1 + ... + a,. 

Máme tedy definitivní řešení soustavy (c): 
q, = OoX/ + O!*,—1 + ... + a„ v = 0, 1, 2, ., „ n. (dl) 

Podle této formule je tudíž možno přímo vypočítati koefi-
cienty q0, qlt ..., qn—i podílu, jakož i zbytek qn při délení 
výše uvedeném; tento zbytek má ovšem hodnotu q„ = f(xx), 
jak vychází také přímo ze vzorce (dl). 

Velmi pohodlný výpočet koeficientů q0, q1 qn se opírá 
o relace (c) a uspořádává do t. zv. schématu Hornerova: 

X1 
«0» ai> 

«lfflo. 
«2. 
«lil. 

a3, • •> an-l, 
••> xlHn—2> 

an 
(e) 

°o> 9v ?2. ?3> • •» ín-1, 3» = f(xl)-
9. Jako další příklad provedeme určení koeficientů c1, ea. ..., cmt které vystupovaly v prvém dílu při stanovení 

hodnoty determinantu Sternova (vztah 66). Mají se nalézti 
Cf tak, aby platilo identicky v x 

m m 
fm(x) = x™ + = + J.ccfm_0(x) = 

»=1 e=i 
m m—Q m m 

= xm + JtcežaM<m-rtxm-x-° = xm + = 
Q= i *=o p=i 

m w 

C=1 e-i 
16 



Tento požadavek vede ve smyslu methody neurčitých sou-
činitelů k systému rovnic pro neznámé ce 

2a^7 e )c e = o,«"), r = 1,2,..., m. 
e = i 

Determinant D tohoto systému má hodnotu 
D = a0<°>. a0<D . a0<2> o,«—1) = 1, 

determinant Dk, vzniklý z D tím, že k-tý sloupec nahradíme 
soustavou čísel a£m\ ..., am

(m) pak rozvedeme podle 
prvních k řádků a dostaneme pro něj výraz 

i , o , o , 
O ! « " - 1 » , 1 , 0 , . , o ,<«> 

ajn-v, 1, . , a 3
( m ) 

a<™-2) k-2 > nim—3) Wk-3 ' ' 
Podle Cramerova pravidla tedy máme pro ck hodnoty 

c* = Dk, k = 1, 2. ..., to; 
to jsou koeficienty oné lineární kombinace, které jsme po-
užili při výpočtu hodnoty determinantu Sternova. 

Sv. 56-2 17 



3. SOUSTAVA HOMOGENNÍCH L I N E Á R N Í C H 
ROVNIC. 

Budiž dána soustava m homogenních lineárních rovnic 
o n neznámých 

n 
/, = 2aiv2V = 0, i = 1, 2, ...,m. (18) 

»=i 
Rovnice tohoto systému nazýváme nezávislými, jsou-li 

nezávislé soustavy (1), t. j. soustavy jejich koeficientů; 
obecně nazýváme hodnost h matice koeficientů rovnic (18) 
hodností soustavy (18). 

Budiž hodnost této soustavy h a ptejme se, jaký má tento 
fakt důsledek pro rovnice samotné. Podle věty 1. lze v ma-
tici ||aťfc|| soustavy nalézti h řádků lineárně nezávislých, jichž 
jsou všechny ostatní lineárními kombinacemi. Upravíme-li 
pořadí rovnic (18) a neznámých v nich tak, aby A-řadový 
nenulový determinant, který v matici ||aťfc|| jistě existuje, 
byl determinant Ah daný vztahem (5), existují tedy čísla 
cn> c i 2 > • • •> cih> která nejsou všechna rovna nule, tak, že 
platí rovnice 

h 
= 2ct*a*r> v = 1, 2, ..., RA, í = A + 1, ..., TO. (a) 

¿=i 
Násobíme-li je po řadě xx, x2, . . . , i „ a sečteme, dostáváme 

n n h h n h 

V=1 w— 1 i = l k = 1 v=l k= 1 
t. j. rovnice 

ti = cJi + C12/2 + • • • + cJh, l = h+l,...,m. (b) 
Je-li tedy hodnost soustavy (18) h, lze v ní nalézti (alespoň 

jedním způsobem) h rovnic navzájem lineárně nezávislých; 
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levé strany zbývajících m — h rovnic jsou lineárními kom-
binacemi levých stran oněch prvých h rovnic. Každou sou-
stavu h navzájem nezávislých rovnic nazýváme redukova-
nou. Je pak zřejmo, že se při vyhledávání řešení systému 
rovnic (18) můžeme omeziti na řešení soustavy redukované, 
t. j. v našem případě soustavy 

fi = 0» /» = 0. •••./» = 0. (19) 
Frobenius konstruoval systém n — h navzájem nezávis-

lých řešení soustavy (19), z nichž lze každé jiné řešení této 
soustavy — a tedy také systému (18) — lineárně zkombi-
novati. Tento „fundamentální systém" řešení najdeme tím, 
že v n-řadovém determinantu 

«12. • ®l.ft+l> • ••. «In 

D = 
ah\> 
0, 0, • 

• •> ahht °A.ft+l> • 
1, . . ,0 

0, 0, . ..,0, 0, .., 1 
který má hodnotu Ah =(= 0, napíšeme n — h soustav do-
plňků prvků posledních n — h řádků: 

Dtl,DM,...,D9n, e = h+ 1 n. (20') 

Každá z těchto soustav je řešením rovnic (19). Je totiž 
skutečně 

n 
tk(Dtl,...,D9n)=2a*De r = 0 

v = 1 

pro k = 1, 2,.. . , h, Q = h + 1, ..., n; 
to plyne z formulí (12) v prvém dílu. Téměř na první po-
hled je patrno, že i každá lineární kombinace soustav (20') 
je řešením rovnic (19). 

Dále jsou řešení (20') navzájem nezávislá v tom smyslu, 
jak jsme tento pojem definovali v odst. 1. Rovnice 

2 * 19 



n 
= 0, v = l , 2 , . . . , n (a) 

e = A + i 

lze totiž splniti pouze tím, že položíme eA+1 = ch+i = ... = 
= cn = 0. Označíme-li totiž er-tou (a = h + 1, ..., n) řádku 
determinantu D řadou dal, ..., dan (jsou to samé nuly, 
až na jediný prvek rovný 1) a sečteme rovnice (a) znásobené 
po řadě těmito čísly d„„ najdeme 

n n » n 

0 = 2d<r»2CcA>v = 2ce2cř<r»£>e» = = <V*A, 

tedy (protože je Ah =|= 0) nutně 
c„ = 0, a = h + 1, ..., n. (b) 

Zbývá ještě ukázati, že libovolné řešení f2) ...,£„ 
systému (19) lze z lineárně nezávislých řešení (20') lineárně 
zkombinovati, t. j., že lze nalézt konstanty Ae (g = h + 1, 
..., n) tak, že platí rovnice 

n 

í , = 2 w . >'= 1.2, • ••,«• (C) 
e = A + i n 

Tyto konstanty určíme z požadavku, aby výrazy f„—2^eA>» 
e = A + i 

byly všechny (t. j. pror = 1, 2, . . . ,«) řešením oněch n — h 
homogenních rovnic, které mají posledních »— h řádků 
determinantu (20) za matici svých koeficientů, tedy rovnic 

+ d^c2 + ... + danxn = 0, a = h + 1, . . . , n. (d) 

Musí tudíž platit 
n n n n n 

o = 2<u! ,—Iv>»»> = 2 ^ — 2 ^ 2 ^ ^ = 
» = I e = A + i v = i ř = A + i v = i 

t. j. pro Xa máme vztahy 
= ^ = o = h + l,...,n. (e) 
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Výsledky, k nimž jsme tu dospěli, vyslovíme souborně 
vitou 6. Soustavu m lineárních, homogenních rovnic o n ne-

známých a hodnosti h řešíme tak, Se vyhledáme h rovnic line-
ární. nezávislých a podle vzorce (20') stanovíme fundamentální 
systém řešení. Z nich pak lze všechna řešení dané soustavy 
lineární zkombinovali. 

(21) 

Příklady. 
10. Řešte soustavu 

5xt — 2x2 + 3xi = 0 
lxx + 6x2 — 4X3 + 7x4 = 0 

—— 4X2 + 2X3 — 2xt - 0. 
Hodnost soustavy jest (v. př. 1.) rovna h = 2. Reduko-

vaná soustava jest 
5xx — 2x2 + 3xt = 0 
lxx + 6x2 — 4x3 + 1xi = 0 

a determinant D pak: 

D = 
5, —2, 
7, 6, 
0, 0, 
0, 0, 

0, 3 
7 

1, 0 
0, 1 

Jednoduchý výpočet vede k hodnotám 
I>3i = 8, D32 = 20, D33 = 44, ^ = 0; 

D41 = — 32, Dit = — 14, Z>„ = 0, D u = 44. 
Fundamentální systém se skládá ze dvou lineárně nezá-

vislých řešení 
xx = 8, x2 = 20, x3 = 44, x4 = 0 

(21') = — 32, x2 = — 14, x3 = 0, x4 = 44, 
z nichž lze každé jiné řešení soustavy (21) lineárně zkombi-
novati. Má tedy soustava (21) nekonečně mnoho řešení, jež 
lze všechna vyjádřiti vzorci 
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= 8(Aj — 4A4), sa = 2(10^3 — 7A4), X3 = 44A,, „ , 
= 44A4; ( 2 1 > 

v nich jsou ¿3, A4 libovolná čísla reálná. 
11. Případ n—1 homogenních rovnic o n neznámých 

a hodnosti h = n — 1. 
Rovnice tvoří zřejmě redukovanou soustavu. Označíme-li 

znakem A, determinant matice, která vznikne z matice 
soustavy vynecháním v-tého sloupce, má fundamentální 
systém (20') tvar 

Dnv = (— l)n+"A„ v = 1,2, ...,», 
takže lze řešení psáti ve tvaru 

: x2 : ... : zB = Al : - At: ... : ( - (22) 

22 



4. SOUSTAVA m LINEÁRNÍCH ROVNIC O » 
NEZNÁMÝCH. 

Soustavu m rovnic pro neznámé xu x2, ...,x„ píšeme ve 
tvaru 

n 

2a ivxv = bit i = 1,2,...,»» (23) 

a předpokládáme, že není homogenní, t. j., že aspoň jedno 
z čísel 6„ 

•••> Íe různé od nuly. 
Připojíme-li k matici soustavy ještě (n+l)-ní sloupec tvo-

řený čísly bv b2,..., bm, dostaneme t. zv. matici rozšíře-
nou a platí pak o řešitelnosti soustavy (23) tato všeobecná 

věta 7. (Frobeniova): Nutná a postačující podmínka pro 
řešitelnost soustavy (23) je ta, aby matice soustavy a matice 
rozšířená mSly stejnou hodnost. 

Důkaz. Je-li soustava řešitelná, ukazují rovnice (23), 
že (n + l)-ní sloupec rozšířené matice je lineární kombinací 
prvých n jejích sloupců, takže jsou opravdu hodnosti obou 
matic, o nichž věta Frobeniova mluví, stejné (v. věta 11, 
část prvá). 

Mají-li naopak obě matice stejnou hodnost h, pak také 
matice 

°11> 
®12> 

®21> • 
®22> • 

•®ml 
•> ®m2 

a 

®n> 
®12. 

®11> • 
®22> •• 

•> ®ml 
•t ®ma 

®ln> ®2n, • •, amn ®ln. 
K 

®2n. • 
b2 .. 

• »
 amn 

;bm 

mají tutéž hodnost h a v prvé z nich lze nalézti podle věty 
1. právě h nezávislých řádků, jichž jsou všechny její 
ostatní řádky lineárními kombinacemi. Těchto h řádků je 
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ovšem nezávislých také, když je počítáme k matici druhé 
a ježto také tato má hodnost h, je každý její další řádek 
lineární kombinací oněch h spolu nezávislých. Také řádek 
blt b2, ...,bm je tedy jejich lineární kombinací a tudíž také 
lineární kombinací všech řádků matice prvé. To však značí 
(v. definici lineární kombinace, vzorec v prvém (11) dílu), 
že je soustava (23) řešitelná. 

Případ, kdy soustava (23) nemá řešení, necháváme stra-
nou a obrátíme se k tomu, kdy obě matice, o nichž mluví 
věta 7., mají stejnou hodnost h, takže rovnice (23) jsou ře-
šitelné. Jak určíme jejich řešení? 

Zavedeme-li si také pro soustavu (23) pojem redukované 
soustavy — děje se to doslova tak, jako při systému rovnic 
homogenních — můžeme ihned udati jedno řešení rovnic 
(23) a to tímto způsobem: V redukované soustavě změníme 
pořadí neznámých tak, aby byl splněn předpoklad (5) 
(označíme je v tomto pořadí opět znaky xlt x2, ..., xn), ne-
známým xh+1 xn přidělíme zcela libovolné číselné hod-
noty a vypočítáme pak Cramerovým pravidlem hodnoty 
zbylých neznámých xlt x2,..., xh. Soustava 

xlt x2, ...,xh (24) 
vypočteno při libovolně zvolených xh+l,..., xn je pak 
řešením také oněch rovnic (23), které nepatří k uvažovanému 
redukovanému systému, protože je každá z nich lineární 
kombinací rovnic soustavy redukované. 

Lze nyní ukázat, že všechna možná řešení systému (23) 
vůbec lze zbudovati z čísel (24) a z řešení homogenního 
systému, vzniklého tím, že v rovnicích (23) položíme všechna 
bit (i = 1, 2,..., m) rovna nule. Dokážeme si totiž 

vítu 8. Obecné řešení systému (23) získáme, když k obec-
nému řešení příslušné soustavy homogenní přičteme nějaké 
speciální řešení rovnic (23). 

Důkaz. Budiž f f„ obecné řešení homogenní 
Boustavy, o níž mluví věta 8. a položme X t = f t + xi> 
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= ¿2 + xv • • xn = šn + xa, kde je x1, x2 xn spe-
ciální řešení rovnic (23), na př. řešení (24). Pak jest 
n n n n 

IaiwX, = 2®.>(£» + x') = 2®»£- + = 0 + 6 , = bh 
»=1 »=1 V=1 »=1 

i = 1, 2 , . . . , m, 

takže je Xlt X2, ..., X„ řešením systému (23). Zbývá ještě 
dokázatí, že vůbec každé řešení rovnic (23) lze takto vy-
jádřiti. Je-li však X2, ..., Xn zcela libovolné řešení těchto 
rovnic, položme X1 — x1 = glt X2 — x2 = |2, ..., X„ —xn= 
= f„. Potom platí 
n n n n 

2 = 2®<»(-ř» — x ') = 2 — I f l t * = bi—bi = 0, 
v—1 v=l v 1 v 1 

i = 1,2, . . . , m, 

takže je f l f fa , ..., | „ řešením homogenní soustavy příslušné 
k rovnicím (23) a jest Xj = Ši + xi, -̂ 2 = f2 + x2> • • •> 

= In + xn-

Příklady. 

12. Řešte, je-li to možno, rovnice 
— ~j~ 3X4 — 2 

7«! + 6x2 — 4x3 + 7a;4 = — 1 (25) 
—x1 — 4a;2 + 2a;a — 2xi - q. 

Aby soustava byla řešitelná, je nutno a stačí, aby matice 
soustavy a matice rozšířená měly stejnou hodnost. Protože 
však má matice soustavy hodnost h = 2 (v. př. 1.), musí 
také matice rozšířená míti hodnost 2 a to také stačí. Prvé 
dva řádky této matice jsou lineárně nezávislé, takže je 
nutno určit g tak, aby poslední řádek byl lineární kombinací 
prvých dvou. Z příkladu 1. však už známe koeficienty této 
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lineární kombinace — jsou to čísla —1, 1, 2 — a proto je 
nutno, aby (—1) . 2 + 1 . (—1) + 2g = 0, t. j. e = 

Redukovaná soustava je 
óZJ — 2X2 + 3x4 = 2 
LXX + 6.r2 — 4X3 + 7x4 = — 1; 

x9, xt jsou zcela libovolná, takže je obecně 
44xt = 10 + 8x3 — 32x4 
44X2 = — 19 + 20x3 — 14x4. 

Zvolíme-li si ku př. x3 = x4 = 0, dostáváme jedno řešení 
rovnic (25), ve kterých ovšem je g = •$, ve tvaru: 

X1 — Yí> X1 = — t i ' X3 = x4 = (25') 

Obecné řešení homogenní soustavy příslušné k soustavě 
(25) jsme už nalezli v příkladě 10., vzorce (21") a proto mají 
rovnice (25) podle věty 8. obecné řešení 

= -A + 8(A3 - ^4). x2 = — H + 2(10A3 - 7A4), 
x3 = 44 A3, x4 = 44A4; (25") 

As, A4 jsou hbovolná reálná čísla. 
13. Provedeme výpočet hodnoty determinantu recipro-

kého k nulovému. V oddílu prvém jsme bez důkazu vyslo-
vili poznatek, že i v tomto případě je v platnosti vzorec (33); 
přihlédneme nyní blíže k poměrům, které zde mohou na-
statí. 

První možný případ, že je A = 0 a že má hodnost h ^ 
<1 n — 2, je triviální. V reciprokém determinantu a jsou 
pak všechny prvky — to jsou, nehledě k znaménkům, 
(» — l)-řadovó minory determinantu A — rovny nule, tedy 
a samo, v souhlase se vzorcem (33) z dílu prvého, rovno 
nule a to tak, že je také jeho hodnost nulová. 

Zajímavý je druhý možný případ, kdy nulový determi-
nant A má hodnost h = n — 1. Potom je fundamentální 
systém soustavy 
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2ffl,>rr = 0, i = 1, 2, ..., n 
v= 1 

tvořen jediným nezávislým (t. j. nenulovým) řešením — 
označíme je 

Sir £i> •••> 
Každé jiné řešení — tedy také n řešení 

-^rli -̂ r2> • • •> -^rni r = 1, 2, ..., n. 
lze pak z onoho fundamentálního lineárně zkombinovati; 
existují tedy konstanty 1T (ne všechny nulové) tak, že jest 

A„ = Arf„ r = 1, 2,..., »; í = 1, 2, ..., n. (26) 
Pak ale dostáváme pro libovolný dvouřadový minor de-

terminantu a vztah 

A 
u«> u t 

1, 1 
1. 1 

= 0. (26') 

Výsledek vyslovíme takto: 
Determinant reciproký k nulovému má hodnotu rovněž 

nulovou. Jeho hodnost je bud nula nebo 1 podle toho, zdali 
hodnost původního determinantu byla menší než n — 1 nebo 
rovnán — 1. 
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5. LINEÁRNÍ TRANSFORMACE A LINEÁRNÍ 
FORMY. 

V tomto a v několika následujících paragrafech budeme 
často používati poznatků o počítání maticemi, z nichž nej-
důležitější byly uvedeny v prvém dílu na str. 78—89. 

Budiž dán určitý výraz F(xv x2,..., x„) a zaveďme do 
něho místo proměnných xlt x2,..., x„ nové Xlt X X„ 
lineárními rovnicemi 

n 

xf = ^airXr, i = l,2,...,n. (27) 
»=i 

Říkáme pak, že jsme výraz F(xlt x2, ..., x„) transformo-
vali do nových proměnných lineární transformací (27). Ma-
tici A nazýváme maticí (determinant A pak modulem) dané 
transformace a mluvíme prostě o transformaci A. Hodností 
transformace rozumíme hodnost její matice — v tomto 
smyslu také mluvíme o transformacích regulárních a sin-
gulárních. 

Transformaci (27) můžeme psáti vzhledem k příkladu 
na str. 81 prvé části také ve tvaru maticové rovnice 

x = AX, (27') 
z něhož můžeme činiti pohodlně různé důsledky. Je-li na 
příklad daná transformace regulární, existuje k ní inversní, 
která vyjadřuje nové proměnné původními. Násobíme-li 
vztah (27') zleva maticí A—1, dostáváme tuto inversní trans-
formaci ve tvaru 

X = A - 1 * (28) 
takže její modul je (viz pojednání o reciprokých determi-
nantech) roven výrazu A~l. 
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Jsou-li proměnné nové Xv X2,..., X„ samy opět spjaty s ji-
nými ylt y2, ...,y„ lineární transformací 

X = By, (29) 
dostáváme složením obou po sobě jdoucích transformací 
(27'), (29) původní proměnné xlt x2, ...,xn vyjádřeny no-
vými í/j, y2, ...,y„ v maticové rovnici 

* = ABy. (30) 
Je odtud patrno, že složení dvou lineárních transformací 
vede k transformaci opět lineární, která obecně závisí na 
pořadí, v němž byly dané transformace skládány. 

Příklady. 
14. Jak nutno volit substituci (29), aby byla transformace 

(30) unimodulární, t. j., aby byl její determinant roven 1? 
Za předpokladu A 4= 0 má tedy býti A . B = 1; jsou-li 

cik (i, k = 1, 2, ..., n) prvky libovolného determinantu 
o hodnotě 1 a C matice jimi určená, stačí, aby matice B 
splňovala vztah 

AB = C, t. j. B = A-iC. (31) 
15. Základní vlastnosti transformace (27). 
Nadrovina (n— l)-rozměrného prostoru má v homogen-

it 
nich souřadnicích rovnici Ja^r, = 0 a přejde lineární trans-

»=i 
formací (také lineární substitucí) (27) v útvar 

n n n n n 

o = = = Z6«-*». 
V=1 X= 1 X=1 V=1 X=1 

tedy (jpět v nadrovinu onoho prostoru, pokládáme-li body 
(xj, x2, ... x„), (X1: X2, ... X„) za jeho dva body přiřazené 
sobě navzájem transformací (27). Rovnice této nové ňad-
ro viny tudíž zní 
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n u 
2b,X r = O,b, = 2/va«, » = 1 , 2 , . . . , » ; (32) 

vztahy pro určení koeficientů blt b2, ... b„ je ostatně možno 
vyjádřiti jedinou maticovou rovnicí 

b = Aa. (33) 
Útvar určený v (n — l)-rozměrném prostoru body spo-

lečnými n — 2 různým ňadro vinám se jmenuje přímkou 
tohoto (n— l)-rozměrného prostoru. Její rovnice tedy jsou 

n 

r, = 0, i = 1, 2, ..., n — 2. (34) 
V=1 

Protože se transformací (27) každá z oněch n — 2 nad-
rovin přímku určujících transformuje opět v nadrovinu, 
převádí transformace (27) každou přímku (n — l)-rozměr-
ného prostoru opět v přímku. Rovnice této nové přímky 
budou podle výsledků (32) a (33) 

n 

= 0, d, = Ac„ i = 1, 2, . . , n — 2. (35) 
»=i 

Specielní ¿-rozměrná (0 k ^ n — 2) varieta určená 
v (n — 1)-rozměrném prostoru n — 1 — k ňadro vinami se 
transformací (27) převádí zase v takovou varietu ¿-rozměr-
nou. 

Transformace (27) je zobecněním kolineace známé z geo-
metrie roviny a trojrozměrného prostoru do prostoru (n — 1)-
rozměrného. Upozorňujeme, že xlt xit..., xn i Xu X2, ..., X„ 
pokládáme v tomto příkladě za homogenní bodové souřad-
nice. 

16. Díváme-li se na soustavu n lineárních rovnic o n ne-
známých a s nenulovým determinantem 

» 
= í/x, i = 1,2 n (36) 

jako na lineární substituci, která každé soustavě čísel ylt 
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y2, ...,yn přiřazuje určitou soustavu xlt x2, ..., xn, lze ony 
rovnice psáti ve tvaru 

Ax = y (36') 
a jejich řešeni je pak 

* = A~ly. (36") 
Vedle soustavy (36') zavedeme ještě transponovanou 

Ás = t (37) 
H 

a určíme hodnotu výrazu Dostáváme postupně 
t=i 

ii n ^ n » ^ 1,2, . . . , n n 

Y,xiti = 2 T = T 2 «^^«e i^w = 
¡ = 1 i = l v=l (ř=l r, s< i - 1 

1,2 , , . . ,» n 
= 2 = 2 S'V-

v, e i 
Nalezli jsme tak jednoduchý a zajímavý vztah mezi ře-

šeními xt,x2 x„, slf «2, •••» sn a pravými stranami ylt 
Ví, •••> Vn> h> h< • • • > d a n é soustavy (36') a soustavy k ní 
transponované (37): 

+ x2t2 + ... + xntn = + s&2 + ... + (38) 
Tak má na př. soustava (12) z př. 6. řešení (12,1) a soustava 

k ní transponovaná (na př.) 

3«! + s2 + 3sa + 3s4 = — 1 
2 + 3 s2 + 3 s3 + 3í4 = 0 
4*1 + «2 + 3s3 + 2*4 = o 

2«! + 4s2 + 3S3 + 2S4 = 0 
pak řešení 

«i = 3, s 2 = 2 , s 3 = — 6, s 4 = 2 . 

Máme tedy 
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x1 = 6, x2 = — y , x3 = — y>, x 4 = tf 
Ví = 0, y2 = 0, y3 = 1, yt = 0 
«i = 3, «2 = 2, sa = — 6, »4 = 2 
Í! = — 1, <2 = 0, «3 = 0, <4 = 0 

a přesvědčíme se snadno, že tyto veličiny splňují opravdu 
vztah (38). 

* * 
* 

Lineární forma y v n proměnných x1} x2, ..., xn má tvar 
y = a ^ ! + a^2 + ... + anxn. (39) 

Dvě lineární formy týchž proměnných 
n n 

Ví = Z®!»*" = I***. 

pokládáme za různé, jsou-li soustavy an, a12,..., a ln; a21, 
a22,..., a2n jejich koeficientů lineárně nezávislé. Tak na př. 
jsou formy 

Ví = 2xi — 3*2 + JX3, Vz = ~ xi + ÍX2 ~ \X3 
navzájem stejné. Z úvah odstavce 1. pak vyplývá poznatek, 
že v soustavě m lineárních forem 

n 
yt = i = 1, 2, ..., m (40) 

>•=1 
lze nalézti právě tolik navzájem různých, kolik je hodnost 
h matice soustavy jejich koeficientů (tuto matici ovšem 
doplníme ve smyslu odst. 9. části prvé na čtverečnou nulo-
vými řadami, abychom také na systémy lineárních forem 
mohli užiti pravidel maticového počtu). Navzájem různé 
jsou pak ty formy, z jejichž matice lze vytvořiti nenulový 
determinant A-řadový. Soustavu (40) píšeme také zde ve 
známém tvaru 

y = Ax. (40') 
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Poznámka. Lineární transformace (A)-1 se nazývá kontra-
gredientní k transformaci A. Vzorce (93), (91) a (95) části I 
ukazují, že kontragredience dvou lineárních homogenních 
transformací je vzájemná. 

Lze dokázati platnost této vity. 
Nutná a postačující podmínka, aby byly dvě transformace 

y = Ax, s = Bt navzájem kontragredientní, je vyjádřena 
rovnicí 

n n 
ŽViSi = (41) 

Jsou-U totiž kontragredientní, je fl = (A)-1, tedy druhá 
transformace má tvar t = As a podle příkladu 16 dospí-
váme přímo k rovnici (41). 

Je-li naopak tato rovnice splněna pro všechny systémy 
(x), (y), (s), (í) navzájem si odpovídající, volme systém (a;) 
tak, že Xf = 0 pro t 4= k, xk = 1. Tomuto systému odpovídá 
systém (y) určený vztahy = aik, i = 1, 2, ..., n. Zavede-
me-h tyto speciální soustavy do rovnice (41), dostáváme 

u 
tk = Haiksi-

ť= l 

Tento vztah ovšem platí pro všechna k, t. j. pro A; = 1,2, 
..., n a ukazuje, že lze psáti 

t = As, 
t. j. $ = (A)—'t. Na druhé straně však víme, že s = Bt, 
takže je B = (A)—1 a obě lineární transformace, o nichž věta 
mluví, jsou vskutku kontragredientní. 
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6. F O R M Y B I L I N E Á R N l . 

Bilineárnl forma dvou řad proměnných xlt x2,..., xn\ yv 
2/2, •••! Vn je součtem w2 sčítanců tvaru aikxiyk (i, k = 1', 2, 
..w, aik reálná), tedy 

/ = 2aikxiVk, i, k = 1,2, ...,n. (42) 
i, k 

Na označení proměnných ovšem nezáleží, všechny vlast-
nosti bilineární formy / jsou dány jedině maticí A jejich 
koeficientů. Proto také mluvíme někdy o bilineární formě A. 
Hodnost h matice A je hodností formy, rozeznáváme formy 
regulární a singulární a vůbec přenášíme na formy bili-
neární (a také na kvadratické, viz odst. 7.) vyjadřování 
obvyklé v theorii matic. V tomto smyslu pak můžeme 
k formě (42) konstruovati reciprokou, transponovanou a 
kontragredientní. 

Protože je / homogenní funkcí 1. stupně proměnných 
x, (v = 1,2,... , n), lze na ni aplikovati známou identitu 
Eulerovu a psáti 

n n n 
f = = 1xža»kyk-

v=i v=i fc=i 
n 

Nyní však víme, že výraz 8t°jí n a prvém místě 
fc=1 

v-tého řádku matice Ay a že všechny ostatní elementy tohoto 
řádku jsou nuly. Utvoříme-li tudíž součin matice x (tedy 
transponované k x) a matice prve zmíněné, dostaneme 
matici, jež má první hlavní element rovný právě /, všechny 
ostatní pak nulové. Tuto matici 

xAy (43) 
budeme pokládati za maticový tvar formy (42). 
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Tak na př. určuje matice prvních tří sloupců soustav (3) 
bilineární formu 

/ = 5xiVi — 2*i2/2 + + 6*22/2 — 4̂ 23/3 — x3yi ~ , U ) 
— 4X3Í/2 + 2*32/3 

o hodnosti h = 2, tedy formu singulární. Čtenář nechť si 
vypočítá pro tento případ součin (43). 

Doporučuji čtenáři dobře si rozvážiti fakt, že výraz (43) 
se nesmí žádným způsobem ztotožňovati s formou (42) — 
to plyne už z té okolnosti, že forma / je polynom, kdežto 
výraz (43) matice, tedy matematický útvar docela jiné 
povahy (matice nejsou veličiny, nýbrž pouhá schémata, 
systémy čísel). Součin (43) je spíše jakýmsi „maticovým 
obrazem" bilineární formy /. Pro uvedené „maticové ob-
razy" forem bilineárních (a také jiných; tento pojem je 
zřejmě schopen rozšíření a zobecnění) platí ovšem obvyklá 
aritmerika a algebra matic (jak jsme podali její počátky 
v odst. 9. prvého dílu). Zajímavá je otázka, co se děje 
s „maticovými obrazy" forem, transformací a pod., když 
s jejich „originály" fv /2, ... (a to jsou v případech, které zde 
máme na mysli, pouhé polynomy) provádíme různé operace 
matematické. Není bdhužel možno zabývati se zde blíže 
těmito věcmi, protože by tím jednak rozsah spisku neúměrně 
vzrostl a za druhé nejsou zatím příslušné úvahy technicky 
důležité. 

V každém případě je však nutno si uvědomiti, že už 
v celém odst. 5. vlastně pracujeme s „maticovými obrazy". 
Čtenář, který chce výklad dokonale pochopit, učiní dobře, 
když si ověří jednotlivé jeho fáze na konkrétních numeric-
kých příkladech a pod. 

V další úvaze se ovšem přidržíme obvyklého postupu a 
budeme se symbolem (43) a s příslušnou formou / (jejich 
vzájemné přiřadění je, theoreticky vzato, jednojednoznačné) 
pracovati podle pravidel již dříve odvozených (pouze po-
jmenování „maticový obraz", nebo „obraz" budeme občas 
používati). 
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Transformujme formu (42) transformaci 
x = CLX, Y = C2V; (45) 

dostáváme její obraz ve tvaru (dokažte si napřed formuli 
AB = BÁ) 

XCxAC2y, (46) 
z něhož je patrno, že transformovaná forma je opět biline-
ární v nových proměnných X„ Y, {v = 1,2,... , n), avšak 
s maticí C]AC2. Odtud a z př. 1, str. 86 části plyne 
jednoduchý (avšak důležitý) důsledek, že se hodnost formy 
(42) nemění regulárními transformacemi proměnných. 

Budiž na př. předložena úloha transformovati formu (44) 
do nových proměnných X„ Y„ (v = 1, 2, 3) substitucemi 
(obě jsou regulární) 

c , 

Podle vzorce (46) dostaneme novou bilineární formu s maticí 

1, 0, —1 - 2 , 4, 3 
1, 0, 2 , C2 = 5, 1, —1 

- 1 , 1, 0 
, C2 = 

- 3 , o, 2 

CXAC2 

1,1, - 1 
0, o, 

— 1 , 2. 

5, —2, 
7, 6, -

- 1 , — 
32, 60, 19 

—24, —8, 5 
76, 50, —3 

- 2 , 4, 3 
5, 1, - 1 

- 3 , 0, 2 
tedy formu 
F = 32X1Y1 + 60X1Y2 + 19X^3 — 24X2Yx — 8 X2Y2 + 

+ 5X2y3 + 76Xay1 + 50X3y2 — 3X3r3. (47) 
Potvrďte si tento výsledek přímým dosazením nových pro-
měnných do výrazu (44) a také to, že forma (47) má zase 
hodnost h = 2. 

Nyní si dokážeme tuto základní větu o bilineárních 
formách: 
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Věta 9. Bilineární formu (42) o hodnosti h < n je možno 
regulárními lineárními transformacemi uvésti na bilineární 
formu dvou řad po h proměnných. 

Důkaz. Za daného předpokladu má soustava 

= 0, i = 1, 2, ..., n (a) 

n — h nezávislých řešení. Najdeme je a označíme 
flí. fíiff, • • •, fno e = A + 1, • • (b) 

za dovoleného předpokladu, že (n — /t)-řadový nenulový 
determinant se dá sestaviti z posledních n — h sloupců 
soustav (b) (to znamená eventuelně jen přečíslování druhé 
řady proměnných v dané bilineární formě), konstruujme 
w-řadovou matici (dokažte, že je regulární) 

1, 0, . 
0, 1, • 

0, o,, 
o, o, . 

o, 0. . 

•> 0, fi.A+11 
•> 0> f2.A+l> 

•> ll 1> 
•> 0, lft+i.A+1 

•> 0, fn,A+l! 

> £ln 
! f 2 n 

•i íftn 
> íft+lin 

(48) 

Transformujeme-li pak proměnné y v dané bilineární 
formě Lineární substitucí 

Y = Bi y (49) 
dostaneme novou v proměnných xlt x2, ..., x„; 71, Y2, ..., 
Yn a s maticí ABlt která má obecný prvek (bik, i, k = 1, 
2 n jsou prvky matice Bt) 

Pik = 2ai'b*k = aik pro k<^h, 

Pik = = = 0 pro k ^ h , + 1. (o) 
v= 1 v= 1 
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Mé tudíž nová bilineární forma matici, jejichž prvních h 
sloupců je stejných, jako u matice původní, posledních pak 
n — h sloupců je tvořeno samými nulami. Tato nová matice 
má ovšem stejnou hodnost h jakou měla původní. 

Rovnice 
n 

^arxxv = 0, x = 1, 2, . . . , h (d) 

mají fundamentální systém řešení 

Vn> Ve2> • • *7en. Q = h + (e) 
Za předpokladu, že opět lze nenulový determinant se-

staviti z n — h posledních sloupců soustav (e) (to znamená 
v případě nutnosti jenom přečíslování prvé řady proměn-
ných v původní bilineární formě), sestrojíme regulární ma-
tici 

B, 

1, 0, ..., 0, rjh+h l , ...,rjnl 
0, 1,..., 0, rjh+h2, ..., r\n2 

0, 0, . . . , 1, n h + 1 , h , ...,T)nh 
0, 0, . . . , 0 , rjh+1>A+1, ...,»?„,ft+i 

(50) 

0, 0, ...,0, í7„+i,n, 
a podrobíme také ještě proměnné x lineární transformaci 

x = B2X. (51) 

Tím přechází částečně již transformovaná bilineární forma 
v konečný tvar — bilineární formu s maticí B2ABL a s obec-
ným prvkem {/}ik! i, k = 1, 2,..., n je obecný element ma-
tice B2) 

n n 
lik = 2/̂ viPvfc = = aik P r o i,k<Lh, qik = 0 

v = l v = l 

pro k ^ h + 1, qik = 0 pro i ^ h + 1, k <1 h. (f) 
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Úhrnem tedy můžeme říci: Dvěma regulárními lineárními 
transformacemi (49), (51) se nám podařilo transformovati 
původní bílineární formu (42) na tvar 

%2flikZtYk,ilk=\,2,...,K, (52) 
t, k 

o němž mluví věta 9. 
Proveďme tento postup numericky pro formu (44) o hod-

nosti h = 2. Systém (a) jest zde 
5xx — 2x2 - 0 
7xx -)- 6z2 — 4xa = 0 

—xx — áx2 -f 2x3 - 0 
a řešení (b) — zde jediné — je podle vzorce (22) dáno 
úměrou 

f „ : f n : f » = 8 : 20 : 44 = 2 : 5 : 11; 
volíme 

fl3 = 2, i23 = Í33 = !!• 
Matice (48) má pak tvar 

1, 0, 2 
0, 1, 5 
0, 0, 11 

Bx 

Systém (d) bude: 
5xx + 7x2— x3 = 0 

—2xx + 6X2 — 4xa = 0 
a jeho řešeni (e) 

: 17» = = — 22 : 22 : 44 = — 1 : 1 : 2; 
položíme ovšem 

Vai = ~ 1, n»i = í. = 2-
Matice (50) pak jest 

Ba 

1, 0, —1 
0, 1, 1 
0, 0, 2 

39 



Transformacemi 
xí = Xl — Xa, y1 = Y1 + 2Ya 
x2 = X2 + Xa, y2 = Y2 + 5Y3 
x3 = 2X3,y3= lir3 

musí tedy forma (44) přejiti ve tvar 

5 X.Y, — 2XJ2 + 1XJ, + 6 X2Y2. (53) 
Přesvědčte se, že tomu tak skutečně jest a vypočítejte 

také matici B2AB±. 
Jest zřejmé, že při formě o hodnosti h je počet proměnných 

h (pro x i pro y) nejmenší počet, na který lze formu reduko-
vat. Kdyby existoval počet nižší než h, musila by příslušná 
transformovaná forma, ježto povstala z dané regulárními 
transformacemi, míti hodnost opět h — to ovšem není při 
počtu proměnných menším než h možno. 

Dále jsme získali prostředek, jak libovolnou matici A 
o hodnosti h převésti násobením regulárními maticemi B, 
zprava a B2 zleva na tvar, který z ní dostaneme prostě tím, 
že ty prvky aik, jichž aspoň jeden index je větší než h, 
nahradíme nulami, ostatní pak ponecháme. Nahlédneme 
opět snadno, že tato redukce je nejvyšší možná. 

Bilineární forma (52) je už regulární s maticí Ax = ||aiA.||, 
i, k = 1, 2, ..., h. Lineární regulární transformací (všechny 
matice jsou zde A-řadové, což je odchylkou od úmluvy 
v odst. 9. první části) 

X = (Aj- ix ' , Y = y ' (54) 
přechází v bilineární formu s obrazem 

x'AriAlY' = * y , (55) 
t. j. ve formu 

XiVi + x2'y2'+ ... + xh'yh'. (56) 

Toto jest t. zv. normální tvar, na který tedy lze každou 
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bilineámi formu o hodnosti h uvésti. Tak máme v případě 
formy (53): 

5, 
7, • = 

5, 7 
- 2 , 6 , 1 = A . - rV 

ÍT 
takže zde vede k cíli substituce 

X, 11 'i 
TT l̂ 

l ' r l 2 > — ž/i 

r ^ i T ťVV. = yí-
PotvTdte skutečným výpočtem, že převádí formu (53) na 

normální tvar 
xi V\ + x2 Vi • 

Na konec se ještě zmíníme o jistém druhu vyjádření bili-
neárních forem, kteréžto je východiskem při studiu jejich 
souvislosti s vyššími komplexními (hyperkomplexními) 
čísly. 

Budiž Fik «-řadová matice s jediným nenulovým prvkem, 
který stojí v i-tém řádku na jeho i-tém místě a má hodnotu 
1; ostatní elementy této matice budtež nulové. Pro násobení 
takových speciálních matic platí vzorec , 

FikFtm = dkfim, i,k,l,m= 1,2, . . . ,«. (57) 
Označíme-li totiž obecný element prvého faktoru na levé 

straně této rovnice znakem frl!, obecný element druhého 
faktoru pak symbolem <pra (r, q = 1,2 «), má součin na 
levé straně obecný prvek 

Trs = 2/ri f f f t 
e= l 

takže je zřejmě j>T, = 0 pro r =j= i, s =(= m. Jediný úvahy-
hodný prvek tedy je 

n 

Vim = žfieVem' 
Q-l 
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protože však jest fie = dkQ, <ptm = d„i, máme dále 
n 

Vim = = 
e=l 

Je tudíž součin na levé straně rovnice (57) roven n-řadové 
matici s elementy pT, vesměs nulovými až na prvek pim, 
který má hodnotu 6kl (ók[ je stále Kroneckerův symbol). 
To však je právě matice stojící na pravé straně vzorce (57). 

Bilineární forma s maticovým obrazem xFiky je velmi 
jednoduchá, totiž x¿yk, takže lze každou bilineární formu 

Ifli^iVk, (i k = 1, 2, ..., n) 
i, k 

zobraziti také ve tvaru 

2aikXFiky (58) 
i,k 

a nezáleží-li nám právě na tom, jaké má forma proměnné, 
lze ji zobraziti i ve tvaru 

laikFik. (58') 
», k 

Tento druhý způsob psaní už přímo vede k souvislosti 
bilineárních forem s vyššími čísly komplexními. Stačí, 
abychom výrazy Fik interpretovali jako n2 nezávislých jed-
notek komplexního čísla. 

Funkce (85) resp. (87) prvé části se jmenuje charakteristickou 
funkci dané formy bilineární, rovnice vzniklá tím, že tuto 
charakteristickou funkci položíme rovnu nule, jest pak 
charakteristickou rovnicí dané formy. Seznámíme se s ní 
blíže v pojednání o formách Hermiteových (v odst. 12.). 

Poznámka. Je-li matice bilineární formy (42) souměrná 
(t. j. platí-li aik = aki, i, k = 1,2,.. . , n), nazýváme formu 
souměrnou. Transformuj eme-li v ní obě řady proměnných 
toutéž lineární substitucí C, dostaneme opět formu bilineární 
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souměrnou. Výsledné forma bude totiž míti podle vzorce 
(46) matici CAC, jejíž obecný prvek yik mé tvar 

n n 

ync — IceiIaQVcrk = 2ce^a^>,c»,* = = Vki, 
t = 1 r = l e,» r,e 

i, k = 1, 2, ..., n; 
transformované forma je tedy vskutku souměrná. 

Jde-li na př. o formu s maticí 
0, 3, - 1 
3, 2, 1 

—1, 1. 0 
a je-li déle 

C = 
1, 0, —1 
1, o, 2 

—1, 1, 0 
, C = 

1,1, - 1 
0, o, 1 

-1, 2, 0 
dostáváme po krátkém počítání matici transformované 
formy 

8, 0, 4 
CAC = 0, 0, 3 

4, 3, 
ta pak je vskutku souměrná. 
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7. FORMY KVADRATICKÉ. 

(59) 

Jestliže v souměrné bilineární formě položíme yv — xv 
(v = 1, 2, ..., n), přejde tato v útvar, kterému říkáme kvad-
ratická forma proměnných xlt x2 x„. Pochopitelně na ni 
přenášíme všechny pojmy a úvahy, které jsme provedli 
v odst. 6. Zvláště je možno také pro kvadratickou formu 
provésti redukci, o níž mluví věta 9.; dík symetrii matice 
kvadratické formy stačí k této redukci jediná transformace 
s maticí (48) z odst. 6. 

Jako příklad proveďme redukci kvadratické formy 
/ = 2-Tj2 + 2x2

2 + 6x3
2 + 2x4

2 + 2x^2 + 6x^3 — 

Matice dané formy 
2, 1, 3, - 1 
1, 2, 3, 1 
3, 3, 6, 0 

- 1 , 1, 0, 2 
má, jak si čtenář snadno ověří, hodnost h = 2; postup věty 
9. z odst. 6 se tedy pro náš případ utváří takto: 

Redukovaná soustava příslušná k systému (a) 
2xx + x2 + 3xa — x4 = 0 
xx + 2X2 + 3X3 + x4 = 0 

má dvě nezávislá řešení. Za ta zvolíme na příklad 
f 13 = ' i £23 = 1 > £ 3 3 = £ 4 3 = 1 

£14 = "— 1) Í24 — — 1» £34 = 1> £44 = o 
a sestavíme matici B, podle vzoru (48): 

1, 0, 1, - 1 
0, 1, - 1 , - 1 
0, 0, 0, 1 
0, 0, 1, 0 

B, 
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Danou formu (59) pak transformujeme transformací fij; 
pro matici B1AB1 nám po krátkém počítání vyjde 

2, 1, 0, 0 
1, 2, 0, 0 
o, o, o, o • 
o, o, o, o 

Transformací (která je regulární — ověřte si to) 
xi — + -^3 — 
x2 = X2 — -X3 — Xt 
x3 = X4 Xi = 

přejde tedy kvadratická forma (59) ve tvar 
/1 = 2X* + 2X* + 2XlX2. (59') 

Potvrďte si tuto skutečnost přímým výpočtem. 
Píšeme-li kvadratickou formu ve tvaru 

/ = Zaifc*.**, aik = aki, i, k = 1, 2, . . . , n, (60) 
i.* 

nazýváme lineární formy 
1 3 / " 

= = n (61) 
i OXy k= 1 

lineárními formami k / přidruženými (adjungovanými); 
někdy také píšeme F,(x). 

Protože je forma / homogenní funkcí 2. stupně svých 
proměnných, platí pro ni podle Eulerovy věty 

n ^ / n 
' = 2 / , t. j. / = (62) 

V— l OXy v= 1 
bilineárni forma n 

ly,Fv(x) (63) 
V=1 

se jmenuje polárou dané formy kvadratické. 
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Souměrný determinant |oifc|, ť, k = 1, 2 n matice A 
dané kvadratické formy se nazývá diskriminantem této 
formy a rozhoduje svojí hodnotou o tom, zda je forma sin-
gulární či regulární. 

Kvadratickou formu (60) lze psáti také ve tvaru vroube-
ného determinantu. Vypočítáme-li totiž hodnotu determi-
nantu rlt který vznikne z determinantu (vzorec (42) dílu 
prvého) tím, že v něm místo každého prvku aik píšeme jeho 
doplněk Atk v determinantu A, vypočítáme-li tuto hodnotu 
rx podle vzorce (45) dílu prvého, dostáváme (<xki značí 
doplněk prvku Aki v determinantu reciprokém k A) 

ri = ~ 1«kiXiyk - — ¿"-^kiZiVk-
i, k i,k 

Předpokládáme-li ještě, že je determinant A souměrný 
a klademe-li yk = xk (k = 1, 2, ..., n), dostáváme svrchu 
zmíněné vyjádření kvadratické formy / determinantem ve 
tvaru 

— An-* . / = 

A1V Alt, .. X1 
-̂ 21» A22, .. X2 
Anlr An2> • A 

"flni 
xn 

Xl, x2i • >
 xni 0 

(64) 

Kvadratická forma 
F = 2AikXiXk 

i,k 
se nazývá formou k / adjungovanou. Je-li hodnost formy / 
nejvýše n — 2, je forma k ní adjungovaná identicky nulová; 
je-li však / hodnosti h = n—1, lze podle př. 13. psáti 
Aik = (i, k = 1, 2, ..., n). Vzhledem k souměrnosti 
původního determinantu je ovšem Aki = Aik, tedy At£ť = 
= X^k (i, k = 1, 2, ..., n) a formu adjungovanou k / lze 
psáti také ve tvaru 

» n 
F = ž t á m = ¿ X f . V + 2 = (65) 

i,k i=l i<k i = l 
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V případě, že původní forma má hodnost h = n — 1, je 
kvadratická forma k ní adjungovaná rovna úplnému čtverci 
formy lineární; je-li hodnost původní formy menší, než 
n — 1, je adjungovaná forma identicky nulová. 

Maticový obraz kvadratické formy (60) je xAx\ s výhodou 
ho užíváme zvláště k symbolickému znázornění transfor-
mací kvadratických forem. Polára formy (60) má za mati-
cový obraz matici yAx, odkudž téměř okamžitě vyplývá 
fakt, že je polára „kovariantem" své formy, což značí: 
Přejde-li jistou transformací daná kvadratická forma v jinou, 
pak přechází její polára — transformujeme-li obě řady jejích 
proměnných právě takovou transformací — v poláru kvad-
ratické formy transformované. Stejně jednoduchým dů-
sledkem maticového znázornění je to, že determinant formy 
transformované je roven determinantu formy původní, ná-
sobenému čtvercem determinantu transformace, jíž jsme 
danou kvadratickou formu podrobili. 

Dokážeme si nyní důležitou větu pro theorii kvadratic-
kých forem, větu o redukci kvadratické formy na lineární 
kombinaci čtverců n proměnných. 

Věta 10. Kvadratickou formu lze vhodnou regulární lineární 
transformací převésti na lineární kombinaci čtverců proměn-
ných, t. j. na tvar 

Je-li hodnost dané formy h, je mezi koeficienty cv (v = 1, 2, 
...,n) právěh nenulových. 

Důkaz. Obsahuje-li daná forma (60) aspoň jeden čtverec, 
dosáhneme eventuelním přečíslováním proměnných toho, 
Že bude " 4- n a. r»í Somf* fnrmil T7P t.TTfl.ril 

Clx* + c2x2
2 + . . . + a „ 2 . (66) 
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kde /(1> (a také ovSem /) je kvadratická forma už jen pro-
měnných x2, x3 x„. 

Transformuj eme-li danou formu (60) za předpokladu 
a u 4= 0 lineární substitucí, která je inversní k regulární 
transformaci (rozmyslete si to) 

n 
X1 = 2 a i k ? k , Xv = x„, v = 2, 3, . . . , n, (67) 

dostaneme ji ve tvaru 

Neobsahuje-li daná forma žádného čtverce proměnné, do-
sáhneme vhodným označením, že bude a12 =(= 0 (vylučujeme 
zde případ formy identicky nulové) a píšeme pak / takto: 

n 11 
&/ = «ižXJXJ + x^avpck + x2^aikxk + 

Jfc=3 fr = 3 
j n n 

+ / = _ (a12Xl + (a12x2 + 2aifca;í.) — 
«12 jí'= 3 Jfc-3 

2 ft H J « 

— — 2«1***2«2*** + / = — («12*1 + 2a2ťe i) • 
°12*=3 Jfc=3 «12 fc = 3 

n 
• («12*2 + 2«!***) + P ; 

i = 3 
/<2) a / jsou kvadratické formy v proměnných x3, x4,..., x„. 

Regulární transformací, která je inversní k substituci 
n 

Xj = ^[«ií^I + x í ) + 2(®ifc + «2 k) 
*;3 (68) 

X2 = £[«12(*2 — * l ) + 2 ( ® 1 * — «2k) Xk], 
*= 3 

X, = x„ v = 3 n, 
dostaneme pak původní formu ve tvaru 
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yiXf + y2X* + FV) (X3, Xt Xn). 
Dalším odštěpováním násobků čtverců proměnných od 

forem JW resp. í1*2' dospějeme posléze k tvaru (66). Trans-
formace, jichž při tom užíváme (jsou ovšem obdobné právě 
provedeným) se sice týkají jen některých proměnných (vždy 
těch, které zbyly ve formách vzniklých tím kterým odště-
pením jednoho nebo dvou čtverců), lze je však interpreto-
vati zřejmě po každé jako transformace všech proměnných. 
Tyto všechny transformace jsou — právě tak jako (67) a 
(68) — regulární a jejich postupnou aplikaci lze nahraditi 
jedinou regulární transformací všech proměnných, která 
je z nich složena. Byla-li hodnost původní formy h, je tedy 
i hodnost formy transformované na tvar (66) rovna h a 
počet nenulových koeficientů cr nemůže býti menší než h 
(pak by hodnost transformované formy byla totiž menší 
než h), ani větší než h (pak by ona hodnost byla také větší 
než h). Tím je věta 10. dokázána. 

Užitečné je pro kvadratické (a také bilineární) formy 
zavésti pojem ekvivalence. 

Dvě formy kvadratické (nebo bilineární) nazýváme ekvi-
valentní, je-li možno jednu z nich převésti regulární trans-
formací (u bilineárních forem dvěma takovými transforma-
cemi) ve druhou. Tento pojem ekvivalence je zřejmě vzá-
jemný a platí o něm: 

Dvě formy kvadra t ické nebo bilineární jsou na-
vzájem ekvivalentní tehdy a jen tehdy, mají-li 
s te jnou hodnost. 

Důkaz. Provedeme jen pro dvě kvadratické formy flt /a. 
Jsou-li ekvivalentní, existuje regulární transformace lineár-
ní, která převádí formu fí v /2. Protože pak při takovéto 
transformaci zůstává hodnost hx formy fx stále stejná, je 
nutně \ = h2. 

Mají-li naopak obě formy stejnou hodnost ht = h2 = h, 
převedeme prvou z nich (podle věty 10. a ještě další maličkou 
úpravou) regulární lineární transformací Cx na tvar 
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Xf + X* + ... + xh*, 
druhou pak transformací C2 (opět regulární) na tentýž tvar. 
Je tedy zřejmo, že složená regulární transformace CyC2~1 

převádí formu prvou přímo v /2. 
Pro případ dvou forem bilineárních probíhá důkaz úplně 

analogicky — proveďte jej. 
Poznámky. K formám kvadratickým se ještě později (až 

probereme užití determinantů v theorii rovnic) vrátíme a 
seznámíme se s jejich dalšími vlastnostmi, ještě zajímavěj-
šími, než jsou ty, které jsme právě poznali. 

Redukce kvadratické formy, jak jsme ji tu naznačili, se 
dá provést u každé formy nikoli identicky nulové. Po-
chází v podstatě od Lagrange a bývá také občas uváděna pod 
jeho jménem (Oeuvres, Recherches sur la méthode de maxi-
mis et minimis, 1759). Jiná methoda, velice elegantní, nikoli 
však tak všeobecná, pochází od Jacobiho (Journ. f. Math. 
53,1857). 

Redukce kvadratických forem má důležitou úlohu v geo-
metrii, mechanice, astronomii i v mnohých jiných oborech 
(použili jí Gauss, Lagrange, Jacobi a j.). 

Příklady. 
17. K objasnění theoretických výkladů tohoto para-

grafu zopakujeme všechny pojmy a poučky, které jsme tu 
zavedh resp. odvodili, na příkladě formy (59). Protože má 
tato forma hodnost h = 2, lze ji redukovati na kvadratickou 
formu pouze dvou proměnných. To jsme provedli výše; v. 
vztah (59'). Ježto má naše forma n = 4 proměnné, bude 
mlti také čtyři přidružené formy lineární. Podle vzorce (61) 
pro ně dostáváme (lze je ovšem psáti též ihned — jak?) 

= 2xj -f x2 + 3xa — x4 
F2 = Xy + 2x2 + 3X3 + x4 
F3 = 3xy + 3X2 + 6x3 
Ft =—Xy+ x2 + 2X4 

a ověříme pro ně snadno platnost vzorce (62). 
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Polára dailé formy vychází podle předpisu (63) ve tvaru 
(všimněte si součtu indexů v jednotlivých členech) 

2 x^! + xlyi + x2y1 + 3x^3 + 2 x#2 + Zx^ — xtyt + 
+ 3x^3 + 3x^2 — xíy1 + x2yt + 
+ 6x3y3 + x&2 + 2 xlyi. 

Daná forma je singulární a má hodnost h = 2; jsou tedy 
všechny doplňky Aik ze vztahu (64) rovny nule a rovnice 
(64) tedy vskutku splněna (neboť také A = 0). Forma ad-
jungovaná k (59) je ovšem identicky nulová. 

Nakonec ještě provedeme redukci naší formy ve smyslu 
věty 10. Budeme zde používati přímo transformace (67) — 
je totiž a n = 2 —, doporučuji však čtenáři provésti podrobně 
celý postup, jenž zavedeni této transformace předcházel. 
Transformace (67) zde jest 

-Xj = 2x! -f- x2 3X3 — x4, X2 = xa, X3 = x3, Xt = x4; 
reciproká k ní pak bude 
2xj = X1 — X2 — 3X3 Xit x2 = X2, x3 = Xa, xt = Xt, 

což dosazeno do dané formy vede k prvnímu částečnému 
výsledku: 

h = W + W + W + W + 3Z2X3 + 3X2X4 + 
+ 3XaX, = \X* + F«K 

Na formu FM aplikujeme opět transformaci inversní 
k regulární substituci obdobné (67): 

Y2 = |X2 + fX3 + fX4, Fs = X3, Yt = Y1 = Xlt 

tedy transformaci 
x2 = | Y 2 — F3 — y4, X3 = Fg, Xt = Yt\ Xi = Yj. 

Dostaneme tak konečně tvar, o němž mluví věta 10.; zde 
je velmi jednoduchý: 

h = R12 + W 
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Transformací 
Yt = |/2z1; Y2 = ]/fz2, Y3 = z3, F4 = z4 

pak bude forma (59) nejjednoduššího možného tvaru 

k = h2 + 
Je zcela snadné najiti transformaci, která přímo převádí 

danou formu (59) ve tvar právě napsaný. Tato regulární 
transformace vznikne složením těch, jichž jsme postupně 
užili, takže její matice R bude 

R — CXC2C3, 

h - h - i , i 1, 0, 0, 0 
0, 1, 0, 0 C — 0, 1, - 1 , —1 
0, 0, 1, 0 > 2 — 0, 0, 1, 0 
0, 0, 0, 1 0, 0, o, 1 

kde jest 

C1 = 

1/2, 0, 0, 0 
0, Vl, 0, 0 
0, o, 1, o 
o, o, 0, 1 

Výpočet jest vhodným cvičením pro násobení matic a vede 
k výsledku 

m 
0, 
0, 
0. 

0, 
o, 

- 1 , 
VF. - 1 . 

1, 
0, 

Transformací 

*V2Xi 
x2 — 
X* = 

X, = 

h x 2 - x 3 

1 
—1 

0 
1 

+ Xt 

X4 
musí tedy forma (59) přejiti ve tvar 
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/ = A7 + 
Přesvědčte se o tom přímým dosazením a také pomocí ma-
ticového obrazu dané formy. 

18. „Přednostní" očíslování proměnných kvadratické 
formy. 

Má-li kvadratická forma s koeficienty aik = akt (i, k = 1, 
2, ..., n) hodnost h, lze očíslovat proměnné xlt x2, ...,£„ tak, 
že bude hlavní minor Ah = |oíjt|, i,k= 1, 2, ..., h různý od 
nuly. Tento souměrný determinant Ah má buď aspoň jeden 
hlavní minor (h — l)-řadový různý od nuly — pak očíslu-
jeme proměnné Xj, x2, ..., xh tak, aby právě minor = 
= \aik\i i, k = 1, 2, ..., h — 1 byl nenulový — nebo jsou 
všechny hlavní minory (h — l)-řadové determinantu Ah 
nulové. V tomto druhém případě však musí Ah obsahovati 
alespoň jeden hlavní nenulový minor (h — 2)-řadový, ježto 
by jinak byly rovny nule vůbec všechny (h—l)-řadové 
minory (tedy ne pouze hlavní) determinantu Ah a tento by 
nemohl býti různý od nuly (toto tvrzení je zcela triviálním 
důsledkem věty o minorech determinantu reciprokého k da-
nému; v našem případě vezměte v počet determinant reci-
proký k Ah a uvažujte o jeho libovolném hlavním minoru 
dvouřadovém). V případě, že jsou všechny hlavní (h — l)-řa-
dové minory determinantu Ah rovny nule, existuje tedy 
alespoň jeden nenulový hlavní minor (A — 2)-řadový a tu 
označíme proměnné x1, x2, ..., xh tak, aby byl nenulový 
právě minor Ah—2 = \aik\, i,k = 1, 2, ..., h — 2. S nenulo-
vým determinantem Ah—lt event. naložíme stejně jako 
dříve s Ak a tak pokračujeme; položíme-li A0 = 1, dospíváme 
tak k jistému očíslování proměnných původní kvadratické 
formy, jež nazveme „přednostním" (takových očíslování 
může ovšem býti mnoho) a zároveň k řadě minorů 

í = Aq, Alt A2 Ah. (69) 
Ukážeme si, že v této řadě nemohou vedle sebe státi dva 

nulové členy a že členy sousedící zleva a zprava s nulovým, 
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m a j í vždy navzá jem různá znaménka . Budiž na p ř . A , = O, 
kde O < s < h\ podle kons t rukce ř a d y (69) to značí, že j sme 
v A s + 1 nenašli ž ádný hlavní nenulový minor «-řadový, 
t akže t a m rozhodně ' ex i s tu je alespoň jeden (s — l ) - řadový 
nenulový. Jeden pak z těchto byl vzat Zdi i l j j Si proto je 
A j—j 4= 0. Také As+1 musí však býti různé od nuly, ježto 
by jinak musil v A s+2 existovati aspoň jeden nenulový 
hlavní minor s-řadový, který bychom vzali za As, takže by 
proti předpokladu bylo A, =|= 0. Je tedy As^1 4= 0 a také 
A,+1 4= 0 a dokážeme ještě, že je A,—x. As+1 < 0. Také 
tato skutečnost je sice zcela elementárním důsledkem věty 
o minorech determinantů reciprokých, přece snad by však 
mohla způsobiti určité potíže a proto zde naznačíme její 
důkaz: Nenulový hlavní minor byl získán z Aa+1 vy-
necháním jistých dvou řádků (budiž to řádek g-tý a cr-tý) 
a stejně číslovaných dvou sloupců. Sestrojíme si determinant 
k AS+1 reciproký, označíme jeho elementy znaky a ik, 
i,k = 1, 2 s + l a vezmeme v úvahu jeho hlavní minor, 
tvořený elementy, v nichž se kříží řádky s pořadovými 
čísly g, a a sloupce téhož pořadí. Podle věty o minorech de-
terminantu reciprokého je tento dvouřadý subdeterminant 
roven právě součinu At—1 . A,+1 a protože jsou všechny 
«-řadové hlavní minory determinantu A,+1 podle předpo-
kladu nulové (tedy i otea = (*.aa = 0), máme konečně (pa-
matujme, že všechny determinanty zde vystupující jsou 
souměrné) 

Abychom uvedený postup předvedli na číselném příkladě, 
budeme se zabývati regulární kvadratickou formou 

f = x* + x2
a + 9x3

2 + xf — 2xxx2 + 4xxx3 — 4xjx4 — 
— "I* (70) 

Matice 
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má hodnost h = 4 a pro její determinant najdeme hodnotu 
At - 7. Jeho minor Au má hodnotu —1 a proto můžeme 
bez jakéhokoli přeměňování označení proměnných klásti 
A3 = — 1. Protože však je první hlavní dvouřadový minor 
determinantu Aa — doplněk to jeho prvku 9 — roven nule, 
zato však má druhý hlavní minor (doplněk prvku a22) 
hodnotu 5, provedeme přeznačení proměnných x„ x2, x3 
(a také xt) na nové tv ťa, í3, ť4 podle schématu 

•̂ l, 2» 3̂» *4 
' l , <3> 'a> ' í 

(70') 

V těchto nových proměnných bude míti forma tvar 

/1 = t\ + %2 + <3
a + <42 + 4<x<2 — Hxt3 — 4 <!Í4 — 

— 6ř2<3 + U2tx (70") 

a lze položití A2 = 5. Pak už máme beze všeho přeřaďování 
Ax = l,A0= 1. 

Přečíslování proměnných v původní fořmě podle schématu 
(70') je tedy přednostní (taková jsou zde možná dvě) a 
vede k formě (70") s maticí 

1, 2, - 1 , —2 
2, 9, - 3 , 2 

- 1 , - 3 , 1, 0 
—2, 2, 0, 1 

v této matici už má řada hlavních minorů vzniklých po-
stupným vroubením 

1, 2 1, Ax — 1, A2 — 2, 9 = o, 
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vlastnosti řady (69). 
Jestliže jsme provedli pro danou kvadratickou formu 

/' = Upikyíy* 
i, k 

přednostní očíslování, vede nás vzniklá forma 

/ = 2aikFiXk i.k 
k řadě hlavních minorů (69). Tuto řadu lze doplniti na úplnou 
1 - A0, A2,Ah, Ah+1 = Ah+2 = ••• = A„ = 0. (71) 

Výraz 
n 

a = 2 s g n M ^ . ) , (72) 
»=i 

kde klademe sgna = 1, 0, —1 pro a > 0, a = 0, a < 0, má 
veliký význam pro theorii kvadratických forem a jmenuje se 
signaturou dané formy /'. Tak má forma (70) signaturu 
rovnou nule, protože je 

a = sgn^o^!) + B g n ^ ^ ) + s g n ^ ^ j ) + sgn(^s44) = 
= 1 + 1 — 1 — 1 = 0 . 

Tento výsledek ukazuje (jak později podrobně poznáme), 
že je naše forma indefinitní, což značí, že může nabývati 
hodnot kladných i záporných, klademe-li za její proměnné 
číselné hodnoty (přesvědčte se o tom). Různé pochybnosti, 
které by se zde mohly vyskytnouti, tak na příklad, zda hod-
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nota signatury nezávisí na tom, které z možných přednost-
ních očistování (je-li jich více) pro formu zvolíme, vyvrá-
tíme později, ač se budeme zabývati kvadratickými (a 
ještě jinými) formami s jiného hlediska. 

67 



8. RESULTANT DVOU BINÁRNÍCH FOREM. 

Funkce f(x, y) vytvořená, z komplexních konstant a0, av ... 
am, jež nejsou vesměs rovny nule a z proměnných x, y podle 
předpisu 

m 
/(*, y) = 2a*xm-¥ (73) i=0 

se jmenuje binární formou m-tého stupně proměnných x, y. 
Předpokládejme, že proměnné mohou nabývati všech 

komplexních (tedy speciálně i všech reálných) hodnot a dí-
vejme se na f(x, y) pro okamžik jako na polynom m-tého 
stupně v x. Můžeme si pro snazší pochopení mysliti, že jsme 
položili y rovno nějakému komplexnímu číslu — ponechme 
pro ně označení y. Pak existuje podle fundamentální věty 
algebry (podle té má každý polynom m-tého stupně s kom-
plexními koeficienty právě m komplexních kořenů — také 
reálné číslo pokládáme za komplexní s nulovou imaginární 
částí) m komplexních čísel £v £2, •••> ím tak, že jest 

f(x, y) = a0(x — f j (x — i2)... (x — £ J . (a) 
Čísla £,-(»= 1,2,..., m) závisí ovšem na okamžité svrchu 

uvedené volbě proměnné y. Je pak nutně každé f ť polynom 
nejvýše prvého stupně v y (dokážete snadno, když v (a) 
porovnáte koeficienty členů stejných stupňů v x). Lze tudíž 
binární formu (73) psáti jako součin m lineárních binárních 
forem 

/(*, y) = (yi* + diV) + ... (ymx + d„y) (74) 
a tento rozklad je — pokládáme-li dvě binární formy za 
různé jen, když jsou nezávislé — možný pouze jedním způ-
sobem. 

Předpokládejme, že by platilo identicky (t. j. pro všechna 
y) 
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(7ix + ( y + ¿¡¡y)... (;ymx + = 
= (RLX + AIV) (/> + A A)... (RMX + A ̂  (74') 

a všimněme si chování funkce f(x, y) v okolí jejího nulového 
bodu (x0, y0). Tento bod budiž p-násobný (1 g f j m) a 
seřaďme lineární faktory na levé straně rovnice (74') tak, 
aby právě 

Yixo + ¿iž/o = y&o + dtfo = • • • = Yexo + o = 
Položíme-li nyní x = x0 + e£, y = y0 + erj, při čemž vo-

líme f, rj tak, aby platilo + 4= 0 pro i = 1, 2, ..., g, 
můžeme rovnici (74') napsati ve tvaru 

ee(yií + ¿11?) (yif + <J,1J) ••• (y,f + <V?). 
T - T — <5z = r r 
1 1 y0 + et],x0 + ef 1 1 

i=e+i + st), x0 + (b) 
k= 1 

Dělíme-li tento vztah vehěinou e" a necháme pak e konver-
govati k nule, má levá strana konečnou limitu, takže to 
musí platit i o straně pravé. K tomu je ovšem nutno, aby 
se pravá strana rovnice (b) dala jakožto funkce e psáti ve 
tvaru E?F(E), kde jest F(0) 4= 0. Musí tedy na pravé straně 
vztahu (b) právě g faktorů míti pro e -*• 0 hodnotu nulovou; 
očíslujme je tak, aby to bylo právě prvých g faktorů. Tím 
dostáváme podmínky pro F, A úplně stejného tvaru, jaké 
platily pro y, ó: 

/>„ + Atfg = 7> 0 + o = ... = rex0 -f Aty0 = 0. 
Celkem tedy máme rovnice 

předpokládané: 
yrx0 + óry0 = 0, r = 1, 2, ..., g (c) 

a z nich plynoucí: 
r^-h Ary0 = 0, r= 1,2,..., g. (d) 

Uvážíme-li, že lze za nulový bod (x0, y0) voliti na př. (ój, —yx), 
tedy bod různý od (0, 0), plynou ze vztahů (c), (d) další, 
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které lze podle theorie systémů homogenních rovnic vy-
jádřiti takto: 

l1' } = 0, t. j. yT = Xyv dr = Mlt r = 2, 3, ..., g; (e) 

l" d
A

r = 0, t. j. 1\. = xyr, A, = xdr, r = 1, 2, ..., g. (f) 
* rt r 

Každý faktor zastoupený na levé straně rovnice (74') stojí 
tedy také na straně pravé a to ve stejné násobnosti. Je tudíž 
rozklad (74) opravdu jednoznačný. 

Nyní si položíme otázku, kdy mají dvě binární formy 
stupňů m a n 

m n 
/(*. y) = 2°<a;'n-ťy<. 9(x> y) = 2Mn~V (75) ¡ = 0 «-=0 

alespoň jeden lineární faktor společný. Existuje-li takový 
společný faktor >\x + platí rovnice 

/(—£«) = 0, g{—P,«) = 0 

a je ovšem (— /J, <%) 4= (0, 0). Platí-li naopak pro jistý bod 
(x0, y0) =)= (0, 0) současně vztahy 

f(xo> Vo) = 0, g(xo, y0) = 0, 
musí f(x, y) obsahovati nutně alespoň jeden lineární faktor 
XX + ¡iy, g(x, y) pak alespoň jeden faktor yx + óy tak, že 
platí 

*xo + PVo = 0 

yxo + fyo = o, t. j. 
a, fi 
y, <5 

lineární faktory <xx + (iy, yx + dy jsou stejné. Je tedy nutná 
a postačující podmínka pro to, aby formy (75) měly alespoň 
jeden lineární faktor společný, ta, aby existoval bod 
(xo> y<>) (0, 0) tak, že současně platí rovnice 

= 0, ad = Py; y = gtx, d = g/3; 
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/(*„> 9o) = 0. f^o- Vo) = 0- (76) 
Vyjádříme si tuto podmínku ve tvaru jiném, nezávislém 

n a xo> ft- Je-li splněna, platí současně s ní rovnice 

V ^ o ^ / f c o . Vo) = 0, v = 1, 2, ..., n; 
xom~i>yoe-19(xo, y0) = 0, e = 1, 2, ..., m. (77) 

Těchto m + ra lineárních rovnic představuje homogenní 
systém pro veličiny x0

m+n~1, x0
m+n—iy0,..., y0

m+n~1 v počtu 
wi + n, které nejsou všechny rovny nule. Je tudíž roven 
nule determinant z koeficientů rovnic (77) t. j. 

«0. «2. • • •, "mi 0, 0 
o, °n> ®„ • • * i am—11 ®m> 0 
o, o, o 0 . • •> °m—2> am— li • 0 

o, o, 0, ®m 
K K f>2, 0 
o, K, K 0 

o, o, 0, . h , . • •> b„-lt K 

Platí-li obráceně rovnice (78), pak zůstane v platnosti 
i když jednotlivé sloupce determinantu násobíme po řadě 
výrazy xm+n—1,xm+n-2y,...,ym+n—1. Proto existuje ne-
nulová soustava čísel 

A» Pl> • • •> Pn—l, »0. «1, «2 «ffl-1 (g) 
tak, že součet /30-násobného řádku prvého, plus /^-násobný 
řádek druhý, plus ..., plus (—a„—j)-násobný řádek poslední 
pozměněného determinantu má hodnotu nulovou. Dochá-
zíme tak k rovnosti 

(A,*"-1 + Pixn-*y + • • • + čn-iy"-1) /(*, y) = 
= (a„a;™-1 + (xíxm-ty + ... + a^y™-1) g(x, y), (h) 

jež platí pro všechny hodnoty x, y. Není pak možno, aby 
byla všechna x rovna nule; potom by totiž bylo — vzhledem 
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k tomu, že je soustava (g) nenulová — aspoň jedno /) různé 
od nuly a na levé straně rovnice (h) by stál polynom, který 
má mí ti hodnotu nulovou pro všechna x, y, ačkoli nejsou 
rovny nule všechny jeho koeficienty. To ovšem není možno. 
Právě tak ukážeme, že existuje aspoň jedno /S 4= 0. 

Pravá strana rovnice (h) musí obsahovati zřejmě všech 
m lineárních faktorů formy /(x, y). První činitel, jsa sám 
stupně nejvýše (m — l)-ho, jich může obsahovati nejvýše 
m—1, takže aspoň jeden musí býti zároveň činitelem 
formy g(x, y). Lze tedy vysloviti větu: 

Nutná a dostačující podmínka, aby měly dvě binární 
formy společný alespoň jeden lineární faktor, je platnost 
rovnice (78), t. j. anulování resultantu obou forem. 

Dvě binární formy, které nemají žádný společný lineární 
činitel, se jmenují nesoudělnými. Lze tedy předchozí vý-
sledky vysloviti také takto: 

Nutná a postačující podmínka pro nesoudělnost dvou bi-
nárních forem je ta, aby jejich resuUant by od nuly různý.* 

Resultantem obou forem zde nazýváme právě determinant 
z rovnice (78). 

Formy 
/ = 2xs — 7x2y + 8xy2 — 3y", g = — 2z* + 7xy — By2 (79) 
mají resultant 

2, - 7 , 8, - 3 , 0 
o, 2 J - 7 , 8, — 3 

- 2 , 7, - 6 , o, 0 
o, 9 W J 7, — 6 , 0 
o, 0 , - 2 , 7, — 6 

Přesvědčte se, že je roven nule a najděte společné lineární 
faktory obou forem. 

Formy 
/ = 2x® — 7 x*y + 8 xy* — 3y®, 

g = — 2X3 + Qx^y — 13 xy2 + 6y3 (80) 
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mají také resultant 
0 - 7 , 8, - 3 , o, 0 
o, 2, - 7 , 8, - 3 , 0 

Rfg = o, 
- 2 , 

o, 
9,-

2, 
-13, 

- 7 , 
6, 

8, 
o, 

—3 
0 

o, - 2 , 9,--13, 6, 0 
o, o, - 2 , 9,--13, 6 

= o 

a jsou tedy soudělné. 
Nyní se seznámíme s některými jednoduchými vlastnostmi 

resultantu dvou binárních forem /, g. K tomu cíli si napřed 
vypočítáme resultant formy / ze vztahu (73) a lineární 
formy l = ax + Py. Najdeme 

R(f, l) = 

®0> al> ®2> •••> am 
«, P, o, . . . , 0 

o, «, p, ...,0 
o, o, « 0 

o, o, o, ...,p 
= a0Pm — cLyOiP™ 1 + a2(x2Pm~2 — ... + (—1 = 

= HP, —x), 
což píšeme vzorcem 

Riajt™ + axx^y + ... + ax + Py) = R(f, l) = 
= np, —»). (si) 

Dále si spočteme resultant forem / & Ig, tedy forem 
m 

f = 
t = 0 

n n + 1 
lg = (or* + py)2b^n-hylc = + * n _ e + Y . 

k=o e=o 

b-i = K+1 = 0. 
Napíšeme-li si příslušný determinant, poznáme ihned, že je 
resultant R(f, lg) homogenní funkcí veličin <%, p a to funkcí 
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stupně wi-tého (přesvědčte se o tom podrobně, nahradivše 
v něm veličiny a, p novými ta, tfi) — označme ji znakem 

Představime-li si nyní formu psánu ve tvaru (74), nahléd-
neme snadno, že jest 

<P(7i, ¿1) = <P(Vz> = ... = <p(ym, <5J = 0. (k) 
Tak značí ku příkladu <p(ylt ój) resultant forem f(x, y) a 
(yrx + <5jy) g(x, y); ty ovšem mají společný faktor yxx + ¿¿y, 
takže je vskutku <p(yi, áx) = 0 a stejně platí i ostatní rov-
nice (k). 

Vztahy (k) nám podávají všech m nulových bodů (yŘ, ó^) =)= 
4= (0, 0) funkce <p(tx, /?) a ukazují, že je možno psáti 

R(i, k) = <p(x, P) = Ci—d^ + yiP) (—5^ +y2P)... 
... (—dm<x + ymp) = Cf(P, —a) = CR{f, l). 

Zvolíme-li si nyní na příklad a = 0, dostaneme pro určení 
konstanty C (neobsahuje ani <x ani (i) rovnici 

C f ( P , 0 ) = 9 > ( 0 , / S ) ; 

jest pak /(/?, 0) = a0Pm a jednoduchým počtem zjistíme, že 
95(0, P) = aopmR(f, g), takže dostáváme pro konstantu C 
hodnotu C = R(f, g) a můžeme psáti vzorec 

R(f, Ig) = R(f, l). R(f, g). (82) 
Měníce v determinantu R(f, g) vhodným způsobem sled 

řádků, dokážeme snadno, že platí 

R(g,f) = (-l)mnR(f,g). (83) 
Zajímavé je také vyjádření resultantu R(f, g) forem /, g 

pomocí koeficientů jejich lineárních faktorů. Budiž 

/(x, y) = ljlt... lm, l,, = yflx + d^y, p = 1,2 m 
g{x, y) = LxL2 ...Ln, L, = x^c + X,y, v = 1, 2 n. (84) 

Pak nacházíme podle vzorců (82) a (83) postupně 
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R(f, g) = R(f, LltL2 ...Ln) = R(f, LJ R(f, L2)... R(f, Ln), 
R(f, Lv) = (—\)mR(Lv, f ) = (—l)mR(Ly, kl2...lm) = 

= ( - 1 rR{Lv, h) R(LV, l2)... R(LV, lm) = 
= R(k,Lr) R(l2,L,)...R(lm,Lv), 

takže lze psáti 

R(f, 9) = L,), = 1, 2, ..., m; r = 1, 2 n. 
P, * 

Protože však jest 
RQp, Lv) = y^X, — dhHv, 

dostáváme svrchu zmíněné vyjádřeni 

S(f,9) = U ( y ^ ~ d M (85) 
f,' 

H = 1, 2, ..., m; v = 1, 2, ..., n. 
Odtud pak snadno dospíváme k dalším zajímavým tva-

rům pro resultant dvou forem: 
n m 

nu, 0 ) = n r r i ( > y k - < V " < ) ] = 
n »=1 ii=1 

= n/(JU —*v) = /(AlP — x j f(X2, —x2)... f(Xn, —«„); 
r=l 

Rtí, 9) = (-i)mn<7(<5i, - y i ) g(th, - y . ) - g(<U - y « ) . (86) 
Po těchto úvahách se obrátíme k otázce, kdy mají dvě 

binární formy f(x, y), g(x, y) obecně více než r společných 
lineárních činitelů. Stává-li tento případ, označme znakem 
d{x, y) součin libovolných r z nich. Pak je resultant forem 
stupňů resp. m — r, n — r 

i * 

roven nule, protože mají ještě další lineární faktory společné. 
Tento resultant je však determinantem koeficientů soustavy 
m + n — 2r forem 
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xn^r-vyv- i(ř(a.) y)t v=it2, ...,n — r; 
xm-r-^yo-ir^ y)tQ=\t2,...,m — r, 

takže lze pro tyto formy zjistit podobnou závislost, jaká je 
vyjádřena rovnicí (h). Násobíme-li vztah tuto závislost vy-
jadřující výrazem d(x, y), přejde v nový, z něhož plyne 
vzájemná závislost binárních forem 

xn-r-vyr-lf(x> y), „ = J, 2, . . . , W — T\ 

y), q = 1 , 2, . . . , m — r. (1) 

Tvoří tedy koeficienty těchto m + n — 2r forem (1) 
(m + n — 2r)-řadovou matici s hodností hT menší než 
m + n — 2r. Tato matice vzniká z matice resultantu 
B(f, g) obou forem tím, že v ní vynecháme prvních r sloupců, 
prvních r řádků a pak dalších r řádků od (n + l)-ho počí-
najíce. Označíme-li tuto matici znakem Mf l máme výsledek: 
Mají-li dvě formy binární /, g více než r společných lineárních 
činitelů, má matice Mr hodnost hr < m + n — 2r. 

Je-h obráceně pro dvě formy /, g hodnost matice Mr 
menší než m + n — 2r, jsou její řádky — to jest koeficienty 
forem (1) — navzájem závislé a tedy platí totéž o soustavě 
forem samotných. Existuje tudíž mezi nimi relace 

(/V«-''-1 + + ... + f = 
= («¿c™-'-1 + xxx™-'-*y + ... + g, (m) 

kde nejsou všechna f), ani všechna a rovna nule — to na-
hlédneme stejně jako jsme už výše učinili. 

Pravá strana rovnice (m) musí obsahovati všech m line-
árních faktorů formy /; první činitel pravé strany, jsa poly-
nomem stupně nejvýše (m — r—l)-ho, jichž může obsa-
hovati nejvýše m — r — 1, takže všechny zbývající, jichž 
je aspoň r + 1, musí býti obsaženy v g. Mají tedy / a g 
aspoň r + 1 lineárních faktorů společných. Výsledek těchto 
úvah vyslovíme 

vitou 11. Nutná a postačující podmínka, aby dvě binární 
formy /, g stupňů TO, n měly společných aspoň r + 1 lineárních 
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faktorů, je tato: Hodnost matice Mr vzniklé z matioe re-
sultantu R(f, g) tím, že vynecháme prvých r sloupců, prvých 
r řádků a ještě r řádků dalších, počínajíce (n + l)-vým musí 
býti menší než m + n — 2r. 

Příklady. 
19. Vyšetři ti společné lineární činitele u binárních forem 

(79). 
Matice /W0 je zde právě matice determinantu (79'). Tento 

determinant je roven, jak už jsme vypočítali, nule, takže je 
A, < wi + n — 2 . 0 = 3 + 2 — 2 . 0 = 5 a formy mají po-
dle věty 11. aspoň jeden společný lineární faktor; to jsme 
už zjistili dříve. Matice 

M t 

2, —7, 8, - 3 
—2, 7, —6, 0 

0, - 2 , 7, - 6 

má hodnost hx = 3, tedy nikoli menší než číslo m + » — 2r = 
= 3 + 2 — 2 . 1 = 3 . Proto mají formy (79) jediný spo-
lečný lineární faktor; protože je g(x, y) = (x — 2y) . 
. (—2x + 3y), můžeme snadno zkusit, který z obou faktorů 
je obsažen také ve formě f{x, y). Je to činitel — 2x + 3y. 

20. Vyšetřiti společné lineární činitele u forem (80). 
Také zde má matice fA0 hodnost menši než m + n — 

— 2 . 0 = 6, takže mají formy alespoň jeden společný li-
neární faktor. Sestrojíme nyní matici 

M1 = 

Podle věty 4. najdeme snadno A1 = 3 < m + n — 2r = 
= 3 + 3 — 2 . 1 = 4 , takže mají formy (80) alespoň dva 
společné lineární faktory. 

2, - 7 , 8, - 3 , 0 
o, 2, —7, 8, —3 

- 2 , -13, 6, 0 
0, - 2 , 9,--13, 6 
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Sestrojíme ještě matici 

M2 
2> - 7 , 8, - 3 

—2, 9, —13, 6 
jež má zřejmě hodnost h2 = 2, tedy rovnou číslu m + n — 
— 2r = 2 (t. j. stejnou se svým počtem řádků). Proto mají 
dané formy společné právě dva lineární činitele. Protože 
víme z předchozího příkladu, že má forma / lineárního či-
nitele — 2x + 3y, zkusíme, zda je tento výraz také faktorem 
formy g. Dělením zjistíme, že tomu tak jest a že platí 

g(x, y) = {—2x + 3y) (x* — 3xy + 2jf) = 
= (—2x + 3y) (x — y)(x — 2y); 

druhý společný faktor obou forem jest pak x — y. 
21. Dokažte platnost vzorců 

R(f, g) = R(f, i + g) = R(t + g, g) (87) 

za předpokladu, že binární formy / a g jsou téhož stupně n. 
Máme 

R(t, t + g) = 

®0. Ol, •> ®n—li 
o, ®0> •i ° n - 2 , 

o, o, •i ®o, 
a 0 + b0, Oj + bx,. ., a„—! + 6„_ li 
o, ®0 + bo> • Ofl-2 + b n --2i 

o, o, •i ®0 + fy» 

®n> 0, , 0 
a«, . , 0 

«1, a 
a n + K, 0 , „ 0 
®n—1 + bn--li + &»,•• „ 0 
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odečteme-li v tomto determinantu každý z prvých n řádků 
vždy od řádku s ním stejnolehlého ve skupině posledních 
n řádků (tedy krátce řádek v-tý od (n -f v)-tého, v = 1, 
2,.. . , n), dostáváme právě resultant R(f, g); je tedy opravdu 
R(ft g) = R(ft f + g). Stejně dokážeme správnost druhé 
z rovnic (87). 

22. Resultant dvou binárních forem /, g téhož stupně n 
je možno vyjádřiti pomocí dvouřadových determinantů 
matice 

(88) 
a0> al> a»> • • •> ° n 
K, bu 6„ ..., bn 

Přemístíme-li totiž v R(f, g) řádky tak, aby místo původ-
ního pořadí určeného čísly 1, 2, 3, 4, ..., 2n — 1, 2n zaujaly 
nové 1, n + 1, 2, n + 2, ..., n, 2n, dostaneme determinant 
iřj, pro který zřejmě platí vztah 

Ri = (-1)«"«"-1»^/, g). 
Rozvineme-li jej podle elementů prvých dvou řádků (věta 

Laplaceova), dostáváme ihned 

při čemž značí Mr subdeterminant vzniklý z Rx vynecháním 
prvých dvou řádků, prvého a (r + l)-ho sloupce. Také tento 
minor Mr rozvineme podle prvých dvou řádků, čímž se nám 
objeví jako součet součinů po dvou faktorech, z nichž jeden 
je vždy dvouřadový determinant matice (88), druhý pak 
(2n — 4)-řadový minor matice posledních 2n — 4 řádků 
determinantu Rv S těmito druhými faktory naložíme stejně, 
jak bylo vylíčeno již dvakrát a takto pokračujeme, až do-
spějeme k vyjádření Rx a tedy také R(f, g) pomocí samých 
dvouřadových determinantů matice (88). 

23. Buďte f(x, y), g(x, y) dvě binární formy téhož stupně 
n, tedy 
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n n 
/ = 9 = HbiX"--^. (a) 

t-0 t-0 
Vyjádřit matematicky důsledek, k němuž vede požadavek, 
aby platilo identicky (t. j. pro všechna x, y) těchto n rovnic: 

v v 
/(», y) • Ib^-Oy* — g(x, y) . = 0, 

í=0 8=0 
r = 0, 1,2, . . . , »— 1. (/?) 

Těmito rovnicemi (jsou to známé vztahy tvořící výcho-
disko pro Bézoutovu úpravu resultantu dvou binárních 
forem téhož stupně na tvar souměrného determinantu) jsou 
zřejmě stanoveny velmi těsné vztahy mezi koeficienty 
at, bt (i = 0, 1, 2,. . . , n) obou daných forem. 

Upravme postupně vztahy (P): 
n v n v 

0 = J,ai&-iyiJb<ď^>y<> — J b ^ y ^ a ^ y " = 
<=o e=o <=o e=o 

n r 

= 2 2(«Ái — a9b{) x^-i-vyt+e = 
í=o e^o 

« v n i+v 
= 2 2 M f ^ + ^ - o y ^ « = 2 2 M ^ x ^ + ^ r = 

i=o e=o ť=o x=i 
t + F X » + » 

= 2 x n + " - , y 2 ^ , * - i = 2 = 
K = ť 1 = 0 X = < 

» + » 
= 2 r ^ p + T . 

H = 0 

Rovnice (p) lze tedy psáti také ve tvaru 
n+p 
2 / > » + « — y = 0, v = 0, 1,2, 1; (y) 

N = 0 

rH = 2MiiH—t, Mq = atbt — aQbf. 
i-o 
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Podle původních rovnic (/3) jsou ovšem Mit obecně ne-
nulová jen pro 0 ^ q ^ v, tedy pro i x — v, pro 
i <x — v — 1 je nutno klásti MiiH—{ = 0, takže máme dále 

X 

Je tedy ro = F\ = ... = = 0 a v rovnicích (y) vy-
stoupí až teprve óleny s koeficienty r„, jichž index x ^ v + 
+ 1, t. j. členy s koeficienty r v + \ (A = 1, 2 ra). Je pak 
podle vzorce (<5) 

-+A 
r,+x = 2-Mť,»-M-.> " = 0, 1, ..n — 1, A = 1,2,...,11. (c) 

i = X 

Nyní se jeví nejvýše záhodným označiti konstantu r,+x 
novým symbolem, který by lépe vyznačoval, že tento 
koeficient patří právě do (v + l)-ní z Bézoutových rovnic 

tedy do rovnice s pořadovým číslem v. Došli bychom 
k závěrům zcela chybným, kdybychom ponechali znak 
rv+x a jeho indexy prostě sčítali (rozvažte si to podrobně; 
ztratili bychom ku příkladu možnost rozhodnouti, zda sou-
činitel r3 = r 0 + 3 = ri+2 = r2+1 patří do rovnice s po-
řadovým číslem 0, 1 nebo 2). Těmto nesnázím se vyhneme 
tím jednoduchým způsobem, že klademe rv+x = c,^; je 
tedy c,tx koeficient stojící v rovnici s pořadovým číslem v 
u členu, jenž obsahuje xyv+x. Vypočítá se pak cr,a 
obecně podle vzorce (e), při čemž mohou podle poměru 
vzájemné velikosti indexů v, A nastati určitá zjednodušení. 

Zvláště pozoruhodné je zjednodušení pro A ^ v; v tom 
případě můžeme psáti vzhledem k Mie = —Mai: 

r+X v »+A 

c.,x = HMi.'+i-i = + 2 Mi.'+y-i = 
i=A i = X t=F+l v+X 

= 2 Muv+x-i. (e') 
»=»+1 

Po těchto úpravách dostáváme Bézoutovy rovnice (/?) 
v konečném tvaru 
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V+A = 0; v = 0, 1, 2, ..., n — 1, (£) 

kde jest podle vzorců (e), (e'): 

c0iA = c,tX = 2 ť=»+1 
v+i 

Cv,A = A ^ V + 1. {rf) 
»=/i 

Jakmile ovšem v těchto vzorcích překročí jeden z indexů 
minoru M hodnotu n, položíme tento minor rovný nule. 

Položme nyní v rovnicích (£) (které mají platiti identicky 
pro všechna x, y) y =1, x =(= 0 libovolné. Vzniklé vztahy 
nám představují systém n lineárních homogenních rovnic 
8 nenulovým řešením x"~l, xn—..., x, 1, takže je nutně 
roven nule jeho determinant. Lze tedy matematický dů-
sledek Bézoutových podmínek (/?) napsati ve tvaru (čárky 
mezi indexy vynecháváme) 

c01> C02t • • •» c0n 
cll> cia> • • cln 
CS1> e2»> • • •» c2n — 

Cn—1,1> Cn—LI» • • -i n̂—liti 
Přesvědčte se, že je právě napsaný determinant symetrický. 

Také jinak lze vyjádřiti důsledek identické platnosti rov-
nic ((}). Snadno si ověříte, že tyto žádají, aby všechny dvou-
řadové determinanty matice 

®0> al> °2i •••! an I /,\ 
b0, bv 62 ..., bn I 

byly rovny nule. Že má tento nový důsledek v zápětí auto-
maticky platnost vztahu (ů), je samozřejmé. Otázkou, který 
z obou důsledků vyjadřuje více, event. zda jsou oba ekvi-
valentní, se zde nebudeme zabývati. S úvahami tohoto 
příkladu úzce souvisí vyjádření resultantu dvou binárních 
forem téhož stupně n Bouměrným n-řadovým determinantem. 

72 



9. DISKRIMINANT BINÁRNÍ FORMY. 

Definice. Je-li dána binární forma 
n 

/ = ^apn-y, .n-<„< (89) 

a/ a/ nazýváme resultant R I ) binárních forem dis-\oa; oyf ex oy 
kriminantem dané formy /. 

Skutečný výpočet diskriminantu je v obecném případé, 
kdy je forma dána ve tvaru (89), dosti pracný (v. př. 24). 
Poměrné jednoduše se dá tento výpočet provésti, jestliže 
je forma / rozložena v součin svých lineárních faktorů, tedy 
psána ve tvaru 

V tomto případě vyjdeme ze vztahu — v. vzorce (82) a 

n 

(90) 

( 8 3 ) -

= (—l^'+C-D'Äfy, x)R 

Je však R(y, x) = — l a podle vzorců (86) dále 
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* " £ ) = 1 ) n _ 1 ^ i ( 1 , 0 ) = ( ~ 1 ) n - l 7 w * • • • y -

(rif rif \ 

, I dané binární 
dx dy] 

formy (89) vztah 
« ( f > - 4 » f f ) . , 9 1 , 

\da; dy] n* yly2...y„d1ó2...ó„ \ dx dxf 

nogenní funkce 

Ze vztahu (90) však nalezneme snadno (logaritmickým de-
rivováním) 

dJ n / . . „ , j.„v v Y' _ 

Nyní už běží jen o výpočet R (z^r—, Podle vzorce 
\ dx dy] 

(87) a Eulerovy identity pro homogenní funkce platí 

x~jr~ = xY[(y*x + b>y) • 2 dx * " '„fi y*x + dry 
n 

= s l y J l f r , * + M : (b) 
položíme-li pak 

n 
n] = + Avy), (92) 

r-l 
dostáváme podle (86) 

n n 
= (o) 
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Porovnáme-li nyní vztahy (90) a (92) navzájem, vidíme, 
že můžeme klásti na příklad 

r, = n»y„ A, = n»<5„ v = 1, 2, ...,n; (93) 
dosazením do (c) pak dostaneme (doporučuji provésti po-
drobně) 

R(x^c,nf) = n ^ A l J y A - ^Yr) = 
n 1, n 

= nyiyi... yni... <5„n — ¿/«V»)-
»-i 

Vnitřní součin upravíme 
1, n '—1 n 
I I (y A - V * ) = n < y A - <V') 11 = 

r-1 n 
= n ( y A - V ' ) ( - i ) n - " n (yvd l í-d,y / 1)= 

/J=l fi = V+l 
r—1 n 

= ( — 1 ) " - ' I T f r A - V ' ) n (>v5„-<5,y„) 

a najdeme 

' H M - 1, n 
= (-l)ilnln-l)]ny1y2...ynd1di...dnU(y/iS,-dliy,)t. (d) 

Odtud pak dostaneme dosazením do vzorce (91) a vzhledem 
k (a) hotovou formuli pro výpočet diskriminantu formy (90): 

R = ( - I ) , [ n ( n - 1 ) ^ n - a i1 (y A - W - (04) 

Vzorec (94) podává návod, jak se určí diskriminant formy 
/, je-li tato dána jako součin svých lineárních faktorů. 
S tímto tvarem diskriminantu souvisí úzce tvar dalfií, 
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k němuž dospějeme takto: Vzorec (23') pro hodnotu Vander-
mondeova determinantu (23) z dílu prvého píšeme ve formě 

1, n 

Vn(xlt *2 xn) = (_l)H»(n-i)]p7(X/t _ Xr)> 

Y' 
položíme v něm xv = v = 1, 2, ..., » a povýšíme pak o, 
na druhou. Dostaneme 

F , | n Ti Yn\ __ rf (y^. — V>)2 _ 
" \ W " " a J U ( W 

r i w \dx dyl 
/J<V 

takže můžeme resultant R psáti ve tvaru >ilL 1L\ 

\dx' dyj 

R[cx' dy) 
= ( _ i ) » W - i ) ] B - . n 3 . F„* (-£-, (e) 

v<v * \ Oj 02 On f 

Nyní však jest — v. vzorec (23) v dílu prvém — 

y lYi_ Yt_ =
 1 

" \ Ói ' Ó2 ' ó„ I (0^2 ... <5„ 
(¿A • • A ) " - 1 

n—3 1 > • • •.yi"-1 
n—3 2 > • • 
n—3 n t • ' y«"-1 ^ n—1 v A n—2 v 2(5 n un t fnun i rn un 

zdvojmocnění, jehož potřebujeme, abychom mohli dosaditi 
do vztahu (e), provedeme tak, že násobíme determinant 
právě napsaný sebou samým po sloupcích. Dostaneme de-
terminant S s obecným členem 
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n 

cik = J.ya
i+k-2^i~k = i, fc = 1,2,...,«, 

takže můžeme psáti 
v A Y ± T L _ 1 

«5»/ ^ . . . ó n ) 2 " - 8 ' 
®0.2n—2> ®L2n—3» a2,2n—4> • • •> 3n—l,n— 1 
5l,2n—3, s2,2n—l> s3,2n—5> •••>sn,n—2 
an—l,n—1> sn,n—2 an+l,n—3> • • •> a2n—2,0 

Dosazením tohoto výsledku do vztahu (e) dostáváme po 
maličké úpravě definitivní vzorec: 

a0,2n—2> ®1.2n—3> • •i sn—l,n—1 
SL2B—3> S2,2n—4> •• •> 5«i,n—2 

Sn—Ln—1, ®n,n—2> • •i a2n—2,0 
Nalezli jsme tak vyjádření diskriminantu formy (90) po-

mocí determinantu, který je typu persymetrického — v. 
odst. 8. dílu prvého. 

Pomocí diskriminantu formy (89) lze snadno rozhodnouti, 
zdali má tato vícenásobné lineární faktory. Provedeme to 
předpokládajíce diskriminant ve tvaru (94). Má-li forma 
(89) alespoň dvojnásobný lineární faktor, je zřejmě podle 
(94) její diskriminant roven nule. Je-li naopak tento di-
skriminant nulový, musí nutně existovati alespoň dva in-
dexy fi0 < r0 tak, že je y^d,, — d = 0, t. j. yv, = eyM„ 
<5,, = gí,,,; pak jsou oba činitelé y^x + dM,y a y,tx + óVíy 
navzájem stejné a forma má alespoň dvojnásobný lineární 
faktor. Lze tedy vysloviti 

vítu 12. Nutná a postačující podmínka, aby binární forma 
měla vícenásobný lineární faktor, jest anulování jejího dis-
kriminantu. 

Položíme-li ve formě (89) hodnotu proměnné y rovnou 1, 
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dostaneme zvláštní její případ — mnohočlen f(x) proměnné 
x (stupeň budiž m): 

m 

/(x) = (96) 
i=0 

Všechny pojmy a úvahy tohoto paragrafu se ovšem pře-
nášejí také na tento polynom — jenom jest nutno je při-
způsobiti poměrům zde panujícím. Také pojem resultantu 
dvou binárních forem / a g a vše, co s ním souvisí, lze pře-
nésti na případ dvou polynomů /(x), g(x), jež z daných 
forem /, g vzniknou, položíme-li v nich -y — Naznačíme 
zde stručně, jak se modifikují dříve uvedené pojmy a po-
znatky, přejdeme-li od forem dvou proměnných x, y k poly-
nomům proměnné x. 

Budtež dány dva polynomy 

i=0 i=0 
(97) 

Také zde platí věta, že lze každý z nich rozložití jediným 
způsobem v součin lineárních faktorů, tedy 

m » 

/(*) = T V v ? + <5/»)> f(*) = ri(»Wf + K). (98) 
/»= 1 r=l 

Důkaz tohoto tvrzení se provádí zcela analogicky, jako se 
stalo v odst. 8. — jsou zde jen nepatrné změny zcela při-
měřené povaze věci. 

Resultant R(f, g) obou polynomů (97) se definuje stejně, 
jako se stalo u dvou binárních forem, takže 

», ai, •••> °m. 0, ..., 0 

R(Í. 9) = (99) 
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Také zde je anulování resultantu nutnou a postačující pod-
mínkou pro soudělnost obou polynomů (97). Důkaz se pro-
vádí stejně jako při formách binárních. 

Pro resultant polynomu / a lineární funkce l = oíx + P 
nacházíme stejně, jako v odst. 8., výraz 
R(f, l) = a0Pm — a^/9"-1 + a2a2pm~2 —... + (—1 )mam<xm, 

(100) 
pouze je nutno jej nyní jinak interpretovat, než se stalo ve 
vzorci (81). Najdeme snadno 

m i) = ( - « r / ( - 1 - ) . (ioi) 

Vzorec (82), tedy 
R(f,lg) = R(f,l).R(f,g), (102) 

podrží svou platnost i když jsou /, g, l polynomy. Důkaz se 
provádí analogicky, jako v odst. 8. 

Také vztah (83) platí beze změny, takže je 
R(f, 9) = (~l)mnR(9, /) (103) 

a stejně také 

R(f, 9) = r i ( y A — V = 1. 2, • •., m, v = 1, 2,.. . , n. 
(104) 

Tomuto poslednímu vzorci lze dáti zajímavý tvar. Nulové 
body polynomů f(x), g(x) označme znaky resp. ocM, /},. Pak 
je zřejmě 

tXp = = KpY/i\Pr = —, A, = 
y n 

fi= 1,2, ...,m, v = 1,2 n (105) 
a vztah (104) můžeme postupně upraviti takto: 

Rit, g) = r i ( y A — = TIyM«* - fo = p,» p,* 

P, v 
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Máme tedy resultant dvou polynomů vyjádřen jejich nulo-
vými body: 

R(í, g) = < W T I ( « , - /M- (106) 

Stejně snadno zjistíme, jak se modifikují vzorce (86). 
Upravujíce vztah (104), najdeme 

n m n 
R(f, g) = ntnM-Ky/ + <5„)] = Y\(—*.)mm = 

»=1/Í=1 v=I 
= (—l)mnbomf(Pi) t(Pi) • • • f(Pn)> 

anebo druhým způsobem 
m n m 

*(/. g) = + = \~hnM«>) = 
/i= 1 V= 1 1 
= a0

ng{ocj) g(a2)... g(xm). 
Vzorce pro resultant dvou polynomů, analogické vztahům 
(86), tedy znějí 

Rif, 9) = (-l)mnWi)/(^)---/(/3n); 
R(f, g) = a0

ng(«i) • • • ?(«.)• (107) 

Také všechny ostatní úvahy z odst. 8. se přenášejí z forem 
na polynomy; zvláště důležitá je z nich věta 11. a vzorec (87). 

Pokud jde o diskriminant Ď(f) polynomu (96), nemůžeme 
jej ovšem definovati tak, jak jsme učinili pro binární formu 
na počátku tohoto paragrafu (ježto polynom má pouze 

a / 
proměnnou x, nelze mluvit o jeho parciální derivaci 

oy 
podle y). Zato však jsou schopny přenesení vztahy (91) a 
potom (a). Užívajíce jich, definujeme diskriminant £>(/) 
takto: 

m = R(xf, mf), r = ® . (108) mia0am dx 
Tento definiční vztah lze ovšem upraviti. Podle dosavad-

ních výsledků totiž máme 
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R(xf, mf) = m"S(xf, /) = (—l)»W»2ř(/, x) . R(f, /') = 
= /(O) R(f, /') = mmamR{f, /'), 

takže můžeme vzorec pro diskriminant polynomu (96) na-
psati ve tvaru 

/)(/) = —m"-2 iž(/ , / ' ) . (109) a0 

Použitím vzorců (107) dostáváme pak diskriminant v ji-
ném tvaru 

m = (™gm-2 / 'K) n^)-ť(ocm). (no> 
Existuje ještě další vyjádření diskriminantu D(f) pomocí 

kořenů <xlt <x2 polynomu f(x). Od rozkladu (98) snadno 
dospějeme pomocí vzorců (105) k rozkladu na „kořenové 
Činitele": 

m 

f(x) = a0Y[(x — oc/l) = a^x — ot^ (z — <xa)... (x— « J ; (111) 

odtud pak nacházíme 
m , 

/ ' ( * ) = / ( * ) ! — - - , 
fi= Jí p 

takže bude 
1, m 

/ ' («„)=o 0n( a»—«/. ) 

a vzorec (110) nabývá tvaru 
m 1. m 

D ( t ) = m « - v m - 2 n n < « . - *n)- ( n o ' ) 
e=i 

Postupem zcela stejným, jakého bylo použito při odvozo-
vání formule (94), najdeme také zde 

l,m 
D(f) = (—1 )«»<»-Dl mm-2a0

2m~2 Ú K - ««)2 (112) 
II <Q 
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a zavedením Vandermondeova determinantu dále 
1, tXlt (Xj2, . 1 

D(f) = (—l)»[»<w-l)W-s\trn-2 1, a2, «22» • 1 

-, 2 1, <Xm, Pím , . 

Provedeme-li zdvojmocnění determinantu zde figurujícího 
po sloupcích a označíme-li 

«* = «!* + «,* + . . .+«„,*, (114) 
dostaneme další, velmi známý tvar diskriminantu polynomu 

«0- ®1> • •> Sm—1 
D(f) = (—1 )»[m<«»>- l)]OTm—20(2m—a «J, s2, . • )

 sm .(115) 
sm—1> sm> • •> s2m—2 

Determinant ze vzorce (115) je orthosymetrický (v. odst. 8. 
dílu prvého). 

Fakt, že má polynom f(x) vícenásobné kořeny, když a jen 
když je jeho diskriminant roven nule, je nyní zřejmý z pou-
hého pohledu na vzorec (112) nebo (113). 

S pojmem diskriminantu souvisí ovšem ještě zákonitosti 
povahy mnohem hlubší, než ty, které jsme tu probrali. 
S některými z nich se seznámíme v odstavci jednajícím 
o aplikaci determinantů v theorii rovnic (v. odst. 11.). 

Poznámky. 1. Pojem resultantu byl dokonale znám už 
Eulerovi (Introductio in analysin infini torům, Lausanne 
1748); methoda, které jsme zde užili pro jeho konstrukci, je 
známa pode jménem „dialytická" a pochází od Sylvestera 
(Phil. Mag., 1840). Souvislost diskriminantu dvou polynomů 
s jejich nulovými body studovali po prvé Euler (Hist. de 
1'acad. de Berlin, 1748) a Cramer (Introduction à l'analyse 
des lignes courbes, Génève 1750). Vyjádření resultantu dvou 
forem binárních téhož stupně ve tvaru symetrického deter-
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minantu (jak jsme se o něm zmínili na konci př. 23) provedl 
jako prvý Bézout (Mém. Acad. de Paris 1764), zvláště pak 
elegantní způsob pochází od Cayleya (Journ. f. Math., 
1857). 

2. Pojem „diskriminant polynomu" pochází od Syl-
vestera (Philos. Mag., 1851). V učebnicích algebry se de-
finuje diskriminant poněkud odchylně, než se stalo ve 
vzorci (108); tato odlišnost má důsledek v tom, že místo 
vztahu (109) vychází pro D(f) jiný: 

(116) 

Pak je ovšem nutno patřičně pozměnit i další vzorce pro 
určení D(f). 

Příklady. 
24. Diskriminant binární formy 4. stupně 

f(x, y) = o„x4 + a^y + a ^ y + aaxy* + 

- 4a0xs + '¿a^ -f 2a2xy* + a#3, 

^j- - a,x3 + 2 + + 4a t f . 

Pro diskriminant dostáváme 
4a0, 3^, 2o2, a3, 

J*L *L\ -
\ať dyj ~ 

0, 
0, 
0, 
Ol. 
0, 
0. 

4a0, 3O!, 2aa, aa, 
0, 4a0, 3®!, 2aa, 
2aa, 3a3, 4a4, 0, 
«i. 2aa, 
0, 

3o3, 4a4, 

0 
0 

0 
0 

2a,, 3oa, 4a. 

(117) 

(118) 

n> 2» 
Skutečný výpočet se provede tak, že pořadí řádek změníme 
z daného — označme je 1,2, 3, 4, 5, 6 — na nové: 1, 4, 2, 5, 
3, 6 (v. př. 22). Determinant, který tak dostaneme, jeho 
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(e)i \ 

-5—, -5— I, pak vypočí-ox oy/ 
táme způsobem naznačeným v př. 22. Najdeme po dosti 
dlouhém počítání 

= ( 3 * — 8o0a2) [ (9«^ — 4a2
2) (8a2a4 — 

— 3o3
2) — (12aja4 — 2a2a3)2 + (8<z2a4—3a3

2)(16a0a4—oxa3)] + 
+ (12a0a3 — 2a1o2)[(12a0a3 — 2o1a2)(8a2a4 — 3o3

2) + 
+ (axa3 — 16a0a4)(12a1a4 — 2a2o3)] + (axa3 — 16a0a4). 
. [(8a0a2 — 3a1

2)(8a2o4 — 3a3
2) — (16a0a4 — a^ ) 2 ] = 

= 8(3a1
2 — 8a0a2)(16a0a2a4

2 — 6a0a3
2a4 — 

— 18a!2a4
2 + 14a1a2a3ai — Sa^3 — 4a2

3o4 + a2
2a3

2) -f-
+ 8(6a0a3 — a1ai)(—iSa^a^2 + 32a0o2a3a4 —9a0a3

3 + 
+ aidtfi3

2 — 4a1a2
2a4 -(- 3aj2a3a4) + 8(a1a3 — 16a0a4). 

. (—32a0
2a4

2 + 4a0a1a3a4 + 8a0a2
2a4 — 3a0a2a3

2 — 
— + at

2a3
2). 

Provedeme naznačená násobení a dostaneme 

R[dx' dy) = 16(256O0
3O4

3 — 192a0
2o1a3o4

2 — 128a0
2a2

2a4
2 + 

+ 144a0
2a2a3

2a4 — 27a0
2a3

4 + 144a0a1
2a2a4

2 — 6a0a1
2a3

2a4— 
— 80a0a1a2

2a3a4 + 18a0a1a2a3
3 -)- 16a0a2

4a4— (119) 
— 4a0a2

3a3
2 — 27ox

4a4
2 + 18a1

3a2a3a4 — 4a1
2a2

3a4 + 
+ aj2a2

2a3
2 — 4o1

3o3
3). 

Sečteme-li v každém členu všechny indexy u veličin a, 
dostáváme vždy součet 12. Vyjadřujeme to rčením, že je 
diskriminant binární formy 4. stupně isobarickou funkcí 
koeficientů a to funkcí váhy 12. 

25. Má binární forma 
f = 2x4 — 9 3?y + 17 a;V — \§xy3 + 6 y* 

vícenásobné lineární faktory? 
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Diskriminant této formy (vypočítejte jej přímo podle de-
finice a také podle vzorce odvozeného v př. 24) má hodnotu 
— 1600, takže lze formu / rozložití na součin čtyř lineárních 
navzájem různých faktorů. Koeficienty těchto faktorů ne-
mohou ovšem býti vesměs reálné, ježto by v tomto případě 
musil býti diskriminant podle vzorce (94) kladný. Skutečně 
lze psáti 

/ = (x - y)(2x - 3y)[x - (1 - i) y][x - (1 + i) y\, 
kde i značí imaginární jednotku. Vypočítejte odtud znovu 
podle vzorce (94) hodnotu diskriminantu dané formy. 

26. Rozhodněte otázku soudělnosti polynomů 
f(x) = x3 — xa — 5x — 3, g(x) = x3 — 5x2 + 3x + 9. 

Snadno vypočítáme, že má resultant obou mnohočlenů 
nulovou hodnotu, takže jsou tyto soudělné. Mají tedy alespoň 
jeden lineární faktor společný. Ve smyslu věty 11., jejíž 
platnost se přenáší, jak bylo výše uvedeno, také na polyno-
my, sestrojíme matici a zkoumáme její hodnost hv 

Máme zde 
1, - 1 , - 5 , - 3 , 0 
0, 1, —1, —5, —3 
1, —5, 3, 9, 0 
0, 1, - 5 , 3, 9 

a snadno najdeme = 3, takže mají polynomy podle věty 
11. alespoň dva společné lineární faktory. Sestavíme ještě 
matici M t 

Ml 

1, —1, - 5 , - 3 
1, —5, 3, 9 

její hodnost je = 2 a polynomy mají největší společný 
dělitel právě stupně druhého. Určete jej známým Euklido-
vým postupem a rozložte pak oba mnohočleny na lineární 
faktory. 
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10. INVARIANTY. 

Budiž F(xlt x2 xn) homogenní polynom stupně m-tého 
proměnných xu x2, ..., xn; jeho koeficienty označme na 
tomto místě (označení se v algebře provádí podle jistých 
zásad tak, aby už z něho bylo patrno, jaký tvar má příslušný 
člen polynomu) jednoduše znaky alt a2,... Podrobíme nyní 
proměnné xlf x2, . . . ,xn polynomu (říkáme také: formy) 
F homogenní lineární transformaci (v. odst. 6.) 

* = CX. (120) 
Forma F(xu xa,..., x„) tím přejde ve formu nových pro-
měnných Xlt X2, •••, X„ téhož stupně m, jaký měl původní 
polynom — značme tuto novou formu znakem 0(Xlt X2,..., 
Xn) a její koeficienty symboly ax,a2,... Každá funkce 
/(Oj, at, ...) původních součinitelů, pro kterou platí vztah 
— C značí modul transformace (120) — 

/(®i> ®a'. • • •) = Cwf{ai< ®2, • • •)> (121) 
se jmenuje invariant dané formy F a to invariantem váhy w. 

Všimneme si tu jenom zcela běžných invariantů, abychom 
ukázali i zde užitečnost determinantů a matic. Musíme si 
však býti vědomi toho, že počítání s invarianty vyrostlo 
v celou velmi rozsáhlou theorii, v niž hrají nemalou roli na 
příklad také parciální diferenciální rovnice (Cayley, Journ. 
f. Math., 1854) a těch několik případů, které můžeme 
v úzkém rámci této knihy uvésti, představuje jen nejprimi-
tivnější prvopočátky celé theorie. 

Také v případě, kdy je dáno více forem, může míti jistá 
funkce jejich koeficientů vlastnost vyjádřenou vztahem 
(121). Říkáme pak takovéto funkci simultánní invariant 
daných forem. 
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1. Soustava n lineárních forem v n 'proměnných. 

Budiž dán systém forem ylt y2, ..., ya proměnných xlt 
x2, ..., xn maticovou rovnicí 

y = Ax. (122) 

Transformací (120) přejde v soustavu 
y = ACX = A'X, (122') 

při čemž ovšem platí 
A' = CA; (123) 

je tedy determinant systému lineárních forem (122) jejich 
simultánním invariantem váhy 1. 

2. Forma bilineární. 

Bilineární forma s maticovým obrazem (v. odst. 6.) 
xAy (124) 

přechází homogenními lineárními transformacemi (kogre-
dientnimi) 

x = CX, y = CY 
opět v bilineární formu s obrazem 

XCACY = XAY. 
Platí proto vztah 

A' = CPA, (125) 
který ukazuje, že jest determinant bilineární formy dvou řad 
proměnných invariantem váhy 2 vůči všem lineárním homo-
genním a kogredientním transformacím obou řad pro-
měnných. 

3. Forma kvadratická. 

Daná kvadratická forma s obrazem 
xAx (120) 
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přejde homogenní lineární transformací (120) v novou, 
jejíž obraz jest 

XCACX = XAX 
takže máme 

A' = CA. (127) 
Je tedy diskriminant kvadratické formy invariantem váhy 

2 vůči každé homogenní lineární transformaci proměnných. 
Systém yv y2, ..., yn lineárních forem adjungovaných 

k dané kvadratické s obrazem (126) má v maticové symbolice 
rovnici (122) a vzorec (122') nás poučuje, že je diskrimi-
nant A formy simultánním invariantem váhy 1 pro systém 
lineárních forem k oné kvadratické přidružených. Je ovšem 
nutno dáti dobrý pozor, aby nedošlo k omylu: Lineární 
formy adjungované ku kvadratické formě transformované 
lineární substitucí (120) nejsou rovny formám, které do-
staneme, jestliže podrobíme téže transformaci (120) systém 
lineárních forem přidružených k původní formě kvadra-
tické — ukažte si a ujasněte tuto věc pomocí maticového 
počtu. Při transformaci kvadratické formy se tedy její 
lineární adjungované formy netransformují zároveň ve 
formy přidružené k nové formě kvadratické — říkáme 
stručně, že adjungované formy nejsou kovarianty dané 
formy kvadratické. 

Srovnáme-li navzájem obraz poláry 

yAx (128) 

kvadratické formy původní a obraz 

YČACX (129) 
poláry k formě transformované, vidíme, že tento nový obraz 
(129) vznikne z původního (128) stejnou transformací obou 
řad proměnných, jaké jsme použili při transformování pů-
vodní formy kvadratické. Je tedy polára kvadratické formy 
jejím kovariantem. 

88 



4. Forma kvadratická a lineární. 

Budiž F(xlt x2,..., xn) kvadratická forma s maticovým 
obrazem (126) a dále L(xlt x2, ..., x„) lineární forma 

n 

L = Zb^i-
i= 1 

Sestrojme si nyní formu kvadratickou o n + 1 proměnných 

f = F + 2 xn+1L (130) 

a podrobme ji homogenní lineární transformaci s maticí 
c l l > C12> • • •> c l m 0 

C21> C 22 , i • •» c 2n> 0 

c n l > Cn2> • • •» ^nn» 0 

0 , 0 , . . . . 0 , 1 

(131) 

Z předchozích úvah víme, že se při této transformaci ná-
sobí diskriminant formy (130) 

® n , « 1 2 . • • •i « I n » 

®21> «221 • •> «2n> h 

« n i . « » 2 . " •> « n n > K 
0 

aik — aM> k — 1, 2, (132) 

pouze čtvercem Cx
2 determinantu Clt t. j. číslem C2. Podle 

tvaru naší transformace (131) můžeme tento výsledek vy-
sloviti zřejmě také takto: Výraz (132) je simultánním in-
variantem forem F a L vůči libovolné lineární homogenní 
transformaci (120); je to invariant váhy 2. 

Přejdou-li při takové transformaci formy F, L v nové 0, 
A s koeficienty aik', bt', lze invarianci determinantu (132) 
psáti podle theorie determinantů vroubených také ve tvaru 

ZAttW = c* .yAikb{bk. i, t ilt 
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5. Forma kvadratická a 2r lineárních. 
Budiž vedle kvadratické formy F z předchozího odstavce 

dáno ještě 2r forem lineárních 

Le = ß = 1, 2, . . r ; = 9 = l> 2. • • •> r-
{=1 i= 1 (133) 

Dokážeme si snadno, že je determinant 
«11. «12. • • -, a l n . bll> • ... brl 
«21 > «22» • • •> «2n> b12, . -, br2 

« m , «7.2. • • •> «nn> t>m, • ; 6 r n 
¿12, • • •> ¿ln> 0 , 

dr „ dr2, • •> drn, o, . . . . 0 

(134) 

vůči transformaci (120) invariantem váhy 2 simultánním 
pro formy F, Llt..., Lr, Alt ..., Ar. 

Tento determinant je totiž determinantem bilineární 
formy 

1 , » f r 

+ 2xn+«AQ{y) + 2,yn+oLQ(x) 
i.k c-i 

proměnných xv x2, ..., x„+r; yu y2, ..., yn+T. Podrobíme-li 
je kogredientním transformacím 

Cr = 

Cil, • •> cln> 0 , . . . , 0 

cnl> • •i cn»i 0 , . . . , 0 
0 , . . , 0 , 1, • 

0 . . . , 0 , 0 , . . . . 1 

kde jest počet vroubících řádků i sloupců roven r, násobí se 
determinant (134) podle odstavce o invarianci determinantu 
forem bilineárních pouze číslem C* = C*. 
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6. Dví formy kvadratické. 

Buďte dány dvě kvadratické formy 
1 , n l . n 

F(x) ' 2aik?ixk, Vik - = 2bi*xixk, t>{k = bki. (135) 
i, i i.k 

Zcela snadno si pro ně určíme n + 1 simultánních invariantů 
tím, že vezmeme v úvahu kvadratickou formu F + XO 
(A zcela libovolné) ze svazku určeného oběma formami da-
nými. 

Determinant této formy jsme už poznali v prvém oddílu — 
byl tam uveden ve vzorci (54) — a nalezli jeho hodnotu 

/„ + A/x + XH% + ... + A"-1/«-! + A»/b. 

Z té okolnosti, že je tento diskriminant formy F + XG in-
variantem váhy 2 a že je A libovolné, plyne, že veličiny — 
jejich konstrukce popsána v prvém oddílu — 

I*. I\t 12 In—1. ¡n (136) 
jsou simultánní invarianty váhy 2 obou forem F a O vůči 
transformaci (120). 

7. Kvadratické formy v počtu m. 

Z daných m kvadratických forem 
l.n 

F t(x) = 2a<*(e)*<**; e = 1, 2, ..., m •> * 

vytvořme pomoci libovolných součinitelů 1, Aj, ..., Am formu 
novou 

m 1, n m 
= 2 W X ) = 2 x i x * 2 w \ X, = 1. (137) 

0-1 ÍJt 0-1 
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Její diskriminant 

D(K x U = 
V 1 ' A,ou

(2- -f 
«21(1) + + 

• • + w . 
•• + Amffl21<m>, 

«• 1(1) + /2«m(2' + 
+ W 2 ) + 

•••,«2»(l) + V2n<2) + •• 
+ AmolnC») 

+ hman 
(rn) 

(138) 

jest polynom proměnných A2, A3,..., Am stupně n-tého a jest, 
jak víme, invariantem váhy 2 vůči transformaci (120). 
Proto také každý z jeho koeficientů, těch je obecně 

(n + m — 1\ 
m - 1 }• je invariantem váhy 2. 

Velmi často se vyskytuje případ m = 3, n = 2; jde tedy 
o tři kvadratické formy po dvou proměnných. Máme zde 

A3) = 
«11(1) + Vll ( 2 ) + ai2(1> + ¿2«12(2) + Vl2<3) 

a21
(1) + A2a21

(2) + V21(3), «22(1) + ^2a22(2> + W ' 
(2) 

(1) 
I all(1)> Ol2(2) 

+ 
22 

/I «II®, V 
\\ a21(1>> «22° 

+ |«11(1), ®12(1) 

°21<2)> «2 (2) 
A2 + 

+ /I ®11(8). 
V|oai(1). «22( 

12(3)| , I V " . «12(1)|\ } , 
+ 1, II) « III l i A l + ;(1) I ̂  | «21(S), «22(3) I 

«11(2). «12(2) 

«21(a), «22<2) 

V + 

+ /Ki ( 2 ) . ®i 
\|«21(2). «2 

«n(3). «12(3) I 
«21(3). 

+ 
«22<3), 

< 3 ) , «!2(2) 

«21(3). «22(2> 

Že jsou invariantními koeficienty při A2
2, A3

2 a člen abso-
lutní, víme už z dřívějška, jsou to totiž diskriminanty fo-
rem F2, Fa a Fv Zato však dostáváme jako výsledek in-
varianci koeficientů v ostatních členech. 
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8. Forma binární. 

Binární forma (90), t. j. 
n 

/ = + M , 

přejde transformací 
x = cnX + c12Y, y = c21X + cMr (139) 

v novou 
n 

r = U[(cny. + c2i<5,) X + (c12y, + c22ó,) Y] = 
»=i 

n 

= n ( / u + ¿ , Y ) . 
••=1 

Její diskriminant — faktor (—l)H»(»-i)]ji"—* nebereme 
v úvahu — má hodnotu 

l,n 
D = t[(rllň, — ňllrvf = 

f i < v 

— CnY/i + c2i<V cnY' + c2i<Ma
=  

C12Y/l + C22<V C12Y' + c22á»| 
1, n 

= n 
čilí 

= n 
/4<r 

Cli, 
C

21 
2 

C

12> 
C

22 

Y/» I2  

y», <5, ] ' 

f l ^ V U - A . r y = f l ( y A - ¿„y,)2- (140) 
lt<v 

Vidíme, že je diskriminant binární formy n-tého stupně 
invariantem váhy n(n — 1) vůči homogenní lineární trans-
formaci (139) jejích proměnných. 
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9. Resultant dvou binárních forem. 
Transformací (139) přejdou binární formy 

v nové 
/ = T\(vnx + 9 = R I ( * * + ky) 

/J=I 

F = fí(r„x + A,Y), o = + A,Y), 

kde jest 
= cn y ¡i + c2iá/í. = c12yM + c^dp, 

Kv = CnXp C2XAP) A, = c12xv -)- c22X,. 
Platí tedy dále 

Cll> C21 
C12> C22 x„ X, 

C11 y¡1 + C21̂ /l> CVt/¡1 + C22̂ /í 

= G(y^y — d^X,), 

takže pro resultant R(F, O) transformovaných forem máme 

R(F, G) = Y[(rilA,-A,tKv) = 

= <Hl(yjX — ijt,) = CmnR(f, 9). (141) 
M, * 

Tato rovnice ukazuje, že jest resultant dvou binárních 
forem stupňů resp. m, n invariantem váhy mn vůči trans-
formaci (139). 

10. Symbolika Aronhóldova. 
Ve vědách matematických a fysikálních se už odedávna 

užívá symbolických početních method. Jejich společným 
podstatným rysem jest vhodná náhrada veličin a operací 
daných jistými veličinami a operacemi symbolickými tak, 
aby matematická práce s těmito „obrazy" byla snazší a 
průhlednější, než tomu jest v oboru veličin původních. Jako 
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příklad takovýchto method uvedeme známé použití La-
placeovy integrální transformace, kde se místo původních 
funkcí berou do počtu jejich Laplaceovy obrazy, dalším 
případem tohoto druhu jest řešení některých problémů počtu 
pravděpodobnosti pomocí vytvořujících funkcí (známé La-
placeovy „fonctions génératrices"), analogické prvky vy-
kazuje též komplexní methoda elektrotechniků, Schwarzova-
Christoffelova methoda sdružených funkcí a řada dalších 
početních způsobů. 

Také algebraické úvahy spěly mnohdy stejnou cestou. Zde 
se zmíníme alespoň o jednom případě tohoto druhu, který 
má svrchovanou důležitost v theorii invariantů, forem atd. 
Základní myšlenka je ta, že počítáme podle potřeby místo 
s binární formou 

n 

^«•V—aV (142) 
••=o 

n-tého stupně raději s jejím obrazem, k němuž podle úvah 
Aronholdových (Crelle's Journ. sv. 39 a 65) dospějeme 
takto: 

Binární formu (142) n-tého stupně v proměnných xv 
x2 píšeme ve tvaru 

/«(*i. = S (") (143) 

a jejím „obrazem" Fn(xlt x2) nazveme kterýkoli z výrazů 

(«1*1 + a2x2)n = ax
n, (bxXl + b&2)n = bx

n, 
(C& + c^2)n = cx

n, (dyXy + d^2)n = dx
n, ... (144) 

Vehčiny a1( a2, bu b2, ... jsou pouhé symboly, budeme jim 
říkati symbolické koeficienty formy (143) na rozdíl od sku-
tečných jejích koeficientů a,. Skutečný součinitel <x, je pak 
symbolicky vyjádřen kterýmkoli z výrazů af—'"af, 
V-" V. cx

n vc2 , d f - ' d j , ...; tuto skutečnost budeme za-
pisovati vzorci 
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á, == Oj"—"aj", a, = =ř= Ci"-^/, (145) 
á, = d?~*d2\... 

Okolnost, že má původní binární forma fn{xlt x2) — často 
pro ni použijeme pojmenování „originál" — za svůj obraz 
výraz Fn(x1, x2), tuto skutečnost budeme se zřetelem ku 
zvyklostem technické praxe vyjadřovati kterýmkoli ze 
vztahů (záměny s označením matic se není třeba obávati) 

Fn(*i, x2) = A{f„(xlt x2)}, 
/„(*!, x2) = A~\Fn(Xl, x2)}. (146) 

Tato symbolika není sice zavedena v odborné literatuře 
matematické, technikům však prokáže bez nejmenších po-
chyb cenné služby a usnadní pochopení toho, co jest na 
věci podstatné a to svou alespoň formální analogií se zobra-
zovacími pochody technické praxe: Právě tak, jako vyjadřu-
je inženýr známý symbolický vztah 

co 

£{/(<)} = -F(p) = pJ/(t)e-"d< 
o 

slovy: „Funkce F(-p) je Laplaceovým obrazem k originálu 
/(<)", může bez obav vyjádřiti relaci 

A{fn(x„ x2)} = F„(xlt x2) 
rčením: „Výraz Fn(xlt x2) jest Aronholdovým obrazem k bi-
nární formě f„(xlt x2)." 

Účelnost té skutečnosti, že je k dané binární formě (143) 
ve smyslu vztahů (144) přiřaděno více „obrazů", se objeví 
v dalších úvahách. 

Přiklad 27. Danou binární formu (143) s obrazem ax
n = 

= (ttjXy + a^c2)n podrobme transformaci 
x i = YuVi + Vid* = YtiVi + YnVi- (147) 

Stanovití symbohcké koeficienty Alt A3 formy <pn(ylt y2) 
tímto způsobem z f„{xlt x2) vzniklé. 

Nová forma bude míti tvar 
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¥>n(ž/i. Ví) = f^YiiVi + Yw&ii YíiVi + yvMi) = 

= ŽQ(V) aAyuVi + Viď*)"-" (y2iž/i + VidiY 
a její obraz 0n(yv y2) dostaneme tím, že skutečné koefici-
enty o, nahradíme podle rovnic (145) symbolickými o. Vy-
chází postupně 

&n(yv yt) = Í o ( v ) ain""a/(yn2/i + n ^ ) " - " • 

• (y2i2/i + y-iiViY = [(ynai + y*ia2) Ví + 
+ (yi2®i + Y22ai) ViT = (AiVi + A*yt)n = Avn, 

takže máme vzorec 
®Áyi, Vt) = (¿iVi + ^ 2 ) " = A,*; (148) 

hledané symbolické koeficienty Alt A2 jsou pak dány vztahy 
A1 = ynax + y21a2, A2 = yx2ax + y22a2. (149) 

Přiklad 28. Pomocí symbolických koeficientů formy 
f2(xlt x2) = ¿„x* + 2a1x1a;a + ¿¡pcj (150) 

vyjádřiti výrazy 
D = á6a2 — á f , (151) 
E = (—ao + ¿i + a2)(o0 — ^ + o2)(o0 + ^ — á2). 

Napřed upozorníme na tuto důležitou skutečnost: Symbol 
pro výraz na příklad <ž0

2a2 musí ovšem býti toho druhu, 
abychom z něho mohli jednoznačně přejiti nazpět k výrazu 
původnímu. Mechanickým zobrazením podle (145) bychom 
dostali 

afa2 = (aff a2
2 = afaf 

a zmíněný zpáteční přechod by nebyl jednoznačně provedi-
telný. Píšeme-li totiž 

a^a2 = axa2. axa2. a* = ax* . a2®, 
dostáváme dva různé „originály": 
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a<?a2. 
Této obtíži se vyhneme tak, že místo jediné dvojice sym-

bolických koeficientů alf a2 použijeme při zobrazování to-
lika různých dvojic, kolik má zobrazovaný výraz skutečných 
(to jest nikoli symbolických) faktorů a. V našem případě 
O0

2O2 = a0 . a 0 . a2 jsou takovéto faktory tři a proto použi-
jeme tří dvojic symbolických součinitelů: alt a2, blt b2; clt c2. 
Dostaneme tak 

®o2®2 == ai2W2c22 

a výše zmíněný zpětný přechod je nyní zcela jednoznačný. 
Zobrazení výrazů (151) nečiní po této přípravě žádných 

obtíží. Pro D dostáváme bud 
D = o0a2 — Oj8 == axb2 — a1a2b1b2 = {<i)b2 — 

nebo ekvivalentní výraz 
D == b*a2 — blb2a1a2 = (a2b1 — &ib2) o261. 

Sečtením obou těchto formulí dostáváme jednoduchý 
symbolický vztah 

D = á0a2 — a* = \(aib2 — a j t f . (152) 
Zobrazení veličiny E provedeme pomocí tří dvojic sym-

bolických koeficientů a najdeme 

E = { — < +
 aia2 + ® 2

2 ) ( 6 I 2 — BTB2 + 62
2)(C1

2 + cic2 — c2
2). 

Způsobem obdobným k tomu, jenž vedl k odvození vzorce 
(152), bychom dostali vedle uvedeného symbolického vztahu 
pro E ještě pět dalších s ním rovnocenných. 

K zobrazení formy (143) použijme nyní dvou řad symbo-
lických součinitelů, takže jest 

MUxi, xz)} = = Kn 

a transformujme ji lineární substitucí (147). Obraz 0„(ylt y2) 
transformované formy <p„(ylt y2) pak bude podle výsledku 
př. 27 
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QÁVl, y2) = Avn = Byn, 
kde jest 

Ai = ynai + y2i«z, A2 = yi2ai + y22®2; 
Bi = n A + y2xb2> B2 = yi2bi + Y^Ú 

platí tedy (viz pravidla o násobení determinantů v prvém 
svazku) vztah 

A, At Vn. Yl2 alt a2 — p «i. «2 
B2 yw. V22 K b2 i . K b2 

Zavedeme-li často používanou zkratku 

= (mra), mlt m2 
n„ n. 

(153) 
"1, «2 

nabývá předchozí rovnice tvaru 
(AB) = T . (aby, (154) 

při tom ovšem značí 71 modul transformace (147). 
Symbolické koeficienty a, b binární formy (143) souvisí 

tedy se symbolickými součiniteli A, B formy vzniklé z ní 
transformací (147) vztahem (154). 

Pomocí této skutečnosti najdeme snadno důležitý in-
variant dané formy (143). Jest jím výraz, který má za svůj 
symbol mocninu 

t. j. výraz 

In = 
»=0 

n\ avan—» (155) 

podle vztahu (154) je to invariant váhy n vůči transformaci 
(147). 

Pro lichá n jest Jn = 0, jak ukazuje tento jednoduchý vý-
počet: 
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£ (2m + 1\ - -
hm + l = Z(—1)'' [ v ) Wim+1-V + 

+ 2, (— : l)i v I + l—v== 
v=m+1 \ ' 

/ 2m+ 1\_ _ 
= Z ( — y Jara2m+1-^ — 

£ ( 2m + 1 \ _ 
- Z ( - l ) ř (2m + 1 - gj = 0; 

proto představuje výraz /„ skutečnou invariantní funkci 
součinitelů a dané formy (143) jen pro případ, že jest tato 
sudého stupně. Tak dostáváme pro 

n = 2: I 2 = 2(á0á2 — a^), 
n = 4: /4 = 2(a0a4 — 4 0 ^ + 3a2

2), (156) 
n = 6: /„ = 2(a0a9 — 60^5 + 15a2o4 — 10a3

2). 

Ježto zprostředkuje transformace (147) rovnost mezi 
symbolickými výrazy 

Av = A\V\ + ^202. ax = «1*1 + «2*2. 
tedy 

Av = axi 
můžeme vzhledem k (154) psáti 

(AB)*AfBy
r = r*(áb)vax

qbx
T. (157) 

Pro 
q = r = n — p 

jest pravá strana vztahu (157) symbolem pro jistou funkci 
h(xlt x2; a) proměnných xlt x2 a skutečných koeficientů a 
původní formy f„(xlt x2), jeho levá strana pak symbolem pro 
funkci h(ylt y2, A) proměnných ylt y2 a koeficientů A trans-
formované formy q>„(yi, y2). Pijme tudíž ze vztahu (157) 
rovnice 
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% i . y2; A) = r*. h(xlt x2\ a) (158) 
a funkci h(xltx2,a) nazýváme kovariantem formy (143) 
vůči transformaci (147) a to kovariantem váhy p. 

Tak jest ku příkladu výraz 
(ab)2ajbx 

symbolem pro kovariant váhy 1 u formy f3(xlt x2). Skutečný 
výraz pro tento kovariant dostaneme přechodem k původním 
součinitelům á; vychází 
2[(a0a2 — á f ) xt

2 + (á0á3 — á ^ ) xxx2 + (dja3 — oa
2) x2}. 

(159) 
Analogicky jest 

(abf (ae) bxcx* 
symbohcký výraz pro kovariant váhy 3 téže formy f3(xv x2). 
Jeho skutečná hodnota jest 

(3a0a1a2 — á0
2a3 — 2a^) x1

3 — 
— ^{aaáxa3 — 2d0a2

2 + a^a2) xfx2 + 
+ 3(a0á2a3 + á,a2

2 — 2a1
2a3) xxx2

2 + 
+ (á0a3

2 — 3¿^¡,¿3 + 2a2
3) x2

3. (160) 
Už z těchto několika ukázek je patrna plodnost a účelnost 

symbolického počítání Aronholdova. Dalším rozvedením a 
důslednou aplikací této symboliky lze dokonale vybudovati 
celou theorii invariantů (podrobnosti nalezne čtenář v knize 
P . GORDAN , Invariantentheorie). 
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11. ALGEBRAICKÉ ROVNICE. 

Také v theorii algebraických rovnic lze při mnoha důle-
žitých otázkách s výhodou použiti theorie determinantů. 
Některé, sem patřící výpočty jsme provedli již dříve, takže 
budeme často moci výsledky tam získané prostě přenésti do 
„mluvy rovnic". 

Základní úlohou nauky o rovnicích jest úkol nalézti nu-
lové body polynomu s komplexními koeficienty. Lze na-
hlédnouti snadno, že je možno bez újmy obecnosti vyjádřiti 
tuto základní úlohu matematicky požadavkem: Určití 
všechny hodnoty (jsou-li jaké) x tak, aby bylo 
f(x) = x" + + + . . . + an—ix + an = 0; (161) 
čísla alt o2 an jsou komplexní. 

Již dříve jsme nalezli vyjádření polynomu f(x) takto: 
f(x) = (x-x1)q(x)+f(x1); (162) 

q{x) je polynom stupně (n — l)-ho, jehož koeficienty počí-
táme nejsnáze Hornerovým schematem. Je-li xx kořenem 
rovnice (161), takže platí f{x1) = 0, máme 

f(x) = (x-x1)q(xy, (163) 
je tedy v tomto případě f(x) dělitelno výrazem (říká se 
také kořenovým činitelem) x — xv Jestliže jest naopak f(x) 
dělitelno dvojčlenem x — xlf lze psáti f(x) ve tvaru (163), 
z něhož je ihned patrno f(Xj) = 0. Můžeme tedy vysloviti 
větu: 

Nutnou a 'postačující podmínkou, aby měla rovnice (161) 
kořen xlt je dělitelnost polynomu f(x) výrazem x — xlt t. j. 
moSnost vyjádřiti f(x) ve tvaru (163). 

Pokud jde o základní otázku, má-li algebraická rovnice 
vůbec nějaké kořeny, odpovídá na ni fundamentální věta 
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algebry. Vyslovíme ji (ovšem bez důkazu; ten je předmětem 
algebry, nebo, v jednoduché formě, theorie funkcí komplexní 
proměnné) třeba takto: 

Každá algebraická rovnice n-tého stupni s komplexními 
koeficienty má právě n komplexních kořenů; tyto mohou býti 
zčásti (nebo také všechny) navzájem stejné. 

Označíme-li kořeny rovnice (161) znaky xlt x2,..., x„, 
dostaneme postupným užitím vztahu (163) vyjádření rov-
ničního polynomu f(x) pomocí t. zv. kořenových činitelů: 

f(x) = (x — Xj) {x — x2) ... (x — xn). (164) 

Právě napsaný vztah vede k dalším zajímavým důsled-
kům. Provedeme-li násobení a porovnáme pak koeficienty 
při stejných mocninách x na obou stranách rovnosti (164), 
dostáváme 

(—l)"a„ = ^ xůxi, • • • xtv> " = 1, 2, ..., w; (165) 
<1, i,, 

sčítání se provádí přes všech kombinací iv i2, ..., i„ 
v-té třídy z prvků 1,2 n. Výrazům na pravé straně 
rovnic (165) se říká základní symetrické funkce kořenů xu 
x2, ...,xn původní rovnice. Každý z nich se v matematice 
charakterisuje svým prvým členem (to se ostatně činí vůbec 
při každé symetrické funkci kořenů) a vztahy (165) se píší 
též ve tvaru 

(—1 )»av - S a ^ j ... xv, v = 1, 2, ..., n. (165') 
Ze symetrických funkcí kořenů se velmi často setkáváme 

s t. zv. potenčními součty s0, slt s2, ...; tyto jsou definovány 
vzorci 4 

= xy
v + x2' + ... + xn', v = 0 , 1 , 2 , . . . (166) 

a existují mezi nimi a koeficienty dané rovnice jisté vztahy, 
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říká se jim relace Newtonovy, jež dovolují vypočísti jedny 
pomocí druhých. Odvodíme je z rovností 

JjcČ-^Eatfr ...*„ = ( V - * + x2
k~* + ...). 

. (x1X2 ... XM—jXM -(- X±X2 ... Xx—j^x-j-j ...) = 

= { x ^ + i Z t ••• Xx + ...) + (Xjk—"X2 ...xx+1 + ...) = 

—— E^Cj* ... Xx SXj*5 ... 3?x+l> 

čili 
«Ví-* = (—l)"Ilx1

k-''+1x2 ...*« + 
+ ( — z , . . . xH+l, x=\,2,...,k-2, (167) 

sečtením 
ř - 2 

SoKÍjt-» = ...xh — 
X = 1 

ř-I 
— Z ( — l ^ i ^ + ^ a • • • = — + 

e = 2 

+ (—l^Sz^Xa ... x^ 
a dodatečným připočtením vztahu dalšího (dokažte jej) 

atr-isi = (—l)k~^x2x2 ... + (—l)*-1. 
. kLxtx2 ... xk. (167') 

Tak dostaneme Newtonovy vzorce ve tvaru 
siak-i + s2aK—i + ••• + + = — kak, 

k= 1,2,3, . . . , a 0 = 1. (168) 
Byly sice odvozeny za předpokladu, že jest k ^ n, platí však 
také pro všechna k >n, položíme-li jen ak = 0 pro k = 
= » + 1 , » + 2, . . . 

Z jednotlivých rovnic (168) lze postupně počítati potenční 
součty s2,... a naopak zase vyjádřiti koeficienty rovnič-
ního polynomu f(x) pomocí potenčních součtů kořenů pří-
slušné rovnice. Tyto výpočty je též možno provésti použitím 
soustavy lineárních rovnic. Dostaneme tak přehledné for-
mule 
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= ( - 1 ) ' 

«1» 1, o, . 0 
2®a, 1, • 0 
3a,, a8, «i. • 0 

(v — 1) Ov—!, av—a, 1 
VOv, ®»—2, • ®1 

2, 3, ...; a0 — n, — — a1: 

(169) 

(-1)" 

«1. 1, o, 0, ..., o, 0, 0 
«1. 2, 0 o, 0, 0 

a3> í2, «i, 3, ..., o, 0, 0 

Sr— •1, SP—2» sv—3, Sy—4, . . s2i «1. v— 1 
«r, V- 1> ¿V-2, 3, • • •! i ®3: 1 s2> 

V = 2, 3, 4, ...;a1 = sv 

(170) 

Další důležitá otázka, jež se při studiu algebraických rov-
nic naskýtá, je ta, zdali má daná rovnice vícenásobné kořeny. 
Abychom ji zodpověděli, stačí ve smyslu úvah odst. 9. vy-
počítati pro předloženou rovnici její diskriminant; je-li tento 
roven nule, existují kořeny vícenásobné, v opačném případě 
nikoli (důkaz viz v odst. 9.). Místo obecných vzorců uve-
dených v odst. 9. vystačíme v theorii rovnic s jednoduššími 
a budeme pod pojmem diskriminantu rovnice (161) rozuměti 
jeden z těchto tří navzájem stejných výrazů: 

m = ( - i ) t [ n < n - i ) i . mi, /') = Í Í K - *e)a = 

(171) 

«0. «1. «2, •> sn—1 
«i. s3, •>«n 

-

s3t «4. 
sn—1, «n, «B + l, •• •> a2n—2 

při tom značí R(f, /') resultant polynomu f(x) a jeho prvé 
derivace f'(x). 
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Pouhým pohledem na druhý tvar diskriminantu ve vzor-
cích (171) nahlédneme nyní správnost této věty o vícenásob-
ných kořenech rovnice: 

Nutná a postačující podmínka, aby algebraická rovnice měla 
alespoň dva stejné kořeny, jest anulováni jejího diskriminantu. 

Hodnota diskriminantu jest však spolehlivým vodítkem 
také při podrobnějším zkoumání povahy kořenů předložené 
algebraické rovnice v tom případě, že má tato vesměs 
reálné koeficienty. O rovnicích tohoto druhu jest známo, 
že jejich nikoli reálné kořeny se vždy vyskytují v párech 
navzájem komplexně sdružených; má-li tedy rovnice s re-
álnými koeficienty komplexní kořen xl = -f- i^ , má nutně 
za kořen též číslo konjugované xx = — a oba tyto 
kořeny mají stejnou násobnost (důkaz nalezne čtenář ve 
většině učebnic algebry; je ostatně tak jednoduchý, že si 
jej každý může bez nesnází provésti sám). 

Nechť má rovnice s reálnými koeficienty kořeny navzájem 
různé. Její diskriminant je pak ovšem nenulový. Ukážeme 
si, že jest to reálné číslo, které dává svým znaménkem cenné 
informace o bližší povaze kořenů. Označme tyto kořeny 
(seřadivše je tak, že napřed stojí páry komplexně sdružených 
a teprve za nimi následují reálné) symboly 

a vypočítejme pomocí nich diskriminant A(f) dané rovnice, 
používajíce k tomu druhého tvaru daného vzorcem (171). 
Snadno najdeme, že má tento diskriminant tvar 

kde jest P číslo reálné. 
Odtud vyvodíme lehko tento důsledek o povaze kořenů 

dané algebraické rovnice: 
Nutná a postačující podmínka, aby algebraická rovnice s re-

XU xlt x3t x3> X5> Xí> • • •> x2m+1> x2m +1> 
xim+31 Xim+Hi •••» xn—li xn (172) 

m = ( - i )™+iP2, (173) 
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álnými koeficienty měla, sudý počet párů, kořenů, komplexně 
sdružených, je ta, aby byl její diskriminant kladný. 

Správnost tohoto tvrzení je zcela evidentní, když uvážíme, 
že má ve smyslu označení (172) rovnice právě m + 1 párů 
takovýchto komplexně sdružených kořenů, tedy právě tolik 
párů, kolik činí mocnitel záporné jedničky ve vzorci (173) 
pro diskriminant A(f) té rovnice. 

V technických aplikacích theorie determinantů (v prvé 
řadě při studiu spřažených kmitových soustav) mají značnou 
důležitost hlavní minory A,(f) diskriminantu A(f) rovnice 
(161), definované vztahy 

M f ) = 

°0> 
«1. 
®2> 

°2i 
S3> 

f>t. SA 

sv—1> sv> av+l> 

• •> 1 
.., s, 
• •> ®v+l 

• , s2v. 

(174) 

1,2. n— 1. 

Potřeby fysikálně-technické praxe žádají často vyjádřiti 
tyto vehčiny A,(f) jednak pomocí kořenů xv x2,..., x„, 
jednak přímo pomocí koeficientů alt a2, ..., an dané rov-
nice (161). 

První problém rozřešíme snadno tím, že vezmeme v úvahu 
čtverec matice 

1 , 1 , 1 . 1 
xl, x2, • •> xn—1» x> 
r 2 X1 > T 2 

x 2 > r 2 
*3 > T 2 x , 

y v—1 X1 > 
y V—1 •í-2 > -r v—1 j,3 , . >)• »»—1 

• * i • c n—1 » x , v—1 

počítaný jako řádkový součin dvou stejných matic (definici 
viz v prvém svazku na str. 21). 

Podle definice je čtverec právě roven determinantu Av(f), 
na druhé straně však má týž čtverec podle vzorce (47) a pří-
slušného pravidla z prvé části této knížky hodnotu 
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1, 1, .., 1 
XBi> 

s r  2  Pi ' r  2  x  2  

r 1 rv> V 1 
xe, > • 

při čemž se sčítá přese všech ^ j kombinací gv q2, g3, 
..., g, v-té třídy z čísel 1,2,... , n. 

Máme tedy hledané vyjádření determinantů (174) pomocí 
kořenů x l t x2, x3, . . . , x „ dané rovnice (161) ve tvaru 

A r ( f ) = £ 

1, 
xe,> 

x  2  
xe, > 

1, 
xe,> 

x
 2 

xe, i 

.., 1 

X  2  

2 

(175) 

x  1  r "— 1  x »—1 
•i • v = 1 2 1 y — .., n — 1. 

Tento vzorec platí i pro v = n a dává pak ovšem hodnotu 
diskriminantu A(f) dané rovnice (161). 

Abychom zavedli do výrazů ňv(f) koeficienty Oj, a2 an 
rovnice (161), nabízí se vzhledem k platnosti Newtonových 
relací (168) přímo tento postup: K (g + l)-mu sloupci 
aQ, ae+1, se+2, • • -, ! determinantu Av(f) přičtěme line-
ární kombinaci všech sloupců předchozích prvým počínajíce 
a to kombinaci se součiniteli ae, Oj_1( ô —j, ..., av Prvek 
dffiř+1 = Sp+a—j, který stál původně na <r-tém místě onoho 
(g + l)-vého sloupce (a = 2, 3,..., v), přejde touto úpravou 
podle Newtonových formulí v nový 

+ l " So—2 ®e + 2®"—3 " • • ®Í + IT—2*1 
— (g + 0 — 1 )«„+„-!; (176) 

ei,e+i =  se +  ae so +  ae~i 8i +  ae- 2*2 + ••• + ® i 5 í - i = 

= (n — g) ae. 

Provedeme-li popsanou operaci postupně pro g = 1,2, 
...,v — 1, objeví se determinant Av(f) ve tvaru 
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«0, (n — 1 ) OJ, . . , (N 

«1. E22> II s2t E32> .. 

«r-i, E»2, . , 6P|, 

Tento determinant podrobíme obdobné úpravě, jaká byla 
právě provedena s původním tvarem A,(f)\ K jeho (r + 1)-
vému řádku sT, eT+li2, eI+li3, ..., e t + l í , přičteme lineární 
kombinaci všech řádků předcházejících druhým počínajíce 
a to kombinaci s koeficienty ax—lt a t_2, oT Tam, 
kde stál v determinantu A,(f) prvek eI+1><u (co = 2, 3, ..., v), 
bude nyní nový 

T̂+i,a> = «T+l,® + ®1®to> "1" ®2®T—1,» "I" • • • H~ 
(177) 

1̂+1,1 = sr + Oi«t-i + d^x-i + • • • + 
+ a,_2S2 + oT—i«i = — raT. 

Provedeme-li právě zmíněnou úpravu postupně pro 
r = 2, 3, ..., v — 1, dostáváme původní determinant ve 
tvaru 

„ (n — 1)Oj, ..., (n — r + 1) a,—j 

MÍ) = —2O2, 

- ( ř - i j o l 

h. 32 > ..., ha, 

r = 3 ,4 , . . . ,» — 1; (178) 
vztahy (178) budeme považovati za řešení našeho problému, 
ježto lze veličiny h, e zde figurující snadno vyjádřiti po-
užitím vzorců (176) a (177) pomocí koeficientů Oj, a2, ..., an. 

Tak dostáváme obecně 
T - l 

^I+L. = — 2 ( ů ) + r — 1 — 2x) ímu+t-!-,,; 
t = 2, 3, 1, w = 2,3, (179) 

ett> = — tu = 2, 3, ..., v; s0 = n, = — av 
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Výsledek daný vzorci (178) a (179) — ty ostatně platí 
i pro v = n a vedou pak přímo k vyjádření diskriminantu 
Zl(/} dané rovnice (161) — zcela postačí pro potřeby běžné 
praxe a nebudeme se proto zabývati další jeho úpravou. 
V rámci tohoto svazku raději použijeme právě získané sku-
tečnosti k důkazu této důležité věty (L. Baur, Math. Ann. 
50, 241, 1898): 

Nutná a postačující podmínka, aby měla rovnice (161) 
právě v navzájem různých kořenů, jest vyjádřena vztahy 

A,+1(f) = A ,+2(/) = ... = ¿n-l (/) = Mt) = 0, 
A(t) * o. (180) 

Má-li totiž rovnice (161) právě v různých kořenů, obsahuje 
každý sčítanec ve výrazu utvořeném podle vzorce (175) pro 
A,+M(f), n = 1, 2, ... alespoň dva stejné sloupce, takže je 
roven nule a tím i determinant Ar+/l(f) samotný. Naproti 
tomu není roven nule determinant A„(f), ježto jest součtem 
samých navzájem stejných nenulových sčítanců — každý 
z nich je čtvercem Vandermondeova determinantu utvoře-
ného z v různých kořenů rovnice (161), podle předpokladu 
existujících. 

Že jsou podmínky (180) pro existenci právě v navzájem 
různých kořenů rovnice (161) postačující, dokáže si čtenář 
zcela snadno sám — stačí ukázat, že by důsledky existence 
jiného počtu různých kořenů, než jest v, byly ve sporu 
s předpokládanými vztahy (180). 

Když jsme se pomocí diskriminantu A(/) dané rovnice pře-
svědčili o tom, zdali tato má vícenásobné kořeny a když nám, 
v případě, že vícenásobné kořeny existují, ukázala řada 
minorů A,(j), kolik má rovnice celkem navzájem různých 
kořenů, můžeme ještě snadno sestrojiti novou rovnici, která 
má tytéž kořeny, jako rovnice daná, každý však pouze 
jednoduchý. 

Je-li /(x) = 0 rovnice původní, má tato nová rovnice tvar 
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(181) 

při čemž jest d(x) největším společným dělitelem původního 
rovničního polynomu f{x) a jeho prvé derivace f'(x). 

Správnost této konstrukce jest důsledkem známé skuteč-
nosti (čtenář si ji ostatně dokáže zcela snadno sám), že jest 
každý kořen rovnice f(x) = 0 také kořenem rovnice f'(x) = 0, 
avšak s násobností o jedničku nižší. 

Zajímavé úvahy se pojí k otázce společných kořenů dvou 
algebraických rovnic 

stupňů resp. TO, n. 
O tom, mají-li takové rovnice vůbec nějaký společný 

kořen, nás informuje resultant (99) polynomů f(x), g(x). 
Je-li roven nule, existuje takový společný kořen alespoň 
jeden. Může jich ovšem býti více a o tom, kolik jich vskutku 
jest, se poučíme vhodným použitím věty 11., kterou snadno 
přeneseme na případ rovnic a vyslovíme ji zde, vzhledem 
k její důležitosti, ještě jedenkráte takto: 

Mají-li rovnice (182) alespoň r + 1 společných kořenů 
(počítáme je i co do násobnosti — tedy na příklad kořen 
trojnásobný jako tři kořeny), jest hodnost matice Mr, 
vzniklé z resultantu R(f, g) způsobem popsaným ve větě 11. 
(str. 66), menší než m + n — 2r a naopak. 

Důkazy všech těchto tvrzení byly už provedeny, nebo 
aspoň dostatečně naznačeny v odst. 8. a bylo by zbytečné 
je zde opakovati. Místo toho si raději ukážeme, jak je prin-
cipielně možno nalézti číselnou hodnotu společného kořene £ 
rovnic (182) v případě, že je takový společný kořen jediný 
a jednoduchý. 

Tu platí zřejmě rovnice 

m = o, m ) = o, í*/(f) = o , . . . , f - v ( f ) = o 
9{S) = o, íg(i) = 0, ?g(£) = 0,..., {«- tyf) = 0, (183) 

/(*) = 0, g(x) = 0 (182) 
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které představují systém m + n — 2 homogenních rovnic 
pro m + n — 1 veličin 1, f, f2, ..., gm+n~'8 a podle příkladu 
11., vzorce (22) je možno tyto veličiny jednoznačně stanovití. 

V obecném případě ovšem určíme společné kořeny rovnic 
(182) tím, že stanovíme nulové body největšího společného 
dělitele obou rovničních polynomů /(z), g(x). Tyto nulové 
body jsou pak hledanými společnými kořeny. 

Nyní si ještě všimneme jisté skupiny algebraických rovnic, 
které mají zásadní důležitost nejen v celé řadě otázek čistě 
matematických, ale také v mnoha případech fysikálních 
a technických. S příslušnými aplikacemi se obeznámíme 
v dalších svazcích této knížky, zde prozatím upozorníme 
zcela namátkou alespoň na některé případy, kdy se zmíně-
ných rovnic a jejich vlastností s výhodou používá: V theorii 
kmitových soustav, při fysikálním použití tensorového 
počtu, při řešení některých úloh z theorie pružnosti, v ne-
beské mechanice atd. 

Základní úlohou pro nás bude studium vlastností kořenů 
rovnice D(x) = 0, při čemž vznikne rovniční polynom D(x) 
tím, že ke všem hlavním prvkům Hermiteova determinantu 
(definici a základní vlastnosti nalezne čtenář v prvém svazku 
na str. 45) A = |oťfc|; i,k = 1, 2, ..., ra přidáme neznámou 
veličinu x. 

Tato rovnice — nazýváme ji rovnicí Hermiteovou — nemá 
kořenů ryze imaginárních. Ze vztahu D(i£) = 0, f reálné, 
by totiž plynulo D(if) . D{— i£) = 0, to jest — provedeme-li 
naznačené zde násobení tak, že kombinujeme řádky deter-
minantu prvého se sloupci druhého — 

cn "I- f2) cI2j • •> vln 
• • > c2n 

Cl 

C21> C 2 2 C22 f2> = 0, (a) 

při čemž jest 
n 

c,* = 2®»®-»; i,k = i, 2, . . ., n. (b) 
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Právě napsaný vztah (a) je však možno podle vzorců (85) 
a (87) v prvém svazku vyjádřiti také rovností 
/ ( f ) = + y^e-D + yj* O-S) + ... + + y„ = 0, 

(C) 

v níž značí yT součet všech r-řadových hlavních mínorů de-
terminantu C z relace (a). 

Každý takovýto r-řadový hlavní minor |c,-e<J; g, a = 1, 
2, ..., r však jest řádkovým součinem matice 

aiT 1, ai,2> • • •> aiTn 

s maticí, která z ní vznikne vzájemnou výměnou obou in-
dexů u jednotlivých prvků [tuto skutečnost si čtenář s po-
užitím vzorců (b) snadno ověří podle definice řádkového sou-
činu dvou matic ve svazku prvém] a podle vzorce (47) prvého 
dílu tohoto spisu lze tedy každý takový r-řadový hlavní 
minor \cigia\ psáti ve tvaru 

o», 
I %i,\ = E 

(»i"V a»,-, • •> ® « > f ° » I » ' I , ® » I « I > • 

a»iV> a»«v • •< av i 

při čemž se sčítá přese všech kombinací vlt v2, ...,vT 

čísel 1,2 n. 
Podle definice Hermiteova determinantu však platí zcela 

obecně aki = aik (číslem ž označujeme, jak jest zvykem, 
komplexní číslo sdružené s číslem z) a proto jest každý 
sčítanec ve výrazu |cťe,J číslo nezáporné (jakožto součin 
dvou čísel, zde determinantů, komplexně spolu sdružených); 
tuto vlastnost pak má též minor |c<e<J samotný a tudíž také 
součinitel yT ve vztahu (c). 

Má tudíž pro každé reálné f 4= 0 funkce /(£), jak jsme ji 
zavedli v (c), zcela jistě hodnotu kladnou a docházíme tak 
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ke sporu se vztahem (c), jenž byl důsledkem předpokladu 
existence ryze imaginárního kořene i£ Hermiteovy rovnice 
D{x) = 0. Tato tedy opravdu nemá ryze imaginárních ko-
řenů. 

Pomocí této skutečnosti a na základě toho, že vznikne 
z původního Hermiteova determinantu A přičtením libo-
volného reálného čísla k elementům hlavním zřejmě opět 
determinant typu Hermiteova, nahlédneme snadno, že ne-
může míti Hermiteova rovnice D(x) = 0 ani žádných kořenů 
komplexních a proto jest všech jejích n kořenů reálných. 
Tuto důležitou skutečnost vyslovíme 

vitou 13. Všech n kořenů Hermiteovy rovnice 

« 1 1 + X, « 1 2 . • « 1 « 

«21» « 2 2 "1" • • • , «27» = 0, (184) 

« n i . 
an2i • - i

 ann + x 
aik = O-ki i, k= 1, n 

jsou čísla reálná. 
Prvým skoro bezprostředním důsledkem této věty jest 

fakt, že má rovnice obdobná ku (184), při níž však jest 
základní determinant A determinantem polosouměrným 
s reálnými prvky (definice a hlavní vlastnosti jsou uvedeny 
v prvním svazku), kořeny vesměs ryze imaginární (také 
nulu pokládáme v případě potřeby za číslo ryze imaginární). 

Zvláštní pozornosti zasluhuje ten případ, kdy jsou každé 
dva sdružené prvky aik, aki determinantu ze vztahu (184) 
stejné, takže jest základní determinant příslušné rovnice 
determinantem souměrným s elementy vesměs reálnými. 
Rovnici se pak říká sekulární (saeculum — století; rovnice 
má svou roli při studiu stoletých poruch v pohybu oběžnic) 
a její kořeny jsou ovšem podle věty 13. všechny reálné. 

Abychom se mohli věnovati důležité otázce vícenásobných 
kořenů rovnice sekulární, připomeneme si jisté jednoduché 
skutečnosti z theorie determinantů. 
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Maticí A-řadových subdeterminantů daného determinantu 
A = \aik\\ i,k = 1, 2, ..., n nazveme každou řadovou 
čtverečnou matici, v jejíž obecné řádce stojí jako elementy 
všechny A-řadové subdeterminanty, které lze vytvořiti 
z týchž A řádků determinantu A a v obecném sloupci všech 

subdeterminantů, které lze sestaviti z určitých A sloupců 
daného determinantu A. 

Používajíce tohoto pojmu, dokážeme si tuto důležitou 
větu 14. Matice A-řadových subdeterminantů n-řadového 

determinantu A o hodnosti A menší než n má hodnost 1. 
Bez újmy obecnosti lze u takového determinantu A totiž 

pokládati za navzájem nezávislé řádky s pořadovými čísly 
1, 2, ..., A a podle definice závislosti číselných soustav (viz 
odst. 1.) psáti 

h 
ae„ = Q,o=l,2,..., n, (d) 

«=i 
při čemž má ovšenl pro g = 1, 2,..., A veličina A,ř hodnotu 
Kroneckerova symbolu <5,e (definice ve svazku prvém na 
str. 14). 

V důsledku vztahu (b) jest A-řadový subdeterminant 
Mh = |oj x, i = 1, 2, ..., h determinantu A součinem 
determinantu Ah=\Xtli^\ /z, v = 1, 2,.. . , h a subdeter-
minantů Ah = LA^J; co, T = 1, 2, ..., h téhož determinantu 
A a to součinem vzatým po sloupcích. Platí tedy 

Mh = AhAh, (e) 
takže jest každý A-řadový subdeterminant Mh determinantu 
A úměrný subdeterminantu Ah stejnolehlému s ním v ma-
tici prvých h (navzájem nezávislých) řádků determinantu A. 
Koeficient úměrnosti jest pro všech subdeterminantů 
vzatých z týchž řádků (u nás to jsou řádky s pořadovými 
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čísly ilt ť2, ..., ih) determinantu A týž á roven Ah; mění se 
pouze v tom případě, že tvoříme subdeterminanty Mh' 
z prvků jiných h řádků daného determinantu A. 

Odtud jest platnost věty 14. vzhledem k známým větám 
o hodnosti matice (speciálně viz větu 11., svazek prvý, str. 
24) ihned patrna. 

Je-li ve zvláštním případě daný determinant A souměrný 
s reálnými prvky (tak jako právě u rovnice sekulární), vede 
věta 14. k tomuto důležitému a často používanému důsledku: 

V souměrném determinantu A = |oi4|; i,k = 1, 2, ..., n 
s reálnými prvky a s hodností h existují nenulové hlavní 
minory A-řadové a jsou všechny téhož znaménka. 

Každý dvouřadový determinant matice A-řadových sub-
determinantů našeho determinantu A je totiž podle věty 14. 
roven nule. Totéž tedy platí i o těch dvouřadových deter-
minantech oné matice, v jichž hlavní úhlopříčce stojí ele-
menty rovné nějakým dvěma hlavním minorům A-řadovým 
Mh, Nh daného determinantu A. Ježto je tento podle před-
pokladu symetrický, jsou pak zbývající dva prvky každého 
takového dvouřadového determinantu sobě rovny — jejich 
společnou hodnotu (tato je ovšem reálná) označme Ph. 
Platí tedy 

MhNh = Ph> (f) 
a kdyby byly hlavní A-řadové minory determinantu A 
všechny rovny nule, měl by tento determinant nulové vůbec 
všechny A-řadové subdeterminanty a jeho hodnost by byla 
menší než h, což odporuje předpokladu. Existují tedy 
vskutku v determinantu A nenulové hlavní minory A-řa-
dové a tyto mají pak ovšem vzhledem ku vztahu (f) všechny 
totéž znaménko. 

Nyní už snadno dokážeme tuto důležitou větu o více-
násobných kořenech sekulární rovnice D(x) = 0: 

Reálné číslo f jest (n — h)-násobným kořenem, sekulární 
rovnice D(x) - 0, když a jen když má determinant D(£) 
hodnost h. 
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Je-li totiž £ kořenem oné rovnice a to s násobností n — h, 
platí (jak známo z nauky o algebraických rovnicích) současně 
vztahy 

Z>(£) = 0, Z>'(£) = 0, />*({) = 0, ..., = 0, 
r * n - A m #= o. (g) 

Úvahy obdobné těm, které byly provedeny v souvislosti 
se vztahem (86) v prvém svazku, nás vedou ke konstatování, že 
jest v-tá derivace rovničního polynomu D(x) úměrná 
součtu Sn—»(x) všech (n — v)-řadových hlavních minorů 
determinantu D(x) a proto jest možno psáti vztahy (g) také 
ve tvaru 

£(£) = 0, = 0, Sn_2(£) = 0, ..., Sh+l(š) = o, 
4= o. (k) 

Tyto relace jsaně ukazují, že nemůže býti hodnost deter-
minantu £>(£) vyšší než h, ježto by pak podle věty o hlavních 
minorech souměrného determinantu platilo <$ý(£) =1= 0 pro 
r > h, což odporuje vztahům (k). Že nemůže býti ona hod-
nost nižší než h, je patrno ihned z poslední relace (k); pod-
mínka uvedená v naší větě jest tedy nutná. 

Má-li determinant D(£) hodnost h, platí zřejmě vztahy (k) 
a tedy i relace (g). To ovšem značí, že je £ právě (n — A)-ná-
sobným kořenem rovnice D(x) = 0 a věta jest dokázána 
v celém rozsahu. 

Nakonec si ještě všimneme rovnice 

F(:r) = 
<hix + &n> anx + &12 •••> amx + W 
&21X "I" a223' "I" ^22> • • - i a2nX b2l = 0, (185) 

inix + unlt un2 
v níž jsou aik, bik reálná čísla, o kterých opět platí 

o.fc = &ki> *>ik = bki\ i,k= 1,2, . . . ,». «(1) 
Také tato rovnice (právě studovaná rovnice sekulární jest 

zřejmě jejím zvláštním případem) se často vyskytuje v apli-
kacích fysikálních a technických. 
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Za předpokladu, že jest 

F(a + ij8) = 0, (m) 
má systém 

n 

2[(* + i/9) aVQ + bvs] xe = 0; v = 1, 2, . . r e (n) 

re homogenních 
rovnic rozhodně nenulove řešeni x1} x2f ..., xn. 

Píšeme-U takové řešení obecně ve tvaru 
= f<? + e = 2> •••• n> 

dávají soustavy (re) tyto dva důsledky 
n 

2 [ ( a a - e + M Se — Pa»<Plel = " = 1, 2, ..., re 
e=i 

n 

2XPa*eŠe + (*a>e + K) = 0; r = 1, 2, ..., n. 
e=i 

Násobíme-li rovnice prvé soustavy po řadě čísly t]lt rj2, 
...,t]n a pak sečteme, rovnice druhé soustavy čísly £v 

En a opět sečteme, dostaneme odečtením takto zís-
kaných výsledků vzhledem k platnosti vztahů (1) postupně 

n n 
0 = 2 2[(<*a»e + K) UV* — fa-eVo*!»] ~ 

r=ie=l 
n n 

— 2 2[/3®»cfo£v + (<xare + bve) rjgŠr] = 1 1 
n 1 ,n 

= — + Ve2) + 2 2 W . + W7«)l-
e = i e=t=® 

Za dodatečného předpokladu, že jest kvadratická forma 
l,n 

definitní (viz odst. 12.), odtud plyne = 0 a rovnice 
(185) tedy má vesměs reálné kořeny. 
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Příklady. 
Obecné vývody tohoto odstavce si ozřejmíme vzhledem 

k jejich zvláštní důležitosti pro fysikální i technickou praxi 
na několika příkladech. 

Příklad 29. Má rovnice 
/(x) = x8 — 6X3 + 28x2 — 43x + 20 = 0 (186) 

celistvé kořeny? 
Tato rovnice jest algebraická, stupně pátého s reálnými 

koeficienty, takže má podle fundamentální věty algebry pět 
kořenů, z nichž komplexní se mohou vyskytovat pouze v párech 
navzájem sdružených. Protože je daná rovnice dále přímo 
typu (161), platí vzorce (165), tedy speciálně pro v = 5 
vztah 

1 flj — — 20 — 
při čemž značí xu ..., x5 kořeny naší rovnice (186). 

Je tedy každý kořen dělitelem čísla 20, takže stačí k zod-
povědění uvedené otázky vyzkoušeti, vyhovuje-li rovnici 
některá z hodnot: ± 1, ± 2, ± 4, ± 5, ± 10, ± 20. Pří-
slušné výpočty provádíme ovšem Hornerovým schematem 
a snadno se přesvědčíme, že z těchto dvanácti čísel splňují 
rovnici (186) dvě, totiž —4 a 1. To jsou tedy dva kořeny naší 
rovnice a z nich jest kořen 1 dvojnásobný, ježto platí vedle 
/(1) = 0 také ještě /'(1) = 0, avšak /"(1) 4= 0. 

Zbývající dva kořeny si už čtenář snadno určí sám. 
Příklad 30. Vyšeť.řiti vlastnosti kořenů kubické rovnice 

f(x) = x3 + Zoc^ 4- 3^2* + «3 = 0, (187) 
jsou-li oí2, <x3 čísla reálná. 

Pomocí Newtonových vzorců (168) nebo přímo podle vzor-
ce (169) si určíme napřed, potenční součty SQ, 4̂* Jed-
noduchý počet dává 

s0 = 3, = — 3«!, s2 = 9«!2 — 6<xa, 
«a = — 27«!» + 27a1<x2 — 3«s, 
a4 = 81«!4 — lOSa^a + 12«l(*3 + 18«,,» 
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a řada (174) hlavních minorů Ax(f), Az(f) diskriminantu 
A(f) rovnice (187) zde jest: 

¿i(/) = 3, A2(f) = 1 8 K * - « a ) . 
Diskriminant A(f) samotný má pak podle vzorce (171) 
hodnotu 
A(f) = 27 (— 4<%1

3<*3 + SocyW + 6«1«2Í*3 — 4a 2
3 — oc3*). 

(188) 

Podle vztahů (180) a věty k nim patřící dostaneme po 
malém počítání nutné a postačující podmínky, aby měla 
rovnice trojnásobný kořen: 

<*i2 = x2> a i s = ^a- (189) 
Tento kořen jest pak ovšem reálný a roven číslu — 

K tomu, aby měla rovnice (187) právě dva různé kořeny, 
jest nutno a stačí, aby bylo 

4a1
3a3 — Secfoí^ — 6x^0(3 + 4aa

s -f a3
2 = 0, 

«!» — «2=t=0. (190) 
V tomto případě má naše rovnice kořeny vesměs reálné 

a jeden z nich je dvojnásobný. 
Podmínka 

4«1
3a3 — 3V«a2 — e^ajO3 + 4aa

3 + <x3
2 4= 0 (191) 

je konečně nutnou a postačitelnou k tomu, aby byly všechny 
tři kořeny rovnice (187) navzájem různé. Je-li výraz (191) 
záporný, jsou kořeny vesměs reálné, je-li kladný, existuje 
pár kořenů komplexně sdružených; to jest důsledkem 
vzorce (173) a věty k němu patřící. 

Přiklad 31. Studovati povahu kořenů rovnice bikvadra-
tické 

f(x) = x* + 4 « ^ -)- + 4<xsx + <*4 = 0 (192) 
s reálnými součiniteli xlt a2, a3, <x4. 

Pro hlavní determinanty ď1(/), A2(f) máme zde podle 
vzorců (174) a Newtonových vztahů (168) přímo hodnoty 
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Ax{f) = 4, A ,(/) = - V = 48 (oc* - «,), (193) 
Aa(f) a diskriminant A(f) — Ax(f) určíme podle vztahů (178) 
a (179). 

Předně vypočítáme podle vzorců (179) hodnoty 
e22 = — 12«2, e23 = — 12«j, eM = — 4a4; 

= — 12(«a + 2«i<*2). ̂ 33 = — 4(<*4 + S«!^), 
Kt = — 12Í*!««; 
A42 = — 4(«4 + SOÍ^), hi3 = — 12(«1«4 + 2a2ac3), 
h u = — 12 a2a4 

a pomocí nich nacházíme, používajíce vzorce (178), pro 
Aa(f) a J4(/) dlouhé výrazy, jimž však lze dáti aplikací 
pokročilejší theorie invariantů jednoduchý tvar 
Aa(f) = 192(3J — 2IH), At(f) = A(f) = 256(7» — 27J2). 

(194) 
Při tom jest význam zkratek H, I, J určen formulemi 

H = OC2 — OÍJ2, 

I = <*4 — 4«1<%3 + 3«2
2, (195) 

J = ¿K2a4 + 2«1«J«3 «32 «!2«4 «23. 
Tyto výsledky nám už dovolují činiti závěry o povaze 

kořenů rovnice (192) s reálnými koeficienty. Příslušné 
možnosti sestavíme v tabulku: 

I. A(f) 4= 0; všechny čtyři kořeny rovnice (192) jsou na-
vzájem různé, jak ukazuje věta navazující na vzorec (171). 
IA. A(f) < 0; existuje jeden pár kořenů komplexně sdruže-

ných a dva navzájem různé kořeny reálné. Je to dů-
sledek vzorce (173). 

IB. A(f) > 0 ; kořeny jsou buď všechny reálné, nebo všechny 
komplexní. Podrobnější theorie ukazuje, že prvý případ 
nastane, platí-li současně nerovnosti 

H < 0, I — 12H* < 0, 
druhý pro 
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H > 0 , I— 1 2 # 2 > 0 . 
II. A(f) = 0; existují kořeny vícenásobné, jak ukazují 

vzorce (171). 
IIA. Všechny čtyři kořeny jsou stejné, když a jen když 

platí H = I = J = 0, jak ukazují věta a vzorce (180). 
IIB. Rovnice (192) má jen dva různé kořeny, když a jen 

když jest H 4= 0, 3J = 2IH, P = 27J2; opět v dů-
sledku vzorců (180). 

IIC. Tři navzájem různé kořeny existují, když a jen když 
platí současně vztahy 

3J — 2IH =|= 0, I3 = 27J2. 
Ačkoli není tato klasifikace provedena do všech podrob-

ností (body IIB. a IIC. lze ještě dále rozvésti), přece zcela 
stačí — kombinujeme-li ji eventuelně vhodným způsobem 
s výsledky předchozího příkladu — ve všech běžných pří-
padech fysikální a technické praxe. 

Příklad 32. Eliminace neznámé ze dvou rovnic. 
Soustava dvou algebraických rovnic o dvou neznámých 

x, y má obecný tvar 
f(x, y) = 0, g(x, y) = 0; (196) 

/, g jsou polynomy. 
Budiž 

xo> Va nějaké řešení systému (196) a dosaďme do 
obou rovnic místo y hodnotu Í/0. Dostaneme dvě rovnice 
f(x, y0) = 0, g(x, y0) = 0 s neznámou veličinou a; a o těch 
víme, že mají společný kořen — je to právě číslo x0. Má tedy 
jejich resultant nulovou hodnotu a vztah tuto skutečnost 
vyjadřující obsahuje vedle koeficientů daných rovnic (196) 
už jenom veličinu yB. Vzniká nám tak algebraická určovací 
rovnice pro y0 a obdobným způsobem bychom dospěli také 
k rovnici pro určení x0. 

Podrobnějším rozváděním těchto myšlenek se zde ne-
budeme zabývati a ukážeme si raději na důležitém příkladě 
dvou rovnic druhého stupně se dvěma neznámými, jak se 
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zmíněná eliminace skutečně provádí. Při tom použijeme už 
dříve zavedeného označení 

(ab) = atb2 — a2bv 

Chceme-li z daných rovnic 
a¡x* + bfxy + c ,y + dtx + eiV + /, = (>; i = 1, 2 (197) 

vyloučiti na příklad neznámou y, píšeme je ve tvaru 
ctf + (b{x + et) y + a,z2 + dp + /, = 0; i = 1, 2 

a položíme-li rovný nule jejich rcsultant, pokládajíce jejich 
levé strany za polynomy v y. 

Vznikne nám tak rovnice 
cv bxx + e1( ap* + d rr + fu 0 
0, q, \x + elt ayX2 + dtx + fx = 0 

c2, b^e + e2, a ^ 2 + d2a; + /2, 0 
0, c2, + e2, a-jx2 + ¿¡¡a; + /2 

kterou snadno (třeba rozvojem daného determinantu pomocí 
Laplaceovy věty) uvedeme na tento výsledný tvar 

[(oé)(6c) — (oc)2] x4 + {— (ab)(ce) + 2(ac)(cd) — 
- (6c)[— (ae) + (W)]} z* + {2(ac)(cf) - (bc) [(bf) - (de)] -

- (cd)2 + (ce) [ - (ae) + (M)]} z2 + (198) 
+ { - (bc)(ef) — 2(cd)(cf) + (ce)[(bf) — (de)]} x + 

+ (ce)(ef) - (c/)2 = 0. 
Analogicky si čtenář odvodí výsledek eliminace neznámé 

x z obou daných rovnic (196) (ostatně jej lze přímo napsati 
už na základě formule (198) — jak?): 

[(ab)(bc) - (oc)2] y4 + {(a&)[(fe) - (cd)] -
— 2(ac)(ae) + (od)(6c)} y* + {(ab)[(bf) + (de)] — 
— 2(ac)(af) + (ad)[(be) — (cd)] — (oe)2} y2 + (199) 

+ {(ab)(df) + (ad)[(bf) + (de)] - 2(ae)(af)} y + 
+ (ad)(df) - (a/)2 = 0. 
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Příklad 33. Nakonec se budeme zabývati soustavou 
n 

2\aivx, = hifXi, i = 1, 2, . . n (200) 
»=i 

» homogenních rovnic o n neznámých xu x2, ...,xn za těchto 
předpokladů: 

aif = avi (i, v — 1, 2,. . . ,«) jsou daná reálná čísla; 
(i = 1 , 2 , . . . , n) jsou daná reálná čísla vesměs různá od 

nuly a téhož znaménka; 
A jest parametr. 
Nutnou a postačující podmínkou pro existenci netriviál-

ních řešení našeho (technicky důležitého) systému (200) 
jest anulování jeho determinantu, takže má soustava (200) 
nenulová řešení jen pro zcela určité hodnoty parametru A. 
Rovnici pro tato A dostaneme tím, že do determinantu naší 
soustavy zavedeme místo koeficientů air nové air rovnicemi 

aiT = yxťxra„; i, v = 1, 2, ..., m (201) 
a tento pak položíme rovný nule. 

Tím se objeví podmínka pro určení A ve tvaru sekulární 
rovnice 

"ll — A, <*12> • • •> <*ln 

<*21> <*22 • • •> !X2b _ Q (202) 
anl> <*n2> •••><xnn ^ 

která má n reálných kořenů Aa, • •., A„; říká se jim cha-
rakteristické konstanty problému (200). 

Ke každé charakteristické konstantě Au (co = 1, 2, ..., n) 
přísluší pak řešení xul, xui, ..., xun soustavy (200) a to 
řešení určené až na libovolnou multiplikativní konstantu. 
Stanovíme-li ji tak, aby pro příslušné řešení platil vztah 

2 x J * i = 1, (203) 
i - l 
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dospíváme tím ku co-tému normovanému řešení úlohy (200). 
Takováto normovaná řešení budeme v dalším mlčky před-
pokládati. 

Mezi dvěma řešeními 
xui> xai\ i = 1, 2, . . . , 71 

patřícími ke dvěma různým charakteristickým konstantám 
Aff (nejsou-li ovšem všechny tyto konstanty navzájem 

stejné) platí důležitý vztah 
n 
I w v f i « = 0. (204) 
i=l 

Takováto dvě řešení jsou tedy navzájem orthogonální. 
Důkaz se provede zcela snadno pomocí rovnosti 

n n n n 

<=l »=1 i=l f=l 
a za použití rovnic (200) tímto výpočtem: 

n j n ft j ft n 

2><ixaix<'i = T ž^ilw«* = T~ 2x°i2ai*xw 
1 Ag i=í »=1 v=l 

Protože jest podle předpokladu Xu 4= dostáváme odtud 
jako nutný důsledek právě vzorec (204). 

Otázkami souvisícími s případy, kdy má charakteristická 
rovnice (202) problému (200) vícenásobné kořeny, se budeme 
zabývati až později. 
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12. FORMY HERMITEOVY. 

V tomto odstavci se zmíníme o jistém zobecnění pojmu 
reálné bilineární formy reálných proměnných (viz odst. 6.). 
Protože půjde o úvahy, které vykazují mnoho obdobných 
bodů s vývody předchozích odstavců, budeme se vyjadřo-
vati co nejstručněji. 

číslo konjugované s komplexním číslem a označíme jako 
obvykle symbolem á. Součin aá takových dvou veličin je 
vždy reálné a nezáporné číslo (vždycky kladné pro a 4= 0). 

Jsou-li 
fi, £2, • • •. m, V2, •••,•>]„ (205) 

dvě soustavy komplexních čísel, budeme nazývati výraz 

(ft?) = h>V> (206) 
»=1 

jejich vnitřním součinem. V případě, že není prvá ze soustav 
identicky nulová a že jest r/, = f , pro všechna v = 1, 2, 
...,n, jest ovšem (f»j) = ( | f) > 0. Označení (£rj) bylo sice 
již použito v odst. 10. při studiu invariantů, ovšem v docela 
jiném významu; nedorozumění se není v tomto ohledu 
třeba obávati. 

Je-li pro řady (205) součin (£řj) nulový; říkáme že jsou 
navzájem orthogonální; jsou-li speciálně všechna f , reálná a 
(££) = 1, mluvíme o řadě ve tvaru normálním a stejným 
názvem označujeme také řadu komplexních čísel 

f i > £2» • • •> £n> 

platí-li pro ni vztah (££) = 1. 
Definice: Výraz H utvořený z komplexních konstant aik 

(i, k = 1, 2,.. . , n) a z řady zu z2,..., z„ komplexních pro-
měnných podle předpisu 
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l.tt 
H = j,atl^k (207) 

i,k 
se jmenuje Hermiteova forma, je-li 

<*« = »« (i,k = 1,2, ...,»), (208) 
čili jinými slovy, je-li determinant*^ = \aik\\ i,k = 1, 2, 
..., n determinantem Hermiteovým. 

Poznámka. Snadno lze nahlédnouti, že nabývá takováto 
forma jen reálných hodnot. 

Charakteristickou rovnicí Hermiteovy formy (207) nazý-
váme kteroukoli z obou rovnic navzájem identických (do-
kažte pomocí vlastnosti (208) koeficientů aik): 
K* — <W| = 0, \áik — á„o| = 0; i, k = 1, 2,..., ». (209) 
Z předchozího paragrafu víme, že jsou kořeny gl3 Q2, ..., p„ 
této rovnice — říká se jim charakteristické konstanty 
formy (207) — vesměs reálné. 

Systém n homogenních rovnic 
n 

— = » = 1,2 , . . . ,» (210) 
t=l 

o n neznámých xlt x2, ..., x„ budeme pro technické potřeby 
nazývati soustavou přidruženou k charakteristické konstantě 
Qv 

Znakem dik ovšem označujeme stále Kroneckerův symbol. 
Dokážeme si nyní tuto větu: 
Systém (210) má právě tolik navzájem nezávislých řešeni, 

kolikanásobnou jest charakteristickou konstantou Hermiteovy 
formy (207). 

Je-li totiž ona konstanta r-násobná, má rovnice 
f(o) = |aik — dik(gv + ct)| . \áik — dik(Qr — tr)| = 0; 

i,k= 1,2, ...,n 
zřejmě 2r-násobný kořen o = 0, takže obsahuje rovniční 
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polynom f(a) až teprve mocninu cr2r a vyšší. Provedeme-li 
naznačené násobení determinantů, shledáme v důsledku 
toho (úvahy jsou obdobné jako v předchozím odstavci při 
studiu rovnice Hermiteovy a sekulární), že má determinant 

D(Qv) = \aik ~ <Wr|; i , k = 1,2, . . . ,« 
soustavy (210) hodnost % — r a tato má tedy — viz odst. 3. — 
skutečně právě r řešení navzájem nezávislých. 

Všechny různé charakteristické konstanty formy (207) 
buďtež Qi, q2, Qť, příslušné násobnosti pak r,, r2 , . . . , r\. 
Soustava patřící k charakteristické konstantě má podle 
předchozích úvah celkem rA navzájem nezávislých řešení. 
Označíme je 

• •., *„„«">; x= 1, 2,..., rÁ (211) 
a ukážeme, že lze všechna bez újmy obecnosti pokládati za 
orthogonální s jedním z nich — třeba s prvým. 

Není-li totiž už přímo 
n 

( ® s « t t > í C 1 « U > ) = ^X^lOx^Jt) = 0 , 

»=1 
nahradíme druhou ze soustav (211) soustavou novou 
afa<M) - < P i M x2*(Qx) ~ 1xiéex\ • • ~ 9*i,('*>, (212) 
která jest při libovolném q se všemi ostatními rovněž nezá-
vislá. Volíme-li pro q hodnotu 

q = ( x ^ i ^ y ( 2 1 3 ) 

bude řešení (212) rovnic (210) — kde ovšem místo Q, stojí 
— orthogonální s prvou ze soustav (211). 

V soustavě řešení (211) lze tedy pokládati prvá dvě (t. j. 
pro indexy x = 1, x = 2) za vzájemně orthogonální. 

Nahradíme-li nyní v případě potřeby — t. j. v případě, 
kdy soustava mající index x = 3 není současně orthogonální 
s oběma předchozími — třetí soustavu novou 
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xj.eň _ sz^e;) _ v =1,2, ...,n, 

lze snadno určití konstanty a a t tak, aby tato soustava byla 
už orthogonální jak k soustavě prvé, tak i ke druhé. Stanovení 
konstant a, t je elementární otázkou a přenechávám ji 
čtenáři. 

Opakujeme-li naznačený postup tak dlouho, až vyčerpáme 
všech rA řešení (211), dospějeme k soustavě celkem na-
vzájem nezávislých řešení systému rovnic obdobných ku 
(210), avšak přidružených k charakteristické konstantě 
a každá dvě z těchto řešení jsou spolu orthogonální. 

Ježto jest každé z oněch řešení určeno až na libovolnou 
multiplikativní konstantu, lze zmíněný „orthogonalisovaný" 
systém také ještě normovat, t. j. dosáhnouti násobením 
každého řešení vhodnou konstantou toho; aby bj'l vnitřní 
součin onoho řešení a soustavy s ním sdružené roven jed-
ničce. 

Theoreticky je zmíněný proces normování a orthogonaliso-
vání dané soustavy sice zcela elementární a průhledný, jeho 
praktické provádění je však značně pracné a proto se hledají 
různá zjednodušení. Zde se spokojíme konstatováním, že se 
dá provésti a budeme v důsledku toho pokládati už soustavu 
(211) za normovanou a orthogonalisovanou. 

Napíšeme-li pod sebe všech rx normovaných a orthogonaliso-
vaných řešení soustavy přidružené k charakteristické kon-
stantě glt pod ně potom všechna obdobná řešení příslušná 
ku g2 atd., dostaneme čtverečnou n-řadovou matici 

C = I W ; i ,4 = l , 2 n (214) 
a ta jest orthogonální. To znamená, že jsou kterékoli dva její 
řádky navzájem orthogonální a že tvoří každá řádka sama 
pro sebe soustavu normální. 

Vzájemná orthogonalita dvou řádek patřících k téže cha-
rakteristické konstantě je přímým důsledkem konstrukce 
matice (214), takže stačí dokázati tuto vlastnost ještě pro 
takové dvě řádky, které patří ke dvěma různým charakte-

Sv. 56 — 9 129 



ristickým konstantám. Tento důkaz probíhá analogickým 
způsobem, jako v příkladě 33., jsou zde jen zcela bezpod-
statné změny vlivem toho, že pracujeme nyní stále s čísly 
komplexními. 

Nechť tedy patří řádek cal, ca2, ..., can matice (214) 
k charakteristické konstantě Qa, řádek Cp2, ..., pak 
k jiné konstantě gp. Matematicky jsou tyto poměry vyjád-
řeny relacemi 

n n 

= Qacai, = QePfii, i= 1, 2 , . . . , 7 1 . 1=1 1=1 
Z prvé z nich plyne 

n l, n 

« = 1 t, i 
z druhé pak použitím vztahů (208) dostáváme postupně 

n 1, n I, n 1, n 
Qfi2čf>fi*i = = žakičfikC«i = 2aikČfiiCak-

t = l i,k i,k i,k 
Odtud ovšem plyne dále 

n 

W — Qa) 2CafitH = 0 
i- I 

a vzhledem k předpokládané nerovnosti Qa ̂  Q$ konečně 
ii 
Ifiafin = (215) 
ť = l 

Tato rovnice jest vsak právě matematickým výrazem pro 
vzájemnou orthogonalitu obou soustav cai, c ,̂; ť = 1,2,..., n. 

Nahradíme-li v orthogonální matici C (dokažte, že jest 
regulární) každý element cik číslem komplexně sdruženým 
a pak ještě vyměníme řádky a sloupce matice tím vzniklé 
navzájem, dospíváme k matici důležité pro další výklad — 
označíme ji znakem D. 

Aby nedošlo k nedorozumění, budeme v tomto odstavci 
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označovati znakem B matici vzniklou z dané B nahrazením 
všech jejích prvků čísly komplexně sdruženými a symbolem 
B matici k B transponovanou (viz str. 87 ve svazku prvém). 

Danou formu (207) nyní podrobme regulární lineární (a 
orthogonální; dokažte) transformaci 

2 = DZ, (216) 
takže je nutno psáti též 

ž= ĎŽ= ČZ. 
Maticový obraz (viz odst. 6.) 

~zAŽ 
naši formy (207) tím nabude tvaru 

ŽĎAČŽ 
a forma sama tedy uvedenou transformací přechází opět ve 
formu typu Hermiteova, ovšem v proměnných Z{, Zk a 
s maticí 

R = ĎAČ = CAC. (217) 
Řádky matice C však jsou řešeními soustav tvaru (210), 

přidružených k jednotlivým charakteristickým konstantám 
dané Hermiteovy formy (207). Označme nyní tyto konstanty 
po řadě JÍJ, x2, ...,x„ (mezi těmito čísly je ovšem rt navzájem 
stejných a rovných glt ra stejných se společnou hodnotou 
g2 atd.). Platí tedy 

n 

= k = 1, 2, . . . , n. (218) 
»=i 

Obecný prvek rik matice R má pak podle elementárních 
pravidel o násobení matic (viz svazek prvý, odst. 9.) a 
vzhledem k orthogonalitě matice C hodnotu 

n n n 
rik ' SčiwS0"»0*» = *fc2č<wcJtw = ^ih^ki 

a, = l V=1 €0=1 
¡ , 4 = 1 , 2 , . . . , » . (219) 
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Výsledek všech dosavadních úvah o Hermiteových for-
mách vyslovíme nyní touto důležitou 

větou 15. Existuje vždy taková orthogonální lineární trans-
formace regulární, která převádí Hermiteovu formu 

H = Z^^ižfc! i> k=l,2,...,n 
i, i 

na jednoduchý tvar, říká se mu normální, 
n 
ŽHrZX (220) 
>-1 

s reálnými koeficienty xv. 
Jest to transformace (216), při čemž souvisí matice D 

výše popsaným způsobem s charakteristickými konstantami 
dané formy. 

Jak jsme se už zmínili, může Hermiteova forma nabývati 
jen hodnot reálných. Jsou pak mezi formami tohoto typu 
takové, které nikdy nemají hodnotu zápornou a na druhé 
straně opět takové, které dají vždy výsledek nekladný, ať 
dosadíme za proměnné zlt z2,..., zn jakýchkoli n komplexních 
čísel. Formám těchto dvou druhů se říká definitní, ostatní 
Hermiteovy formy se jmenují indefinitními. 

Normální tvar (220) Hermiteovy formy (207) vede pak 
přímo k této větě: Nutná a postačující podmínka, aby byla 
Hermiteova forma (207) definitní, jest ta, aby měly její 
charakteristické konstanty xlt x2, ...,«„ totéž znaménko. 

Má-li forma hodnost r (t. j. má-li tuto hodnost její matice; 
srovnejte s dalšími vývody úvahy o redukci bilineárních 
a kvadratických forem na normální tvar v odst. 6. a 7.), 
jest v jejím normálním tvaru (220) právě r nenulových 
koeficientů x,. Budiž obecně p z nich positivních, q negativ-
ních (p + q = r); výraz p — q se pak jmenuje signaturou 
dané Hermiteovy formy a její význam jest daleko hlubší, 
než by se zdálo z těch několika slov, která jsme tu uvedli. 

Lze totiž ukázati, že nezávisí signatura formy (207) na 
způsobu, jakým jsme ji uvedli na normální tvar (vedle 
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redukce popsané výše existují totiž ještě jiné možnosti, jak 
dospéti od obecného tvaru formy k normálnímu). Tato 
konstantnost signatury jest důsledkem t. zv. zákona setrvač-
nosti Hermiteových forem, jehož přesné znění jest toto: 

Počet positivních (a tedy ani negativních) součinitelů x, 
nezávisí na tom, jakou lineární regulární transformací byla 
daná forma (207) převedena na normální tvar (220). 

Přejde-li totiž daná forma (207) o hodnosti r regulární 
lineární transformací Cy ve tvar 

r 

Hy = ^CyvYvYv, 
V=1 

při čemž jest mezi (vesměs reálnými) součiniteli clv, (v = 1, 
2 r) hy kladných a druhou transformací Ca na tvar 

T 

H2 = 2C2" ZvZT 
»=1 

obsahující celkem h2 kladných koeficientů cv, převádí regu-
lární a lineární transformace 

Z = Ca
—1C1Y (221) 

formu H2 přímo v Hv 

Předpokládejme nyní, že jest na př. h1<.h2 a volme 
hodnoty vesměs nulové pro oněch hy proměnných Y, jež 
mají ve formě Hy kladné koeficienty c^. Hodnoty ostatních 
proměnných Y (v počtu n — hy, my z nich ovšem upotře-
bíme jen r — hy hodnot ve formě Hy vskutku figurujících) 
potom určeme tak, aby byla rovna nule všechna Z, opatřená 
ve formě H2 zápornými součiniteli. 

Příslušný systém n — h2 lineárních homogenních rovnic 
on — hy neznámých Y má v našem případě (re — h2 < 
< n — hj) podle věty 6. (str. 21) nenulových řešení Y poža-
dované vlastnosti dokonce nekonečně mnoho a každé z nich 
vede spolu ve spojení s prve zvolenými nulovými hy hodno-
tami Y k soustavě n čísel, která dosazena za proměnné Y do 

133 



formy Hu činí tuto očividně zápornou, kdežto Z, příslušná 
k této speciální soustavě hodnot Y transformací (221), 
vedou vzhledem k její regulárnosti ku kladné hodnotě 
formy H t . 

Tím však docházíme ke sporu — formy Hu H2 musí totiž 
dávati pro kterékoli dvě soustavy Y, Z, souvisící spolu 
transformací (221) tutéž hodnotu, ježto převádí zmíněná 
transformace druhou z oněch forem přímo v prvou. Není 
tedy předpoklad hy < h2 správný a stejně nemožné jest 
h2 < hi, platí tedy nutně = h2 a zákon setrvačnosti je 
tím pro Hermiteovy formy dokázán. 

Také u forem Hermiteova typu zavádíme důležitý pojem 
ekvivalence.. Dvě takové formy nazýváme ekvivalentními, 
existuje-li lineární a regulární transformace, která převádí 
jednu z nich ve druhou. Platí pak toto kriterium: 

Nutná a postačující podmínka pro ekvivalenci dvou Her-
miteových forem je ta, aby měly stejnou hodnost a stejnou 
signaturu. 

Důkaz jeBt tak snadný, že jej můžeme přenechati čte-
náři. S výhodou při něm použije ještě jednoduššího tvaru 
formy (207), než jest tvar normální (220); vznikne z něho 
transformací 

Ježto jsou kvadratické formy pouze dosti jednoduchým 
zvláštním případem forem Hermiteových, lze právě pro-
vedené úvahy i výsledky přenésti též do oboru kvadratic-
kých forem; zde nabývají často přehlednějšího tvaru. Pokud 
jde o podrobnější rozvedení těchto úvah, odkazuji čtenáře 
na stať v Bydžovského knize o determinantech (viz citát 
v Závěru). 

Z„ = C„; v = 1, 2, . . . , n. (222) 
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Závér. 

Ačkoli nevyčerpává látka v tomto druhém svazku vyložená ani 
zdaleka daný předmět (mnohé partie musily zůstati vůbec bez po-
všimnuti), přece podle autorových zkušeností z denní praxe průmys-
lové zcela postačí pro převážnou většinu potřeb technických a fysi-
kálních. Pokud by pak v dalších svazcích vyžadoval některý problém 
přece snad dalších poznatků, budeme vždy mlti příležitost ty to na 
patřičném místě přednésti. 

Nejdůležitější literární údaje uvedu až na konci celého díla v sou-
borném seznamu. Přesto však musím i tentokráte, jako už v prvém 
oddílu, citovat již nyní dvě znamenité knihy, které mi byly při spiso-
vání této druhé části velmi často věrnými rádci a* spolehlivými 
pomocníky: Je to předně starý už spis Einführung in die Determinan-
tentheorie od G. K o w a l e w s k i h o (původní vydání v Lipsku 1909) 
a pak s moderního hlediska pojatá učebnice Základy teorie deter-
minantů a matio a jich užití z pera mého učitele, universitního pro-
fesora Dr B. B y d ž o v s k é h o , (JČMF, Praha, 1930; druhé vydání 
1947). 
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