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Ptiroda hovoif fedf matematiky
(Galileo Galilei)

Matematika je véda, kterd dava

nejlepdi pifleZitost pozorovat proces myslen{
a mé tu pfednost,
Ze pfi jejfm péstovan{ nabyvime cviku

v metod$ rozumového uvaZovéani,

které miZe byt potom pouZivino ke ‘studiu
kteréhokoliv ptedmétu
(G. Pélys)






PREDMLUVA

Utelem této knizky je jednak poskytnout tena¥i roz-
ptyleni, jednak vSak také mu dit aspon pfibliznou pfed-
stavu o struktufe modernf matematiky. Domnivam se,
Ze pro studenty stfednfch 8kol, ktef{ se chystajf na vyso-
kotkolské studium p#rodovédného nebo technického
sméru, je to potfebné. Proto rozdéluji knihu na kapi-
toly podle nejdilezitéjsich matematickych obori a o kaz-
dém z nich se snaifm uvést néco zajimavého, co by
ttenaFe upoutalo a soudasné mu dalo jisty obraz o pii-
sluiném oboru. KaZd4 kapitola je doplnéna tlohami,
které — vzhledem k rekreadn® matematickému chara-
kteru knihy — jsou spie hadankami neZ Skolnimi p¥i-
klady.

Rozsah kapitol je nestejny. Nejrozsahlejif jsou kapi-
toly o algebfe a geometrii; to ]sou obory, v nichZ je
mozno sdélit dosti zajimavosti, aniZ by se pfedpokladaly
hlubsf pfedbéiné znalosti.

Rizné matematické véty uvadim prevazné bez dika-
zi — dikaz pfedkladdm pouze tehdy, muizZe-li byt po-
klddan za zajimavy. Rovnéz jsem vidy nemohl zcela
dbét na pfesné matematické vyjadfovini a definice;
snafil jsem se spife o ndzorny popis. Myslim, Ze to od-
povida charakteru publikace, kterd neni udebnici, ale
sbirkou zajimavostf.

Kniha vznikla na zdklad$ riznych prameni; jejich
seznam je uveden. Nékteré ilohy jsem ziskal tstnim
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podénim bez citace pramenii, proto se omlouvam tém
autorim, které jsem moZné v seznamu literatury ne-
jmenoval.

Byl bych rad, kdyby tato knfZka ve &tenafich posi-
lila zdjem o matematiku a zbavila je jistého strachu,
ktery stale je5t® tato véda v lidech vyvolava.

V Liberct 23. prosince 1977.
BOHDAN ZELINKA



UvVoD
MATEMATIKA NENf JEN
POCITANI

Mnoz{ lidé si pfedstavuji matematiku jen jako podftdn{
a matematiky jako podtd¥e. Ze tomu ve skutednosti tak
docela nenf, miZeme si snadno uvédomit, kdy% vime, Ze
do matematiky patk i geometrie; v ni je pfece mnoho
v&of, u nichZ nejde o Z4dné poéty. VSak také nizev této
védy je odvozen z feckého ,,mathéma‘’’, cof neznadf
»poditati‘‘ ani ,,8fslo", ale — ,,uleni’. Matematika je
tedy jakési obecné udeni o vécech nadeho svéta, a to
udenf abstrahujicf od jednotlivosti a zaméfujicf se na
obecné rysy pojmi a vztah mezi nimi. Zkoum4-li na-
piiklad linedrni funkece, zkoum4 je jako takové a nestara
ge 0 to, zda jde o velikost drdhy rovnomérného pohybu
kosmické rakety v zdvislosti na #ase nebo o mnoZstvi
sebranych brambor v zévislosti na poétu lidi tyto bram-
bory sbfrajicich.

Stfednf &kola podavé studentiim urdity uceleny tisek
matematiky. Tato ucelenost miZe byt povaZovéna za
klad, mé viak i ziporny rys; student nemé pFedstavu
o tom, co v té6 matematice jesté miZe byt kromé toho,
co on znd. M4 snad jakési pfedstavy o tom, Ze existuje
diferencidln{ a integrélnf podet, co jsou pry véci nesmir-
né t8xké. PFijde-li pak na vysokou &kolu, je vydéen uz
samotnymi ndzvy matematickych obordi, o nich% dfive
nemdl tufenf a jimi# se nynf bude muset zabyvat.

Abyste tedy méli jakous takous pfedstavu o tom, jak
matematika vypadd, je tato kniZka rozdélena na kapito-

7



ly podle hlavnich matematickych obora. Samozfejmé
zde nejde o udebnici; je to jen vybdr takovych véci
z jednotlivych obori, které by pro vis mohly byt zaji-
mavé. Je to ndco podobného jako vylet do ciztho mésta.
Pfi ném si vifmédme historickych pamétek a jinych vy-
znamnych staveb, napifklad divadel, obchodnich domi
a restauraci. Nast8hujeme-li se do toho mésta, vidime
je uZ zcela jinak — viimame si prozaickych véci, jako je
opravna obuvi, holid nebo zubnf lékaf. Tato knfika je
jen vyletem do svéta matematiky. Budete-li jednou
matematiku studovat, najdete v ni mnoho véci, které
byste dnes jisté poklidali za nezdZivné a v takovéto
knffce je odmitali ¢ist, ale i na né si zvyknete a najdete
i v nich urdity piivab, stejné jako jste si zvykli na mésto
& vesnici, kde bydlite, i kdyZ tfeba neoplyva paméti-
hodnostmi.
Vydejte se tedy na vylet matematickym svétem.



I. KAPITOLA

TEORIE MNOZIN
A MATEMATICKA LOGIKA

Vypravén{ o riznych oborech matematiky zaéneme tim,
%e si néco fekneme o dvou jejich oborech, pro néZ se
nékdy uzivéd souhrnného nézvu zéklady matematiky.
Je to teorie mnoZin a matematicka logika.

Nézvy nékdy matou. Pod slovem zaklady si pfedsta-
vujeme obvykle to nejlehéf, co v daném oboru existuje.
Je-li nékdo odbornfkem v zdkladech matematiky, muze
to u nezasvécenych vyvolat dojem, Ze jde o zadatednika,
ktery dosud nedokéizal do matematiky hloubéji pronik-
nout. To je oviem veliky omyl. Zde slovo ziklady vy-
jadfuje néco podobného jako zaklady stavby. Postavit
zdklady domu rozhodné neni lehéf nez postavit st¥echu;
naopak je to prace, na ni% zivisi osud celé stavby.
Jsou-li zdklady postaveny spatnd, dim se ziiti a sebe-
dokonalejsf stfecha jej nezachrani. A tak i modernf
matematiku lze pfirovnat k stavbé spodivajici na zakla-
dech, jimiZ jsou pravé zminéné dvé discipliny.

Je to zcela pochopitelné. Nenf matematického oboru,
v ném# bychom se nesetkali s pojmem mnoZiny, at uZ
jde o mnoZinu éfsel, boda, funkef & &ehokoliv jiného.
A Ze se kaZzda matematickd ivaha musi ¥idit logickymi
pravidly, je také jisté kazdému jasné.

S pojmem mnoZiny jste se jiz sezndmili ve skole. Se
slovem mnoZina bylo aZ donedivna moZno se setkat
pouze v odborné matematické literatufe. Teprve v po-
sledni dobs, diky modernizaci Skolntho vyudovani mate-
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matice, proniklo i do novin a dokonce i do televiznich
her. V jedné h¥e napfiklad dédedek odmitéd prosbu svého
vnuka, aby mu pomohl s tikolem z matematiky, slovy:
y»yTomu jé nerozumim, to jsou mnoZiny. Pro nematema-
tiky se mnoZina stala straSakem; pokladajf ji za poslednf
vykiik matematiky, pro prostého 8lovéka zcela nepocho-
pitelny. Vy uZ vite, Ze to s tou nepochopitelnostf{ neni
tak zlé; zakladni pojmy jako sjednoceni a priinik vim
jisté nedélajf téZkosti. A mnoZina také neni v matema-
tice ni¢fm novym; tohoto pojmu se bézné uzivé uz mnoho
desitek let.

OvSem ona tdésnost slova mnoZina plyne hlavné
z toho, %e se v &eftiné tohoto slova pouZivéd pouze jako
matematického terminu; v bézné fedi se toto slovo
prosté nevyskytuje (nebo alespoii nevyskytovalo, dokud
ge nezadalo diskutovat o modernizaci Skolské matema-
tiky). V jinych jazycich je tomu jinak. V tenisu i jinych
sportech se i u nas uiiva slova set (i kdy% se prosazuje
tesky vyraz sada). Je to slovo anglické; v anglisting se
ho také uZivé pro soupravu néjakych pfedmétd (napfi-
klad ,,coffee set* je souprava nadobf na kavu) a jakoito
matematicky termin znadf mnoZinu. RovnéZ se u nés
dasto pouiivalo francouzského slova ensemble pro sou-
bor (pévecky, tanedni nebo divadelni); ve francouzské
matematické terminologii zase oznaduje mnozinu. Rusti-
na ma pro mnoZinu vyraz mnoZestvo; i 8 nfm’jste se jistd
getkali v hodindch rustiny, aniZ by vam to pfipomnélo
né&jakou matematiku.

Angliané, Francouzi a Rusové se tedy nemuseji désit
slova oznadujictho mnoZinu. A proéd vlastnd se u nis za-
vedlo ono tajemné slovo? Pivodnd se uzivalo terminu
mnozZstvi, coz je docela béiné slovo. Jsou s nim oviem
potize. Timto slovem jsme zvykli oznadovat nikoliv to,
co by odpovidalo matematickému termfnu mnozina, ale
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spise kvantitu nédeho, a to zejména néjaké latky (napii-
klad mluvime o mnoZstvi alkoholu v krvi). I gramaticky
je nevyhodné tim, Ze se u ného t&zko rozlisuji jednotlivé
pédy a téZzko by se od ného odvozovalo pfidavné jméno.
Existuje napiiklad mnoZinovéd topologie, ale vyraz
»mnoZstvova topologie by jisté nafim usfm neznél
pfijemné. Mame tedy mnoziny; lidé zbéhl{ v matematice
jsou na to zvykli, a ani ostatnf by se toho slova nemuseli
bét.

Ze mnotinu nelze definovat, to snad také chépete.
Definujeme-li néjaky pojem, musime v definici pouZit
jinych pojmi, které uz zndme. Nelze pouiit ,,definice
kruhem®, to jest definovat naptiklad pojem A pomocf
pojmu B, pojem B pomocf pojmu C a pojem C opét
pomoci pojmu A. Pak bychom nev&déli ani co je 4, ani
co je B, ani co je C. Do, nekone¥na také jit nemiZeme,
musfme se tedy pFi definovidni nékde zastavit a urdité
pojmy prosté ponechat nedefinované. To jsou pak tak-
zvané zékladnf pojmy — v matematice je to napfiklad
¢slo, bod, pfimka, rovina a také mnoZina. Tyto pojmy
nam prosté museji byt néjak intuitivné jasné; doufdm,
Ze pojem mnoZiny vam jasny je.

Teorie mnoZin je vybudovina axiomaticky. Existuji
dva systémy axiomi této teorie, a to systém Zermeliv-
Fraenkeliv a Bernaysiv-Gddeliv. Nebudeme je zde
popisovat; soustfedime se jen na nékterd zajimavosti
z teorie mnoZin.

Logika byla znima jiZ ve starovékém Recku; zabyval
se ji pfedevsim zndmy filozof Aristotelés. Ve stfedovéku
se aristotelovskd logika stala zdkladem takzvané scho-
lastiky, kterd pfedevaim slouZila teologii a vlastni logice
mnoho nepfinesla. Teprve v novovdku se zadalo v logice
uzfvat matematickych metod a vznikla tak matematickd
logika. Matematika s logikou tedy t&sné souvisi. Mate-
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matika, jako vSechny ostatnf védy, uZiva logiky, na
druhé strané viak také logika uZiva matematiky. Dnes
je matematicka logika obsdhlym oborem & znaé&né ovliv-
nuje nejen teoretickou matematiku, ale i nauku o samo-
¢innych poditadich — informatiku.

Uvedme si n8které zajimavosti z teorie mnoZin a mate-
matioké logiky.

NENI NEKONECNO JAKO NEKONEGENO

Dvé mnoZiny A a B se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
existuje vzéjemnd jednoznadné zobrazeni mnoziny 4 na
mnozinu B. Je ztejmé, Ze dvé konedné mnoZiny jsou
ekvivalentni privé tehdy, maji-li stejny podet prvka.
Mizeme si pFedstavit mnoZinu 4 jako mnoZinu muzi a B
jako mnozinu Zen v taneénim sale. JestliZe muZi vyzvou
zeny k tanci, vznikne tim uréité zobrazeni z mnoziny 4
do mnoziny B; obrazem kaZdého tanéiciho muze v tomto
zobrazeni je jeho tanedn{ partnerka. Aby toto zobrazen{
bylo skutefnd vzijemné jednoznadnym zobrazenim
mnoziny 4 na mnoZinu B, je nutné, aby vichni muzi
i vSechny Zeny tandili; samoziejmé vidy jeden muZ
8 jednou Zenou, tanec napiifklad s kostétem se nep¥i-
pousti. To je oviem mozné pravé tehdy, je-li stejny podet
muzi i Zen.

Jak je to 8 nekonednymi mnoZinami? T&8zko si dove-
deme predstavit sil 8 nekoneénd mnoha muZi a nekoneg-
né mnoha Zenami. Pokud si jej viak pfece pfedstavime,
zdilo by se nim, %e by tu nemély byt Zidné potiZe.
Je-li nekonednd mnoho Zen, neméla by Z4dnému muzi
chybét taneénice, a je-li nekoneénd mnoho muZf, ne-
méla by 24dné Zena sedét. A pfece tomu tak nemusi byt.

Necht A je mnoZina vSech pfirozenych disel; je to

12



zfejm® mnozina nekoneéna. Necht B je mnoZina viech
nekonednych posloupnosti, jejichZz é&leny jsou rovny 0
nebo 1; i takovychto posloupnosti je zfejmé nekonedné
mnoho. Zobrazit vzijemnd jednoznaéné mnoZinu A4
na mnoZinu B tedy znamend sestavit nekone&nou po-
sloupnost

by, b, by, by, . . .,

jejiZ &leny jsou prvky mnoZiny B, tedy nekoneéné po-
sloupnosti nul a jednidek, a v niZ se kaZdy prvek mnoZiny
B vyskytuje priavé jednou. Takovato posloupnost
vlastné pFedstavuje posloupnost obrazi jednotlivych
ptirozenych &fsel v naSem zobrazeni.

Ptfedpoklédejme, Ze takové posloupnost existuje. Pro
ka?dé pfirozené &fslo » prvky posloupnosti b, ozna&ime
Ba1y bags Ougs bag, . .. . Mame tedy

b,: by, by, big bsey - - -
by: by, by, Dag, by, - - -
by: by, bys, Dasy Dy - - -
by: by, besy beg bugs - - -

Nyni sestrojime uréitou posloupnost ¢; jejf &leny bu-
dou ¢,, ¢y, ¢4, ¢, ... & budou definoviny tak, Ze

Cn=1—0bys

pro kazdé pfirozené &fslo n. Tedy je-li b, = 0, je ¢, = 1,
a je-li by, = 1, je ¢, = 0. Posloupnost ¢ je tedy opét
nekoneénd posloupnost z nul a jednidek; znamenéd to
c € B a tedy ¢ = b, pro néjaké pfirozené é&fslo ¢ (protoZe
pfedpoklédéame, Ze kaidy prvek z B se vyskytuje pravé
jednou mezi &leny posloupnosti by, by, by, by, . ..). Uva-
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Zujme ¢-ty &len posloupnosti ¢, tedy c,. Podle definice
posloupnosti ¢ je

Cq=1—bg.

ProtoZe viak ¢ = b,, je ¢, roven g-tému &lenu posloup-
nosti by, tedy

€ = byq-
Obs rovnosti mohou byt splnény soudasné pouze tehdy,
je-li ¢g = —;—; to viak nenf mozné, protoZe ¢, musf byt

rovno 0 nebo 1.

Vidime tedy, Ze at sestavime jakoukoliv posloupnost
prvki mnoZiny B, vidy se najde prvek mnoZiny B,
ktery ,,se do nf nevejde*. MnoZiny 4 a B jsou obé ne-
koneéné, mnozZina B je vsak jaksi ,,vice nekonednd‘
neZ mnozZina A.

Na posloupnosti z nul a jednidek jsme se omezili jen
kvili jednoduchosti. Kdybychom za mnoZinu B vzali
mnoZinu viech nekoneénych posloupnosti pfirozenych
&fsel, dosli bychom zfejmd ke stejnému vysledku.

Ekvivalence mnoZin, jak byla vyse definovdna, umoz-
niuje rozti{dit viechny mnoziny do t¥d tak, Ze dvé mno-
Ziny patii do téze t¥idy pravé tehdy, jsou-li spolu ekvi-
valentni. Kazdé této t¥ds je vzédjemnd jednoznadné pii-
fazeno takzvané kardindlni &islo. Mezi kardinalni &sla
patii viechna nezdporna celd &fsla; napfiklad &islo 5 je
takto pfifazeno tfidé vSech pétiprvkovych mnoZin.
Tyto mnoZiny jsou navzdjem ekvivalentni a nejsou
ekvivalentni se Zidnou mnoZinou jinou nez pdtiprvko-
vou. Pro nekonedné mnoZiny oviem musime zavést
takzvand nekoneénd kardindlni &isla. T¥id® ekvivalent-
nfch mno#in, kterd obsahuje mnoZinu v3ech pfirozenych
¢isel, pritazujeme kardinalni #slo N,.
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Znak N je hebrejské pismeno alef. Je to prvni pismeno
hebrejské abecedy; neznamené A, jak by se ndm mohlo
zdéat, ale pouze réz, to jest jakési ,,hm*‘, podobndé jako
bulharské tvrdé jer nebo rumunské A. Zato viak je
mezi hebrejskymi pismeny vyraznou individualitou;
jednotlivé pismena této abecedy jsou si znaéné podobna
a mohou se snadno zaménit, aviak alef se od ostatnich
rozezné snadno, o

Index nula ve vyrazu N, znadi, Ze jde o nejmensi
nekonedné kardindlnf &islo; nejmensi v tom smyslu, Ze
kaidé podmnoZina mnoZiny vSech pfirozenych &isel bud
je ekvivalentni s touto mnoZinou (¥kime, e mé mo-
hutnost ¥,), nebo je koneéna. Mnozindm mohutnosti N,
Fikime také spodetné mnoZiny. Souvisi to s tim, co
jsme si Fikali o uspofddéani prvka takovychto mnozin do
posloupnosti.

UkéZeme si, Ze i mnoZina viech kladnych racionalnich
disel je spoletna. Provedeme to tak, %e si sestrojime
posloupnost obsahujici viechna tato &fsla.

KaZdé kladné racionilnf &slo Ize vyjadiit jako podil
dvou pfirozenych ¢&isel, tedy jako zlomek a/b, kde a & b
jsou pfirozena éfisla. PoZadujeme-li navic, aby a a b
byla nesoudélna &isla, tedy aby zlomek a/b nebylo
moino kratit (v tom pifpadd fikdme, %e a/b je zlomek
v zékladnim tvaru), je toto vyjddfeni jednoznaéné.
Vyskou zlomku a/b budeme nazyvat &fslo a + b.

Nejmensf moZna vyska zlomku s kladnym é&itatelem

i jmenovatelem je 2 a mé ji pouze zlomek—;-, coz je
¢islo 1. Tedy toto é&fslo bude prvnim &lenem nasf posloup-
nosti. Vydku 3 majf slomky -8 ; ty tedy budou
druhym a tfetim &lenem posloupnosti. Vysku 4 majf
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zlomky % a % [zlomek —2— nenf v zikladnim tvaru];

bude to ¢tvrty a paty &len posloupnosti. Dile budou

1 2 3 4 "

1 5 4 ’ 3 ’ 2 H 1 1 PO om
zlomky vysky 6, tedy =1 zlomky vysky 7, to jest

1 2 3 4 5 6 " .

5 3 e 1 a tak dale. Vidime, Ze takto postup-
né zafadime do posloupnosti viechna kladné raciondlnf
¢isla. MnoZina vSech kladnych raciondlnich &isel je tedy
spotetnd. Snadno bychom také dokézali, Ze i mnoZina
véech racionédlnich é&isel je spodetnd; staéi nasi posloup-
nost upravit tak, Ze pfed prvni ¢len dime nulu a za kazdy
dlen dame ¢&islo k ndmu opaéné.

Jak je to viak s mnoZinou viech redlnych &fsel ? Vime,
Ze redlné ¢&fslo miZe mit nekoneény desetinny rozvoj;
pak mu je tedy p¥ifazena jistd nekoneéna posloupnost
éislic. Z toho potom plyne, Ze mnozina realnych éisel je
ekvivalentnf mnoZind B, o nf% jsme mluvili na zaditku
tohoto paragrafu. (Dukaz je oviem trochu sloZitdjsf.)
Tato mnoZina mé tedy jinou mohutnost nez N,; ¥ké se
ji mohutnost kontinua. Rovné% mnozZina viech iracio-
nélnich é&isel mé tuto mohutnost. Dalo by se tedy ¥ei,
Ze iraciondlnich &sel je ,,vice* neZ &fsel raciondlnich.

Existuje néjakd nekonednd podmnoZina mnofiny
realnych é&isel, kter4d by nebyla ani spoéetnd, ani by
neméla mohutnost kontinua? Takzvané Cantorova
hypotéza kontinua ¥k4, Ze ne. Je to oviem pouze hypo-
téza &ili domnénka; zatim nebyla dokizéna. AvSak
K. Godel dokazal, %e ji nelze vyvritit pouze pomocf
axiomi teorie mnoZin, a P. Cohen™a™ teskoslovensky
matematik P, Vopénka (vzijemné nezdvisle) dokazali, Ze
ji pouze pomoci t&chto axiom nelze dokézat.

nasledovat zlomky vysky 5, to jest
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POTENCNI MNOZINA

Je-li déna mnozina J, pak mnozinu viech jejich pod-
mnozin oznadime P(M) a nazveme ji potendni mnoZinou
mnozZiny M. Je-li M koneéna a ma-li n prvki, pak P(M)
ma 2# prvki, coZ je vice ne% n, tedy mnoZina P(M) nenf
ekvivalentnf mnozind M. Plati to viak i pro nekoneéné
mnoziny.

Necht M je libovoln4 mnoZina a pfedpoklidejme, Ze
jeji potenéni mnozina je s nf ekvivalentni. Znamena to,
Ze existuje vzédjemnd jednoznadné zobrazeni ¢ mnoZiny
M na mnoiinu P(M). Kazdému prvku ze M je tedy
vzijemnd jednoznadnd piifazena néjakd podmnoiina
¢(x) mnoZiny M. PonévadZ ¢(x) je podmnoZina mnoZiny
M, miZeme se ptit, zda x € p(x) nebo = ¢ p(x).Oznatme
N mnozinu viech prvka zeM takovych, %e z¢ ¢(x).
MnoZina N je podmnozinou mnoZiny M a musi byt tedy
obrazem nékterého prvku yeM v zobrazeni ¢, tedy
N = ¢(y) pro néjaké y € M. Zkoumejme nyni, zda y pati{
¢i nepatif do N. Je-li y € NV,znamena to, Ze y ¢ ¢(y); pro-
toze viak N = ¢(y), dostdvdme spor. Je-i véak y ¢ N,
pak y ¢ ¢(y) a tedy by mélo byt y e N. Z toho plyne, Ze
Zddané zobrazeni ¢ nemuize existovat a mnoZina P(M)
mé tedy jinou mohutnost neZ mnoZina M.

Kardindln{ ¢isla obecné zapisujeme malymi pismeny
staré némecké abecedy (Svabachu). Jsou-li a a b dvé
kardindlni é&fsla, pak piSeme a < b préavé tehdy, existu-
je-li mnoZina mohutnosti b, kterd obsahuje jako pod-
mnoZinu néjakou mnoZinu mohutnosti a. Je-li a < b
a a # b, pak piSeme a < b a #ikdme, Ze a je mensi nez b,
popiipadé, Ze b je vétsi neZ a.

Potendni mnoZina P(M) obsahuje jako podmnoZinu
mnoZinu vSech jednoprvkovych podmnoZin mnoZiny M;
tato mnoZina je ziejmé ekvivalentni 8 M a tedy mohut-
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nost mnoZiny P(M) je v tomto smyslu vétsi neZ mohut-
nost mnoZiny M. Ke kazdé mnozind lze tedy sestrojit
mnoZinu vétsf mohutnosti, tedy neexistuje Z4dné nej-
vétsi kardindlnf &fslo a kardindlnich é&sel (i téch neko-
neényoh) je nekoneénd mnoho.

PARADOX KRETANA

Ve starovékém Recku méli obyvatelé ostrova Kréty
povést lhéfa. Vznikl tehdy logicky problém: Krétan
Epimenidés prohlasil, Ze vsichni Kréfané jsou lhaFi.
Co z toho mame vyvozovat? Je-li to pravda, pak je
lhafem i Epimenidés a jeho vyrok je 1Z1.

Zde ovSem miZeme pfipustit i to, Ze Epimenidovo
tvrzeni je leZ; existuji Kréfané, kteif nelZou, aviak
Epimenidés mezi né nepatii. MiZeme viak vyslovit
piesndjsi formulaci tohoto paradoxu: V obci je holig,
ktery holi vSechny muZe z obce, ktefi se sami neholi,
a kromé nich uZ neholf nikoho jiného. Je nyni otdzka, zda
se tento holi¢ sdm holi & nikoliv. JestliZe se sam holf, pak
tedy nepatfi mezi muZe z obce, ktefi se sami neholi,
z ¢ehoZ by plynulo, Ze se neholi, JestliZe se sim nehol,
je jednim z muZt z obce, ktefi se sami neholi, a tedy se
holf.

Podobné ve slavném Cervantesové roménu ,,Dimysl-
ny ryti¥ don Quijote de la Mancha* si miZeme pfedist
pribéh, ktery je dalsf formulaci tohoto paradoxu. Pfes
Feku vede most a u ného stojf Sibenice. KaZdy pocestny,
ktery pfechazi most, musf pod pifsahou sdélit, co chce
na druhé strand délat. Zjisti-li se, Ze lhal, je povéSen
na zmfinéné Sibenici. Jeden pocestny prohlasil, Ze se jde
dat obésit na oné Sibenici. Tedy nebude-li obésen, lhal
a mél by byt obélen. Bude-li ob&en, mluvil pravdu
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a nemél by byt obésen. (Bylo by asi vhodné jesté dodat,
Ze Sibenice slouzila vyluéné k véseni ,,mostnich lhafi‘;
jinak by totiZ pocestny mohl byt obésen za néco jiného.)

Piejdéme nyni k ryze matematické variantd tohoto
paradoxu. Prvkem mnoZiny miZe byt cokoliv, tedy
1 mnoZina. Je tedy také moZné, aby néktera mnoZina
byla svym vlastnim prvkem. Necht tedy M je mnoZina
vSech mnozin, které neobsahuji sebe samu jako prvek.
Jestlize nynf M € M, pak M obsahuje sebe samu jako
prvek, a tedy M ¢ M. Jestlize M ¢ M, pak M neobsahuje
sebe samu jako prvek a musi byt M €. (Trochu_to
pfipomind Gvahu z predeslého paragrafu.)

Znamens to tedy, Ze celd teorie mnozin je postavena
na hlavu ? Nikoliv; axiomatika této teorie je vybudovéina
tak, Ze se vyrovnava i s timto paradoxem. Pfedeviim
ne kazdy soubor néjakych objekti se nazyva mnoZinou.
Napiiklad nemluvime o mnoZiné vsech mnoZin, ale
o t¥{d8 viech mnoZin. T¥da je obecndjsi pojem nez mno-
Zina; ka?d4 mnoZina je tiidou, ale ne kaZdd ti{da je
mnozinou. Nebudeme zde pfesné popisovat, kdy mluvi-
me o0 mnoziné a kdy pouze o tiidé. Stadi jen uvést, Ze
mnoziné lze pfitadit jeji mohutnost, zatimco napfiklad
u t¥{dy vSech mnoZin to nelze; nemizeme pfece védét,
jaké vSemoZné mnoZiny je mozZno zavést. (Néco jiného
je napfiklad mnoZina vSech podmnoZin dané mnoziny.)
RovnéZ tedy nemluvime o mnoZiné viech mnozin, které
nejsou prvkem sebe samé. Podrobnéjsi vysvétlovani této
problematiky by piekroéilo ramec této popularné nauéné
publikace.

Zminfme se jen jestd o podobném paradoxu, ktery lze
zafadit do matematické logiky. Je jisté moZné néktera
piirozend &isla jednoznadéné vyjad¥it vyrazem v Gestiné,
ktery obsahuje méné neZ tticet slov. Napiiklad é&islo 2
lze vyjadfit jako ,,dvé* nebo ,,jediné sudé prvoéislo®.
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Ceskych slov je koneéné mnoho, tedy Seskych vyrazii
o méné nez triceti slovech je také konedény podet. Ptiro-
zenych &isel je nekoneéné mnoho, tedy urdité existuji
plirozend ¢&isla, ktera nelze poZadovanym zpisobem
vyjadfit. Kazda neprdzdna podmnoZina mnoZiny véech
plirozenych ¢&isel obsahuje éislo, které je nejmensim
slem z této mnoziny. (Rikéme, Yo mnoina viech pfi-
rozenych &isel je dobfe uspofadans; napfiklad mnoZina
véech kladnych racionéalnich é&isel tuto vlastnost nema.)
Existuje tedy nejmensi pfirozené ¢&fslo, které nelze
jednoznaéné vyjadiit vyrazem v &eStiné o ménd nez
tficeti slovech; toto &islo je pravé jedno.

A ted se podivejme na vyraz ,nejmensf pfirozené
dfslo, které nelze jednoznadéné vyjadfit vyrazem v &estiné
o ménd neZ tficeti slovech®. Je to vyraz v destind, ktery
obsahuje ménd nez tficet slov. Jak je to tedy s nasim
dislem ? D4 se vyjadiit poZadovanym zplisobem nebo
neda?

Logika se vyrovnava s timto paradoxem tim, Ze mluv{
o jazyku a o metajazyku. Vyjadiujeme-li zde néjaka
pfirozend ¢&sla slovnimi vyrazy, mluvime jazykem;
vypovidame-li néco o tomto vyjadfovani, mluvime
metajazykem. Nenechme se mylit tim, Ze v obou pfipa-
dech pouZivime &estiny; z hlediska logiky jde o dva riz-
né jazyky. Néco podobného jsou véty ,,Praha je hlavni
mésto Ceskoslovenska*“ a ,,Praha je podstatné jméno
rodu Zenského*. Poka?dé mluvime o nédem jiném;
poprvé o méstd Praze, podruhé o slové ,,Praha‘’, pfidemz
o slové ,,Praha® mluvime metajazykem, do néhoZ toto
slovo nepatii.
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KRAVICKY, KENTAURI A JEDNOROZCI

Ditd vychované modernizovanou matematikou jede
s matkou vlakem. Néhle se podiva z okna a vykfikne:
»Mami, tamhle je mno#ina kravidek! Matka vyhlédne
z okna a opadi: ,,Vidyt tam Z4ddné kravitky nejsou!
Dité se nedd zmast: ,,Ale ano, je tam prézdnd mnoZina
kravidek!*

Tato anekdota v nds vzbudi jisté dvahy o podivu-
hodnych vlastnostech prazdné mnoZiny. Vidime, %e to
miZe byt zrovna tak mnoZina kravitek jako mnoZina
dehokoliv jiného. A zde se setkdvame s dal§fm logickym
paradoxem.

V logice se mluvi o obsahu a rozsahu pojmu. Obsah
pojmu je souhrn jeho vlastnosti, jeho rozsah je souhrn
viech exemplati tohoto pojmu. Rikd se, e dva pojmy
maji stejny obsah pravé tehdy, maji-li stejny rozsah; pak
jde vlastné o tentyZ pojem.

Kentaury zndme z Fecké mytologie. Byly to zvlastni
bytosti, naptl lidé a napil kond. Byli to tvorové divocf
a necivilizovan{, byly vSak mezi nimi i takové vyjimky
jako vzdélany a moudry Kentaur Cheirén, uditel Hérak-
liv, kterého Héraklés nesfastnym omylem stielil sipem
namodenym do jedovaté krve Hydry lernejské. Jinou
bijnou bytostf je jednoroZec, kterého miZeme vidét jako
§titonode ve znaku Velké Britanie; tvor podobny koni,
ale 8 jednfm rovnym rohem uprostfed &ela.

Vezmdme si nyni pojmy ,,Kentaur a ,,jednoroZec.
Jejich obsah, tedy souhrn vlastnosti, jisté nenf tentyz;
Kentaufi piece nemséli Z4dny roh. Pfitom v8ak oba pojmy
maji stejny rozsah — prizdnou mnoZinu. Neexistujf
pfece ani Kentaufi, ani jednoroZci. Jak to viak potom
je? Je Kentaur a jednoroZec totéz ?

Tento paradox Ize vysvétlit tim, Ze pojem nemusf vidy
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vyjadfovat néjaky existujici objekt. Kdyby tomu tak
bylo, byla by nase kultura ochuzena o bajeslovi a vlastné
i 0 znadnou ¢4st krisné literatury. Vidyt t¥eba Capkovi
mloci nebo tovirna na absolutno jsou pojmy znimé
tisfcim &tendit a pFitom ve skutednosti neexistuji. Spise
neZ skutednou véc vyjadfuje pojem predstavu lidi o této
véci a miZe vyjadFit i pfedstavy o vécech neexistujicich.
Tvrzenf, Ze pojmy maiji stejny obsah pravé tehdy, maji-li
stejny rozsah, neni tedy pravdivé.

PARADOX HOLOHLAVEHO

V matematice se pouZivé principu matematické indukee,
ktery jisté znite. Mdme-li dokizat, Ze néjaké tvrzeni
plati pro vSechna ptirozend ¢&isla, stadf, kdyZz dokéZeme,
Ze plati pro &slo 1 a %e z pfedpokladu, Ze tvrzeni plati
pro &islo n, plyne, Ze plati i pro &éfslo n - 1.

JestliZe ngjaky &lovék neni holohlavy a vytrhneme-li
mu jeden vlas, nestane se tfm holohlavym. Pfedpokla-
ddme-li, Ze pro n&jaké ptirozené &islo n plati, Ze po vy-
trZenf # vlasi se takovy ¢lov8k nestane holohlavym, pak
tedy muZeme tvrdit, Zze se jim nestane ani po vytrZenf
daléfho vlasu, tedy vytrhneme-li mu ocelkem » + 1 vlasii.
Podle principu matematické indukee tedy &¢lovék, ktery
nenf holohlavy, se jim nestane ani po vytrZenf libovol-
ného poétu vlasi.

Vysledek to je jistd absurdni. Kde je chyba? V prin-
cipu matematické indukece jisté ne. Je tedy ve vychozim
pfedpokladu. Nelze tvrdit, %e &lovék, ktery neni holo-
hlavy, se po vytrZenf jednoho vlasu nestane holohlavym.

Ted se budete asi divit, jak je to moZné. Jde viak
o to, e ka?dy pojem, s nimZ v matematice pracujeme
(kromé zédkladnich pojmi, o nich% jsme u% mluyvili), musf
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byt ptesnd definovdn. Chceme-li vyslovovat néjaks
matematick4 tvrzeni o holohlavém é&lovéku, musfme si
tento pojem definovat. Definujeme-li holohlavého jako
tlovéka, ktery nema vibec 2idné vlasy, pak lovék s jedi-
nym vlasem neni holohlavy, ale po vytrienf jednoho
vlasu se jim stane. Definujeme-li holohlavého t¥eba jako
¢lovéka, ktery ma nejvyse sto vlasl, pak &lovék, ktery
mé 101 vlasd, nenf holohlavy a stane se jim po vytrZeni
jednoho vlasu.

Ulohy

1, Algebraické &islo je takové dfslo, které je kofenem ndkteré
algebraické rovnice s celodfselnymi koeficienty, to jest rovnice

azr +axrl + ... + 8,37 +6,=0,

kde n je ndjaké pFirozené &fslo a koeficienty a,, a6, . .., @ jsou
celd &isla. Pati{ mezi nd viechna racionéln{ &isla. Ka%dé racio-
nélof &fslo Ize psét ve tvaru zlomku a/b, kde o & b jsou celd
éfsla, tedy takové &fslo je kofenem linedrni algebraické rov-
nioce

bz —a = 0.

Mezi algebraickd &isla viak patif i ndkterd &sla iraciondlnf;
napifklad V2 je &fslo iraciondln{ a pfitom je to kofen rovnice

z'— 2 =0.

Oviem existujf i redlnd &fsla, kterd nejsou algebraickd; f{kdme
jim transcendentn{. Pati{ mezi nd napffklad Ludolfovo &fslo =
a Eulerovo é&islo e (zédklad pfirozenych logaritmi).

Jak je to s mnozinou viech redlnych algebraickych &fsel ?

Je spodetnéd, &i nikoliv?

2. Kdesi v Orient$ jo Mé&sto Mudrci. Sviij ndzev md od toho,
%e jeho obyvatelé vddi vBechno na svétd kromsd jediné véci:
nikdo z nich nevi, zda jeho manzelka je vérné (o cizfch manZel-
kéch to vi). Jednoho dne vydal sultén ferman, v ném% oznamo-
val, %e se v Mésté Mudred vyskytuje Zenskd nevéra, & nafizo-
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val, aby kaZdy muZ z tohoto mésta, jakmile u své Zeny zjist{
nevéru, ji jesté téhoZz dne zabil. Tricdtého dne po vydéni
fermanu vsichni manZelé nevérnych Zen své manZelky zabili.
Kolik bylo nevérnych manZelek ?

8. Na ostrovd %ijf dva domorodé kmeny: Poctivei a Lhéfi.
Poctivei vidy mluvi pravdu, Lhéfi vidy lZou. Cestovatel se
zeptal jednoho domorodce, ke kterému kmeni patfi. Kdy%
domorodec odpovédél, cestovatel ho pfijal za privodce. Cestou
potkali daldiho domorodce. Cestovatel poslal pravodce, aby
se ho zeptal, kdo je. Priivodce tak udinil a potom cestovateli
8délil, Ze druhy domorodec tvrdil, Ze je Poctivec. Byl privodce
Pootivec, nebo Lhéf ?

4, Vézeth jo v cele, kterd md dva vychody. Oba jsou st¥eZeny
2aldinfky, z nichZ jeden vidy mluvf pravdu, druhy vidy lZe.
Jeden z vychodi vede na svobodu, druhy na popravité.
Panovntk dal v&zni milost, ale pouze pod podminkou, %e
vézehh vyjde z vézenf sprdvnym vy¥chodem; vyjde-li vycho-
dem, ktery vede na popravists, bude popraven. Pfitom smf
jednomu ze Zaldinfku poloZit jedinou otézku. Jakou otdzku
mﬁ, kdy% nevi, ktery ze Zaldfnfkh je pravdomluvny a ktery
?

5. Krdl mél t¥i dcery: Anezku, Bertu a Cecflii. Anezka mluvila
vZdy pravdu, Berta vidy lhala a Cecilie nékdy mluvila pravdu,
nékdy lhala. Ke dvoru ptijel ocizf princ a %Z4dal krdle o ruku
Anezky. Krél ho zavedl do komnaty, kde viechny tii dcery
seddly vedle sebe. Slibil, Ze mu Anezku dd, pokud pozné, které
z nich to je. Pfitom smi kaZdé poloZit jedinou otdzku. Princ
se kaZdé z princezen zeptal, jek se jmenuje ta, kterd sedi
uprostfed. Princezna sedici vlevo odpovédéla, Ze Anezka,
princezna sedici uprostfed fekla, Ze Berta, princezna sedfc{
vpravo odvétila, Ze Cecflie. Na zdkladd téchto odpovédi princ
Anezlku poznal a byla slavnd svatba. Jak princ uvaZoval ?

6. Odsouzenec k smrti 24dal krdle o milost. Krdl odpovadél, Ze
o milosti rozhodne los. Odsouzenec dostane sddek, v némz bu.-
dou dvé kulitky: bild a ternd. Vytdhne-li bflou kulitku, bude
volny, vytdhne-li ernou, bude popraven. Hodny Zaldinfk
viak vézni prozradil, Ze se ho krél chysté podvést: v sddku
budou obé kulitky &erné. Presto viak odsouzenec dosdhl toho,
Ze byl omilostnén. Jak to udélal ?

7. P&t rybdii se vydalo spolu na lov; jmenovali se Kapr, Mif
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nek, Vokoun, Cejn a Stika. Ka¥dy z nich ulovil jednu rybu;
tyto ryby byly ndhodou zase kapr, miinek, okoun, cejn a Stika.
Nikdo véak nechytil tu rybu, jeji% jméno nesl. Pan Cejn ne-
chytil &tiku a pan Stike nechytil cejna. Stiku ulovil jmenovee
ryby, kterou chytil pan Vokoun; nebyl to kapr. Jakou rybu
ulovil pan Kapr?

Ulohdm tohoto typu se i{kd zebry. Tento nizev pochézi
od jedné klasické tdlohy, kterd je vsak sloZit®jsi neZ iuloha
o panu Kaprovi. Vystupuj{ v ni p#isluSnici riznych nérodi,
z nichZ ka%dy chové néjaké zvife a mé sviij oblibeny népoj.
TUloha je komplikovdna tfm, %e vdichni bydl{ v jedné ulici
a jsou o nékterych uvedeny idaje, zda bydli nalevo & napravo
od sebe. Ulchou je zjistit, kdo chové zebru. Piesné zn¥nf
dlohy si autor této knizky bohuZel nepamatuje.

8. N&které pfedmsty majici vlastnost X majf také vlastnost Y.
Ke kaidému pfedmétu majicimu vlastnost X existuje pfed-
mét, ktery nemd ani vlastnost Y ani vlastnost Z. DokaZte,
b2} exizstujl’ predméty, které nemajf ani vlastnost X, ani vlast-
nost Z.

9. Ve 8kole jsou tii zédjmové krouiky: ohemicky, Sachovy
a pévecky. Kazdy %4k ve tfidé chodi do nékterého z nich.
Do chemického chodf destndct Zdkl, do Sachového sedmndct,
do p&veckého étrndet Zdki. Osm Zdkh chodi soudasnd do
chemického i Sachového krouzku, Sest do chemického i pévec-
kého, &tyfi do sSachového i péveckého. TFi Zdci navitdvuji
viechny tii krouzky. Kolik je zdkd ve té{ds?

ReSeni dloh

1. MnoZina viech redlnych algebraickych &isel je spoletnd.
DokdZeme to podobné jako u mnoZiny viech racionélnich &isel.
Ke kazdému algebraickému é&fslu a najdeme algebraickou rov-
nioi g(a), jejimZ kofenem je &slo a. Vyskou rovnice g(a) pak
budeme nazyvat soudet absolutnich hodnot jejich koeficientii;
tedy je-li g(a) rovnice
G® + a4+ ... +ap @ +a, =0,

bude vyska v(a) rovnice g(a) rovna

via) = lay] + |ay] + ... + |an|.
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Kazdd algebraickd rovnice md koneénou vysku a konelny
podet kofeni. Vezmeme tedy nejprve nejmensi &islo, které je
vydkou nékteré rovnice g(a) pro nékteré &islo a, a vypfleme
roalné kofeny viech rovnic g(a), které maji tuto vysku; bude
jich konelny potet. Pak vezmeme druhou nejmensi vysku
a provedeme totéZ. Takto postupujeme, aZ vyterpame viechny
vysky. Dostaneme nekoneénou posloupnost, kterd bude obsa-
hovat vSechna redlnd algebraickd &isla. N8kterd se v ni mohou
opakovat, avSak vhodnym vySkrtdvénim &lent dostaneme
posloupnost, v nf¥ se ka?dé redlné algebraické é&islo bude
vyskytovat prévé jednou. Tim je dokdzdno, Ze mnoZina viech
redlnych algebraickych &isel je spotetnd. (Konedné byt ne-
muZe, protoze obsahuje jako podmnoZinu mnoZinu vscch ra-
ciondlnich &fsel.)

2, Uloha se fedf matematickou indukef. DokéZeme tvrzeni:
Je-li podet nevdrnych Zen v M&sté Mudreti roven n, pak budou
zabity n-tého dne. Je-li n = 1, pak manZel nevérné Zeny vi, %e
viechny Zeny ostatnich muu jsou vérné. ProtoZe se vBak ze
sultdnova fermanu dovédél, %e existuje alespon jedna nevérné
Zena, poznd, %e to mus{ byt ta jeho, a zabije ji hned prvanfho
dne. Pfedpoklddejme nyni, %e tvrzen{ plati pro n = k, kde &
je né&jaké piirozené éislo. Necht podet nevérnych %en je & + 1.
ManZel kazdé z nich vi o k nevérnych %endch ostatnich muZa.
Kdy? tedy uplyne k dnf, uveZuje takto: Dejme tormu, Ze moje
Zena je vérnd. Pak existuje pouze k nevérnych Zen. Tedy
podle indukénfho pfedpokladu by mély byt zabity uZ véera.
ProtoZe se tak nestalo, je nevérnych Zon nikoliv k, ale & + 1
a patti k nim i moje Zena. Nato ji zabije, coz mélo byt dokédzé-
no. Z tohoto tvrzoni plyne, Ze nevérnych Zen bylo tficet.

8. Je-li druhy domorodec Poctivec, odpovi na priivodcovu
otdzku pravdivé, Ze je Poctivec. Je-li Lhdt, zalZe, Ze je Pocti-
vec. Toto je tedy jedind moZné odpovéd na privodcovu otdz-
ku. Privodce ji pravdive reprodukoval, je tedy Poctivee.

4. Vézen ukdZe na néktery vychod a zeptd se jednoho ze Zalé¥-
niki: ,,Jak by odpovédél druhy Zaldfnik, kdybych se ho zeptal,
zda tento vychod vede na svobodu?‘* Predpoklddejme, Ze
vychod vede nasvobodu. JestliZe dotdzany Zaldfnik je pravdo-
mluvny, pak druhy je lhéf a odpovédél by, Ze ne. Pravdo-
mluvny reprodukuje sprdvné tuto odpovéd a fekne ne. JestliZe
dotazovany je thér, pak druhy je pravdomluvny a odpovédél
by ano; dotazovany lZivé tuto odpovéd reprodukuje jako ne.



V obou pifpadech z odpovédi ne vézel pozné, e vychod vede
na svobodu. Analogicky z odpovédi ano by usoudil, Ze vychod
vede na popravistd.

5. Nejprve prine zjistil, kterd princezna sedi uprostfed. Sama
o sobé tvrdila, Ze je Berta. Nebyla to AneZka, protoZe ta by
nemohla lhédt, %o je Berta. Nebyla to Berta, protoe ta by
nefekla pravdivé, Ze je Berta. Byla to tedy Cecilie. Princezna
sedici vpravo tuto princeznu oznadila pravdivé jako Cecilii,
je tedy AneZka.

6. Odsouzenec vytdhl jednu kuli¢ku, nikomu ji neukdzal
a jakoby nedopatfenim ji spolkl. Pak vyzval krdle, aby se po-
dival, kterd kulitka v sétku zbyla. Byla to ov8em dernd ku-
li¢ka. Kral nemohl pfiznat sviij podvod, proto musel pfipustit,
%e odsouzenec vytéhl bilou kulidku.

7. Sestavime si takovouto tabulku:

|k[M[o]c]&

mlal<lg|x
|

Rédky znadf rybéie, sloupce ryby. Znaménka minus zna&i p¥H-
pady, které jsou vyslovné vyloudené. Zbyvé tdaj o tom, e
gtiku ulovil ymenovec ryby, kterou chytil pan Vokoun, a %e
tato ryba nebyla kapr. Stiku tedy neulovil pan Kapr a mi-
%eme si do piisluiného politka napsat dal$f minus. Neulovil ji
ani pan_Vokoun; nemohl byt jmenovcem ryby, kterou sém
chytil. Stiku tedy chytil pan Miinek. Cejna mohl ulovit uZ
jen pan Kapr nebo pan Vokoun. Kdyby ho chytil pan Vokoun,
pak by pan Cejn chytil Stiku, coZ neni mo#né. Tedy cejna chy-
til pan Kapr. Vyslednd tabulke pak vypadd takto:
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Nevime, jaké ryby chytili pdnové Cejn a Stika; v obou piipa-
dech to mohl byt kapr nebo okoun. Na to se viak iloha nepté.

8. Necht M je mnoZina pfedméti, které maji vlastnost X,
a nechf N je mnoZina pfedmdtd, které nemaji ani vlastnost ¥,
ani vlastnost Z. Necht m je podet prvkd mnoziny M a n polet
prvka mnoZiny N. Z textu je patrné, fe n = m. Pokud n > m,
nemuZe byt N C M. Pokud n = m, pak miZe byt NC M
prévé tehdy, je-li N = M. To viak neni moZné, protoZe
existuji pfedméty, které maji viastnost X i Y, tedy pat¥i do
M a.nepatii do N. Tedy pfipad N C M je vylouden. Existuje
tedy alespon jeden pfedmét, ktery patii do N a nepatii do M,
tudiZ nemd %4dnou z vlastnosti X, Y, Z.

9. Selterne nejprve podty Zdkiu ochodicich do jednotlivych
krouwrkii; dostaneme 16 4 17 + 14 = 47. Pfi tomto s&ftdni
jsme poéitali dvakrdt Zdky, ktefi chodi do dvou krouzkdy,
a tiikrét Zdky, kteff chodi do t# krouzkd. Odedteme tedy sou-
det potta Zdki, ktefi chodi do jednotlivych dvojic krouzka;
dostaneme 47 — (8 + 6 4 4) = 29. Zdéky, kte¥{ chodi do
viech t¥f krouzkd, jsme nyni poditali opét tiikrét, tedy musi-
me jedtd pfidist jejich potet & dostaneme 29 + 3 = 32.

Pouzili jsme takzvaného principu inkluze a exkluze. Podle
ného miZeme popsanym stiidavym s&ftdnim a od&ftdnim
postupovat v pfipadd libovolného po&tu krouzki, pokud pro
kaZdou vlestni podmnoZinu mnoZiny krouZkd vime, kolik
Z6ki navitdvuje viechny krouZky z této podmnoZiny.

Ulohu mifeme také fedit pomoci takzvaného Vennova dia-
gramu (obr. I.1). Nakreslime si tfi kruhy, které majf neprézdny

’
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prinik; kaZdy z nich zndzorfiuje mnozZinu v3ech Z4kt navats-
vujicich jeden krouzek (oznadeni CH, S, P). Do priuniku viech
ti{ kruht napiSeme &islo 3, to jest podet prvki praniku vsech
tfi mnozin. Do &asti roviny, kterd je spoleéné kruhim CH
a S, ale nepatii do P,napiSeme 5; je to rozdil poétu Zdkt, kteti
chodi do obou zminénych krouzki, a podtu Zéka, kteff navité-

Obr. 1.1

vuji vBechny tii krouzky. Analogicky pak napfSeme ¢&isla 3 a 1.
Od pottu #dka z chemického krouzku (co# je 16) odedteme
soudet viech &isel, kterd jsou napséana v kruhu CH; dostaneme
& a zapiSeme toto &fslo do té ¢dsti kruhu CH, kterd nepatii
ostatnfm kruhtim. Analogicky do § zapiSeme 8 a do P zapi-
#eme 7. Soudet viech &fsel zapsanych do obrdzku je podet Zdkl
ve tfidé,
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II. KAPITOLA

ALGEBRA A TEORIE CISEL

Algebra byla ptivodné pouze naukou o Fedeni rovnic.
S jejimi podatky se setkivame uZ ve starém Recku. Ve
II1. stoleti pfed nadim letopoétem Zil Diofantos z Alexan-
drie, jehoZ jméno se nam zachovalo v termfnu diofan-
tick4 rovnice; je to rovnice, jejiZ fefeni se hleda v oboru
celych &isel. O systematickém rozvoji algebry v antice
(na rozdil od geometrie) v3ak mluvit nelze. Zapodali
8 nim aZ arabst{ matematikové v raném stfedovéku.
Samo slovo algebra pochézi z nazvu knihy ,,Hisab al-
-dZebr val-muqgabala‘ (nauka o napravovani'a zjednodu-
Sovéni), kterou napsal Muhammad ibn Misa al-Chvariz-
mi v IX. stoletf. Ono ,,napravovéni a zjednodusovéani*
znamend postup p#i Fesenf algebraické rovnice, jak jej
znéme ze $koly. Poznamenejme, %e ve Spanélsku (pod
vlivem Mauri) slovo ,,algebrista’ znadilo napravovade
zlomenin, coZ byval zpravidla také holi&. ‘

Pozdéji se nasly zpusoby fedenf rovnic druhého a tie-
tiho stupné. Vzorec pro feseni kvadratické rovnice jisté
znate, Vzorec pro feseni kubické rovnice 23 + pxr = g se
nazyvé Cardantv vzorec podle H. Cardana (1601—1576);
je to )

3

8
N T P (T
”—VV27+4+2 o7 T4~

Dlouhou dobu se matematikové sna#ili ziskat podobné
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vzorce pro rovnice stupnd vyssfho nez étvrtého. Teprve
E. Galois (1811—1832) a nezivisle na ném N. H. Abel
(1802—1829) dokazali, Ze u takovychto rovnic nelze
vypoiitat kofeny z koeficientti rovnice pomoci podet-
nich operaci séftani, odéditani, ndsobeni, déleni, umoectio-
véani a odmociiovani (fikédme, Ze tyto rovnice nelze fesit
v radikdlech). Tento dikaz byl vlastné podatkem
abstraktni algebry, o niZ bude dile fed. Jak vidime
z letopodt narozeni a imrti, oba zminéni matematikové
zemfeli velmi mladi; Galois mél dokonce podobny osud
jako basnik Puskin — zemfel v souboji.

K zapisovdn{ a TeSeni soustav linedrnich rovnic se
uzivaji matice; jsou to tabulky ¢&isel uspofadané do
obdéInika, popfpads do étverce, a jsou pro né definovany
podetni operace podobné jako pro &sla. Vyznam matio
dnes jiz daleko pfesahuje pouhé fedeni soustav rovnic;
matice se uplatiiuji v fadé jinych matematickych oborii
i ve fyzice. Dokonce se definuji i funkce matic. MiZeme
mft napfiklad sinus matice — tedy ne sinus d&fsla, ale
sinus celé tabulky &isel; tento sinus je opét matici. Teorie
matic se zahrnuje do takzvané lineirnf algebry. Ta se
kromé matic zabyvé vektorovymi prostory, linedrnimi
zobrazenimi a podobnymi pojmy.

Rtzné operace se daji provddét i s jinymi objekty nez
8 ¢isly. Zname séitdni tsedek a 1hli, analogif nasobeni
¢isel miize byt sklddani néjakych zobrazeni. Zabyvéme-li
se riznymi operacemi bez ohledu na to, jakého druhu
jsou objekty, s nimi% je provddime, mluvime o abstraktni
algebfe. O riznych pojmech tohoto oboru si povime
pozdéji.

Samostatnym oborem, ktery tésné souvis{ s algebrou,
je teorie &isel. Zdalo by se, Ze o &slech musf byt ui
viechno znamo; neni tomu tak a stdle zlistdvé mnoho
nefefenych problémi. Do teorie &isel patif napiiklad
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otdzky délitelnosti ptirozenych &fsel, prvodisla a podob-
né. Podle metod, jichZ se pouZiva, mluvime o algebraické
teorii &isel a analytické teorii ¢isel.

Algebra se uplatiiuje i v ostatnich matematickych obo-
rech; mame napfiklad algebraickou geometrii a algebraic-
kou topologii.

ZAKLADNI VETA ALGEBRY

Vite, Ze pomocf komplexnich é&isel Ize vyjadiit odmocni-
ny ze zapornych ¢isel, o nichZ bychom jinak museli
tvrdit, Ze neexistuji. Vite, e pomoci nich Ize Fedit ka%-
dou kvadratickou rovnici. To v8ak neni vse; plati tak-
zvana zakladni véta algebry (neboli fundamentalnf véta
algebry), kterd tika, Ze kazda algebraickd rovnice ma
v oboru komplexnich &isel alespon jeden kotfen. Alge-
braickou rovnicf nazyvame rovnici, kterou lze ekviva-
lentnfmi dpravami upravit na tvar

ax” +- a2 '+ ...+ a,x +ay =0,

kde a,, a,, ..., a, jsou ndjakd komplexni &fsla; samo-
zfejmé alespon jedno z &fsel a,, @, ..., a,_;, musi byt
rizné od nuly; jinak by se v rovnici viibec nevyskyto-
vala neznama. Tato véta nebyla dokdzina algebraicky-
mi prostfedky, ale prostfedky matematické analyzy.
Lze z nf pak odvodit, Ze kaZda algebraicka rovnice stup-
né n ma pravé n kofent, pokud se oviem ka#dy kofen
bere s pfislusnou nasobnosti — tedy napiiklad dvojné-
sobny kofen se poditd jako dva kofeny (ndsobnost ko-
fend zde definovat nebudeme). Jsou-li z,,z,, ..., ,
kofeny rovnice

a@x® + a2 ' 4 ... F A+ a, =0,
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pak pro kazdé é&islo = plati
agx® + a2 4 ... G+ a, =

=ayr—z,) (@ —2x,) ... (x —x,).

Kaidy mnohotlen stupné alespoii prvniho lze tedy vy-
jadFit jako soudin linearnich mnohodleni.

UHODNUTI KORENE ROVNICE

Umime-li fesit kvadratickou rovnmici, rozife$ime i rov-
nioi vysstho stupn®, pokud se ndm podal uhodnout
nékteré kofeny.

Méjme rovnici
agxt +a2" 4+ ... fa 2+ a, =0.

Necht jejf kofeny jsou z,, x,, ..., z,. Z pfedeslého od-
stavee vime, Ze plati

a@® +a 2"+ ...t a2+ a, =

=ayr—z,) (@ —xy) ... (x —1z,).

Predstavme si, Ze jeden kofen (necht je to z;) néjakym
zpisobem uhodneme. Potom tedy muZeme mnohoélen

a4 a,2" 1 4- ... + G2 + a,

délit mnohotlenem x — x,; dostaneme néjaky mnoho-
tlen

b* ™ + bie* 2 + ... A bag® + basy

stupné n — 1. Kofeny rovnice

bzt 14 ban 2t ...+ by by =0
jsou zbyvajiof kofeny plivodnf rovnice.
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Uvedme si to na piikladé. M&jme kubickou rovnici
x® — 922 4 23x — 156 = 0.

Napadne nés, Ze jednfm kofenem této rovnice by mohlo
byt &slo 1. Dosadime tedy # = 1, a ejhle — ono to sku-
tetnd vychazf. Nynf tedy mnohoélen ® — 922 + 23z —
— 15 délfme mnohoédlenem a — 1; dostiavime

(®®— 922 4+ 23z — 15) : (x — 1) = 22 — 8z + 15.

Resime rovnici
22— 8x 4+ 156 = 0.

Dostavime kofeny 3 a 5. Tedy piivodni rovnice ma ko-
feny 1, 3 a 6.

ABSTRAKTNI ALGEBRA

Jak uZ jsme se zminili v Gvodu, algebra se zabyva urdi-
tymi operacemi (likony), které se provad&ji s matema-
tickymi objekty. Abstraktni algebra se pfitom nezabyva
tim, jakého druhu jsou tyto objekty; fikame, Ze od toho
abstrahuje.

Nejdastdji se setkdvame s operacemi, které se provadé-
ji se dvéma objekty; fikdme jim bindrnf operace. Je to
napfiklad zndmé séitdni, odéitdnf, ndsobeni a déleni
disel; muZe to byt také sditani tisedek nebo hla nebo
sklddéni funkef (napiiklad sloZenim funkei y = log z,
y = sin z vznikne funkce y = log sin z, popfipadé y =
= sin log z). MiZeme tedy zkoumat mnoZinu néjakych
objekti takovych, Ze s kazdymi dvéma z nich lze provést
urditou bindrni operaci a vysledek této operace je opét
obsaZen v této mnoZiné. Takovéto mnoziné budeme Fikat
grupoid.

Napiiklad mnoZina viech pfirozenych &isel je gru-
poidem vzhledem ke séitdni; kaZdi dvé pfirozens &isla
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lze seéist a soudet je opot ptirozené &islo. Podobné je
mnozina véech pfirozenych ¢isel grupoidem -vzhledem
k ndsobeni, ale nikoliv vzhledem k odéftdni a délent;
odéftame-li nebo délime-li dvé piirozena &isla, nemusime
vzdy dostat pfirozensé &fslo. '

Vime, Ze pro séitanf a ndsobeni &isel (nikoliv pro od&i-
tani a déleni) plati asociativni zakon

(@+d+ec=a+(b+o),

(ab) ¢ = a(bc).
Tento zakon plati také pro séitani tsedek a thld, pro
sklddanf funkef a pro fadu daldich bindrnich operaci.
Mame-li tedy grupoid, jehoZ operace spliiuje asociativni
zdkon (ffkame, Ze to je operace asociativni), tento gru-
poid se nazyva pologrupa. MnozZina vech celych &isel je
tedy pologrupou vzhledem ke s&itani a nisobenf, vzhle-
dem k odditini je pouze grupoidem, nikoliv pologru-
pou.

U nékterych operaci se stdvd, Ze existuje objekt té
vlastnosti, e vysledek binarnf operace provedené s timto
prvkem & libovolnym druhym prvkem je opét roven
onomu druhému prvku. Tak pro é&fslo 0 platf

a+0=a
pro kaZdé a. Pro &islo 1 opét platf
a.l =a.

Pro funkci y =« plati, Ze slofime-li ji s libovolnou
funkef 4y = f(x), dostaneme opét funkci y = f(zx). Tako-
vyto prvek nazyvime jednotkovym prvkem vzhledem
k ptislusné operaci. Pologrupa, kterd obsahuje jednotko-
vy prvek vzhledem k p¥islusné operaci, se nazyvd mo-
noid. Tedy napifklad mnozina viech nezipornych celych
disel je monoidem vzhledem ke s&ftdéni — jednotkovym
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prvkem je zde 0. MnoZina vSech pfirozenych d&isel je
monoidem vzhledem k nasobeni (jednotkovym prvkem
je zde 1), ale nikoliv vzhledem ke séitani.

Vime déle, Ze ke kaZdému éfslu a existuje jeho opaénd
hodnota —a; sedtenim d&isel @ a —a dostaneme 0. Po-
dobné ke kaidému nenulovému é&islu a existuje jeho

pFevracena hodnota %; vynasobenim éisel @ a —‘11— dosta-

neme 1. Jestlize tedy mame monoid s tou vlastnosti, Ze
ke kaZzdému prvku tohoto monoidu existuje pravé jeden
prvek takovy, %e vysledkem pifsluiné operace provede-
né s témito prvky je jednotkovy prvek monoidu, tento
monoid se nazyvd grupou. Tedy mnoZina vsech celych
¢isel je grupou vzhledem ke sé¢itani, ale vzhledem k na-
sobeni je pouze monoidem; opa¢nd hodnota —a celého

Usla a je vidy celym ¢&islem, pfevricend hodnota % ni-

koliv. MnozZina vSech nenulovych redlnych é&isel je gru-
pou vzhledem k nasobeni, mnoZina viech realnych é&isel
nikoliv (neexistuje pfevriacend hodnota &isla 0).

Pi{kladem grupy, kters md konedny poget prvki, je
grups sloZena z komplexnich &isel 1, —1, z, —i 8 operaci
ndsobeni. Pfikladem koneéné grupy, jejiz prvky nejsou
tisla, je grupa permutaci, to jest vzijemné jednoznad-
nych zobrazeni néjaké koneéné mnoZiny M opé&t na
mnoZinu M; o nf si je3té néco povime dale.

Jak uZ jsme uvadéli, v abstraktnf algebie se nestara-
me o to, jakého druhu jsou objekty, s nimiZ pracujeme.
Rikdme jim prosté prvky; mluvime o prveich grupoidu,
pologrupy, monoidu, grupy. Zkoumaji se pouze vlast-
nosti souvisfef pifmo s ptisluSnou operacf. Tak nap#i-
klad u koneéné grupy se mluvi o ¥adu prvku (nékdy se
o ném mluviiu grupy nekoneéné). Kazdy prvek koneéné
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grupy ma tu vlastnost, Ze pro néjaké ptirozené &fslo n
jeho n-t4 mocnina je rovna jednotkovému prvku. (Ope-
raci v grupé zpravidla nazyvime nasobenim, i kdyZ ne-
musi jit vZdy o nésobeni ¢isel. Umoctiovani se odvozuje
z tohoto nasoben{ podobne jako u nasobeni ¢&isel.) Nej-
men3f takové n se nazyva Fadem piislusného prvku.
Dokazuje se véta, Ze ¥ad kaZzdého prvku konedné grupy
je délitelem ¥idu grupy, to jest podtu vsech prvki gru-
py. (Presvédéte se o tom sami u grupy sloZené z &isel 1,
—1, 4, —1.) Takovato véta plati pro kazdou konednou
grupu, af jsou jeji prvky jakékoliv matematické objek-
ty.

Pro ilustraci si nynf uvedeme grupu vsech permutac{
tiiprvkové mnoziny M = {1, 2, 3} zpravidla se ozna-
éuje ‘S’s KaZdou permutaci mnoZiny M muZeme zapsat
tak, Ze do jednoho fddku napiSeme éisla 1, 2, 3 v obvyk-
16m pofadi, v druhém fadku pak pod kazdé dislo napi-
Seme jeho obraz v pfisluiné permutaci; celek ddme do
zavorek. Jak vime, podet permutaci t¥iprvkové mnoZiny
je 3! = 6. Budou to tyto permutace:

1 2 3
po—(l 9 3]1
! _[1 2 3
11_ 1 3 2]’

(1 2 3
pﬂ—[z l 3]:
_(1 2 3]
p(i‘—' 2 3 1 ’
_[1 2 3
Pe=1s 1 2]’
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(1 2 3]
pﬁ_(3 2 1)

Na mnoZiné téchto permutaci budeme nyni zkoumat
operaci skladini zobrazeni. Jsou-li ¢,, ¢, dvé z na8ich
permutaci, pak g,¢, bude znadit permutaci, kterd kaz-
dému prvku x mnoziny M piifazuje prvek g¢,(q.(x)), to
jest obraz prvku g¢,(x) v zobrazenf{ ¢;. Mame-li najit
permutaci p,p,, pak si opét napifeme é&fsla 1, 2, 3
v obvyklém potadi a pod né pfislusné obrazy. Obrazem
prvku 1 v zobrazeni p, je prvek 2, obrazem prvku 2
v zobrazen{ p, je prvek 3; tedy obrazem prvku 1 v zobra-
zeni p,p, je prvek 3. Podobné najdeme obrazy prvka
2 a 3 a mame

1 2 3
p1p2 = [3 1 2] = p4'

Dostali jsme opét prvek nasi mnoziny permutacf. MiZe-
me si takto nalézt slozené zobrazeni pro libovolnou
dvojici permutaci a sestavit si tabulku, ktera se nazyva
Cayleyova tabulka. KaZdy fidek i ka¥dy sloupec ta-
bulky odpovida jedné permutaci (obecné jednomu prvku
grupy nebo grupoidu). Permutace uvedena v fadku od-
povidajicim permutaci ¢, a ve sloupci odpovidajicim
permutaci ¢, je permutace ¢,q,. Tabulka vypada takto:

Po Pr D2 P3 Ps Ps

Po| Po P1 P2 P3s DPs Ps
Pr | P1 Po Ps Ps D2 DPs
Do | P2 Ps Po P1r Ps DPa
Pa | Pz P2 Ps Ps Po M
Ps | Ps Ps P1 Po P3 Pz
Ps | Ps Pa Pa P2 P11 Do
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Misto o permutacfch budeme nynf mluvit o prvecich
grupy, misto o sklddani permutaci budeme mluvit
o grupovém néasobeni. Vidime, Ze ndsobenim libovolnych
dvou prvki nasf mnoZiny dostaneme opét prvek této
mnoziny. O platnosti asociativniho zikona se muiZete
presvéddit sami. Prvek p, mé tu vlastnost, Ze pro libo-
volné g €8, je

Pod = qPo = Po>»

je tedy jednotkovym prvkem. Ke ka?dému geS,
existuje prvek ¢~ € §; (inverznf prvek k prvku g) takovy,
Ze

qq‘1 =979 = Po-
Méme pg* = po, P! = Py, Pz’ = Ps, P5' = Pu» s' = Pa»
P! = py. Jde tedy skuteéné o grupu.

Vsimnéme si, Ze pro kaZdé qeS, je (7))t =g¢. To
plati v kazdé grupe

Réd grupy S, je 6, jak uz ]sme uvedli vyée Prvky

Por P1» Pa» Ps M1 ¥d 2, nebot 13 = pf = 7& = 2 = o
a pro pfirozeny exponent mensi nez 2 to neplati. Prvek
P; mé Féd 3, nebot p§ = p,, ale p§ = p,. RovnéZ prvek
Py mé Fad 3. "Cisla 2 a 3 j jsou ovéem déliteli &isla 6, co% je
fad grupy.
* Vezmeme-li podmnoZinu {p,, ps, p,}, Vidime, Ze soudin
libovolnych dvou prvki z této podmnoZiny i inverzni
prvek k libovolnému jejimu prvku je opét prvkem této
podmnoZiny a Ze tato podmnoZina obsahuje jednotkovy
prvek p,. Rikdme, %e tato podmnoZina je podgrupou nasi
grupy.

Viimnéme si jesté, Ze v kazdém i‘a.dku Cayleyovy ta-
bulky a rovné# v ka?dém"jejfm sloupci se ka%dy prvek
grupy vyskytuje prdvé jednou. Pro libovolnou grupu
totiZz plati, Ze pro libovolné prvky a, b, ¢ této grupy
z rovnosti ab = ac nebo z rovnosti ba = ca plyne b = c.
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Obecné v pologrups toto platit nemusf. Narazime na to
v kapitole V pfi vykladu o latinskych &tvercich.

Jedtd se zminfme o tom, %e v nasi grupé napiiklad
P1Ps F PoPr, tedy neplati komutativni zakon jako pfi
nasobeni ¢isel. Grupa, v niZ komutativni zdkon plati, se
nazyvé Abelova.

Takovymto zplsobem zkouma abstraktni algebra
i jiné druhy operaci. MnoZina s néjakou operaci, popii-
padé i s vice operacemi, se nazyva algebrou. Tedy kazdy
grupoid, pologrupa, monoid a grupa je algebrou. Jsou
dalsi typy algeber se specidlnfmi ndzvy — okruhy, té-
lesa, svazy, polosvazy, kvazigrupy a podobné. Operace
nemusejf byt vidy bindrnf, mohou se provadét i s jinym
pottem prvki nez se dvéma. P¥ikladem ternirnf operace,
to jest operace provadéné s tfemi prvky, je operace,
kterd tfem bodim nelezicim v p¥imce plifazuje t&Zisté
pkisludného trojihelnfka,

Mluvili jsme zde o operacich a mysleli jsme tim néjaké
matematické tkony. Doufdm, %e toto slovo ve vés nevy-
voliva nepijemné asociace se skalpelem a pachem chlo-
roformu. Vyraz operace ma Sir8{ vyznam ne# jen chirur-
gicky; znadi prosté ndjakou specidlnf &innost (jistd jste
se setkali naptiklad s pojmem vojenské operace).

CISELNE SOUSTAVY

Napifeme-li &¢islo 1978, znamena to, Ze jde o &islo rovné
1.103 4+ 9.10% 4 7.101 -} 8.10°,

Rikéme, Ze jsme toto &fslo zapsali v desitkové (dekadické)
soustavé. Misto ¢isla 10 bychom v8ak mohli uZit i jiného
plirozeného ¢isla. Samodinné poditade poéitaji v soustavé
dvojkové (dyadické). Zatimco desftkova soustava uzivd
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¢slic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9, uZivd dvojkova soustava
pouze &islic 0 a 1. Je to pro podftaé vyhodné, protoze
tyto &islice 1ze snadno vyjadiit tak, Ze 0 odpovida stavu,
kdy uréitym obvodem neprotékd proud, a 1 odpovidd
stavu, kdy proud protéka.

Jak bychom zapsali éfslo 1978 ve dvojkové soustavé ?
Popiseme si postup. Délime é&islo dvéma a zbytek pti
tomto déleni zapfSeme jako posledni &fslici dvojkového
vyjadieni. V nasem piipadé 1978 : 2 = 989, zbytek je 0.
Toté% provedeme s podilem — tedy 989 : 2 = 494, zby-
tek je 1, zapiSeme jej jako pFedposledni ¢&islici. Dale
494 : 2 = 247, zbytek 0; 247:2 = 123, zbytek 1;
123 : 2 = 61, zbytek 1; 61 : 2 = 30, zbytek 1; 30 : 2 =
= 15, zbytek 0; 15 : 2 = 7, zbytek 1; 7 : 2 = 3, zbytek
1; 3:2=1, zbytek 1; 1:2 =0, zbytek 1. (Na to
posledni déleni nesmime zapomenout!) Zipis &isla 1978
ve dvojkové soustavé je tedy

11110111010.
Znamena to, Ze

1978 = 1.210 4 1.29 4 1.28 - 1.27 4 0.2 -
+1.25 41,26 41,28 4 0.22 4 1.21 + 0.2°

MuZete si to sami zkontrolovat.

Jak jsme uvadéli, dvojkovd soustava ma vyznam
pfedeviim pro samodinny poéitad. Pro ¢lovéka ma tu
nevyhodu, Ze zipisy é&fsel v této soustavé jsou piilis
dlouhé a nepfehledné. Predstavme si, Ze bychom meéli
pouiit vétstho mnozZstvi &fsel zapsanych ve dvojkové
soustavé. Mdme si zapsat jejich sahodlouhd vyjadieni
v této soustavé nebo je mit zapsana v soustavé desitkové
a a% v pHpads potieby je pfevidét do dvojkové? Oboji
m4i¥jisté své nevyhody. Proto radéji pouZivime jesté
jiné soustavy, & to osmitkové (oktadické).
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Cislo 8 je tfeti mocnina &fsla 2. Z tohoto faktu plyne
snadny zpusob pievadénf zapisu ¢isel z dvojkové sou-
stavy do osmitkové a obrécené. NapiSme si nejprve
zapisy &fsel 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7 (to jest &isel, jim% odpo-
vidaji jednotlivé &fslice osmi¢kové soustavy) ve dvoj-
kové soustavé; pokud maji méné cifer nez tii, piSeme
pfed né p¥islusny podet nul.

Cislo Dvojkovy zépis

0 000
001
010
011
100
101
110
111

g3 O] B | N

Vezmeéme si nynf nas zapis &sla 1978 ve dvojkové sou-
stavé. Zapifme jej tak, Ze vidy po kazdé t¥etf &islici,
potinaje od konce, udéléme mezeru:

11 110 111 010.

Takto mame zipis rozdélen na trojice cifer (dvojici 11 na
zatatku muZeme povaZovat za trojici 011). Ke kazdé
z nich najdeme é&islo, které tato trojice vyjadiuje ve
dvojkové soustavé. Vidime, %e jde o zapisy é&isel 3, 6,
7, 2 a tedy zapis &isla 1978 v osmitkové soustavé je
3672. Pro kontrolu si mizZete jesté provést pfimo pfe-
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vod disla 1978 z desitkové soustavy do osmidkové po-
dobnym zplsobem, jakym jsme pievadéli do soustavy
dvojkové (misto dvéma délime oviem osmi); uvidite,
Ze dostanete tenty% vysledek. P¥i pfevodu z osmitkové
soustavy do dvojkové postupujeme zase tak, Ze jed-
notlivé cifry nahradime jejich dvojkovym vyjadfenim
(pokud je méné nez trojmistné, napiseme pfed né pii-
slusny podet nul). Zipis &sel v osmidkové soustavd
nebyva nikdy o mnoho delsf ne# zépis v desitkové sou-
stavé, pfitom mé tu vyhodu, Ze jej lze pomérné snadno
(jak jsme vidéli) pfevést na zapis dvojkovy; z desitkové
soustavy to tak jednoduché neni, protoZe &islo 10 neni
mocninou dvou.

Relméme si nynf, proé vlastné pouzivime desitkové
soustavy. Divod je pouze ten, Ze madme na obou rukou
dohromady deset pratii. Stejny podet prsti méli i nasdi
ddvni ptedkové, jejich? jedinou vypoletni technikou
byly pravé tyto prsty. Na zakladé toho se vytvofily
prislusné nizvy é&isel a pozdéji jejich zdpisy, takZe dnes
bychom si u? asi téZko zvykali na jinou soustavu nez
desitkovou. Jiny dtivod ne# tento skuteéné neni; z ma-
tematického hlediska &fslo 10 jakozZto zaklad &iselné sou-
stavy je nevyhodné. Je totiz délitelné (kromé jednidky
a sama sebe) jen &fsly 2 a 5. Cast&ji vSak v Zivotd potie-
bujeme néco délit na tfetiny nebo étvrtiny nez na pétiny.
Proto by pro nés byla vyhodn&jsf soustava dvanictkova;
islo 12 je délitelno &fsly 2, 3, 4 a 6. V této soustavé
oviem je tfeba mit samostatnou &fslici i pro ¢isla 10a 11,
uzivé se k tomu G&elu zpravidla pismen T a E, coZ jsou
zaditedni pismena odpovidajicich anglickych é&islovek
,,ten‘“ a ,eleven®. Cislo 1978 by se v této soustave zapsa-
lo jako 118T, coZ je

1.123 4 1.12% 4 8.12!  10,12°,
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V desitkové soustavé méme miry, vahy, daldf fyzi-
kilni jednotky i ménovou soustavu. Metr mé deset
decimetri, decimetr deset centimetrd, centimetr deset
milimetrd. Podobnd je tomu u vah. Ceskoslovenska
koruna se déli na sto, to jest 102, haléia.

Predstavme si, Ze by se tfi kusy néjakého zboZf pro-
davaly za korunu. Kolik vlastns potom stoji jeden kus ?
Triatticet a dvé tietiny haléfe? Zde vidime nevyhodu
desitkové soustavy. Nejde ovSem jen o naSe koruny
a haléfe; v prevdiné vétSind stitld je zakladni ménova
jednotka rozdélena na sto mensich jednotek.

Vyjimku tvotila donedavna britskd ménova soustava.
Zikladni jednotkou byla libra Sterlinkd. Ta se délila na
dvacet 8ilinkd a Silink opét na dvanict penci. (V &estiné
se mluvi o pencich a &te se to tak, jak se to pie. V anglig-
tiné ,,pence‘, &teno ,,pens”, je mnoZné &fslo slova
»penny‘, coZ je oznadeni oné nejmensi britské ménové
jednotky. Je tedy jeden penny, ale dvé pence, tii pence,
pét penci.) Dfive ani jeden penny nebyl nejmensi méno-
vou jednotkou, ale délil se jesté na étrnict farthingt.

Mnohému tato soustava pkipadd téikopidné. Je to
vSak proto, Ze jsme zvykli na naSe koruny a haléfe. Po
matematické strince byla britskd ménova soustava
vyhodna. Polovina libry byla deset &ilinkd, tfetina Sest
8ilinkd a osm penci, étvrtina pét §ilinki, pétina Sty#i
gilinky, Sestina tfi Silinky a &tyFi pence, osmina dva
gilinky a Sest penci. Vidime, Ze libru bylo moZno délit
viemi pfirozenymi &sly od jedné do osmi kromé sedmi.
Dokud v8ak existovaly farthingy, bylo moZno vyjidiit
i sedminu libry; byly to dva silinky, deset penci a éty¥i
farthingy. Déile bylo moZno libru délit deseti, dvandicti,
patnacti, dvaceti, ¢tyfiadvaceti, tFiceti, StyFiceti a Sede-
sati.

Dokud nebyl pt#ili§ rozvinut mezinirodni obchod,

44



nebylo divodu tuto soustavu ménit. Nyni vsak by delal
potize jeji piepodet na mény jinych statd, proto byla
i ve Velké Briténii ptijata desitkovd ménova soustava.
Jedna libra &terlinkti se dnes délf na sto penci. Podob-
nou soustavu jako Britdnie mivala kdysi i Francie;
dodnes ji pfipomina vyraz ,sou*, ktery (neoficidlng)
oznaduje dastku péti centimi. Plvodnd to byla dvace-
tina franku, analogie britského Silinku.

PrestoZe, jak jsme uvedli, uzivime desetinné soustavy
u mér, vah i mény, neuZivime ji pro méfeni velikosti
uhla a ¢asu. Byla navriena reforma méfeni dhld, pti
niz by se stal jednotkou jeden grad, coz by byla setina
velikosti pravého uhlu; tato jednotka by se délila na
decigrady, centigrady a miligrady. Tato soustava se
neujala; priavé dhly potiebujeme délit na rtzné podéty
stejnych &asti a vime z geometrie, Ze obzvlastni vyznam
maji thly o velikostech 30° a 60°. Tézko bychom asi ¥i-
kali, %6 kaidy vnitini 1ihel rovnostranného trojiihelnika
mé velikost 66 gradi, 6 decigradi, 6 centigradi a Sest
a dvé tretiny miligradu. Stejnd téiko bychom si asi
zvykali na to, kdybychom misto hodin, minut a sekund
méli néjaké decidny, centidny a milidny. NaSe obvyklé
méfeni dasu a dhlid pochdzf uz od starych Babyldénani,
ktefi si u% tehdy uvédomovali jeho vyhodnost.

Pro zajimavost jesté uvedme, Ze staif Mayové uzivali
soustavy dvacitkové (asi proto, Ze dvacet je celkovy podet
prstit na rukou a nohou) a jisty primitivnf kmen na
Nové Guineji pry uZivd soustavy jedendctkové (divod
je zéhadny, protoZe 11 je prvoéfslo, tudiZ je mimo¥ddné
nevyhodné jako ziklad &iselné soustavy).
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PRVOCISLA

Co je to prvodislo, jisté vite. Je to takové piirozenéd
¢islo, které ma pouze dva délitele, a to sebe samo a &islo 1.
Cislo 1 mezi prvodisla nepatH. (Nékdy se i opadéné hod-
noty prvoéisel povazuji za prvolisla, ale tim se zde za-
byvat nebudeme.)

Prvodisel je nekonednd mnoho. Dikaz tohoto tvrzeni
je zajimavym pfikladem nepfimého dikazu neboli di-
kazu sporem. Pfedpoklidejme, Ze toto tvrzeni neplati
a Ze tedy existuje jen konedny podet prvoéisel; necht
tento poéet je » a tato prvodisla jsou p,, p,, . . ., Pa. Sou-
gin viech téchto prvotisel oznaéme P. Cislo P + 1 neni
délitelné Zddnym z prvodisel p,, p, ..., pa; kdyby bylo
délitelné nékterym z nich, musel by byt i rozdil &isel
P 1 1a P, tedy ¢islo 1, délitelny timto prvodislem, coz
zfejmé nenf mozné, protoze &islo 1 je délitelné jen sebou
samym. KaZdé pfirozené &fslo vétsi nez 1 je viak déli-
telno alespon jednfm prvoéislem, tedy P -+ 1 musi byt
délitelno néjakym prvodislem raznym od é&fsel p,,
Ds, - . .5 Pn. To viak je spor, protoZe jsme predpokladali,
Ze 2adné takovéto prvolislo neexistuje. Tedy nas§ pfed-
poklad byl nespravny a prvoéisel je nekoneéné mnoho.

K vyhledani viech prvodisel mensich neZ dané pfiro-
zené &fslo n se uiiva metody zvané Eratosthenovo sito.
Napisme si vSechna piirozend ¢fsla od 2 do n (o &sle 1
vime, Ze nenf prvoéislem). Nyni skrtdme v3echna &isla
délitelnd dvéma kroms &fsla 2, pak viechna &isla d8li-
telnd tfemi kromé &isla 3 a déle vidy ¢&isla délitelnd
dal8im z dosud neSkrtnutych &isel kromé toho &isla
samého. Tak postupujeme tak dlouho, a% dojdeme
k prvnimu é&¢slu vét§imu nez Vn; pak postup konéf. Ze
vSech napsanych ¢&fsel ndm zbudou jen prvoéisla.

U prvnfho &sla vétitho nez |/n jsme se zastavili, protoze
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dile bychom nedostali nic nového; je-li néjaké &slo
mens{ nebo rovné n délitelno ¥fslem vétiim nes |/n a riz-
nym od n, pak je délitelno i néjakym é&islem mensfm nez
/% a réznym od jedné. Zkuste si to sami pro &isla od dvou
do sta.

Négjaky vzorec, ktery by nam udaval n-ty &len posloup-
nosti véech prvodisel v zavislosti na n, neni znam. Proto
je velmi obtiZzné u vysokych é&isel uréovat, zda jsou to
prvodisla & nikoliv. Nejvétsi dosud znadmé prvodislo
naSel Tuckerman pomoci samodinného poditade. Je to
dislo 219937 — 1. ma 6002 cifry.

V teorii ¢isel se uziva funkee m(z) definované pro
kladné 2, kterd oznaduje podet prvoélsel nepfevy3uji-
cich &fslo z. (S Ludolfovym &fslem nema nic spole¢ného.)
P. L. Cebygev (1821—1894) dokézal, Ze pro kazdé kladné
z plati nerovnost

0,89. < m(x) < 1,11.

x x
Inx In z

Vyraz In 2 znaéi pfirozeny logaritmus é&isla z (viz IIL
kapitola). Od té6 doby byly nalezeny piesnéjsi (oviem
sloZit&8jsi) nerovnosti.

Je-li néjaké celé &islo = délitelné prvodislem p a jsou-li
a, b celd éfsla takova, e ab = n, pak bud a, nebo b je
délitelné &islem p. Pokud viak zavedeme takzvana celd
komplexni dsla, coZ jsou komplexnf &isla, jejichZ redlné
i imagindrni &asti jsou celd &isla, pak v oboru téchto
&sel toto tvrzeni neplatf. Cislo 10 Ize vyjad¥it jako sou-
¢in (1 + 34) (1 — 3¢), pFitom vSak Z4dné z &isel 1 4 3¢,
1 — 3¢ neni délitelné dvéma ani péti (pfi pifslusném
dgleni nedostaneme celé komplexni é&islo).

Prvodiselnymi dvojéaty nazyvame takové dvojice
prvodisel, jejichZ rozdil je roven dvéma. Prvoéiselnymi
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dvojéaty jsou napiiklad dvojice {3, 5}, {5, 7}, {11, 13},
{17, 19}, {29, 31}. Dosud se nevi, zda téchto dvojic je ko-
neéné nebo nekoneéné mnoho.

Kdybychom obdobné definovali prvodiselnd trojdata,
zjistili bychom, Ze neexistuji jina nez {3, 5, 7}. Pro libo-
volné celé ¢islo n totiZ pravé jedno z ¢isel n, n + 2,n + 4
je délitelno t¥emi. Jestlie » neni délitelno tfemi, pak
bud n = 3k 4 1, nebo n = 3k + 2, kde k je celé &islo.
V prvnim piipadé n + 2 = 3(k + 1) a je tedy délitelno
tfemi, V druhém piipadé n 4- 4 = 3(k 4- 2) a je délitelno
tfemi. Jediné prvoéislo délitelné tfemi je ovSem ¢&fslo 3
a tedy nemame jinou moZnost nez praveé {3, 5, 7}. Z toho
uz je také patrné, Ze prvodiselnd étyféata nemohou vi-
bec existovat.

M. Mersenne (1588—1648) zkoumal prvodisla, kterd
lze vyjadfit ve tvaru 2¢ — 1, kde s je ptirozené ¢&islo;
tato prvodisla se podle ného nazyvaji Mersennova prvo-
disla. Cislo 2* — 1 mtZe byt prvodislem jen tehdy, je-li
8 prvodislem, ale obricené tvrzenf neplati; &islo 11 je
prvodislo, ale &islo 211 -— 1 = 2047 = 23.89. Mersenno-
vych prvodisel je zndmo dosud jen 24, jsou to ¢&sla
25 — 1, kde s nabyva hodnot 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61,
89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253,
4423, 9689, 9941, 11213, 19937.

DOKONALA A SPRATELENA CisLA

Ve starovéku do matematiky pronikaly rizné mystické
predstavy. Bylo tomu tak zejména u Pythagora a jeho
zakt, Cfslam se ptipisovaly rtzné vlastnosti, které
s vlastni matematikou nemsély nic spoledného. Tak
vznikl i pojem dokonalého &isla. Je to pojem zajimavy,
i kdyZ z hlediska dneSni matematiky nejde vlastnd
o Zddnou dokonalost.
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Vlastnfm délitelem pfirozeného d&fisla n se nazyva
kazdy jeho délitel razny od n. Dokonalym prvodislem
prvnfho druhu nazyvame éfslo, které je soudtem vsech
svych vlastnich délitela. Cislo, které je soudinem viech
svych vlastnich déliteld, se nazyvd dokonalym é&fslem
druhého druhu.

Cislo 6 je dokonalym &fslem prvniho i druhého druhu;
jeho vlastnfmi déliteli jsou &fsla 1, 2, 3 a plati 1 4 2 4
+3=1.2.3=26

Veskerd dokonala é&fsla prvniho druhu, ktera jsou
zndma, jsou suda. Je dokazino, %e sudé &fslo n je doko-
nalym ¢islem prvniho druhu pravé tehdy, je-li mozno je
vyjadFit ve tvaru n = 2:73(2* — 1), kde 8 je pfirozené
¢&islo, s > 1 a 2* — 1 je prvodislo. Tim se ndm zkoumani
téchto éisel pfevadi na zkouméini Mersennovych prvo-
¢isel, o nichZ jsme se zmitovali v pfedeslém odstavei.
Vime, Ze Mersennovych prvoéisel zatim mnoho neznéme,
nezname tedy ani mnoho dokonalych &isel prvniho
druhu. Nejvétsi zndmé je 219938(21957 1),

Liché dokonalé ¢&islo prvniho druhu nezndme ani
jedno. Vime jen, jaky tvar tato &isla museji mit, pokud
existuji. L. Euler (1707—1783) dokazal, %e kaZdé tako-
véto ¢islo musf mit tvar p%*IN?, kde k je celé neziporné
&slo, p je prvodislo tvaru 48 + 1 (kde 8 je pfirozené
¢slo) a N neni délitelné &islem p. Dale vime, Ze tato
éisla musejf mit tvar 12k + 1 nebo 36k 4 9, kde k je
pkirozené ¢&islo. Je rovnéZ zjidténo, Ze Zadnd lichd &isla
men&f neZ 102° nejsou dokonalymi &sly prvntho druhu.
Nevime ani, zda dokonalych &isel prvnfho druhu je ko-
neény, nebo nekoneény podet.

Zato dokonald &fsla druhého druhu dovedeme pfesné
charakterizovat. Vime, Ze piirozené &fslo riizné od jedné
je dokonalym éislem druhého druhu privé tehdy, je-li
bud soudinem dvou riznych prvodfsel, nebo t¥eti moc-
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ninou prvodisla. Dikaz je pomérné jednoduchy. Je-li
dfslo soudinem dvou ruznych prvoéisel p a g, pak vsichni
jeho vlastni délitelé jsou éisla 1, p, ¢ & jejich soutin ddva
ono ¢&islo. Je-li &islo rovno p?, kde p ]e prvodislo, pak
vsichni jeho vlastni délitelé jsou 1, p, p? a jejich soudin
je p®. Nenastiva-li pro &slo n > 1 zédny z tdchto pH-
padi, pak bud » je prvodislem a jediny jeho vlastni
délitel je 1, nebo je n = p? kde p je prvodislo (pak
viichni vlastnf dslitelé disla n jsou 1 a p), nebo n = pgr,
kde p a q jsou prvodisla a r pfirozené é&fslo rizné od p
a vots{ nez 1. Pak ¢isla p, r, pr jsou vlastnimi déliteli
&sla n. Pokud by » bylo dokonalé &fslo druhého druhu,
muselo by byt délitelno jejich soudinem p%2, tedy
n = p?r?s, kde s je pfirozené éislo. Potom by vsak bylo
g = prs, coz neni moZné, protoZe g je prvodislo.

S pojmem dokonalého ¢&isla souvisi pojem spiatele-
nych ¢&isel. Spfatelenymi &isly nazyvéme dvojici pFiro-
zenych &sel {a, b}, kters mé tu vlastnost, e a # b, sou-
¢et viech vlastnich délitelu &fsla @ je roven &¢slu b a sou-
et vSech vlastnich délitela &sla b je roven &islu a.

Nevi se dodnes, zda dvojic spfatelenych &isel je ko-
neény, nebo nekonedny podéet. Nejmensi dvé &fsla, kterd
jsou spfatelend, jsou 220 a 284. Vlastnimi déliteli ¢isla
220 jsou &isla 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110; jejich
soudet je 284. Vlastnfmi déliteli ¢éisla 284 jsou disla
1, 2, 4, 71, 142; jejich soudet je 220.

Arabsky matematik Théabit ben Korrah (I1X. stoletf)
dokazal, Ze jsou-li éisla p =3.2»1—1,¢g=38.2—1,
r=9.2t#-1—] prvolisly (kde n je pfirozené ¢islo vétsi nez
jedna), pak 2"pg a 2% jsou spiitelend &fsla. Dosud nenf
znama dvojice spidtelenych &isel, z nichZ by jedno bylo
sudé a druhé liché, ani dvojice nesoudélnych spfatele-
nych &sel.
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PYTHAGOREJSKA CIiSLA

Z geometrie zndme Pythagorovu vétu. S ni souvisi po-
jem pythagorejské trojice ¢isel, coZ je trojice nesoudél-
nych pfirozenych é&isel [z, y, 2], pro néz plati 2% 4 y? =
= 22, to jest existuje pravouhly trojihelnik o odvésnach
délek = a y a o pfeponé délky z. Nejznaméjsi takovouto
trojici je [3, 4, 5].

Pythagorejské trojice lze ziskat tim zplsobem, Ze
zvolime dvé nesoudélna piirozens éfsla » a v, z nichZ
jedno je sudé a druhé liché, a polozime a2 = u? — v?,
y = 2uv, 2 = u? 4 2 Skuteéné vidime, Ze

22 4 y? = (u® — %)% + (2uv)® = ut — 2u%? 4
+ vt 4 du? = ut 4 2uP? 4 0t =
= (1% 4 %)% =22,

Lze dokézat, Ze kaZdou pythagorejskou trojici &isel lze
ziskat timto zpiisobem. Zkuste si sami nékteré takovéto
trojice najit.

VELKA FERMATOVA VETA

Vidéli jsme, %e existuje nekoneéné mnoho pythagorej-
skych trojic &isel. Jak to vdak vypada, kdyz misto dru-
hych mocnin bereme néjaké vyssi moeniny ?

Pierre de Fermat (1601—1665) zanechal ve své po-
zustalosti jistou Diofantovu knihu, do niZ si na okraje
strinek zapisoval své poznimky. Na jednom misté po-
znamenava, %e pro Z4dna pfirozens ¢&isla z, v, z a n, kde
n = 3, neplati rovnost

oy =2,

Dikaz tohoto tvrzeni se nezachoval a dodnes jej nikdo



jiny nenalezl. Vyslovuji se pochybnosti o tom, zda Fer-
mat vabec néjaky dikaz tohoto tvrzeni objevil; mel
prece k dispozici mnohem méné matematickych po-
znatkt a metod neZ dnedni matematikové.

Nicméné se toto tvrzenf nazyva velkou Fermatovou
vétou (na rozdil od jiné Fermatovy véty, které se iika
,mala‘ a kterd dokazina je). Spravné by se mélo mluvit
o Fermatové hypotéze neboli domnénce. Diukaz ncni
znam a nenf znadm ani Zadny piiklad, ktery by tuto hy-
potézu vyvracel.

Jak je vidét, i takova prostd véc jako piirozend &isla
skryvé jesté mnohé tajemstvf.

Ulohy

1, Starofecky matematik Diofantos z Alexandrie (0 ndmz jsme
se zmibovali v dvodu této kapitoly) si dal na svij ndhrobek
vytesat tento epitaf:

,»Poutnite! Zde odpodivé smrtelnd schrédnka Diofanta. Cisla,
jaky div, mohou vyprévét, jak dlouho Zil. Sestina jeho Zivots
bylo bezstarostné détstvi. Dvandetina uplynula, kdy% se jeho
brada pokryla chmyiim. Sedminu pak proZil v bezdétném
manZelstvi. Pak uplynulo jesté pét let, nez byl ob&fastnén
prvoim synem. Tomu vdak kruty osud dopidl jen polovinu
Zivota jako jeho otci. V hlubokém smutku prozil pak ctihodny
stafec konec _svych pozemskych dnti, kdyZ svého syna o &ty¥i
roky piezil. Rekni, poutnite, jak stér byl Diofantos, kdyZ smrt
ho odvedla k pfedkam ?¢¢

Jisté i vy zodpovite tuto otdzku.

2. Hlemyzd leze na zed vysokou deset motrii. B8hem dne po-
vyleze o t¥i metry, v noci spf a sklouzne pfi tom o dva metry.
Za jak dlouho vyleze na zed?

8. Mista A a B jsou od sebe vzddlena 180 km. Z mista A vyjede
po pifmoéaré silnici auto smérem k mistu B rychlostf 60 km/
/hod. V okamziku, kdy auto vyjede z mista A, vyleti z mista
B moucha rychlosti 120 km/hod a let{ autu naproti. Kdy%.do-
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16tne k autu, vrétf se opdt stejnou rychlost{ do mfsta B, pak
leti opét k autu a vie se opakuje tak dlouho, a% auto dojede
do mista B. Jakou celkovu drdhu vykond moucha ?

4. Méme deset pytla s mincemi. Vime, e v jednom z nich jsou
falené mince; {{)aidé z nich je o desctinu gramu lehé&i ne# pra-
vé. V ostatnich pytlich jsou mince pravé. Znédme pfesnou véhu
pravé mince a mdme k dispozici dostatednd pfesné véhy a zé-
vaii. Jak zjistime pomoc{ jediného vdZeni, v}l)(terém pytli jsou
fale$né mince ?

5. Lov seZere ovei za dvd hodiny, vlk za tfi hodiny a pes za
Sest hodin. Za jakou dobu by ji seZrali spoleénd?

6. Na pénvi so opékaji topinky. Opedenf kaZdé strany krajice
trvi tficet sokund, na pénev se vejdou dvé topinky. Za jakou
nejkratdf dobu lze opéci tii topinky ?

7. Loveci lovili zajfce, divoké kréliky a baZanty. Celkem ulovili
142 kust. Potet zajici byl Sestindsobkem poétu krdlilki. Cel-
kovy podet noh ulovené zvéfe byl 452. Kolik bylo které zvéfte ?

8. Véichni zndme slovo knihomol; oznadujeme tak &lovéka,
ktery pro samé &toni zapomfnd na v8echno ostatnf. V pivod-
nim vyznamu vSak toto slovo znaéf skuteénd jistého mola,
jehoZ housenky Zerou papir a pusobi tak 8kody na lmnibdch.
V knihovné jsou vedle sebe dva dily jisté knihy. Prvnf dil
(véetnd predsdadky) ma 575 stran, druhy 498 stran. Prokouséni
jedné strénky trvd housence knihomola jednu minutu, pro-
kousdnf desky hodinu. Housenka je v prvnim dilu knihy mezi
predni deskou a pfedsddkou. Jak dlounho ji trvé, neZ se pro-
kouse na misto mezi zadni deskou a pfedsédkou druhého dflu?

9. Koinsky potah urazil polovinu cesty bez nékladu rychlost{
12 km/hod, potom byl naloZen & dal&f polovinu cesty se pohy-
boval rychlosti 4 km/hod. Jaké byla jeho primérna rychlost ?

10, Konajf se zévody v bdhu na lyzich. Pokud zdvodnik béii
celou trat rychlost{ 10 km/hod, p¥ibdhne do cile ve 13 hodin.
Pokud béif rychlostf 16 km/hod, dobshne v 11 hodin. Jakou
rychlosti musi béZet, aby dobéhl ve 12 hodin ?

11. Toto je tak trochu detektivni hédanka. Reditel tovérny
ka?dy den jezdi autem z tovdrny na ob&d do své vily. Jeho
Sofér vyjede z vily, pitjede vidy presnd ve 12 hodin pfed to-
vérnu, feditel nastoupi a 8ofér se s nim vrétf do vily. Jednoho

53



dne viak Feditel vysel jiz pfed polednem p&tky k domovu.
Presel pies lesik a poté potkal svého Soféra, ktery pro ného jel
k tovdrnd. Sofér zastavil, Feditel nastoupil do auta a Sofér ho
odvezl do vily. Pfijeli o ptl hodiny diive nez v jiné dny.
V lesfku se vak toho dne udédla vraida, a to, jak bylo pfesnd
zjidténo, v 11.40. Mél feditel alibi?

12. Pan A, ktery je matematik, potkd na ulici svého zndmého,
pana B. Pan B mu sdéluje, Ze pravé jde kupovat dérky pro své
t¥i syny, kteki shodou okolnosti maji v8ichni v tentyZ den na-
rozeniny. Ptd se pana A, zda by dokdzal uréit jejich vék, vi-li,
%e soutin jejich v&ku je 36. ,,To mi oviem nestati,” odpovidé
pen A. Pan B tedy dodévi: ,,Soudet jejich vk je roven podtu
oken na pfedni sténé domu, ktery stoji pfed ndmi.‘ Pan A se
chvili zamysli a posléze fekne: ,,Ani to mi nestali.* Pan B tedy
joitd dodé: ,,Muj nejstarsi syn nosi bryle, které maji na levém
oku 2,56 dioptrie.* Nyni uZ pan A urél véky vSech synid pana
Bl. Vasim dkolem je uréit je také, i kdyZ neznéte onen podet
oken.

18. Doktor Watson dal jednou Sherlocku Holmesovi tuto
héddanku: ,,V zahradd si hraji jednek mé déti, jednak d&ti
mého bratra, mé sestry a mého stryce. Nejvice déti je mych,
nejméné strycovych; bratrovych déti je vice ne# sestfinych.
Viech je prili§ médlo na to, aby mohly utvofit dvé devititlenné
skupiny. Soudin podth déti jednotlivych rodin je roven &islu
mého domu. Kolik je kterych déti?*‘ Sherlock Holmes se za-
myslil a po chvili odpovédél, Ze mu tyto tudaje nestadi; po-
tfeboval by jesté védét, kolik je strycovych déti. KdyZ mu to
doktor Watson sdélil, Holmes ilohu vytesil. Po mnoha letech
se 8 touto tlohou sezndmil Holmesiv vnuk pan Hopkins.
Ten ovéem neznal &islo domu, v n&mz bydlival doktor Watson,
ani podet détf jeho stryce. Pfesto i on hidanku vytesil. Dokdze-
tetoivy?

ReKenf dloh

1. V&k, kterého se Diofantos dozZil, oznadtme z. Potom doba
détstvi je % z, doba pfed prvnim chmy¥fim na bradsd le— z

doba bezdétného manZelstvi % z. Pak ndsleduje pét let, po
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nich doba Zivota Diofantova syna, coZ je % z, nakonec jest®

&tyFi roky. Dostdvdme rovnici

+ 12 7 +5+—-+4—z

Refenfm této rovnice je x = 84.

2. Na prvnf pohled se zdé, %e stadf uvaZovat, Ze hlemy%d za den
a noc uraz{ délku jednoho metru a tedy na zed vyleze za deset
dn{. Nezapomeifime viak, %e po sedmi dnech a nocfch se do-
stane do vysky sedmi metra a osmého dne pak vyleze zbyvajici
t¥i metry a je nahote!

8. Uloha vypadé slo%it$; toho, kdo zné nekonedné fady,
nejspife napadne, Ze by mohl pouiit tdchto fad. Pfitom viak
nen{ vibec podstatné, kudy moucha létd. Podstatné je, Ze se
pohybuje stdlou rychlost{ 120 km/hod po celou dobu, kterou
potiebuje auto o rychlosti 60 km/hod k tomu, aby dojelo
z mista A do mista B. Tato dobe jsou tfi hodiny a moucha
tedy nalétd 360 km.

4. Z prvntho pytle vybereme jednu minci, z druhého dvd a tak
déle; obecnd z n-tého pytle n minci. Tyto mince zvéZ{me. Roz-
dfl véhy 55 pravych minef & véhy, kterou zjistfme, je roven
k desetindm gramu, kde & je pofadové &fslo pytle, v ndm% jsou
falené mince.

5. Se¥erou ji za hodinu; lev sefere polovinu, vlk tfetinu a pes
Sestinu.

8. Za devadesét sekund. Prvnich tficet sekund opékdme prvni
dvé topinky po jedné strand, potom prvni topinku oto&ime,
druhou topinku vyjmeme a poloZime misto ni tfetf. DalSich
tficet sekund tedy opékdme druhou stranu prvni topinky
a prvni stranu tfet{ topinky. Potom prvni topinku (hotovou)
vyjmeme & vloZime misto ni druhou. Za poslednfch tFicet
sekund pak opeleme obd tyto topinky.

7. Kdyby viechna ulovend zvér byli baZanti, bylo by pouze
284 noh. ProtoZe jich je 452, tedy o 168 vice, musi byt polovina
ze 168, tedy 84, rovna po&tu ulovend &tyinohé zvéte. ProtoZe
zajfoll je destkrét vice neZ kréliki, je podet kréalfkii sedminou
z tohoto &isla, tedy 12, a podet zajici 72. BaZantl je 58.
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8. Pouze dvé hodiny, protoZe potifebuje pouze prokousat pfed-
nf desku prvniho dilu & zadni desku druhého dflu. Jsou-li oba
dily uloZeny v knihovné tak, jak obvykle byvaji, to jest prvaf
dil nalevo od druhého, zminéné desky jsou pfimo vedle sebe.

9. Cekali bychom, %e primérné rychlost bude aritmetickym
primséremn z &fsel 12 a 4, tedy 8 km/hod. Nen{ tomu tak. Necht
celkovd drdha (v kilometrech) je s. Potah urazil jejf prvni

polovinu za —l—a_hodin. druhou polovinu za 5° hodin;

24
1 1 1 . .
colkovy ¢&as byl tedy 25 + =35 hodin. Gtvrtinu
z této doby, to jest —l-a hodin, se potah pohyboval rychlost{

24
12 km/hod, tii dtvrtiny rychlost{ 4 km/hod. Primé&rné rych-
lost je tedy (12 + 3.4)/4 = 6 km/hod.

10. Nevime zatim, v kolik hodin byl zdvod odstartovdn ani
jak dlouhd je trat. Yypoéteme si nejdifve tyto idaje. Necht
start byl v z hodin. Bé&zi-li lyZaf rychlost{ 10 km/hod, pak
probdhne trat v ¢ase 13 — x hodin; béZi-li rychlostf 15 km/hod,
pak mu zdvod trvd 11 — z hodin. Délka tratd je tedy

10(13 — z) = 15(11 — z).
Z toho vyioéteme z = 7. Start byl tedy v 7 hodin, trat je

dlouhd 60 km. Aby zdvodnik dobéhl ve 12 hodin, mus{ béZet
rychlostf 12 km/hod.

11. Necht z je doba potfebnd k cestd autem od tovérny k vile,
Obvykle tedy Feditel pfijizdi do vily ve 12 + 2 hodin, onoho

dne ptijel ve —5- + z hodin. Sofér vyjtidi vidy ve 12 — =z
hodin od vily. Osudného dne tedy Zofér potkal feditele ve
chvili, kterd je aritmetickym primérem &fsel 12—z a —2—23- +
+ z; cesta tam i zpdt mu toti% musela trvat stejnou dobu.
Tento primédr nezdvisf ne z a je to i‘:— , to je 11 hodin 45
minut. Reditel tedy alibi nemal.

12, V&d&t, Ze soudin v&kd je 36, samoziejms nestadi. Cislo 36
Ize mnoha zpisoby vyjddiit jako soudin t¥i pfirozenych &fsel;
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je to 1.1.36, 1.2.18, 1.3.12, 1.4.9, 1.6.6, 2.2.9, 2.3.6,
3.3.4. Nyni je dileZité, e panu A nestadilo zndt ani soudet
véki. Soudty pFisludnych éfsel v jednotlivyeh pfipadech jsou
totiz navzdjem razné, s vyjimkou jediné dvojice pfFipadi,
ato 2, 2, 9al, 6 6 v obou téchto pfipadech je soudet 13.
Kdyby byl polet oken jiny neZ 13, pan A by mohl u# véky
uréit. Bylo tedy 13 oken a pan A potieboval jestd daldi ddaj.
V tomto poslednim 1idaji neni oviermn podstatny poéet dioptrii,
ale to, Ze pan B uZivd vyrazu ,,mij nejstarsf syn*. V pffpadé
1, 6, 6 by dva stars{ synové byli dvoj¢ata a pan B by musel
tici ,,jeden z mych stardich synu‘. Véky jednotlivych synu
jsou tedy 2, 2, 9.

18. Necht @, b, ¢, d jsou po fadé podty d&tf doktora Watsona,
jeho bratra, sestry a stryce. Nocht N jo &fslo domu doktora
Watsona. Pak platf a > b>¢>d, a +b +¢ +d < 18,
abed = N. Samoztejms a, b, ¢, d, N jsou pFirozend &isla. Kdyby
bylod 23,bylobyc =24,b =25,a =6atedya +b +¢ +
+d =18. Tedy d =1 nebo d = 2. Nynf nastdvéd piplavd
préce vypsat véechny pfipustné &tvefice (e, b, ¢, d) a urdit
jejich soudiny. Provedeme-li to, zjistfme, %e jsou t¥i &tvefice
o stejném soudinu, a to (5, 4, 3, 2), (6, 5, 4, 1) a (8, 5, 3, 1). Libo-
volné dv® pifpustné &tvefice, z nichZ alesponn jedna nepat¥i
mezi uvedend, maji soudiny rizné. Nékterd z uvedenych
&tvetic jo tedy feSenfm; jinek by Holmes mohl tlohu vyftesit
i bez idaje o pottu strycovych détf. Kdyby bylo d = 1, nesta-
¢il by mu ani tento \idaj — maél by stéle jedtd dvé mozZnosti.
Jetedyd = 2,a =5,b = 4,0 =3, N = 120.
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I1I. KAPITOLA

MATEMATICKA ANALYZA

Znate jisté pojem funkce a vite, jak se kresli grafy
funkef. Dalo by se fici, Ze modernf matematika vznikla
tehdy, kdyZ se zadalo uiivat tohoto pojmu a zadaly se
systematicky studovat funkce pomoci diferencidlntho
a integralnfho podtu. Zadali s tim G. W. Leibniz (1646—
1716) a I. Newton (1643—1727). (Ano, byl to ten s tim
padajfcim jablkem.) Zavedeni pojmu funkce bylo vlastné
nd¢im zisadnd novym v matematickém mysleni —
zataly se zkoumat proménné velidiny a jejich vzdjemna
zavislost. To mélo ovSem podstatny vliv i na rozvoj
fyziky. _

Odvétvi matematiky, které se zabyvi zkoumanim
funkef, se nazyva matematicka analyza. Nazyva se tak
proto, Ze analyzuje vztahy mezi jednotlivymi promén-
nymi veli¢inami.

Zékladni pojmy matematické analyzy jsou limita,
derivace a integral. O limitd jste uZ néco slyseli, alespoii
o limit& posloupnosti. Derivovat ani integrovat se zde
uéit nebudeme, v takovéto kniZce by to nemélo smysl.
UkédZeme si véak v dalsich odstaveich alespoil principy
téchto ikoni.

Analyza se oviem nezabyva jen funkcemi jedné pro-
ménné, ale studuje i funkce vice proménnych; tyto pro-
ménné mohou nabyvat i imaginarnfch hodnot. Jednim
odvétvim matematické analyzy je funkciondlni analyza,
kterd zkoumé pojmy ponékud obecnéjsf ne% funkce, a to
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funkcionaly a operatory. U nich proménné nemusejf
nabyvat é&iselnych hodnot, ale jejich hodnotami mohou
byt i jiné matematické objekty, napfiklad samotné
funkce. Jinym zobecnénim pojmu funkce je pojem
distribuce, kterym se zabyvé teorie distribucf — rovnéz
soudsst matematické analyzy. S integrédlem souvisf i po-
jem miry, to jest jistého zobrazeni, ktera danym mno#Zi-
nam pfitazuje néjaka reilns éisla, kterd jaksi charakte-
rizuji velikost této mnoZiny. P¥ikladem miry je délka
tselky, obsah obrazce nebo objem télesa. Pojmem miry
se zabyvé teorie miry.

Vyznamnym odvétvim matematické analyzy je teorie
diferencidlnich rovnic. Jsou to rovnice, v nichZ nezndmé
neptedstavujf ¢isla, ale funkce; v téchto rovnicich se
objevuji derivace téchto funkef. Tato teorie je nepostra-
datelna pro fyziku a techniku. Podobnd exwtu;i i rov-
nice diferenéni a rovnice mtegra.lni

Tato kapitola bude pomérné kratka. Nem tomu tak
proto, Ze by autor podcefioval vyznam matematické
analyzy, ale proto, Ze je tézké sdélovat vam zajimavosti
z tohoto oboru, dokud jste nezvladli derivovani a inte-
grovani. Nioméné doufam, Ze i to mailo, co bude zde
uvedeno, vdm pomuZe udélat si alespon néjakou pied-
stavu o oboru, 8 nfm# se na zaditku vysokoskolského
studia jestd dost a dost natrapite,

DERIVACE

Derivace funkee y = f(x) je definovina jako limita
lim l(x + h) —f(Z) ,

h-0 h

kde % je urditd pomocné proménné. Samoziejmé na
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prvni pohled neni jasné, proé se to definuje pravé takto
& jaky to ma vyznam. UkaZme si to na dvou piikladech
— jednom fyzikalnim a jednom geometrickém. =-w= n>gy

Néjaké téleso pada volnym padem; vime, Ze jeho drdha

v &ase ¢ je dana vzorcem § = —;— gt?, kde g je gravitadni

zrychleni. Vezméme dva dasové okamziky ¢t a ¢t + &, kde
h >0, a spoltéme prumérnou rychlost télesa mezi
témito okamziky. Za dobu mezi okamziky ¢ a ¢ - & urazi

téleso drahu 4ds =—;— gl(t + h)® — 2], sasovy rozdil je
h, tedy prumérné rychlost je

4 1
=TS=?9(2t+h)-

Bude- se hodnota % stile pfiblizovat k nule, bude se
v bliZit k hodnote, kterou dostaneme tim, Ze do vyrazu
za h dosadime nulu. Tato hodnota gt je tedy limitou
v pro h blizici se k nule a je to okamZita rychlost v oka-

miiku . A je to také derivace funkce 8 = —;—gt’.

Mohli bychom se ptat, jaky m4 vlastné smysl vypoéi-
tavat okamzitou rychlost. Vyznam to mé; v p¥pads vol-
ného pidu sice tézko miZeme piedpoklidat, Ze by nahle
pkestala pusobit gravitace, ale pokud pohyb vyvolavad
néjaks jina sila, miZeme si pfedstavit, Ze v urditém
Sasovém okamZiku tato sfla prestane ptisobit. Co udéla
téleso? Pokraduje v pohybu tak, Ze tento pohyb je
rovnomérny pfimodary a jeho rychlost je rovna okamzité
rychlosti v okamzZiku, kdy sila pfestala pisobit.

Nynf si pfedstavme graf funkce y = #3; vime, Ze je to
parabola na obr. III.1. Chtéli bychom napsat rovnici
tedny k této parabole v bodé [z, 23], kde z, je néjaké
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realné &islo. Pottebujeme pfedevsim znat jeji smérnici,
to jest tangens dhlu, ktery tato piimka svira s kladnou
poloosou osy z. Pokud bychom misto tedny méli seénu,
vypodetli bychom jeji smérnici snadno. JestliZe tato
seéna protind parabolu v bodech [z,, 22, [#;, 7], je jeji

o/ X
Obr. I1L.1

smérnice rovna (x? — x3)/(x, — z,) = 2o + z,. JestliZe
se tislo z, bliZi k d&fslu z,, pak tato hodnota se blizi k 2z,
a selna se bliZ{ k tedné v bodé [z,, 23]. A skuteéné 2z,
je smérnice tedny v bodé [z,, z&]; plati to pro libovolné
Zo. A rovnéi funkce y = 2x je derivacf funkce y = 2.

Smarnice tedny ke grafu funkce vlastné udava uréitou
miru stoupani (popfipadé klesini, je-li zdporna) funkce
v ‘okoli pFisluiného bodu. Je to néco podobného, jako
kdy% stoupime na néjakou horu. Cim vt dhel svird
tedna k trajektorii naseho pohybu s vodorovnou rovinou,
tim strméjéf je naSe stoupéni.
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Podobné jako je rychlost derivaci drihy podle &asu,
je napfiklad zrychlenf opét derivaci rychlosti podle
tasu. Derivaci se da vyjadrit dhlova rychlost, okamzity
pritok néjaké kapaliny potrubim, hustota v daném
bodé nehomogenni tyde a podobné&; obecné tedy urdita
mira zmény hodnoty funkce. Odvétvi matematické
analyzy, které se zabyva derivacemi, se nazyva diferen-
cidlnf podet.

NN
AN

0 X, 0

Obr. III.2 Obr. III.3

INTEGRAL

Vratme se opét ke grafu funkce y = 22. Zajimal by nés
obsah obrazce vysrafovaného na obr. II1.2. Zkusme si
jej nejdfive vyjadtit ptibliznd. Usetku spojujici posatek
O 8 bodem osy « o soufadnici z, rozdélime na n shodnych
lsedek a nad kaZdou sestrojfme obdélnfk, ktery ma je-
den vrchol na parabole; na obr. IIL.3 je to znizornéno
pro n = 6. Vypoétéme obsah obrazce, ktery je sjedno-
cenfm téchto obdélnikd. Vidy jedna strana kaZdého
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2t
obdélnika mé délku —>, druha strana ma délky
472 922 (n — l)’ 22
nt 2 n?
pro j od 1 do » — 1. |Obsah sjednoceni vSech obdél-
niki je tedy

P,.=:::[ e s

=_n_2[12 + 24 ...+ (n—1).

Existuje vzorec, ktery Fika, Ze soudet druhych mocnin
piirozenych &fsel od 1 do = je roven% n(n + 1) (2n +
=+ 1); tedy

xo

Po=2n—nn—1)="22 (2__+ ]

Cim vétdf vezmeme 7, tim vice se bude rozdil mezi
obsahem zkoumaného obrazce a obsshem sjednoceni
obdélnikd pFiblizovat k nule. Zlomky, v nichz je ditatel
konstantni a jmenovatel je roven mooniné n, se budou

blizit také k nule. Tedy obsah naseho obrazce je % 3.

Rekneme, Ze vyraz % z3 je urditym integralem funkce
y = z? od 0 do x, a pifeme

Toto je tedy princip integrovédni. Urdity integril se
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zpravidla nepoditi pfimo jako takovéto limita, ale
existuji jiné zpisoby jeho vypoétu. Zpravidla se podits
pomoci takzvaného neurditého integralu; hleddni ne-
urditého integralu je v jistém smyslu opakem derivo-
vani. Neurdity integral dané funkce je mnoZina vSech
funkei, jejichz derivaci je dand funkce. Tim se viak
zabyvat nebudeme.

Poznamendme jenom, Ze vypolty obsahd obrazcd
ohraniéenych kfivkami jsou jen jednou z mnoha aplikaci
integralu. Stejné jako derivace, ma i integrdl veliky
vyznam ve fyzice. Podobné jako ndm derivace umoZiuje
napifklad uréovat rychlost obecného (tedy nikoliv nutné
rovnomérného) pohybu, miieme pomocf integrilu
napfiklad vyjadiit praci vykonanou silou, kterd se ménf;
jako pfi vypotétu rychlosti nerovnomérného pohybu
nevystadime s prostym délenim, ani zde bychom ne-
vystadili s prostym nasobenim. Existuji rizné typy
integrald; odvétvi matematické analyzy, které se jimi
zabyva, se nazyva integrilni podet. Diferencidlni
a integralni podet se nékdy souhrnnd nazyvaji infinite-
zimalnim podétem.

SOUCET DRUHYCH MOCNIN
PRIROZENYCH CISEL

V predeSlém odstavei jsme narazili na vzoree pro soudet
druhych mocnin pfirozenych &isel od 1 do »n. Jak se da
takovyto vzorec odvodit ¢

Zname vzorec pro soudet pfirozenych é&isel od 1 do »;

tento soudet se rovna %n(n + 1). Je tedy vyjadien

mnohoélenem druhého stupné proménné =.
Zkusme, zda by se nedal souéet druhych mocnin pfi-
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rozenych ¢&isel od 1 do » vyjad¥it jako mnohoélen t¥ettho
stupné, tedy ve tvaru

s(n) = an® + bn® + cn + d.

Musf samozfejmé byt
s(1) =1

a déle rozdil s(n) — s(n — 1), tedy rozdil mezi soudtem
druhych mocnin pfirozenych &fsel od 1 do = a soudtem
druhych mocnin pfirozenych &isel od 1 do » — 1 pro
libovolné », je samoz¥ejmé roven n?; tedy

8(n) — s(n — 1) = nd,

Pokud se onen soudet skutedné da vyjadtit tak, jak
pfedpoklddéme, je tedy

a+b+c+d=1,
an® 4 bn? + cn + d —[a(n — 1)® 4
+ b(n — 1) + ¢(n — 1) + d] = nt.

Druhou rovnici miZeme upravit na tvar
(3¢ —1)n?+ (20— 3a)n+a—b+c¢=0.

Pokud by bylo 3a — 1 # 0, byla by to kvadratickéd
rovnice pro neznidmou » a méla by nejvyse dva rizné
kofeny. Pokud by bylo 3¢ — 1 = 0 a 2b — 3a # 0, byla
by to rovnice linedrn{ a méla by jen jeden kofen. Kdyby
bylo3¢a—1=0,20—3a =0,a—0b 4 ¢ # 0, pak by
rovnice prosté neplatila pro 24dné n. My viak potfebu-
jeme, aby rovnice platila pro viechna (nebo alesporii pro
viechna pfirozend) éisla n. To je moZné jen tehdy, kdyZ
se viechny koeficienty v této rovnici rovnaji nule, tedy

da—1=0,
2b—3a =0,
a—b+e¢=0.
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Je to soustava tfi rovnic o ttech nezniamych a, b, c; jeji
. 1 1 1 .
feseni je a = 3 b= 2 c=%" Dosadime-li do rov-

nice
at+b+t+c+d=1,
dostdvdme d = 0. Je tedy

LIRS SIS SR 3

8(n) = 3 + g ™ + gn= 6n(n+1)(2’n—|—l).
Protoze s(1) =1 a s(n) — s(n — 1) = n? pro kazdé =,
jde skute¢né o soudet druhych mocnin pfirozenych &isel
od 1 do n.

Na tomto vzorei jsme si ukazali, jak vypadd obvykle
postup védecké prace v matematice. Z analogie jsme
usoudili, Ze by mohlo jit o mnohoélen t¥etiho stupns;
samoziejmé zpoddtku jsme si 8 tim nemohli byt jisti.
Zkusili jsme, zda existuje mnohoélen tfetfho stupné
8 pozadovanymi vlastnostmi, a zjistili jsme, Ze existuje.
Takto skuteénd postupuji matematikové ve své praci,

vvvvv

ACHILLEUS A ZELVA.ANEB
NEKONECNE RADY

Bajeslovny fecky hrdina Achilleus mél pfizvisko ,,rychlo-
nohy*. S jeho jménem se spojujc jeden zajimavy para-
dox, jimZ se zabyvali starofeétf filozofové.

Achilleus pronéasleduje Zelvu; samozfejmé béii pod-
statné rychleji neZ ona. NeZ vSak ubéhne Achilleus
polovinu vzdalenosti, ktera ho déli od Zelvy, Zelva pfece
jen néjakou vzdilenost urazi. Pak tedy Achilleus opét

ubéhne polovinu vzdilenosti, kterd zbyva mezi nim
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a Zelvou; Zelva opét kousek popoleze. Takto bychom
mohli pokradovat v téchto uvahich do nekoneéna,
tudiz Achilleus Zelvu nikdy nedohonf.

Prakticky je ovSem jasné, Ze Achilleus Zelvu dohonf.
Jak to tedy vysvétlime ?

Paradox spolivd v tom, Ze zde méme nekoneény
podet dasovych tsekl — za kaZdy takovyto tsek Achil-
leus vidy zdold polovinu vzdalenosti, kterd ho déli od
Zelvy. Kazdy tento tsek ma délku, kterou lze vyjadrit
kladnym é&islem; celkovd doba Achilleova béhu je pak
souttem viech téchto &isel. Zdilo by se, Ze soudet
nekonednd mnoha kladnych é&fsel nemize byt koneénym
¢islem; kdy?Z se na to podivame bliZe, zjistime, Ze muZe.

Vezméme si dsetku 4,B délky 1 a vyznadme na nf
body 4,, 4,, 4,, ... tak, %e bod 4, pro libovolné pfiro-
zené j je ve vzdilenosti (27 — 1)/2/ od bodu A, Usedka

4,4, mé tedy délku % , Gisetka 4,4, mé délku % a tak
déle; obecné tusedka A;_;A4; pro kaZdé pfirozené § ma
délku % Sjednocenim viech téchto tsefek je usedka

A,B bez bodu B; pfitom libovolné dvé z nich majf
nejvyse jeden spoleény bod. Bude tedy zcela pochopi-
telné, kdyZ prohlisime, Ze souttem viech mocnin &fsla

5 jejichZ exponenty jsou pfirozend &sla, je &slo 1.
Vyraz
a+a;tay+a+ ...,

kde a, pro vSechna pfirozené » jsou &fsla, nazyvdme ne-
koneénou fadou. Pro ka%dé ptirozené n vyraz

Sh=a,+a+ ... +a.
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nazyvime n-tym &istednym soudtem této nekonedéné

Fady. JestliZe posloupnost {8,}s—1 mé koneé&nou limitu s,

nazyvame tuto limitu souttem dané nekoneéné fady.
Pripomenme si, co je geometricka fada. Je to fada

a, +ays+ay;+a;+ ...

té vlastnosti, Ze podil a,.,/a, je konstantni; oznadujeme
jej ¢ & nazyvame kvocientem geometrické Fady. Jde
tedy vlastné o fadu

a+ag+ag+ag+ ...
Vime, Ze n-ty &astedny soudet této Fady je

(1 —q") .
1—g¢q

Jak to vypadd s limitou posloupnosti éisteénych
soudtti? Pfedpokladejme a, 7 0; kdyby bylo a, rovno
nule, méli bychom ¥adu sloZenou ze samych nul a jeji
soudet by byl samozfejmé roven nule. Je-li |g| > 1, vy-
raz ¢* nemd koneénou limitu a nema ji tedy ani s,;
v tomto piipads tedy soudet geometrické Fady neexistu-
je. Je-li ¢ = 1, pak viechny é&leny Fady jsou stejna ne-
nulovéd é&isla a jeji soudet ovSem také neexistuje. Je-li
q¢ = —1, pak s, = a, pro liché n a 3, = 0 pro sudé =,
tedy posloupnost {s,.}f,°=1 rovné? mnema limitu. Je-li
lg| < 1, pak posloupnost {g,}n~1 mé limitu 0 a soudet
tady je

=0 +ag+ ... tagt=

1 1 1 1 . e
Rada—2-+T+?+—1€+ ..., o niZ jsme mluvili
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na zaddtku, je geometrické fada. Méme a, = %, qg=
= —;— , tedy skutefns s = 1.

Samoziejmé i jiné Ffady neZ geometrické mohou mit
konedny soudet. K tomu, abychom zjistili, zda tento
konedny soudet existuje, miZeme pouiit d’Alembertova
kritéria; nazyvé se podle J. L. R. d’Alemberta (1717—
1783). Mame-li fadu

@ +a+azta+ ...,

zkouméme limitu podilu @,,,/a,. Je-li tato limita v&tsf
neZ —1 a mensf nez 1, soudet Fady existuje; je-li vétsi
nez 1 nebo mensf nez —1, soudet neexistuje. Je-li limita
rovna 1 nebo —1, kritérium nidm nepomsha, protoZe
konedny soudet miiZe existovat, ale také nemusi. Tak
napfiklad u fady

1 1 1
1+T!+2—!+ﬁ+

tato limita je rovna nule a fada ma konedny soudet;
je to Eulerovo é&islo ¢, 0 ndmzZ si povime dale.

Podivejme se nyni na fadu sloZenou z p¥evracenych
hodnot pfirozenych &isel

1 1 1
1445+ + -

Rikdme ji{ harmonické ¥ada. D’Alembertovo kritérium
nim u ni nepomiZe; zminénd limita je rovna jedné.
Zdalo by se, Ze tato fada ma konedny soucet, ale neni
tomu tak. Utvofme jinou fadu tim, Ze pro kaZdé p#i-

rozené n viechny ¢leny od - ! do nahra-

2 1

ontl ]
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dime &islem 2—"1;1—, tedy &slem mensim. Vypadd to
takto:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+—2 +—4 +—4 +-—8 +_8 —I——8 +—8 +—16—+—16+

1 1 1 1 1 1

ETRS TR TR TR TR T AL

Pokud by harmonicka fada méla mit konedny soudet,
musela by jej mit i tato novd fada. Ona viak koneény

soudet nemd; je v ni &islo 1, pak &islo % , potom dvakrit

1 ozs xtaln L L1 .
¢islo e étyrikrat éislo 5 osmkrét 16 @ tak déle.

Dvé &tvrtiny jsou jedna polovina a stejné tak &ty¥i
osminy, osm Sestnactin a tak dale; mame tedy nekoneénd
mnoho polovin a soudet nenf kone&ny. Naproti tomu
naptiklad fada sloZend z pfevracenych hodnot druhych
mocnin pfirozenych é&isel konedny soudet ma.

EULEROVO ¢isLo

Mezi polskymi matematiky se vypravi tato anekdota:

Prednosta psychiatrické kliniky jde na vizitu. Jeden
z pacientd ho upozorfiuje na to, Ze na pokoji &islo osm
jeden pacient druhého derivuje. Pfednosta vstoupi do
zminéného pokoje a vidi, Ze jeden pacient lez{ na zemi,
druhy na ném sedf a busi ho do zad. Zepta se leZiciho:
,»,Jo se nechate takhle derivovat?* Pacient odpovi:
,,Ja si nic nedéldm ze Zddného derivovéni; j4 jsem e=!*

K tomu, abychom porozuméli této anekdots, potie-
bujeme v&dét, Ze existujf funkce, které se rovnajf svym
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derivacim, tedy se derivovanim neméni. Je to funkece o=
a vSechny funkce, které z nf vzniknou nésobenim kon-
stantou.

Co vSak znati to e? Vezméme si posloupnost, jejiZ

n-ty élen jo (1 + —;—]ﬂ Jakou limitu m4 tato posloup-

nost ? Leckdo by asi fekl, Ze 1 -717 ma limitu 1 a &islo

1 umocnéné na libovolny exponent dava opét 1, tedy
limita nagi posloupnosti je 1. Tady vSak nesmime zapo-
menout, Ze exponent roste do nekoneéna. Limita existu-
je, ale nenf to 1. Je to ¢islo, které se podle L. Eulera
(1707—1783) nazyva Eulerovo &islo a oznaduje se pisme-
nem e.

Podobné jako &slo = i ¢islo e je &islem transcendent-
nim; je to é&fslo, které neni kofenem Zidné algebraické
rovnice 8 celodiselnymi koeficienty. Znamené to oviem,
Ze e je také &islo iracionalni; jeho desetinny rozvoj je
nekonedny neperiodicky. Na dvacet desetinnych mist
lze &islo e psat

e = 2,71828182845904523536.

Ze zlomku s trojcifernym é&itatelem i jmenovatelem se

k &islu e nejvice p¥ibliZuje zlomek % .

Vyznain ¢isla e v matematické analyze lze srovnat
s vyznamem é&isla = v geometrii (podotkndme viak, %e
7 mé velky vyznam i v matematické analyze.). Rekli
jsme uz, Ze funkce y = e® ma tu vlastnost, Ze jejf derivace
je opét y = e®. Dokud toho nevite mnoho o derivacich,
asi vAm to mnoho nefekne, ale aZ se blife seznimite
s matematickou analyzou, poznite dileZitost tohoto
faktu.
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S &islem e se vSak muZeme setkat p¥fmo v pfirods.
Vezméme lano (nebo fetéz) a zavésme jeho konce na dva
haky, jejichZ vzdalenost je mensf neZ délka lana a které
nejsou pfimo jeden nad druhym. Vlivem gravitace lano
zaujme tvar oblouku kfivky, které se iika fetézovka
neboli katenoida. Tato kfivka je grafem funkce

Yy = %[eT +e—7]»

kde a je ndjakd konstanta. Retézovku vidime na obr.
TI1.4.

Obr. II1.4

Vezmé&me si funkei y = 2* definovanou pro vsechna
nezépornd z. Pro jaké z tato funkce nabyva nejmensi
hodnoty ? Myslite, Ze pro  rovné jedné, nule nebo jedné

. — 1 .
poloviné? Nikoliv, pro = = - Podobné zase funkce
@
y = Vx nabyva nejvétsi hodnoty pro z =e.
V kombinatorice a v teorii pravdépodobnosti mé velky
vyznam pomér poétu viech permutaci n-prvkové mno-

Ziny bez samodyuZnych prvki k podtu viech permutaci
této mnoziny. Posloupnost sloZen4 z hodnot tohoto po-

. . , P | «
méru pro viechna pfirozena » mé limitu e Zminény
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pomér lze ilustrovat nasledujicim zpiisobem. Hosté
v podtu n si dali klobouky do Satny. Satna¥ka klobouky
neoznadila a vydavi je zcela nahodné. Je-li n velké,
pravdépodobnost, Ze nikdo nedostane svij klobouk, je

velmi blizks k &islu % .

V matematické statistice ma velky vyznam Eulerova
funkece, ktera se rovnéz vyjadifuje pomoci disla e.

Daéle si uvedme Stirlingtiv vzorec, ktery udavd pti-
bliznou hodnotu »!. Je to

n! = nre— |/2nn

Vidime, %e se v ném vyskytuje jak e, tak r. Zd4 se vam
asi divné, prod¢ by se to mélo takto poéitat, ale ono to
mé vyznam ani ne tak pro samotny vypodet nl, ale pro
to, aby se mohl faktorial nahradit vhodnou spojitou
funkef, coZ je dasto pot¥ebné.

Logaritmus o zékladu e se nazyva piirozeny logarit-
mus. Na rozdil od dekadickych logaritmu, které se ozna-
¢uji log z, se pfirozeny logaritmus ¢&isla x znaéf 1g = nebo
In z; ten druhy symbol je zkratkou latinského ,loga-
rithmus naturalis® ¢&ili ,,pfirozeny logaritmus‘‘. Ptiroze-
ny logaritmus é&fsla z je tedy éislo, na které musime
umocnit e, abychom dostali &slo x. Asi se vdm nezdd
prilié piirozené misto &isla 10 brit za zaklad logaritmu
takové podivné &islo, avSak stejné nepfirozené by se
zdélo délit plny tdhel na 2= radiant misto na 360 stupiid.
Teprve pfi studiu matematické analyzy pochopite, Ze to
skutedné smysl ma a Ze ma smysl nazyvat takové lo-
garitmy pfirozenymi.
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Ulohy

1. Jsou ddne redlnd &isla a, b, pFitemZ a < b. M&jme funkei
y = f(z), kterd je definovédna tak, Ze f(z) = 0 pro =z < a
aproz>bafr)y=1proa<z<b;proz=aaz=2>b
funkce f(z) neni definovdna. Vyjédfete tuto funkei jedinou
rovnici, v niZ se vyskytuji pouze operace séitdnf, odditéni,
ndsobenf, déleni a pfechodu k absolutni hodnotd.

2, Tibetsky ldma kond pouf na posvédtnou horu. Vyjde z klds-
tera v Sest hodin rdno, jde nejkratsf cestou na horu, na vrehol
hory dojde v 8est hodin vo&er. Na vrcholu strédvi noc v medita-
cich. Rédno v 8est hodin zadne sestupovat toutéZ cestou,
v 8est hodin veder dojde zpét do kldstera. Jeho pohyb je ne-
rovnomdrny; ldma déld zcela nepravidelnd pfestdvky na odpo-
ginek & na jidlo. DokaZte, %e v uréitém okamiziku druhého
dne bude pfesné na tom misté, kde byl pfed 24 hodinami.

8. Jistd chdpeto, co asi znamend symbol l/2 + V2 + V¥
prostd sditdni a odmociiovdni se provddi do nekoneéna. (Jde
samoziejmd o limitu urdité posloupnosti.) Je to koneéné &islo.
Urdete je!

4, Konsky handlif se vraci z jarmarku. PFijde k mostu, kde
potkd &erta. Cort mu Fiké: ,,Vim, o kolik jsi dnes ogidil lidi.
Mohu ti tvé jméni rozmnozit. PokeZdé, kdyZ piejdes tento
most, v8echny penize v kapse se ti zdvojnésobf. Po prvnim pfe-
jitf mostu mi vSak musi§ zaplatit padesdt korun, po druhém
sto korun a po kefdém dalSim vidy o padesdt korun vice nez
po pfededlém.* Handlif pfedel nékolikr4t most a jméni mu
narastalo. Pak vdak mu zadaly penfze ubyvat a nakonec
zustal Zertovi dluzen. Kdyby mél na zaddtku o haléf vie,
nemohlo se mu to stdt. Kolik penéz mdl handlif na zaddtku?

5. V soustavd® soufadnic méjme rovnoramenny trojihelnik
A4,B,C o vreholech A,.[—%, 0], Bn[%, 0], C[o, 3], kdo 7 jo

ptirozené &islo. Pro kazdé n t&2isté tohoto trojuhelnika jo T'[0, 1].
Limitou posloupnosti boda 4, jo poéatek O soustavy sourad-
nic a je i limitou posloupnosti bodu B,. Jde-li tedy n do neko-
neéna, trojuhelniky A4,B,C se blizi k dsetce OC. Ta by tedy
také mdla mit t6218t8 v bodé T, pritom vsak T zfejmé neni
jejim stfedem. Jak to vysvétlite ?
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ReZeni tdloh

1. Toto vyjéddfen{ je
_(z—a+t|z—a)b—=z +]b—2|
4|z —al.[b — 2|

y

2, Vystup i sestup lze zndzornit grafem, v némZ ne osu 2 na-
nésime &as uplynuly od Sesté hodiny ranni, na osu y vzdédlenost
od kléstera. Vzddlenost ldémy od kldstera v zdvislosti na &ase
je pro prvniipro druhy den vyjéddfena funkef, jejim# grafem je
spojitd kfivka. Obé krivky lezi celé v obdélniku o vrcholech
[0, 01, [12, 0], [12, d], [0, d), kde d je vzdélenost vrcholu hory
od kléstera. Kiivka pro prvni den spojuje body [0, 0] a [12, d],
k¥ivka pro druhy den spojuje body [0, d] a [12, 0], tedy vidy
protilehlé vrcholy obdélnika. ProtoZe tyto kfivky jsou spojitse,
museji mit alespon jeden spoledny bod. (Je to intuitivné
zfejmé, v matematické analyze to lze presné dokézat.) Sou-
fadnice tohoto bodu udédvaji hledany &¢asovy okemzik a pii-
sluSnou vzddlenost od kléstera.

8. Oznaéme si onen vyraz symbolem a. Potom

a’=2+V2+V2_+V§+~.T=2+a.
CGislo a je tedy kofenem rovnice
a'*—a—2=0.

Kofeny této rovnice jsou 2 a —1. Proto%e odmocnina je vidy
dislo nezdporné, musi byt ¢ = 2.

4, Mél 99 korun a 99 haléfu. Kdyby mél sto korun, pfibylo by
mu po ka?dém piejiti mostu a pfislusném zaplaceni padesat
korun. Takto mu po kafdém prejiti pfibude padesét korun
minus 2» haléid. Samozfejmé 2# pfi n rostoucim nade viechny
meze roste také nade viechny meze, tedy handlif skuteénd
zchudne.

5. Pojern t8%it8 trojihelnika je pfevzat z fyziky. TéZidtd
trojuhelnika lze brat jako téZisté soustavy tfi hmotnych bodi
— wvrcholu trojihelnika — o stejné hmotnosti. JestliZe si
pfedstavime, Ze se body 4,, B, pohybujf smérem k bodu 0, aZ
s nim splynou, bude nakonec v bodé O hmotny bod o hmot-
nosti rovné dvojndsobku hmotnosti bodu C a tedy t&Zistd
dvojice hmotnych bodu 0, C bude skuteénd v bodd 7'.
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IV. KAPITOLA

GEOMETRIE A TOPOLOGIE

Vsichni jisté dobie vite, Ze geometrii se zabyvali lidé
u% ve starovékém Recku — setkivéte se v ni pfece
neustéle s jmény jako Pythagoras, Eukleides nebo Tha-
les. Oviem jesté d¥ive nezli Rekové ji péstovaly jiné
nirody, napfiklad Egyptané a Babylénané. U nich
viak 68lo veskrze o praktické otazky vyméfovani po-
zemku a staveb — odtud vlastné pochizi jeji nazev,
ktery znamend (v Yedtind) zemdmétictvi. Ale a% v Recku
se stala geometrie skutednd exaktni védou, a to pfede-
véim dfky Eukleidovi (I'V. stoleti pf. n. 1.) a jeho slav-
nému spisu ,,Zéklady geometrie’. Eukleides zavedl do
geometrie soustavu axiomu a z ni odvozoval jednotlivé
véty — tak se to v matematice déla podnes. Geometrie
tim znaéné predbéhla ostatni matematické obory,
v nichZ se 8 né¥im takovym zadalo aZ podstatné pozdéji.
Nenf bez zajimavosti, Ze filozof Baruch Spinoza (1630 aZ
1677) napsal dilo ,,Ethica ordine geometrico demonstra-
ta‘‘ &ili ,,Etika pfedvedena geometrickym zptisobem‘.
Proé zrovna geometrickym ¢ UZfva snad néjakych bodi,
pHmek nebo kruznic? Nikoliv; s geometrii ma tento
vyklad etiky spoleéné pouze to, Ze je psin formou
jednotlivych vét (poudek), za nimiZ nasleduji dikazy.
Dnes bychom tento zpiasob nazvali spiSe matematickym,
protoze se ho uziva vsude v matematice. Ve Spinozové
dobé se viak uzival pfedevsim v geometrii; ostatni
matematické obory se vlastné teprve rodily.
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Jak vypada geometrie dnes?! Eukleidiiv systém axio-
mu pletrval do dnesni doby, oviem v modernizované
podobé, kterou mu dal David Hilbert (1862—1943).
V souvislosti s nim mluvime o euklidovské geometrii,
euklidovské roviné a euklidovském prostoru.*)

Soustava axioml euklidovské geometrie je rozdélena
na nékolik skupin. Jednou z nich jsou axiomy metrické,
to jest tykajici se méfen{ délek a velikostf dhla. UZivdame-
-li v geometrii méfeni, mluvime o geometrii metrické.
Pokud se nezajimiame o délky Gsedek ani oblouki ani
o velikosti ihld a vSimdme si pouze vzdjemné polohy
jednotlivych geometrickych itvard, jde o geometrii
afinnf. V afinnf geometrii viak stdle rozliSujeme mezi
vlastnimi a nevlastnimi**) body a pfimkami; pokud
vSechny body a pfimky, vlastni i nevlastni, ,,zrovnoprav-
nime‘‘, dostdvame geometrii projektivni. KaZda z téchto
geometrii se vidy zabyvé vlastnostmi geometrickych
utvard, které se neméni pfi zobrazenich urditého typu,
odborné fedeno invarianty urdité grupy transformaci.
Toto rozdéleni provedl Felix Klein (1849—1925) ve svém
Erlangenském programu.

V souvislosti s timto rozdélenfm si muZeme uvést
i takzvanou absolutni geometrii, jejiZ soustava axiomu
se ziskd ze soustavy axiomu euklidovské geometrie vy-
nechdnim axiomu o rovnobétkach. Ale o tom se zminfme
podrobnéji v samostatném odstavei.

*) Jméno Eukleides v polatindténé podobd zni Euclides; odtud
je nédzev ,,euklidovsky*‘. DFive se fikalo také ,,eukleidovsky‘‘.
*#) Ka?dé piimce se piifazuje jisty prvek zvany nevlastni bod
této pFimky tak, e dvéme primkdm je pfifazen tentyZ ne-
vlastni bod prdvé tehdy, jsou-li rovnobézné. MnoZina viech
nevlastnfch bodi dané roviny se nazyvé nevlastni pfimka
této roviny. Pak lze tvrdit, Ze libovolné dvé ruzné pimky
v roviné maji spoleény bod (vlastnf nebo nevlastnf).
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Déle se viak geometrie déli jesté na dalSi odvétvi
podle toho, jakou metodou se geometrické utvary zkou-
maji. Pouziva-li se algebry, jde o algebraickou geometrii.
Zavedou-li se metody diferencidlniho podtu, jde o geo-
metrii diferencidlni a podobné existuje i geometrio
integralnf. UZiva-li se kombinatoriky, mluvime o kom-
binatorické geomefrii. Pohybem geometrickych ttvari
se zabyva kinematicka geometrie. Zobrazeni tfirozmér-
nych ttvaru v roviné (promitaci metody) zkoumd des-
kriptivni geometrie. (Deskriptivni geometrie je samo-
z¥ejmé také soudasti matematiky, i kdyz se ji na stiedni
skole vyuéuje jako samostatnému pfedmétu.)

Samostatnym oborem, ktery se jiz do geometrie ne-
zahrnuje, je topologie. Ta jde v Kleinové Erlangenském
programu vlastné nejdédle — zkouma invarianty spoji-
tych transformaci. Nebudeme definovat, co to je, ale
popiseme si to ndzorné. Predstavme si, Ze médme dvé
kiivky vymodelované z plastického dritu. MuZeme-li
jednu z nich tak zdeformovat, aby byla geometricky
podobné druhé, fikime, Ze tyto k¥ivky jsou topologicky
ekvivalentnf; pfitom nesmime drat nikde pfetrhnout
ani svafovat &i spajet. Takto napfiklad dsedka je ekvi-
valentni kruhovému oblouku, ale nikoli kruZnici; kruz-
nice je zase ekvivalentni elipse nebo obvodu &tverce.
V topologii se ekvivalentni kiivky prostd povaZuji za
stejné, nedini se mezi nimi rozdflu. Podobné se mluvi
i o topologicky ekvivalentnich plochdch & jinych
utvarech. Topologie se oviem neomezuje pouze na toto,
ale zkoum4 obecné pojem spojitosti a pojmy s nim sou-
visejici. Tésné souvisf s funkcionalni analyzou, onfZ jsme
mluvili ve III. kapitole.
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PRAVIDELNE MNOHOSTENY

Analogii mnohothelnika v tirozmérném prostoru je
mnohostén (polyedr). Je to téleso omezené mnohoiihel-
nfkovymi sténami; pfkladem mnohosténu je hranol
nebo jehlan.

Jestlize geometricky dtvar s libovolnymi dvéma body
obsahuje celou tseéku, kterd tyto body spojuje, Hkdme
mu konvexn{ dtvar; mluvime tedy také o konvexnich
mnohosténech. Pro konvexni mnohostény plati Eulerav
vzorec:

n+v=~h+ 2,

kde n jec podet stén, v podet vrcholt a % podet hran.
(Ovétte si to na néjakém zndmém mnohosténu.)

Vime, Ze ke kazdému n = 3 existuje v roviné pravi-
delny konvexnf n-uhelnfk, tedy n-uhelnik, ktery m4
viechny strany stejné dlouhé a vSechny thly shodné.
(Pravidelnému trojuhelniku fikdme rovnostranny troj-
thelnik, pravidelny &tyfdhelnfk se nazyvad &tverec.)
Jeho analogif je pravidelny konvexni n-stén. Vsechny
stény pravidelného n-sténu jsou shodné pravidelné
mnohothelniky a v kazdém jeho vrcholu se styki stejny
podet hran.

Cekali bychom, Ze opét pro ka#dé ptirozené n = 4
bude existovat pravidelny konvexnf n-sté&n. Uvidime,
Ze tomu tak nenf.

Necht stény pravidelného konvexnfho n-sténu jsou
pravidelné p-thelnfky a nechtse v kazdém vrcholu styka
¢ hran. JestliZe n, v, b maji stejny vyznam jako ve vyse
uvedeném Eulerové vzorci, pak tedy seftenfm podti
hran viech stén dostaneme ¢&islo np, kteréd je dvojnasob-
kem pottu - hran naSeho n-stdnu; ka%d4 hrana totiZ
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nale#{ privé dvéma sténdm, proto se pii tomto séitani
potitéd dvakrit. Je tedy
np = 2h.

Sedteme-li poéty hran vychédzejicich z jednotlivych
vrchold, dostaneme &fslo gv, které je opét dvojnasobkem
poétu hran; ka#?d4 hrana spojuje dva vrcholy, a tedy se
opét poditd dvakrat. Méme
qv = 2h,
Z toho vypotteme
1

h = '? np,
v = 2hjq = nplq,
Dosadime do Eulerova vzorce:

Py,
q 4+ n = 3 np + 2

a tedy

n = 49/(2p + 29 — pq).
Podet stén n tedy musi byt takovy, aby se dal vyjadtit
timto vyrazem, kde p a g jsou pFirozena é&fsla a samoztej-
mé p = 3, ¢ = 3. Jmenovatel zlomku lze psat jako

p(2—q) + 2.
ProtoZe ¢ = 3, je 2 — g zaporné. Tedy je-li p = 6, je
p2—q)+20=62—9) +2=48—9q) =0.

V tomto pfipadé by bylo n zdporné nebo nedefinované,
protoze ditatel zlomku je kladny. Pro p = 6 tedy zmi-
nény mnohostén neexistuje a miZeme se omezit na hod-
noty p rovné 3, 4 & 5. Pro p = 3 je

n = 4¢/(6 —q).
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Vidime, %e v tomto piipadd musi byt ¢ < 5, aby vyraz
byl kladny a pro ¢ tedy padaji v ivahu pouze hodnoty
3, 4a5.

Méme tedy tyto moznosti:

b)p=38,g=4,n=8;
c)p=3,g=56mn=20
Prop =4je

n = 2q/(4—q).

Zde pro ¢ padad v tvahu pouze hodnota 3. Mdme dalsf
moznost:

dyp=4,9=3,n=86.
Prop =15je
n = 4¢/(10 — 3q).

Zde také musi byt ¢ = 3 a mdme poslednf moZnost:
e)p=>5,q=3n=12
Vidime tedy, Ze neexistujf jiné pravidelné konvexnf

Obr. IV.1
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mnohostény ne? étytstén (tetraedr), osmistén (oktaedr),
dvacetistén (ikosaedr), Sestistén (hexaedr) a dvandeti-
stén (dodekaedr). Nedokazali jsme zatim, Ze takovéto

Obr. IV.4

pravidelné konvexni mnohostény existuji; dokdzali
jsme pouze, Ze nemohou existovat Zddné jiné.

Tyto mnohostény viak existuji a byly zndmy jiZ ve
starém Recku. Nékdy se jim podle filozofa Platéna ¥iké
platénovsks télesa.

Pravidelny étyfstén mé Styfi stény, které jsou rovno-
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strannymi trojihelniky. Ma &ty¥i vrcholy a Sest hran.
Na obr. IV.1 vidime nazorny nakres ty¥sténu a rozvinu-
tf jeho povrchu do roviny.

Pravidelny Sestistén se zpravidla nazyva krychle. Ma
Sest stén, které jsou &tverci. M4 osm vrchold a dvanact
hran (obr. IV.2).

Obr. IV.6
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Pravidelny osmistén mé osm stén, které jsou rovno-
strannymi trojihelnfky. M4 gest vrchola a dvandct hran
(obr. IV.3).

Pravidelny dvanictistén mad dvandct stén, které jsou

Obr. IV.6

pravidelnymi pétithelniky. M4 dvacet vrchola a t¥icet
hran (obr. IV.4).

Pravidelny dvacetistén mé dvacet stén, které jsou
rovnostrannymi trojtihelniky. M4 dvanict vrcholi

a tficet hran (Obr. IV.8).
Vime, Ze ka?dému pravidelnému mnohotihelniku lze

opsat i vepsat kruZnici; stfedy obou kruinic splyvaji.
MiZeme tedy vzit pravidelny konvexni mnohostén,
na kaZdé sténd najit takovyto stfed; dostaneme tak
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vrcholy jiného pravidelného konvexnfho mnohosténu,
ktery nazyvame dudlnim mnohosténem k danému mno-
hosténu. Ke krychli je dudlnim mnohosténem pravidelny
osmistén a k nému je dualni opét krychle (obr. IV.8).
Podobné pravidelny dvandctistén a pravidelny dvaceti-
stén jsou navzijem dualni. Pravidelny d&tyfstén je
duaini sim k sobé.

Zminme se jesté o tom, Ze kazdému pravidelnému
mnohosténu lze opsat i vepsat kulovou plochu; stfedy
obou téchto kulovych ploch spolu splyvajf.

VCELY A GEOMETRIE

Ptedstavme si, Ze by si véelf kralovna pozvala néjakého
matematika a poZadala by ho o navrzeni optimalnfho
tvaru véeli buniky. Pozadavky by byly asi takovéto:
a) Véeli bunika ma mit tvar mnohouhelnfka; vSechny
buriky v plastvi museji byt stejné.
b) Buriky maji byt co nejvétsi, aby se do nich veslo co
nejvice medu, pfidemZ se vSak musi Setfit stavebn{m
materidlem, to jest voskem. Mély by to byt tedy mnoho-
dhelniky, které pfi daném obvodu maji maximaln{
obsah.
¢) Buniky maji vypliiovat plastev co nejekonomiétsji;
mélo by jit tedy o mnohothelniky, jimi% lze pokryt
rovinu, to jest rozlozit rovinu na takovéto mnohothel-
niky tak, aby Zidné dva z nich nemély spoledny vnitinf
bod a aby kaZdy bod roviny nalezel nékterému z nich.
Matematik by se zamyslil a nadértl by pfislu$ny navrh.
Jak by asi uvaZoval ?
Je-li podet vrcholi mnohodhelnfka pevné dan, pak ze
véech mnohothelnfkii 0 daném obvodu mé nejvétsf
obsah pravidelny mnohoihelnfk. Ze viech trojihelniki
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o daném obvodu mé tedy nejvétsi obsah rovnostranny
trojuhelnik, ze vSech &tyiihelnikd o daném obvodu
étverec a tak ddle. (Dakaz nebudeme uvadét.) Buiky
by tedy mély mit tvar pravidelnych mnohouhelnika.
Méme nyni pokryt rovinu pravidelnymi mnohoihel-
niky podle podminky c). Je-li néjaky bod A vrcholem
nékterého z téchto mnohoithelnikii, pak je vrcholem
nékolika takovych mnohotuhelnfki. Soudet velikosti dhli
pfi vrcholu 4 vsech téchto mnohoihelniki je roven 360°.

/

Obr. IV.7

ProtoZe jde o shodné pravidelné mnohoidhelniky, jsou
viechny tyto ihly shodné a jejich velikost ve stupnich je
360/q, kde g je potet mnohoidhelniki se spolednym
vrcholem 4.

Kazdy ihel pravidelného n-ghelnfka mé velikost
180(n — 2)/n stuptii. Hleddme tedy takové ptirozené n,
aby platilo

180(n — 2)/n = 380/q,
kde g je pFirozené &slo. Upravou dostaneme:
n =24 4/(¢—2).

Cislo » m4 byt ptirozené. Z toho tedy plyne, Ze ¥fslo
¢ — 2 musf byt délitelem &sla 4. ProtoZe zfejmé ¢ = 3,
musf byt ¢ — 2 rovno jedné, dvéma nebo étyfem a g je
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rovno tiem, &tyfem nebo Sesti. Rovinu nelze tedy Z4da-
nym zpisobem pokryt jinymi pravidelnymi mnohothel-
niky neZ rovnostrannymi trojihelniky, étverci nebo pra-
videlnymi Sestithelniky. Takovato pokryti vidime na
obr. IV.7, IV.8 a IV.9.

Obr. IV.8

Tedy kazdé vdeli buiika by méla byt rovnostrannym
trojihelnfkem, étvercem nebo pravidelnym sestitihelni-
kem. Ktery z t&chto obrazed zvolime? Rikali jsme si, Ze
pii pevném podtu vrcholti mé ze viech mnohothelnfki
o daném obvodu nejvétd obsah pravidelny mnohothel-
nik. Jestlize nynif mame pravidelny n,-tihelnik a pravi-
delny n,-thelnik, oba o tém% obvodu, kde n, > n,, pak
obsah pravidelného 7,-tthelnfka bude v&tdi neZ obsah
pravidelného n,-Ghelnfka. Tedy obsah &tverce je vétsf
neZ obsah rovnostranného trojihelnfka o stejném obvo-
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du, ale je mensf nez obsah pravidelného Sestidhelnika,
ktery mé také tento obvod. Matematik tedy navrhne
vdeli krilovné, aby se véeli bufiky stavély ve tvaru
pravidelnych Sestiihelnfkia.

Z4dné veelf krdlovna oviem nikdy se Z4dnym mate-
matikem nekonzultovala. Nicméné véely stavéjf své bun-

Obr, IV.9

ky pfesné podle tohoto ndvrhu. Nejsou schopny mate-
matickych dvah, ale vede jek tomu pud. Dokonce zacho-
véavaji pfesné délku strany Sestitihelnfka; je to 2,71 mm.
Proto byla tato délka dokonce navrhovana za ziklad
soustavy mér.

Jedté si vSimnéme obrizku IV.7, IV.8 a IV.9. Jde
o takzvané pravidelné parketaZe. Takovouto parketaZ
si miZeme predstavit jako limitn{ pfipad mnohosténu —
,,mmnohostén‘‘ o nekoneéném poétu vrcholi a stén, jehoz
viechny stény leZf v jedné roviné. Vrafme se k vzorci

n = 49/(2p + 29 — pq)
z predeslého odstavce. Je-li p podet stran pravidelného
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mnohothelnika tvoficfho pravidelnou parketaZ a ¢ podet
hran vychazejicich z vrecholu této parketize, dostavime
ve jmenovateli nulu; mame totiz bud p =3, ¢ = 6,
nebo p = 4,q = 4,nebo p = 6,9 = 3.1z toho je patrna
zminéna pfedstava parketaZe jako limitniho ptipadu
mnohosténu.

V predeslém odstavci jsme mluvili také o dualitd mezi
pravidelnymi mnohostény, napfiklad mezi krychlf

NN
NN
e

Obr. IV.10

a pravidelnym osmisténem. Zcela analogicky muZeme
zavést pojem duality i u pravidelnych parketazi. Troj-
thelnikové a Sestithelnikova pravidelna parketdz jsou
navzajem duélni, &tvercovd pravidelna parketaz je
dualni sama k sobé.

Zivérem se zminme o tom, Ze rovinu lze pokryt
i shodnymi pétidhelniky, ale nikoliv pravidelnymi (obr.
1V.10).

OREL A ORLICE
I v heraldice — nauce o erbech — se muZeme setkat

8 geometrickymi zajimavostmi. Nebylo lhostejné, jaky
obraz (v heraldické terminologii figura) byl na &tité;
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nejvétsi poctou bylo dostat do znaku krale zvifat lva
ncbo krale ptaki orla, poptipadé orlici.

Jak se viak rozezna orel od orlice ? V heraldice je to
jednoduché — podle podtu hlav. Orlice mi jen jednu
hlavu, kdeZto orel dvé. Rakousko-uherské cisafstvi mélo
ve znaku derného orla na zlatém 3tité. Dnedni Rakouska
republika ma ve znaku (bez §titu) éernou orlici.

Pro¢ se v heraldice zobrazuje orel se dvéma hlavami ?
Cozpak v prirodd takovi orli Ziji? Divod je ryze geo-
metricky. Heraldicka orlice je soumérnd podle svislé
osy; jediné, co tuto symetrii narusuje, je hlava, ktera je
zobrazena z profilu. Zobrazovat ptaéi hlavu en face by
bylo obtfZné, zvlasté u stylizovaného obrazu, jakym je
heraldickd figura. Proto se dosahuje symetrie ,,proti
pkirodé* tim, Ze se pfida daldf hlava a vznikne orel.
Heraldika nemé nic spoleéného s realistickym malif-
stvim, proto se nad nééim takovym nepozastavuje.

EUKLIDOVSKE KONSTRUKCE

Ve skole jste dasto Fesili konstruktivni geometrické
tlohy. Slo pti nich o to, sestrojit néjaky geometricky
utvar pomoci pravitka a kruzitka, jinymi slovy pouzitim
dvou zékladnich geometrickych tikoni — spojeni dvou
danych bodi pfimkou a opsan{ kruZnice z daného stfedu
danym polomérem. (Pokud mluvime o pravitku, mime
na mysli pravitko bez méfitka.) Tyto konstrukce se
nazyvaji euklidovské, opét podle Eukleida.

Béje vypravi, Ze ve starofeckém Délu vypukl mor.
Obyvatelé hledali pomoc u boha Apolléna.¥Jak uZ to
u Yeckych bohii byvalo, Apollén pomoc slfbil, ale nikoli
zadarmo. V jeho svatyni byl olté# tvaru krychle; Apollén
pozadoval, aby tento oltaf byl nahrazen novym téhoz

91



tvaru, ale o dvojndsobném objemu. Tak vznikl takzvany
délsky problém neboli problém reduplikace krychle.
Oznadéfme-li délku hrany krychle a, pak hrana krychle
3 .

o dvojnasobném objemu mi délku avg. Slo tedy o to,
3

k dané tsedce délky a sestrojit tsetku délky al/2. Oby-
vatelé Délu se o to (pomoci pravitka a kruzitka) snaili
ze viech sil, ale nepodafilo se jim to. A nepodafilo se to
nikomu dodnes — ono to totiZ nelze.

Predstavme si, ze FeS§ime euklidovsky néjakou kon-
struktivn{ dlohu. Mdme p¥i tom dény uréité body v rovi-
nd; tyto body maji urdité soufadnice. Soudasné s ryso-
vanim si jednotlivé kroky konstrukce propoditdvame
analyticky. Jsou-li [z, y.] soufadnice bodu 4 a (x5, ¥5]
soufadnice bodu B, pak pHmka 4B mé rovnici

Wa—yp)x+ (xp—x4)y + 21y —
— XpY4 = 0. (1)

Jsou-li [z, ¥s] soufadnice bodu §, pak kruZnice o stfedu
S, jejiz polomeér je roven délce tsetky AB, ma rovnici

2+ y? — 2w — 2ysy + a5 + yi =% —
— 22 42p + 25 + ¥ — 2yays + 3. (2)

Obé tyto rovnice maji tyto spoletné vlastnosti:
a) Koeficienty u z? a y? jsou rovny 1 nebo 0.
b) Koeficienty u  a y jsou rovny é&islim ziskanym ze
soufadnic danych bodit pomoci ndsobeni celym é&islem
a séitanf.
¢) Absolutni &leny jsou rovny &islim ziskanym pomoci
nasobenf celym ¢islem a séftani z &sel, ktera lze vyjad-
fit jako soudin dvou danych soufadnic.
d) Nevyskytuje se soudin zy ani vyssi mocniny x a y nez
druhé.

02



Soutadnice priseéiku dvou p¥imek dostaneme FeSenim
soustavy dvou rovnic typu (1), soufadnice prisediki
piimky s kruznici feSenim soustavy dvou rovuic, z nich%
jedna je typu (1) a druha typu (2), soufadnice prasediki
dvou kruznic feSenim soustavy dvou rovnic typu (2).

Mejme nynf dany soufadnice bodd 4,, 4,, ..., 4,;
mnoZina souiadnic viech téchto bodd budiz M,. Oznag-
me M, mnoZinu vsech rea,lnych dsel, ktera bud' patii do
M, nebo se dostanou jako FeSeni zminenych soustav
rovuic spliiujicich podminky a), b), ¢), d), kde ,,soufad-
nicemi danych bodd* minime ¢isla z mnoziny M,. Po-
dobné jako jsme pfedli od mnoziny M, k mnozinéd M,,
prejdeme od M, k daldf mnoZiné M,, potom od Mk M,
a tak dale. Dostaneme posloupnost mnozin

M, M, M, M, ....

pro niZ plati M, C M, pfi ¢ < j. Sjednoceni viech mno-
Zin z této posloupnosti oznaéme M. Je ziejmé, Ze bod,
jehoZ nékters soufadnice nepat¥{ do mnoZiny M, eukli-
dovsky z danych bodua 4,, ..., 4, nesestrojime.

Takovéto body skuteéné existuji. Plyne to z toho,
o ¢em jsme hovotili v I. kapitole. Lze dokazat, Ze mno-
Zzina M je spoletnd, zatimco o mnoziné viech redlnych
¢isel vime, Ze spodetnd neni a nemuZe se rovnat mnoziné
M.

Vezmeme-li tedy bod 4, = [0, 0] a bod 4, = [0, a]

]

pak M, ={0,a}. Cislo aV2 do mnoziny M nebude
atit.

P Jsou tedy tGlohy euklidovsky nefesitelné a délsky pro-

blém je jednou z nich. Podobné nenf euklidovsky prove-

ditelnd ani rektifikace kruinice a kvadratura kruhu.

Rektifikace kruZnice znamend sestrojeni tusecky, jejiz

délka je rovna délce kruznice o daném poloméru; s nf
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tésné souvisi kvadratura kruhu, to jest sestrojeni &tver-
ce, jehoZ obsah je roven obsahu kruhu o daném polome-
ru. Nefesitelnost téchto Gloh plyne z faktu, Ze = neni
algebraické &islo. Rovnéz nelze dany obecny thel roz-
deélit na tietiny — tzv. trisekce dhlu. (Ve zvlastnich
pfipadech, napiiklad u pravého thlu, to lze.)

PrestoZe je toto dokazino, je mnoho lidi, kteii se stale
pokouseji tyto tlohy fesit. Jde zpravidla o lidi, ktefi sice
matematiku neznaji, jsou vSak nepfistupni jakémukoliv
poudeni. Vypravi se historka o jednom ,,Fesiteli*, ktery
,,vylesil“ délsky problém diky tomu, Ze se domnival, Ze
grafem funkce y = 2® je pi{mka. ObtéZoval se svym
mrefenfm‘ tfi vyznamné akademiky na matematicko-
fyzikalni fakulté Karlovy univerzity, ale ani jim se ne-
podafilo ho o jeho omylu pFesvéddit. Je to poudeni i pro
vas — neZ se zaénete pokouset o v8deckou prici, prede-
v8im studujte. Tim se vyhnete tomu, abyste objevovali
davno objevené nebo se pokouseli o néco, o ¢em je doka-
zano, Ze je to nemozné.

VICEROZMERNE PROSTORY

Predstavme si, Ze kdesi existuji dvourozmérné bytosti,
které nemaji potuchy o existenci tfetiho rozméru; jejich
svétem je rovina. Kdyby do jejich svéta vtrhl nékdo
z nas tifrozmérnych, mohl by tam provadét véci nevi-
dané.

Mohl by tfeba zdzraénym zpasobem osvobodit vézné
z vézeni. Vézen by si odpykaval svij trest v cele, ktera
by meéla tvar néjakého rovinného obrazce, naptiklad
obdélnika (obr. IV.11). Obdélnik je ze vSech stran
uzavien svymi stranami, které pfedstavujf nepfekona-
telnou prekizku. Vézen zarudené nemize utéci — vidyt
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z vnitfniho bodu obdélnika do kteréhokoliv wvméjsiho
bodu se lze dostat jen skrz jeho stranu, to jest sténu
vézeni.

A nyni by pfifel t#rozmérny nasinec a provedl by
zazrak. Sebral by vézné, vyzvedl ho z roviny do t¥roz-
meérného prostoru a opé&t by ho polozil do roviny v nékte-
rém misté mimo vézeni. Dvourozmérné bytosti by Zasly
— jak se jen mohl podatit iték z uzamdené cely ¢ Prosel

Obr. IV.11

snad vézen zdi ? My vime, Ze zdf neprosel, ale Sel cestou,
kters je pro dvourozmérné bytosti nepochopitelna. Sel
mimo rovinu, v niZ tyto bytosti Ziji, tedy z jejich hle-
diska prosté opustil svét a zase se vratil, oviem na zcela
jiné misto svéta, nez ze kterého odesel.

A nyni pfejdéme v nadich dvahdch o dimenzi vyse.
Na misto dvourozmérnych bytost{ pfijdeme my a na
nase misto pak bytosti dtyfrozmérné. Kdyby se do na-
Seho Zivota zadaly plést tyto bytosti, mohlo by se také
stat, Ze by néjaky vézen tajemné zmizel z cely a objevil
se nékde mimo aredl nipravné vychovného zafizeni.
Marné bychom si kladli otdzku, kudy uprchl. Skrz zamée-
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né dvete? Skrz miffe v okné? Skrz zed, podlahu &i
strop ? Nikoliv, odesel jinudy. Ctyfrozmérna bytost ho
vynesla ven ze svéta, tedy mimo na§ tfirozmérny
prostor, a vritila ho do tohoto prostoru na jiném misté.

Existence étyfrozmérného prostoru by byla vyhodna
nejen pro vézné, ale i pro podestné femesiniky. RoztrZi-
tému obuvnikovi se muZe stit, Ze omylem misto paru
bot usije dvé stejné levé boty. Mohl by tedy vyhodit
jednu z téchto levych bot ven z naseho prostoru a tato

c
A B B’ Al
Obr. IV.12

bota by dopadla zpét jako pravi. Podobné by si mohl
pomoci i rukavi¢kar.

Je tu totiz opét analogie. Na obr. IV.12 vidime dva
trojihelniky 4 ABC a A4 A'B'C’. Tyto trojihelniky jsou
nepfimo shodné; existuje vzédjemné jednoznaéné zobra-
zenf, které zobrazuje body jednoho z nich na body dru-
hého a zachovava délky usedek i velikosti dhla, avSak
Zédnym pohybem v roviné nelze ptevést jeden z téchto
trojihelnikd v druhy. Kdybychom méli tyto trojthel-
niky vysttiZené z papiru a posunovali je po desce stolu,
nikdy se ndm je nepodafi pfemistit tak, aby leZely na
sobdé a aby pritom splyval vrchol 4 s vrcholem A4’,
vrchol B s vrcholem B’ a vrchol C s vrcholem €', MiiZeme
viak jeden trojihelnfk zvednout se stolu, obritit jej
licem dold a poloZit zpét na stil. Timto pohybem ve
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tifrozmérném prostoru jsme dostali z trojihelnikid nepfi-
mo shodnych trojihelniky p¥imo shodné.

Stejné tak existujf i nepﬁmo shodné t¥irozmérné
utvary; pfikladem je prava a-levé bota nebo prava
a leva rukavice z téhoZ piru. Pohybem ve &tyfrozmér-
ném prostoru lze pfevést neptimo shodné tiirozmé&érné
\tvary v dtvary pfimo shodné; pohybem v ti{rozmér-
ném prostoru to nelze,

Dalsi prostor pro bujnou fantazii skyta prostorodas.
Ke tFem soufadnicim 2,%,z bodu v tifrozmérném
prostoru pfidejme &tvrtou soufadnici #, kterd znadf das.
Potom uspofidand &tvetice [z, y, z, t] ptedstavuje bod
{tyfrozmérného prostoru a je to takzvand udélost.
Ctvetice [z, y, z, ] prostd znamend, Ze urdity bod mél
v ¢asovém okamZiku ¢ soutadnice x, y, 2. KaZzdé hodnotd
soufadnice ¢ odpovidé néjaky ti{rozmérny prostor,
ktery vyjadfuje situaci v pislusném okamiiku; tyto
tfirozmérné prostory tvof{ soustavu navzdjem rovno-
bé&znych prostori, analogickou osnové pfimek v rovind.
Pokud bychom si piedstavili, Ze takovyto &asoprostor
redlnd existuje jako &tyfrozmérny prostor, pak bychom
si mohli pfedstavit riizné vylety do minulosti. Napifklad
historik, kterému vrt4 hlavou, kdo vlastné zavraZdil
Véclava III.,, mohl by si najit prostor odpovidajici
plislusnému okamZiku v roce 1306 a pak uz by zbyvalo
jen vydat se do Olomouce, aby byl svédkem této histo-
rické uddlosti. Riskoval by oviem pfi tom, Ze si ho s tim
krélem spletou. Kdyby se tak stalo a kdyby presto vy-
vézl Zivotem a vrdtil se do dnein{ doby, mohl by také
zjistit, %e jeho diplom je neplatny, protoZe Karlova
univerzita nikdy neexistovala. Viclav III., vyviznuv
z rukou vrahi, zplodil ndstupce trinu Pfemysla Otaka-
ra III., takfe Premyslovci po meédi zistali zachovéni
& Lucemburkové nikdy na d&esky trin nenastoupili.
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A ponévadz Pfemysl Otakar ITI. ztistal véren rytifskym
mravim a daval pfednost lovu a turnajim p¥ed zakla-
danim univerzit, zustala Praha bez univerzity.

Toto vSechno jsou ovSem fantazie a zkoumdan{ vice-
rozmérnych prostord v matematice a ve fyzice s tim
nem4 nic spoleného. Matematik zkouma tyto prostory,
ani% by se tiisl pfed mohutnou é&tyfrozmérnou rukou,
kterd by ho z ticha jeho pracovny pfenesla &tyfrozmér-
nym prostorem do nékteré prizdné cely v Sing-Singu.
Vicerozmérné prostory jsou pro ného prostfedkem, jak
zjednodusit urdité dvahy. Napfiklad méme-li soustavu
n hmotnych bodd, pak tyto body maji dohromady 3n
soufadnic a lze tuto soustavu zkoumat jako jeden bod
ve 3n-rozmérném prostoru. Znime-li analytickou geo-
metrii v tfirozmérném prostoru, nenf uZ tak tézké p¥i-
dat dal&f soufadnice a pracovat s nimi analogicky.
Stejné je tomu i s prostorotasem. Jde prosté o takzvany
matematicky aparit; pod slovem apardt si nemusifme
piedstavovat zrovna fotoaparat nebo radioaparit, ale
prostd néco, éeho se pouZivi, aby se dosihlo néjakych
vysledk. Pro libovolné pfirozené » je n-rozmérny pros-
tor pro matematika prosté mnoZinou viech usporida-
nych n-tic redlnych é&isel, s nimi% se pracuje jako se
soufadnicemi bodd. O tom, zda takovyto prostor sku-
teénd existuje v tom smyslu, v jakém mluvime o nasem
tiirozmérném prostoru, matematik prostd neuvaiuje;
to je otdzka spise pro fyziky, astronomy a filozofy.

NEEUKLIDOVSKA GEOMETRIE
Jednfm z axiomi euklidovské geometrie je axiom o rov-
nob&zkich. Rik4, e danym bodem lze k dané p¥imoe
vést pravé jednu rovnobézku.
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Dlouho se matematikové zabyvali otazkou, zda je
skute&nsd nutno tento axiom povaZovat za axiom — zda
by sc totiz nedal dokdzat z ostatnich axiomid. Rusky
matematik N. I. Lobadevskij (1793—1856) a madarsky
matematik J. Bolyai (1802—1860) se na tuto otizku
rozhodli jit cestou, kterd dnes je v matematice bdini,
ale tehdy znamenala ndco revoluéniho. Rozhodli se
zkoumat geometrii, v nfZ by platily viechny axiomy
euklidovské geometrie s vyjimkou axiomu o rovnobéz-
kéch; ten by byl nahrazen axiomem tvrdicim, e danym
bodem k dané p¥imce, kterd jim neprochizf, 1ze vést
alesponi dvé p#fmky, které s danou pfimkou nemajf spo-
le¢ny bod.

Lze skutedné sestrojit model takovéto geometrie. Mo-
delem geometrie rozumfime soustavu néjakych prvki
zvanych ,body* a n&jakych prvki zvanych ,,pfimky*,
pro né% piislusnd soustava axiomid plati. Nezdlezf na
tom, %e nejde o body a pfimky v bé#ném smyslu; pokud
by axiom o rovnobézkéch skuteénd vyplyval z ostatnich
axiomi, musel by platit v kaZdém modelu, ktery tyto
axiomy spliiuje.

Zvolme v roviné kruZnici k. ,,Body* nafeho modelu
budou vSechny body leZici uvnité krunice % (a Z4dné
jiné), ,,pHimky‘‘ budou vnittky vSech tétiv kruZnice k.
Pro tyto ,,body” a ,,pfimky‘ plati vSechny axiomy
euklidovské geometrie kromé axiomu o rovnobézkich.
(Aby platily metrické axiomy, musime délky tsedek
a velikosti Ghli definovat trochu jinak neZ béinym
zplisobem, ale tim se zde nebudeme zabyvat.) PFitom
viak danym ,,bodem‘ 1ze k dané ,,pfimce** vést dokonce
nekone&né mnoho ,,pifmek*, které s nf nemajf spoleény
»bod*. Na obr. IV.13 vidime dv® takovéto ,,pHimky‘
vedené ,,bodem‘‘ M k pfimce p. Z toho plyne, Ze axiom
o rovnobézkich nevyplyvé z ostatnich axiomii; kdyby



tomu tak bylo, musel by platit i zde. Takovito geometrie
se nazyva geometrie Lobadevského.

Axiom o rovnobézkach lze nahradit i axiomem tvrdi-
cim, Ze ka¥dé dvé pi{mky maji spoletny bod; pak je
viak nutno trochu pozménit 1 nékteré dalsf axiomy.

\ P
\_’
Obr. IV.13

Dostaneme tak geometrii, které se ¥kd Riemannova
geometrie podle G. F. B. Riemanna (1826—1866). I zde
si miZeme sestrojit urdity model. Méjme kulovou plo-
chu. ,,Bodem‘* nafeho modelu bude kaZd4 dvojice na-
vzdjem protilehlych bodu této plochy, ,,pifmkou‘* bude
kaz?dé hlavn{ kruZnice kulové plochy, to jest kruZnice,
jejimZ stfedem a polomérem je stfed a polomér kulové
plochy.

Pokud axiom o rovnobéikéch prosté vynechime
a nidfm jej nenahradime, mluvime o absolutnf geometrii.
Kazdé tvrzeni, které platf v absolutni geometrii, platf
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i v geometrii euklidovské, Lobadevského i Reimannové.
Zkouméni neeuklidovskych geometrifi ma vyznam
v modern{ fyzice (teorie relativity).

KONECNA PROJEKTIVNI GEOMETRIE

V tvodu této kapitoly jsme mluvili o tom, co je to pro-

jektivni geometrie. Jeji zdkladni axiomy jsou pouze

tti:

1. Libovolnymi dvéma body prochazi pra,vé jedna piim-
ka.

2. Libovolné dvé pH{mky majf spoleény pravé jeden bod.

3. Existuji étyii body, z nich% Z4dné t¥i neleZi v piimce.

Nékdy se piidavaji jestd dalsi axiomy, (napfiklad
axiom Desarguesuv), ale zékladem jsou tyto tfi. Bere-
me-li viechny body a pimky v euklidovské roving,
vetné nevlastnich, tyto axiomy jsou zfejmé splnény.
Bodii a ptimek je oviem nekoneénd mnoho.

Existuji v§ak modely projektivni géometrie, kteréd
maji jen koneény podet ,,bodu‘‘ a ,,pfimek®. S modely
urdité geometrie jste se setkali uZ v pfedeslém odstavci;
nebude vam tedy &init potiZe pfedstavit si, Ze ,,body‘‘ bu-
dou éfsla 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7 a ,,pFimkami‘ budou tiiprv-
kové mnoziny {1, 2, 5},{1, 3, 7}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 7},
{3, 4, 6} a {5, 6, 7}. O ,,bodu* ¥ekneme, Ze lezi na ,,p¥{m-
ce’ pravé tehdy, je-li prvkem piislusné mnoziny. M-
Zete si ovérit, Ze viechny axiomy zde plati.

Méme tedy projektivmi geometrii, kterd ma pouze
sedm bodl a sedm p¥imek (uvozovky zde jiz vynecha-
vame); na kaZdé pfimce leif tfi body, kazdym*“bodem
prochéazeji t¥i pfimky. Je to nejmensi moZny podet
bodi a pfimek takovéto geometrie. Existuji oviem dalsi
konené projektivni geometrie; v kazdé z nich kazda
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p¥imka obsahuje tentyZ podet k bodi a rovnéz ka¥dym
bodem prochézi k& pimek. Celkovy podet bodu a celkovy
podet pfimek se také sobé rovnajf; je to

n=k—k41.

Neexistuje ovSem koneéna geometrie pro ka’dé k, ale
Ize dokdzat, Ze existuje tehdy, je-li k = p* 4 1, kde p
je prvodislo, a je pfirozené éislo.

Pokud vSak bychom chtéli najit model konedné geo-
metrie, v ném# by skuteénd mnoZina bodd byla pod-
mnozinou mnoZiny boda (vlastnich i nevlastnich) eukli-
dovské roviny a rovnéz mnozina piimek byla podmnoZi-
nou mnoziny p¥imek této roviny, nepoda¥i se ndm to.
Zvolime-li totiz v euklidovské roviné étyfi body, z nichz
Z4dné tii neleii v primce, spojujeme tyto body pfim-
kami, hledame priseéiky téchto piimek a opét je spoju-
jeme a tak dale, neskondime nikdy po koneéném poétu
krokt a dostaneme tak geometrii nekoneénou.

Jesté vice neZ v samotné geometrii se koneéné geo-
metrie uplatiiuji v algebfe (teorie svazi) a v kombinato-
rice.

MOEBIUV LIST

Povime si 0 jednom zajimavém kouzle. Vezmete prou-
Zek papiru, jehoZ konce jsou slepeny. UkaZete divakiam,
Ze na jedné ani na druhé strané prouzku neni vibec
nic nakresleno. Potom pfed diviky podél prouzku kresli-
te daru tak dlouho, aZ se vritite do vychozfho bodu.
Divici vas mohou ostfe sledovat, aby se pfesvéddili,
Je nezvedate tuzku s papfru. Pak prouzek opét ukaZete.
Divaci uZasnou — &ara je na obou strandch prouzku!

Cely trik spoédiva ve zpisobu, jakym jsou slepeny kon-
ce prouzku. Aby kouzlo vyslo, nesmime je slepit béZnym
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zpusobem (rub na lic), ale musime nejprve prouZek
zkroutit o 180° a potom ptilepit rub na rub. Ted uZ je
zfejmé, jak se ,,kouzli*. Zadneme-li kreslit na lici, pfejde-
me v mistd slepenf na rub, nakreslime d¢iru na rubu,
v misté slepeni opét pfejdeme na lic a kreslenif dokonéi-
me. V kouzle mii¥eme pokradovat tak, Ze prouzek podél
nakreslené &iry rozst¥ihneme; prouiek se nerozpadne na
dva kusy, ale ziistane veelku.

Obr. IV.14

N45 slepeny prouZek mé tvar jisté zajimavé plochy,
ktera se podle A. F. Moebia (1790—1868) nazyva Moebitv
list (obr. IV.14). Moebius patii vlastnd k prvnfm pri-
kopniktim té oblasti matematiky, kterd se dnes nazyva
topologie a o niZ jsme se zminili uZ v dvodu této kapi-
toly. Moebitv list je pfikladem takzvané neorientova-
telné plochy. Orientovat plochu znamend v podstatd
urdit jejf ,,rub* a ,lic* (to je oviem Fedeno nematema-
ticky). U roviny to zfejmé lze, u kulové p]ochy také.
U Moebiova listu nikoliv; mohli bychom Fci, Ze ,,m4 jen
jednu stranu‘. Rovnéi okraj Moebiova listu je pouze
jednou souvislou kfivkou. Tato plocha se tedy poéita
mezi neorientovatelné, na rozdil od roviny nebo kulové
plochy, které jsou plochami orientovatelnymi.
+. Vezméme si nynf kruh vystfiZeny z papiru a slepme
jeho okraj po celé délce s okrajem Moebiova listu. Prak-
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ticky to radé&ji nezkousejte, protoZe se vam to nepoda¥i.
Né&co takového si dovedeme pfedstavit pouze ve &tyi-
rozmérném prostoru. ProtoZe viak uZ vime, e matema-
tik béZnd pracuje i s vicerozmérnymi prostory, miZeme
v uvahach klidné pokradovat. Dostaneme uzavienou
plochu, ktera je topologicky ekvivalentnf s projektivn{

Obr, IV.15

rovinou. Co to znamena? Projektivni rovina vznikne
z euklidoveké roviny pfiddnim nevlastni pfimky. Exis-
tuje tedy vzidjemné jednoznadné zobrazeni mnozZiny
viech vlastnich i nevlastnich bodd roviny na mnozinu
boda nasdf plochy, které je spojité a prevadi kaZdou
piimku projektivn{ roviny (tedy vdetné jejiho nevlast-
nfho bodu) na néjakou uzavienou kiivku na nasi ploge.
(Nebudeme definovat, co je spojité zobrazenf, ale podle
toho, co jsme si Fekli v Givodu nasf kapitoly o topologii,
si dovedete piedstavit, co to je.) Pfitom tyto kfivky maji
tytéZz vlastnosti jako piimky v projektivnf rovind —
ka¥dymi dvéma body plochy prochazi privé jedna tako-
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vato kiivka a kaidé dvé takovéto kiivky maji pravé
jeden spoledny bod. Proto této ploSe z hlediska topologie
miZeme prostd Fikat projektivni rovina; vime, Ze topo-
logie takové plochy, které jsou mezi sebou topologicky
ekvivalentnf, prosté nerozlisuje.

Vezméme nyni dva Moebiovy listy a slepme jejich
okraje (samozfejmé to opét v tfirozmérném prostoru
nelze). Dostaneme neorientovatelnou plochu, kterd se
nazyva Kleinova lihev. Proé zrovna lahev ? Je to patrné
z obr, IV.15. Vidime zde jakousi ,komfnovou rouru®,
kters prochézi sténou ,,lahve*; ve skuteénosti ovSem
vede ,,jinudy* jako onen vézen prchajic z vézenf.

Ulohy

1. Sestrojte trojihelnik, jsou-li dény velikosti jeho vydek.

2, Sestrojte trojihelnflk, jsou-li ddny délky jeho tdznic.

8. Utvar na obr. IV.16 se nazyvé Hippokratovy masféky. Jeho
obvod tvoff pilkruZnice, jejichZ priméry jsou strany pravo-
thlého trojihelnfka. Vypodtdte obsah tohoto utvaru, znéte-li
délky a, b odvésen trojihelnfka.

4. Letadlo letdélo sto kilometri pfesnd ne jih, potom sto kilo-
metrd na zdpad a zase sto kilometri na sever. Pfitom se na-

Obr. IV.16



koneo vrétilo pfesnd na toté% mfsto, odkud vzlétlo. Jak je to
moZné? Pozor, iloha m4a dvé feseni.

6. Obrazec na obr. IV.17 rozddlte na &tyfi shodné nepfekry-
vajici se obrazce.

6. Kdy% jste vyiesili dlohu 5, jist§ vdm nebude délat ;)ot,ﬁe
ani tato iloha: Rozdélte étverec na pdt shodnych nepfekry-
vajicich se obrazed.

F E
7 c
A [
8C=FE=CD=ED=7AB
AB=AF
Obr. IV.17

7. Statnf vlajky severskych stdtl jsou obdelnfky s kfi¥em zva-
nym heroldsky, sahajicim aZ ke kraji vlajky. Pfedstavme si, Zo
by ld{# zabiral pfesnd polovinu obsahu obdélnika; obd jeho
ramena jsou ovéem stejnd Sirokd. Urdete &fiku ramen k¥iZe
v zdvislosti na délkdch a, b stran obdélnfka.

8. Mluvime-li uz o vlajkdch, ptipomeiime si, e u kazdé stétn{
vlajky je (pffmo ustavou pfila)luéného stdtu) pfesnd urden po-
mér déi‘ek stran. VEechny exempldie téfe statni vlajky jsou
8i tedy geometricky podobné, af uz jde o vlajku na obif lodi
nebo o stolnf{ vla.jeé‘]';u, kterd se klade na stil oficidlnfm hostiim
z pisludné zemé. Rozhodnd byste méli védsét, jaky je pomér
délek stran u deskoslovenské stdtnf vlajky.
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9. Pouze u dvou stdtnfch vlajek je tento pomdr 1:1 a jde
tedy o vlajky &tvercového tvaru. Kterd stdty maji takovéto
vlajky ?

10, A jeitd jedna otdzke tohoto typu: Ktery jediny stdtna
svStd mé vlajku jiného tvaru nez dtyfihelnfkového ?

11, V roviné jsou ddny dvd riznobéiné pf{mky a, b a bod M,
ktery leZf mimo né. Mdme tento bod spojit pfimkou 8 priseéi-
kem P piimek a, b. ,,To nic neni,* Feknete. Oviem pozor:
pfimky a, b se protfnajf mimo papfr, na ktery kreslime, a ne-
smime papfr nastavovat ani kreslit po stole, (Rikéme v tomto
pipadsd, Ze priuseéfk P je nepifstupny.)

12, Nyni méjme opdét neptistupny priseéik P pkimek a, b
a ddle pifmitu o, jejiZz prisediky s pfimkami a i b jsou pHstupné.
Bodem P méme k pf¥{mce o vést.iolmici.

18. Médme lupu, kterd zv&tiuje pstkrat. Podivéme se touto lu-
pou na ihel velikosti 5° Jak velky se ndm bude tento ihel
jevit

14, Pfedstavme si, Ze by zemékoule byla pfesnou kouli 8 rov-
nym povrchem bez horstev a mofi. Kolem rovniku by byl
napjat drdt tSsnd obepinajfof zemdékouli. Tento drdt by se

ndhle prodlou#il o metr. Lze jej pak nazvednout tak, aby pod
nfm podb&hla mys?

Releni dloh

1. Jeou-li a, b, ¢ délky stran trojihelnfke & v,, v, v, velikosti
piisluinych vySek, pak pro obsah P tohoto trojihelnfka
plati:

P=%(w¢=% bvb=%w.,.

Z toho plynou tyto uméry:
a:b=vy:9,,
bio=uv,:v, n
G:0=19y:9;.

Mséjme nynf novy trojihelnfk, jeho% délky stran jsou v,, v, v;
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a velikosti p¥{sluinych vysek w,, wy w, Pak zfejmd opst
plat{:
Wq ¢ Wp = Vp 2 Vg,
Wyt Wy = U, 3 Vp, (2)
Wy t Wp = Uy : Vg,

Srovnédnfm dmér (1) a (2) dostdvéme:

waiup:w,=az:b:c. (3)
)‘ ka
A ’E";
> K
\
A \
\/S, T ) S
A N —
!\
v\ S
A, B
Obr. IV.18

Sestrojime tedy nejprve trojihelnik T,, jeho# délky stran jsou
dané velikosti vysek v,, vp, v;. V tomto trojihelniku sestrojime
vydky a pak sestrojfme trojihelnik T,, jehoz délky stran se
rovnajf velikostem w,, wp, w, téchto k. Podle (3) tento
trojihelnik je podobny hledanému trojihelnfku. Nyn{ tedy
zbyvé k trojihelnfku T, sestrojit podobny trojihelnik T,
v némZ vyska ke strané odpovidajici strand délky w, v T,
m4é velikost v,; tento trojihelnik je fefenim tlohy.

2, Dané délky téZnic oznadme ¢, #, ;. Neché vrcholy hleda-
ného trojihelnfka jsou 4, B, C, necht stfedy stran protilehlfch
témto vrcholum jsou po Fadd Sg, Sp, S, TéZistd oznaéme 7.
Sestrojfme nejprve trojihelnik 4 ABT. Délka strany AT je

rovna.—s— ts, délka strany BT se rovné % tp. Déle znédme délku
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t&znice S, T trojihelnfka A ABT; je rovna —:la—tc. Sestrojme nej-
prve usedku S,T. Bod A musi leZet na krufnici 44 o stiedu T'
a o poloméru % t5; podobnd bod B lezi na kruznici kp o stfedu

T a o poloméru —i— ty,. Bod B je obrazem bodu 4 ve stfedové

soumdrnosti o stfedu S.; leif tedy na kruZnici k', kterd je

obrazem kruznice k4 v této soumérnosti (obr. IV.18). Bod B
tedy nalezneme jeko prisedfk kruZnio &/ & k5 (jsou moZnd dvé
fedenf). Bod A pak sestrojime jako obraz bodu B ve zminéné
soumérnosti. Takto méme sestrojen trojihelnik 4 4 BT. Nynf
jiZ snadno nalezneme i bod C; lef na polopfimce S,T' ve vzdé-
lenosti £, od bodu S,.

8. Vysledek dostaneme tak, e od obsahu iutvaru sloZemého
z trojuhelnfka & pilkruhi nad odvésnami ode¢teme obsah pil-
kruhu ned pfeponou. Méme tedy

1 1 1 1
- = na? + — b — — ;e?
P 2ab+811:a+81|:b g "o
Podle Pythagorovy véty c* = a* + b". tedy

1
P =—2—ab.

Obsah Hi}ﬁpokmtovych més{8li je roven obsahu pfislu¥ného

pravodhlého trojihelnfka. Viimnéte si, %e se ve vysledku ne-

1\:yskyl;uja &fslo =, al jde o dtvar omezeny kruhovymi oblou-
Y.

4, Prvnf Fefeni: Lotadlo startovalo ze severnfho pélu. Odtud
mohlo letét po libovolném polednfku, nebof vidy 8lo o cestu
na jih., Potom letélo sto kilometri po rovnob&ice, takio bylo
stdle vzddleno sto kilometri od severnfho pélu. Nakonec le-
té‘}lo sto kilometri na sever, takZe se opét vritilo na severnf
pél.

Druhé fefeni: Na severnf i jiZnf zemské polokouli existujf
rovnobdzky vSech moinych délek nepfesahujfeich délku rov-
niku. Existuje tedy na jiZn{ polokouli rovnobéika délky sto
kilometri. Letedlo startovalo z mifsta vzddleného od této
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rovnobdtky sto kilometri na sever. Letdlo na jih aZ k této
rovnobéZce, celou ji obletdlo a vritilo se na sever stejnou cestou,
jakou pfedtim letélo na jih. (Na severnf polokouli ovéem také
existuje rovnobéika délky sto kilometri; neexistuje vSak
misto vzddlené od nf na sever sto kilometri, protoZe severni
pél je od nf bl{Ze nez sto kilometrit.)

5. Relen{ je na obr, IV.19.

6. Refien{ je na obr. IV.20. Jo to Felenf velice jednoduché.
Po trdpeni s pfedeslou 1ilohou jste vlak na to asi hned neptiili.
Pravdépodobnd jste uvaovali: ,,Piedtim se d8lilo na &tyFi
obrazce, a jak to bylo sloZité! CoZ teprve délit ndco na pé&t
obrazca!*

7. Hledand &ffka necht je z. Obsah jednoho ramene kiffe je

Obr. IV.19 Obr. IV.20

vy
7.

Obr. IV.21
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roven az, obsah druhého bz. Obsah kfiZe dostaneme tak, Ze
od soudtu téchto obsahi odelteme obsah z* jejich spolené
&4sti. M4-li se tento obsah rovnat poloviné obsahu obdélnfka,
mus{ platit:

azr + bz — a* =—;—ab.

Upravami dostaneme kvadratickou rovnici:

22' — 2(a + b))z + ab = 0.
Redenf je:

T30 =%(a +b + Va¥ +5%).

ProtoZe z musf byt mensf ne# a i nez b, padé v ivahu pouze
hodnota %(a +b—JaT T 5.

8. Tento pomér je 2 : 3.

% Je to Bvycarsko a Vatikén; jejich vlajky vidime na obr.
V.21,

10. Je to Nepél; jeho vlajka je na obr. IV.22.

11. Zvolme bod A na ptfmce a & bod B na pifmee b tak, aby
body A, B, M neleZely v pf¥{mce. Déle zvolme na pHmece a bod
A’ rizny od A. Existuje prdvd jedna stejnolehlost o stfedu P,
v nfZ bod A4’ je obrazem bodu 4. Bod B’ odpovidajfef v této
stejnolehlosti bodu B sestrojfme jako priusedfk p¥{mky b (coZ

Obr. IV.22 Obr. IV.23
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je spojnice BP) s rovnob&tkou k pf{mce 4B vedenou bodem 4.
Podobns sestrojime i obraz M’ bodu M; bude to priselfk rov-
nobézky k pfimce A M vedené bodem A’ 8 rovnobéZkou k p#im-
ce BM vedené bodem B’'. ProtoZe M’ je obrazem bodu M ve
stejnolehlosti o stfedu P, je M' # M a pf{fmka MM’ prochédzf
bodem P, tedy je to hledand p¥imka MP. (Obr. IV.23).

12, Necht A4, B jsou po fad® priasediky piHmek a, b s pfimkou o.
Zvolme bod P’ mimo ptimku ¢ a vedme jim pifmky a’|| a,

Obr. IV.24

b’ || b. Prusedfky pfimek a’, b’ s pfimkou 6 oznatme po fadd
A‘, B'. Trojbhelnfky 4 ABP a A A'B’'P’ jsou podobné. Vedme
bodem P’ kolmici k pf{mce ¢ & jeji patu oznatme @'. Bod @’
v piisluiné podobnosti odpovidé bodu @, ktery je patou kol-
mice vedené z bodu P k pfimce ¢; médme tedy:

AQ :BQ = A'Q': B'Q’

a pomoci této Gmdéry snadno sestrojime bod @ a vedeme jfm
kolmici k pifmce ¢, coZ je hledand kolmice. (Obr. IV.24).

18. Uhel se i pfi pohledu lupou bude jevit ve velikosti 5°, proto-
%e lupa zvétduje pouze délky, nikoliv velikosti vihld.

14, Necht R je polomér zemékoule v metrech. Pak pivoednf
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délka drétu v metrech je 2rnR. Zvét§fme-li drét o metr, bude
tato délka rovna 2rR + 1. MuZeme tedy z drédtu utvofit kruz-

nici o poloméru B + —2-1;-. Vsechny body této kruZnice pak

mohou byt umistény ve vyice -El;:— metru nad zemskym po-

vrehem. Je to vice ne# &trndet centimetrd, tedy mys miZe pod
drétem klidn$ podb&hnout.
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V. KAPITOLA

TEORIE GRAFU A KOMBINATORIKA

Jednou z modernfch matematickych disciplin je teorie
grafia. Grafy, které tato teorie zkoumd, vSak nejsou
grafy funkei, ale jiné objekty, které s grafy funkef maji
spoleény jen nazev odvozeny z feckého ,grafein, coZ
znamend ,,psiti‘. RozliSuji se grafy neorientované
a orientované.

Neorientovany graf G je uspofddani dvejice mnoZin
[U, H], kde U je néjakéd mnoZina, jejiZ prvky nazyvime
uzly grafu G, a H je podmnozina mnoZiny viech neuspo-
fadanych dvojic rtznych prvkd mnoZiny U; prvky
mnoZiny H nazyvame hranami grafu G.

Zaménime-li v této definici slovo ,,neuspofddanych*
slovem ,,uspofddanych‘, dostaneme definici orientova-
ného grafu.

Zatim vém tyto definice asi mnoho nefikaji; zvlasté
asi nechapete, pro¢ se nédemu takovému ¥ka zrovna
graf. Povézme si tedy, jak se takovéto grafy znazor-
nuji; omezime se na p¥pad, kdy mnoZina U (a tedy i mno-
Zina H) je koneén4.

Prvky mnozZiny U (tedy uzly grafu) si nakreslime jako
malé krouzky. Jestlife ueU, velU a neuspofidans
dvojice {u, v} € H, nakreslime tsetku nebo oblouk spo-
jujicf krouzky odpovidajicf uzlim « a v. Tak dostaneme
znazornéni neorientovaného grafu. Piiklad vidime na
obr. V.1. Zde U = {u,, %,, us, %,, 45}, hrany grafu jsou
dvojice {u;, ua}, {Us, s}, {1, Us}, (s, ws}, {0, us}, {us, %}
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Misto {u,, u,} miiZeme hranu zapsat struéné jako u,u,.

Podobné bychom zakreslili i orientovany graf. Je-li
weU, veU a uspofadana dvojice [u, v] € H, kreslime
usetku nebo oblouk spojujici krouZky odpovidajic
uzlim u a v se Sipkou sméfujici ke krouzku znazortiujf-
cimu uzel v. P¥klad vidime na obr. V.2.

O hrand wuv v neorientovaném grafu G fikame, Ze
spojuje uzly « a v a Ze je incidentni s uzly » a v. (Proé¢
mluvime o spojovani, je zfejmé z toho, co jsme si pravé

ity

ul/ u,
u u,

Obr. V.1 Obr. V.2

Obr. V.3 Obr. VA4
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fikali.) Podobnd v orientovaném grafu &asto piSeme

misto [u, v] strudné wuv a tikime, %e tato hrana jde
z uzlu % do uzlu v, % je jejim poditeénim uzlem a v je
jejim koncovym uzlem.

r+Z nadf definice vyplyva, Ze v neorientovaném grafu
mohou byt spojeny hranou pouze dva ruzné uzly
8 24dné dva uzly nemohou byt spojeny vice neZ jednou
hranou. Skuteénd nejdastéji se zkoumaji grafy, v nichZ
je toto splnéno. Nékdy se viak ukazuje udelnym upravit

.. JIRIKOY
MIKULASOVICE
DOLNI NADRAZI

RUMBURK

DOLNI POUSTEVNA o,
PANSKY KRASNA LiPA

RYBNISTE

HRADEK
NAD NISOU

CESKA KAMENICE ,
JEDLOVA

BENESOV TCEskA Lira LIBEREC

NAD PLOUCNIC!

NAD JIZEROU TURNOY

Obr. V.56
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definici tak, aby mohlo existovat i vice hran spojujicich
tutéZ dvojici uzlu; takovéto grafy se dasto nazyvaji
multigrafy, aby se tak odlifily od grafi, o nichZ mluvi-
me zde. Pifklad multigrafu je na obr. V.3. U orientova-

9
nych grafi pfipousti naSe definice existenci hran wv

a vu, kterd spojuji tutéz dvojici uzli, jsou viak opadné
orientované. Pokud bychom pFipoustéli existenci vice

H H u
H c c c H
H H H
Obr. V.6

hran se spoleénym podite¢nim i koncovym uzlem, mlu-
vili bychom o orientovaném multigrafu.

Neékdy se pripoustéji (v neorientovaném i orientova-
ném grafu) i takzvané smycky, to jest hrany spojujici
néjaky uzel se sebou samym. Piiklad neorientovaného
grafu se smy¢kou u uzlu % je na obr. V.4.

Je mnoho aplikaci teorie grafi. Uvedme si jen, Ze
schematické znazornéni Zelezni¢nf sité (obr. V.5) nebo
chemicky strukturnf vzorec (vzorec propanu na obr.
V.6) je grafem. Nékteré zajimavosti z této teorie pozna-
me v nasledujicich odstaveich.

S teorii grafi t8snd souvisi kombinatorika. Néco z ni
uZ znate ze skoly (variace, kombinace). I ta ma velky
vyznam pro jiné obory matematiky (mluvime o kombi-
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natorické topologii & kombinatorické geometrii, diilezitd
je kombinatorika i pro teorii pravdépodobnosti) i pro
praxi. I z nf poznadme nékteré zajimavosti.

PREVOZNIK, VLK, KOZA A ZELT

Znamou hédanku na toto téma jste jisté uZ slySeli.
Ukézeme si, jak ji miiZzeme Fesit pomocf teorie grafi.

PVKZ PVK PvZ PKZ PK

vZ 14 K V4 ']
Obr. V.7

Pievoznik ma pfevézt pres feku vlka, kozu a zell.
Viechny tfi najednou vézt nemiize; muzZe vzit soudasné
bud vlka a kozu, nebo vlka a zeli, nebo kozu a zeli.
Ptfitom vsak nemiZe ponechat bez dozoru vlka s kozou,
protoze vlk by kozu seZral. Z podobného divodu ne-
miZe nechat osamot® kozu se zelim. Jak mé postupovat
pii previZent ?

Situaci si miZeme znézornit grafem na obr. V.7. Kazdy
uzel tohoto grafu oznaduje jistou situaci pfi pFevozu; je
oznaden zadatednimi pismeny ndzvi téch objekti, které
jsou na prvnim biehu; tedy napifiklad PK znad, %e na
prvnim b¥ehu je pfevoznik s kozou a na druhém samo-
ziejmd vlk a zeli. Symbolem prizdné mnoZiny @ je
oznadena situace, kdy jsou vdichni pFevezeni na druhy
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bfeh. Hrany zndzorituji mo#né pfechody od jedné si-
tuace k druhé. Vyloudené situace jako VK nebo KZ
vynechivame.

Jde nynf o to, nalézt v grafu cestu z uzlu PVKZ do
uzlu @. Cestou z uzlu %, do uzlu %, v grafu @ nazyvéme
kone&nou posloupnost uzld a hran tohoto grafu, kterd
mé tvar

Ug, uoul, ul, UyUg, Ugy « « -, ‘u,._l, Up_yUn, Up

a v nf% se 24dné uzly ani hrany neopakuji. Na p¥sludném
obrazku ka%dé cestd odpovidd jednoduchd lomend &ra.

Na obr. V.7 vidime dvé takovéto cesty. Jedna mi
wzly PVKZ, VZ, PVZ, V, PVK, K, PK, §, druh4 ma
wzly PVKZ, VZ, PVZ, Z, PKZ, K, PK, 0. Tyto cesty
ndm udévajf dv8 moZnd feSeni. Prvni FeSeni: pfevézt
nejprve kozu, vritit se sim zpét, pfevézt zeli, vritit se
zpdt 8 kozou, pfevézt vlka, vritit se sAm zpét, pfevézt
kozu. Druhé feSeni: pFfevézt nejprve kozu, vratit se sim
zpét, pfevézt vlka, vratit se zpét s kozou, plevézt zeli,
vratit se sam zpdt, pfevézt kozu.

SEDM MOSTU V KRALOVCI
O Leonhardu Eulerovi jsme uZ mluvili v III. kapitole

v souvislosti s &slem e. Tento veliky matematik proZil
d4st svého Zivota v mdéstd Krdlovei (Kénigsberg) ve

A g |/
=

Obr. V.8
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Vyohodnim Prusku (dnes$nf Kaliningrad v SSSR). V tom-
to mésté v Eulerové dobé bylo sedm mosti pres Feku
Pregel; jsou zndzorndny na obr. V.8.

Obyvatelé Kralovce si tehdy lamali hlavu s hidankou,
zda by si mohli udélat prochdzku méstem tak, aby ptes
kaZzdy most pfedli prdvé jednou a vratili se nakonec
zpét na misto, odkud vysli. Pro matematika, jakym byl
Euler, oviem i takovito malidkost byla podnétem k vy-

Obr. V.9 Obr. V.10

tvofenf matematické teorie. Tak vznikl dilezity pojem
eulerovského grafu.

Predstavme si, Ze néjaky obrdzek chceme nakreslit
jednfm tahem tak, abychom nezvedali tuZku s papiru
a abychom %idnou &aru nekreslili dvakrat. Vezméme
si t¥eba dopisnf obalku na obr. V.9. Takovyto obrizek
miZeme upravit na znézornéni grafu. Jestlize z néjakého
bodu vychizi jiny podet &ar nez dvé, budeme tento bod
povaZovat za znazornénf{ uzlu grafu a nakreslime tam
pisluiny krouZek. I bod, z néhoZ vychizeji dvé &iry,
miieme povaZovat nékdy za zndzornéni uzlu, nechceme-
-li dostat multigraf. Z oné obdlky ndm tedy vznikne graf
na obr. V.10.

Tah v grafu @ je definovdn podobné jako cesta. Je to
posloupnost

uO! Uolthy, Uy, U Uy, Uy - -y Un—y» un—luun Up
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uzld a hran grafu G. Na rozdil od cesty uzly se mohou
v této posloupnosti opakovat, ale hrany nikoliv. Jestlize
Uy Splyva s u,, pak mluvime o uzavieném tahu, v opaéd-
ném piipadd jde o otevieny tah. Obsahuje-li tento tah
véechny hrany grafu @ (ka?dou ovSem privé jednou),
Fkame mu eulerovsky tah.

Nakreslit obrizek jednim tahem tedy znamené najit
v, pislu§ném grafu eulerovsky tah. Méme-li se navic

Obr. V.11

nakoneo vratit na totéZz misto, odkud jsme vysli, musf
jit o uzavieny eulerovsky tah. V pf{padé hidanky o sed-
mi mostech mésta Krilovece jde o to, nalézt uzavieny
eulerovsky tah v multigrafu na obr. V.11. Uzly tohoto
multigrafu odpovidaji biehtim feky a ostrovim, hrany
znazoriuji pslusné mosty.

Stupenl uzlu % v grafu G je podet hran incidentnich
8 uzlem u v grafu G. Podet uzli lichého stupné v koned-
ném grafu je vidy sudy. Je tomu tak proto, Ze soudet
stupnt viech uzli v grafu je roven dvojnasobku poétu
hran, tedy &islu sudému. Platf to i pro multigrafy.

Uzavieny eulerovsky tah v konefném grafu (nebo
multigrafu) & existuje pravé tehdy, maji-li véechny uzly
v tomto grafu sudy stupeid. Znamena to, Ze takovyto
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graf 1ze nakreslit jednim tahem tak, Ze za¢neme kdekoliv
a opét se vritime tam, odkud jsme vysli. Takovyto graf
se nazyva eulerovsky. V multigrafu na obr. V.11 to
zfejmé nelze; tam dokonce véechny uzly maji lichy stu-
pefi. Zédanou prochdzku po mostech mésta Kralovce
tedy nelze provést. (Pfesné bychom vlastné méli mluvit
o souvislych grafech, tedy o grafech té vlastnosti, Ze
v nich k libovolnym dvéma uzlim existuje cesta, kterd
je spojuje. Pokud graf neni souvisly, samozfejmé jej
jednfm tahem nakreslit nelze. V celém tomto odstavci
véak pro jednoduchost budeme mléky pfedpoklidat, Ze
jde vidy o souvisly graf, popiipadé multigraf.)

Pokud v grafu existujf pravé dva uzly lichého stupns,
neexistuje v ném uzavieny eulerovsky tah, ale existuje
otevieny eulerovsky tah, ktery vychazf z jednoho uzlu
lichého stupné a kondf v druhém. Piikladem je graf na
obr. V.10. Tento graf lze nakreslit jednfm tahem, ne-
muZeme vSak zaéit kdekoliv, ale musime vyjit z nékte-
rého ze dvou uzld, které jsou na obrazku dole, a skondit
v druhém. (Zkuste to!)

Pokud je uzli lichého stupné vice neZ dva, eulerovsky
tah v grafu neexistuje. Nejmensf podet tahii takovych,
%e ka%dé hrana grafu pat¥f privé do jednoho z nich, je
roven poloviné tohoto poétu uzld lichého stupné (tento

Obr. V.12 Obr. V.13
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podet uzld je sudy). Multigraf na obr. V.11 Ize tedy na-
kreslit dvéma tahy. Abychom nakreslili zalepenou dopis-
ni obdlku na obr. V.12, potfebujeme tfi tahy.

Ptiklad eulerovského grafu, tedy grafu, ktery lze na-
kreslit jednim tahem, je na obr. V.13.

V dobd, kdy Zil Euler, teorie grafi jako samostatny
matematicky obor jesté neexistovala. Pro Eulera byla
hidanka se sedmi mosty spiSe rozptylenim pti jeho viZné
védecké praci. Nicménd — veden kratochvilnou h#fé-
kou — polozil uZ tehdy ziklady této teorie a jistd za-
slouZzené dodnes mluvime o eulerovskych tazich a eule-
rovskyoh grafech.

HLAVOLAM § BAREVNYMI KOSTKAMI

Moind, Ze se vam uZ nékdy dostal do ruky hlavolam
sestdvajici ze &tyF krychlf s riizné zbarvenymi sténami.
Krychle jsou étyfi a na jejich sténdch se vyskytujf dty¥i
barvy: &ervens, modra, zelens a Zluté. Ukolem je srov-
nat krychle do ¥ady, to jest vytvofit z nich kvadr s roz-
méry 4 x 1 x 1 tak, aby se na ka¥dé obdélnikové sténd
kvidru vyskytovaly viechny &tyti barvy (obr. V.14).
Také k fedenf této tlohy muZeme pouZit teorie grafii.
Nejprve uspofddejme krychle v libovolném pofadi, to

Obr. V.14
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jest oznadme je symboly K,, K,, K,, K,. Sestrojime mul-
tigraf @, jehoZ uzly budou oznadeny &, m, 2, Z a budou
odpovidat barvam s pifslusnym zadateénim pismenem.
(V matematice zpravidla neuZivime jako symbola pis-
men 8 hicky, ale zde to udélame, abychom méli dobry
pfehled.) Hrany grafu G budou znézorfiovat dvojice

Obr. V.15

protilehlych stén jednotlivych krychli; hrany odpovida-
jicf jedné krychli odlisfme v grafu od hran odpovidaji-
cich ostatnim krychlim (na obr. V.15 jsou rozlifeny tak,
Ze jsou kresleny plné, dirkovansd, éerchované nebo ted-
kované, podle toho, o kterou krychli jde). ProtoZe na
kaZdé krychli jsou t¥i dvojice protilehlych stén, obsahuje
graf celkem dvandct hran rozdélenych do Styt tkd po
tfech hrandch. Hrana patiici do i-té tidy spojuje dva
uzly z, y grafu & pravé tehdy, jestliZe se na ¢-t6 krychli
K, vyskytuje dvojice protilehlych stén majicich barvy
z,y. Je zfejmé, Ze G' miZe byt multigrafem a muze
obsahovat i smy&ky.

Predpokléddejme, Ze mame sestrojen graf G odpovida-
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jicf dané &tvefici krychlf a Ze mame hlavolam vyfeden,
to jest mame sestaven kvddr s poZadovanymi vlast-
nostmi. Pfedpokladejme daile, Ze tento kvadr lei{ na
stole a Ze tedy mi%eme mluvit o sténé dolni, horni,
pfednf a zadni, které maji vesmés rozméry 4 x 1. Po-
dobné nazyviame stény jednotlivych krychli tvoiiei tyto
stény kvadru.

Méjme nyni zobrazeni p,, které kazdé barvé z ptifa-
zuje barvu p,(x) tak, Ze p,() je barva dolnf stény krych:
le, jejiz horni sténa ma barvu z. ProtoZe horni stény
krychlf maji navzajem razné barvy a dolnf stény rovnéz,
je to vzijemné jednoznatné zobrazeni nasf mnoziny
barev opét na tuto mnoiZinu, to jest permutace této
mnoziny. Bereme-li misto horni stény pfedni a misto
dolni stény zadni, dostaneme podobné permutaci p,.

Budeme nyni orientovat nékteré hrany grafu @, to
jest prikreslovat k nim Sipky. Kazdé barva z je spojena
v grafu G s barvou p,(z); k této hrané pfikreslime Sipku
vedouci od z k p,(x). Graf, ktery obsahuje vSechny uzly
grafu ¢ a vSechny hrany, které jsme takto orientovali,
oznaéme F,. Je to takzvany faktor grafu (. (Graf, jehoZ
mnoZina uzld je podmnoZinou mnoZiny uzli grafu @
a jehoZ mnozZina hran je podmnoZinou mnoziny hran
grafu @, nazyvime podgrafem grafu G. Podgraf grafu
G, jehoZ mnoZina uzld je rovna mnozind uzli grafu G,
nazyvéame faktorem grafu @.) Kazdy jeho uzel mi stu-
pen rovny dvéma (je-li uzel incidentnf se smydkou, po-
d{td se tato smydka pFi urSovéni stupnd uzlu jako dvé
hrany). Rikéme mu tedy faktor stupnd dvé neboli
kvadraticky faktor. Navic ma F, tu vlastnost, Ze obsa-
huje privé &tyti hrany a kaZdd z téchto hran je z jiné
tiéidy. Podobné k permutaci p, najdeme kvadraticky
faktor F, grafu @, ktery ma rovnéZ tuto vlastnost.
Dile je zfejmé, %e faktory F, a F, nemaji spoleénou
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hranu (takovdto hrana by musela odpovidat dvojici
horni a dolni stény nékteré krychle a soudasné predni
a zadnf stdny téZe krychle, coZ neni mozné); ¥ikdme, Ze
jsou hranové disjunktni.

Nyni si predstavme, Ze jsme v grafu G nali fa.ktory
F,a Fy popsanych vlastnosti. UkdZeme si, Ze pak miZeme
hlavola.m vytesit. Hrany ka%dého z faktori F,, F, orien-
tujeme tak, aby kazdy uzel byl podateénim uzlem priveé

fa __am g T “ym
A /
; Lo
: v
: ! !
: [
S < b
z z z z
Obr. V.16

jedné hrany p¥sludného faktoru. To lze vidy provést
a jistd snadno pfijdete na to, jak se to provede. Hrané
1-té tiidy sméfujici od uzlu z k uzlu y bude v Fedeni
odpovidat poloha $-té krychle, pfi které ma jeji hornf
sténa barvu z a dolnf barvu y. Uvedeme krychle do této
polohy a sestavime z nich kvadr; pak na hornf i dolnf
sténd budou viechny &ty¥i barvy. Podobné hrang ¢-té
ti{dy sméfujicf od uzlu z k uzlu z v F, bude odpovidat
poloha ¢-t6 krychle, pfi které m4 jeji pfednf sténa barvu
z a zadnf barvu z. ProtoZe F; je hranové disjunktni s F',,
jeho hrany odpovidaji jinym dvojicim stén krychli neZ
jsou ty, které jsou nahote a dole. Krychle tedy miiZeme
do pozadované polohy uvést pouze otddenim kolem svislé
osy bez ménénf polohy hornf a dolnf stény. Takto ziska-
me Fefeni hlavolamu.
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Obvykle se prodavajf krychle vybarvené tak, %e od-
povidaji grafu na obr. V.15. V tom piipadé je feSenim
hlavolamu kvadr, na jehoZ hornf sténé jsou barvy v po-
fadf &ervend, zelend, modra, Zlutd, na dolni sténé modra,
Zluté, zelend, dervend, na pfedni sténd modra, dervend,
zlutd, zelend, na zadni sténd zelend, modra, éervena,
Zluté. Dalsf FeSeni tlohy zfskite nap¥iklad pfeskupenim
krychlf, zaménou protilehlych stén (kaZdou krychli
otodfite o 180° kolem svislé osy) nebo otodenfm kvédru
podle jeho podélné osy.

Popsané kvadratické faktory grafu G vyhleddvime
pfi tak malém podtu hran zkusmo, systematicky pro-
bereme jednotlivé moznosti. Uvedené metody lze pouZit
i v pfipadech, kdy podet krychli a barev jejich stén je
jiny neZ &tyfi; dostdvame pak pouze grafy s jinym
poétem uzli a t¥id hran, jinak je postup stejny.

ROVINNE GRAFY

Jsou tfi domy a tfi studnd. Majitel kazdého domu by
chtél mit od svého domu cesty ke viem tfem studnim,
ale Z4dny z t8chto majitelt nechce, aby se nékters jeho

Obr. V.17
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cesta ldiZovala se sousedovou. Je to moiné tak za¥{dit?

Tato dloha se tyks takzvanych rovinnych grafa. Jak
jsme uvadéli na zaditku této kapitoly, grafy znazoriu-
jeme tak, Ze uzly kreslime jako malé krouiky a hrany
jako tsetky nebo oblouky spojujfef tyto krouzky. P¥itom
jsme zatim nehleddli na to, zda lze tyto tse¢ky nebo

AN

Obr. V.18 Obr. V.19

oblouky kreslit tak, aby se nikde neprotinaly. Pokud
to lze, fikame piislusnému grafu rovinny graf.

Znizornime-li domy i studné jako uzly grafu a pfi-
sludné cesty jako jeho hrany, dostaneme graf, ktery se
v teorii grafi &asto oznaduje symbolem K,,,. Tento
graf neni rovinny; v nejlepsim pf¥ipadd jej lze nakreslit
tak, Ze se pouze dva oblouky znézornujici hrany spolu
protinaji (obr. V.17). Majitelim domu tedy nezbyva
nic jiného, nez aby se alespoii dva z nich dohodli, Ze
se jejich cesty budou kiiZovat.

Ve sttedovéku se véfilo, Ze jisté znameni zvané mufi
noha muZe chrinit &lovéka pfed nastrahami dabla; je
o tom zminka i v Goethové ,Faustovi‘. Mufi noha je
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pravidelny pétitihelnik se vSemi whlopiickami (obr.
V.18). Odpovida mu graf, ktery se oznaduje K;; ma pét
uzld, kazdé dva uzly jsou v ném spojeny hranou. Ani
tento graf neni rovinny; na obr. V.19 vidime jeho nakres,
na némz se praveé dva oblouky protinaji.

Jestlize nékteré hrany grafu G nahradime cestami,
které obsahuji je§té dalsf uzly, a dostaneme tak graf G,
fikime, Ze graf G’ byl ziskdn z grafu G' délenim hran.

AN

Obr. V.20

Na obr. V.20 vidime graf ziskany délenfm hran z grafu
Ky,

Samozfejmé neni-li ndjaky graf rovinny, nenf rovinny
ani graf ziskany z ného délenim hran. A jestlize nerovin-
ny graf @, je podgrafem (to jest &asti) grafu @,, pak ani
graf G; nemuzZe byt rovinny. Tedy Zadny graf, ktery
obsahuje jako podgraf graf K,,; nebo K; nebo graf ziska-
ny z nékterého z téchto grafi délenfm hran, nenf rovin-
ny.

Plati to vSak i obracend. Mluvi o tom véta, kterou
dokazal K. Kuratowski:

Graf G je rovinny pravé tehdy, neobsahuje-li jako
podgraf graf K,,, nebo K; nebo graf ziskany z nékterého
z téchto grafi délenim hran.
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Tato vyznamné véta ndm umoZiuje urdit, zda je nd-
jaky graf rovinny, aniz bychom se jej pokouseli kreslit
#4danym zpisobem.

BAREVNE MAPY

Zemd&pisné mapy se zpravidla barvi tak, Ze Gzemf kazdého
statu je vybarveno jednou barvou a tizem{ sousednich
stdtd jsou vybarvena riznymi barvami.

Predstavme si, 6 mame takovouto mapu nakreslenou
v rovind nebo na globu. MiZeme vzft zcela libovolnou
mapu, kters vibec nemusi{ odpovidat skutedné situaci
na zemd&kouli. Chtéli bychom ji obarvit pfedepsanym
zpisobem. Uzemf, kterd maji spoleény jen jeden bod
(jako napiiklad Arizona a Colorado), za sousedni ne-
poklidéme a miéZeme je barvit stejnou barvou. Uzemd,
ktera jsou od sebe oddélena Gzemfim jiného statu (popii-
padé mo¥em), poklddime za riznd; neuvaZujeme o tom,Ze
t¥eba patif témuz statu (napiiklad USA a Aljaska). Ko§
lik barev na to pot¥ebujeme ?

TFi barvy nestadf. Najdeme-li si na mapé Lucembur-
sko a jeho t¥i sousedy, Francii, Belgii a NSR, vidime, Ze
kaZdy z téchto sousedi sousedi s obédma ostatnfmi a Ze
tedy kaZdy ze zminénych &tyt statd musi byt obarven
jinou barvou.

P. J. Heawood na konci minulého stoleti dokézal, Ze
pét barev stadi. Dlouho viak nebylo jasné, zda by nesta-
&ily &tyfi barvy. Tento problém veSel do d&jin matema-
tiky jako problém &étyF barev.

Uvahy o barveni map lze pfevést na Gvahy o rovin-
nych grafech. Uvnitf kaZdého tizemi na mapd zvolfme
jeden bod — tieba hlavnf mésto pislusného stidtu. Ten
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bude uzlem uréitého grafu. Hranou v tomto grafu spo-
jime dva uzly pravé tehdy, lezi-li tyto uzly na tzemich,
ktera spolu sousedi. Takovyto graf bude rovinny.

Nynf tedy jde o to, obarvit uzly tohoto grafu tak, aby
libovolné dva uzly spojené hranou mély riznou barvu.
Jinymi slovy, méme rozlofit mnoZinu uzli grafu na

Obr. V.21

disjunktni t¥dy tak, aby Z4dné dva uzly z téZe tiidy
nebyly spojeny hranou. Nejmensi poéet takovychto
tHid (&ili barev) se nazyvad chromatické é&islo grafu.
Problém &ty* barev tedy spodiva v tom, zda chromatické
¢islo rovinného grafu muze byt vétsi nez Gtyti.

Problém &tyt barev odoldval snaham matematiki az
do dervence 1976. Tehdy ameriéti matematikové W. Ha-
ken a K. Appel dokazali, Ze chromatické ¢islo rovinného
grafu nemuZe byt vét3f nez &ty¥i a tedy étyfi barvy stadf
k obarven{ libovolné mapy. Podafilo se jim najit lroneény
(ale velmi vysoky) podet grafii, o nichZ dokazali, Ze lze-li
tyto grafy Zidanym zpisobem obarvit, lze tak obarvit
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vSechny rovinné grafy. Obarveni téchto graft pak pro-
vedli na samoéinném poéitadi.

Je zajimavé, Ze pro slozitéjsi plochy nez rovina nebo
kulovéa plocha byla podobna tvrzeni dokazana podstatné
dfive. Napfiklad uz dlouho je znamo, Ze libovolnou
mapu na anuloidu (plocha podobna pneumatice na obr.
V.21) Ize obarvit sedmi barvami.

S vétou o ¢tyfech barvich je ekvivalentnf véta, kterou
vyslovil (tehdy pouze jako hypotézu) P. G. Tait: Je-li G
rovinny graf, v ném? kazdy uzel ma stupenn 3, pak lze
hrany grafu G obarvit tfemi barvami tak, Ze Zadné dvé
hrany incidentn{ s tymzZ uzlem nemaji stejnou barvu.

BLUDISTE

Z fecké mytologie zname baji o labyrintu, ktery postavil
vieumél Daidalos pro krétského krale Minéa. V labyrin-
tu byl ukryt Miné6tauros, dlovék s byédf hlavou, syn byka
a Mindovy manzelky Pasifaé. Tomuto netvoru musel
athénsky kral Aigeus kazdych devét let posilat jako
stravu sedm mladiki a sedm divek. Konec tomu udinil
Aigetv syn Théseus, ktery Minétaura zabil. Musel ho
vSak nejprve v labyrinté najit a po svém hrdinském &inu
se dostat z labyrintu ven. K tomu mu pomohla Ariadné,
dcera krale Minda. Dala mu klubko niti; Théseus tahl
nit za sebou, ¢im?Z si znadil cestu.

Béje mé uréité historické jadro; zbytky labyrintu byly
skutedné na Krété nalezeny.

Dnes slou#i bludisté jako atrakee. Vsichni jisté znate
zrcadlové bludisté v Praze na Petiiné. Anglicky humo-
rista Jerome Klapka Jerome poutavé popisuje bloudéni
v bludisti v Hampton Courtu ve své knize ,, Tti muZi ve
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¢lunu kromé psa‘“ (v novéjsim piekladu ,,Tfi muzZi ve
¢lunu, o psu nemluvé‘): *)

,,Nakonec vedli si v8ickni jako divi a volali privodce;
mily privodce ptisel, vylezl na 7ebfk pied bludistém
a se Zebifku jim vysvétloval, kudy ven. Viem vSak uz
v hlavé vikilo a byli tak popleteni, Ze nic nechapali, takze

o

QObr. V.22

je privodce vyzval, aby zustali, kde jsou, %e pro né
piijde. Srazili se v houfec a &ekali; pravodce slezi
a vstoupil do bludisté.

Byl nanestésti, jak uz tomu osud nékdy chce, novag-
kem a nevyznal se valné ve své Zivnosti; v bludisti sice
byl, ale nalézti jich nemohl. Chodil sem tam, aby se
k nim dostal, a koneéné sam zabloudil. Obdas jej za-
hlédli, jak se Zene na druhé strané pirepazky; pokazdé,
kdyZ je uvidél, hnal se k nim a oni éekali pét minut;
ale pruvodce objevil se za chvili opét na misté, kde byl
dfive, a divil se, kudy pry chodili.

*) Pieklad T. a E. Héchi. Vydalo nakladatelstvi F. Topi¢
v Praze 1802.

133



Nezbylo nic jiného ne# éekat, aZ pfijde od obéda stary
dozorce, a pak teprve dostali se ven.

Harris tvrdil, Ze, pokud pry dovede posoudit, je to
bludisté vyteéné; i dohodli jsme se, e tam budeme hle-
dét vlakat Jiftho, aZ poplujeme zpét.*

Plan bludisté v Hampton Courtu je na obr. V.22,
Takovéto bludisté lze znazornit grafem; je na obr. V.23.

Obr. V.23

Predstavme si, ze by Théseus nemél Ariadninu nit, ale
zato k¥idu, kterou by si mohl znaéit cesty, kterymi pro-
Sel. Jak by postupoval, aby zarutené Minétaura nagel
a dostal se opét ven? Na to existuji rizné predpisy ¢&ili
algoritmy (o algoritmech se podrobnéji doétete v VII.
kapitole). Jeden z nich popsal Norbert Wiener (1895 a%
1964), zvany ,,otec kybernetiky*.

Chodbu, kterou prosel jednou, bude Théseus znadit
jednim k¥izkem; pokud ji projde podruhé, nakreslf jestd
druhy kifZek. Z kaZdého rozcestf se vidy da ndkterou
chodbou, kterd dosud nebyla oznadena; pokud jsou
viechny chodby oznadeny, pijde tou jednokifZkovou
chodbou, které pouZil naposledy pfi pfichodu na toto
rozcesti (to je vidy mozné). Nikdy nevstoupi do chodby
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oznadené dvéma Ikifizky. PH tomto postupu zarudend
Minétaura najde. Kdyby byl oklamén a Zidny Minétau-
ros by v bludisti nebyl, mohl by se o tom Théseus pie-
svédéit tfm, Ze by se podle tohoto algoritmu dostal zpét
ke vchodu, kterym do labyrintu vesel; algoritmus zaru-
duje, Ze v tomto pfipadé by byl cely labyrint prohledén,
Pokud Théseus Mindtaura najde a zabije, vritf se tak,
Ze pouiiva stéle chodeb s jednim kfiZkem; ty ho bez-
pedné dovedou k vychodu. Zkuste si to s labyrintem na
obr. V.22,

MAGICKE CTVERCE

Magickym &tvercem nazyvéme tabulku rozdélenou na n
fadki a » sloupet, do jejichZ poliek jsou vepsina &isla
od 1 do »? tak, aby soudet &isel v kazdém ¥4dku, v ka-
dem sloupci a v obou dhloptitkich byl stejny.

Kdysi se véfilo, Ze tyto ¢tverce maji skuteéné magicky
vyznam. Dnes se na né divime pouze jako na zajimavou
hiféku.

Na grafickém listd Albrechta Diirera ,,Melancholie
miiZzeme nalézt magicky &tverec z obr. V.24,

Popifeme si nejstarsi metodu sestavovani magickych
étverci pro m liché. Tato metoda se nazyvé indickd
nebo také siamské (Siam je stary nazev Thajska).

Réadky budeme é&fslovat zdola nahoru &fsly 1 a% =,
sloupce zleva doprava rowvndZ &sly 1 a% n. Symbol
(z, y) znad¥{ politko v z-tém ¥Fidku a y-tém sloupei.
JestliZe se v popisu metody vyskytne vyraz z + 1
a budeme mit £ = n, budeme za x 4 1 povaZovat ¢islo
1; podobné pro y 4 1. Vyskytne-li se vyraz z —1
a bude z =1, budeme za z — 1 povaZovat &fslo =.
Rekli jsme, %e n jo liché; m4 tedy tvar » = 2m 4 1, kde
m je pfirozené &fslo.
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Tohoto &fsla m budeme v popisu metody pouZivat.
Nynf miZeme popsat jednotlivé pravidla indické me-

tody:

1) Cislo 1 vepfSeme do politka (n, m + 1).

2) Jestlize &islo z je vepsano do poli¢ka (z, y) a polidko

(z + 1, y + 1) je dosud volné, vepiseme &¢fslo z 4 1 do

politka (x + 1, y + 1).

16| 3| 2|13
5|10 11 8 8 1 6
9 ? 7 12 3 b 7
sl15 |14 1 4| 9|2
Obr. V.24 Obr. V.25

3) JestliZe &islo z je vepsino do politka (z, y) a polidko
(x + 1, ¥y + 1) je uZ obsazeno, pak ¢&islo z + 1 vepifeme
do politka (x — 1, ). (Lze dokazat, Ze toto polit¢ko musi
byt volné.)

Méjme n = 3, tedy m = 1. Cislo 1 podle pravidla 1)
zapifeme do (3, 2). Politko (1, 3) je volné, napiSeme
tam 2. Poli¢ko (2, 1) je volné, napifeme tam 3. Poli¢ko
(3, 2) je uZ obsazeno ¢islem 1, tedy &fslo 4 piSeme do
poli¢ka (1, 1). Poli¢ko (2, 2) je volné, piSeme tam 5.
Poli¢ko (3, 3) je volné, piSeme tam 6. Policko (1, 1) je
obsazeno ¢islem 4, tedy éislo 7 piSeme do politka (2, 3).
Politko (3, 1) je volné, pifeme tam 8. Konedndé 9 pi-
Seme do volného politka (1, 2). Magicky &tverec je
hotov (obr. V.25).

Existujf oviem i dal${ metody sestavovan{i magickych
dtverci.
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LATINSKE CTVERCE

Jiny drubh zajimavych d&tvercovych tabulek jsou la-
tinské &tverce. Mame opét tabulku o » ¥adcich a % sloup-
cich. Tentokrat do nf vpisujeme &fsla od 1 do » tak, aby
se kazdé z téchto ¢isel v kaidém Fadku a v kazdém
sloupci vyskytovalo pravé jednou.

5| 1|2 3] 4
4lsl1]| 23 43|21
314|512 3|1 T 2
23| 451 P _4_ 1|3
1| 23|45 1| 2| 3|4
Obr. V.26 Obr. V.27

Latinské étverce maji pro moderni{ matematiku pod-
statné vétsf vyznam neZ é&étverce magické. Souvisejf
s teorif grup, o nfZ jsme mluvili v I1. kapitole, a ji po-
dobnou teorii kvazigrup. RovnéZ maj{ vyznam pro
zkoumani konednych geometrif, které jsme poznali
v IV. kapitole.

Latinsky étverec miZzeme sestavit pomérné jednoduse.
Budeme poli¢ka znadit (z, y) jako v pfedesiém odstavei.
Do poliéka (z, y) vepiSeme zbytek ziskany pii déleni
disla = + y — 1 éislem n; je-li tento zbytek 0, piSseme
misto néj n. Tak napfiklad pro » = 5 dostaneme la-
tinsky étvereo na obr. V.26.

Je-li n takové éislo, e n 4 1 je prvoéislo, miizeme
také do polidka (x,y) vepsat zbytek pfi déleni &isla xy
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tislem n + 1. Priklad takového étverce pro n = 4 je na
obr. V.27.

Poéet riznych latinskych &tverct o n fideich a n
sloupcich je velmi vysoky; pro kazdé » je to nejménd

11.21.3! ... nl

Sestrojovani latinskych &tverct tedy neni nic t&%-
kého. Horsi je to viak s ortogondlnimi dvojicemi latin-
skych &tverod. Dva latinské &tverce o m ¥idcich a n
sloupcich nazveme ortogonalnimi, jestlize ke kaZdé
uspofddané dvojici [a, b] celych &isel mezi 1 a n existuje
pravé jedna dvojice (z,y) takova, Ze a je v politku
(z, y¥) v prvnim étverci a b je v poliéku (2, y) v druhém
Stverci. Piklad ortogonilnich latinskych é&tverc je
na obr. V.28,

Utvoiime-li nyni z ortogondlnich latinskych &tverca
Stvereo, v jehoi kazdém politku je uspofddani dvojice
¢isel, ktera lezi v odpovidajicich polickdch obou danych
dtvercli, nazyva se tento &tverec fecko-latinsky. V na-
Sem piipadé je to dtverec na obr. V.29 (8arky mezi
¢{sly nepiSeme).

1| 2|38 4] 5 1|1 2|3 4] 5

2 3 4 5 1 3 4 i} 1 2

3 4 5 1 2 6 1 2 3 4

4 6 1 2 3 2 3 4 b 1

6 1 2 3 4 . 4 b 1 2 3
Obr. V.28
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Zde se opét setkdavame s jménem L. Eulera. Ten doké-
zal, Ze pro kaZdé liché n a pro kazdé n délitelné ¢ty¥mi
existuji ortogonalni latinské &tverce o = Fidcich a n
sloupcich. Pro ostatni ¢fsla n» mohou existovat a nemuse-
ji. Neexistujf naptiklad pro n = 6, pro n = 10 existuji.
Euler se zabyval iilohou, zda lze postavit 36 distojniki
o Sesti riznych hodnostech & ze Sesti raznych plukd do

1122|3344 66

23 | 34| 45| 51 | 12

36 | 41 | 62 | 13 | 24

42 | 53 | 14 | 25 | 31

64 | 156 21 | 32 | 43

Obr. V.29

dtverce tak, aby v ka?dé Fadd a v kazdém zdstupu byli
dustojnici vesmés riznych hodnostf a z riznych pluki.
Refenfm by byl fecko-latinsky &tverec o Sesti ¥adeich
a Sesti sloupcich: jak jsme uvedli, tento &tverec neexistu-
je. Uloha tedy nem4 feSenf.

Ukazalo se, Ze Yecko-latinské étverce maji aplikace
v agronomii. Pfedstavme si, Ze mdme sedm odrid pde-
nice a sedm druht umélého hnojiva. Chceme vyzkouset
vliv jednotlivych hnojiv; k dispozici mame pole tvaru
¢tverce. Nejprukazndjsf je pokus tehdy, utvo¥ime-li
na poli fecko-latinsky &tveree a do policka s dvojici
[a, b] nasejeme a-tou odridu psenice a pohnojime ji
b-tym hnojivem.
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ZIVA PRIRODA V MATEMATICE

Co byste fekli matematickym terminim ,,strom*, ,les",
,,kostra‘, ,,had®, , housenka‘ ? V teorii grafii se s_kuteéné

vyskytuji.

AN

Obr. V.30

/N j\/

Obr, V.31
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Uzavieny tah, v ném# se neopakuji uzly, se nazyva
kruznice. Graf nazyvame souvislym, jestlize ke kazdym
dvéma jeho uzlim existuje cesta, ktera je spojuje. Graf
bez kruZnic se nazyvé les; je-li navic souvisly, je to
strom. Les se sklddd z jednoho nebo vice stromi. Na
obr. V.30 vidime strom, na obr. V.31 les.

Ka%dy souvisly graf G obsahuje faktor, ktery je stro-
mem; tento faktor se nazyva kostrou grafu G. Na obr.
V.32 vidime takovouto kostru; jeji hrany jsou kresleny
pIng, ostatnf hrany grafu @ &irkované.

o o o o °
Obr. V.32 Obr, V.33
c \/
Obr. V.34 Obr. V.35
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Strom neobsahujicf uzly stupné vétsfho ne% dvé je had
(obr. V.33). Strom, v ndmZ pravé jeden uzel ma stupen
vétdf nei jedna, je hvdzda (obr. V.34). Hvézdy sice do
Zivé pHrody nepatH, ale tento graf pfipomind spiSe
mofskou hvézdici. Strom, z ného? odstranénfm vsech
uzld stupnd jedna a hran s nimi incidentnich vznikne

Obr. V.36

had, se nazyvi housenka (obr. V.35). Graf, jehoZ kaZdd
hrana nilez{ nejvyse jedné kruZnici, je kaktus (obr.
V.36). ~
V teorii grafii se setkdme i s listy a kofeny. Jiné zaji-
mavé terminy jsou kolo, mlyn, vieteno a podobnsé.

Ulohy

1. Podobnym zpisobem jeko iilohu o pfevoznfkovi 1ze Fedit tuto
tlobu: T¥i cestovateld cestujf zemf lidojedd. Majf t¥i privodce
z fad domorodolt, Neduvéfuji jim, & proto se snaZi, aby lido-
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jedi nad nimi nemsli nikdy pfesilu. Véech Zest lidf se potfebuje
preplavit pfes feku lodkou, v niZ je misto jen pro dvé osoby.
Jak to provedou?

2. Podobnym zpisobem se majf pieplavit t¥i manZelské péry.
Muzi jsou Zdrliv( a Z2é4dny z nich nedovoli, abi jeho manielka
byla v jeho nep¥itomnosti ve spolednosti jiného muZe. Jak se
pleplavi?

Obr. V.37 Obr. V.38

8. Relte analogickou iilohu pro vice ne% t¥i manZeleké péry za
ptedpokladu, Ze v fece je ostrov.

4. Na Sachovnici je osm dam, kaZdd z nich miZe brat libovol-
nou jinou. Rozestavte je tak, aby se navzdjem neohroZovaly.

5. Obvyklou Sachovnici muZe projit kui tak, Ze kaZdé pole
navstivi prdvd jednou a nakonec se vrati na vychoz{ pole.
Bylo by to moZné i na &tvercové dachovnioi o lichém podtu fad
a sloupei ? Bylo by to moZné na obvyklé Sachovnici, z nf% jsou
vyi{znuta pole al a h81?

6. Graf na obr. V.37 nakreslete tak, aby se ka?dé dv& hrany,
které nejsou incidentni s tym% uzlem, protinaly prévé v jednom
bodé.

7. V grafu na obr. V.38 najdéte uzavieny tah, ktery prochdzi
kazdym uzlem prdvé jednou. (Jde o takzvanou Hamiltonovu
kruZniei.)

148



8. Totéz pro graf ne obr. V.39.

9. Indickou metodou sestavto magicky &tverec o péti fddcich
a péti sloupcich.

10. Cemu je roven soudet &isel v libovolném rddku magického
étverce o n rddcich a n sloupcich ?

) AV
AN

i

[~ I S T |

A V1 1

c d e f g h

- [€Y
N
N
€N

N

»

Obr. V.39 Obr. V.40

Refeni dloh

1. Nejprve piepluje cestovatel s lidojedem, cestovatel se vrati.
Prepluji dva lidojedi, jeden se vriti. Pfepluji dva cestovateld,
vréti se jeden cestovatel s lidojedem. Pfepluji dva cestovatels,
vrati se jeden lidojed. Prepluji dva lidojedi, jeden z nich se
vréti. Nakonec pfepluji dva lidojedi.

2. ManZelské péry oznadme A, B, C. Nejprve prepluje pani A
a pani B, pani A se vrdti. Pfepluje pani A a pani C, panf A se
vréti. Prepluje pan B a pan C, manzelé B se vrati. Ptepluje
pan A a pan B, pani C se vréiti. Pfepluje pani A a pani C, pan{
A se vrdtif. Nakonec pfepluje pani A a pani B,
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8. Nejdive pan{ A odveze postupn® vlechny ostatnf feny na
ostrov a vrétf se. Potom pan B odveze postupné viechny ostat.
ni mue kroms pana A na druby b¥eh a vrdtf se. Preplujf man-
Zel§ A, pan C se vréti. Piepluj{ pan B a pan C. Nakonec panf{
Af pl?stupné pteveze viechny ostatn{ Zeny z ostrova na druhy
bFeh.

A

Obr. V.41 Obr. V.42

4. Jedno mo#né fedeunf je na obr. V.40.

8. Nenf to moZné. Kufi mus{ postupnd stifdat bfld a &ernd
pole, tedy na Bachovmici musf byt stejny podet Zernyoch a bi-
Iych poli. V obou popsanych pffpadech jsou tyto podty rizné.

8 chodem kond na Sachovnici souvis{ hddanka zvand konf-
dek. Urdity text je vepsdn po jednotlivych slabikdch do poli-
tek tabulky tak, Ze kaZdé slabika je v politku, které 1ze dosdh-
nout tahem koné z politka s pfedchoz{ slabikou; tkolem je
tento text najft. S touto hddankou se miZete &asto setkat
v tasopise ,,Hdédanka a kifZovka‘‘.

6. Relen{ je na obr. V.41,
7. Refenf je na obr. V.42
8. Relienf je na obr. V.43.
9, Rtedenf jo na obr. V.44.
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23 5 T114 1 16

4 6 (13120 | 22

10 (12 | 19| 21 3

11| 18 | 25 2 9

Obr. V.43 Obr. V.44

10. Ve &tvereci jsou vdechna &isla do 1 do n?, jejich soudet je
%n'(ﬂ' + 1). Rédka je n, v kaZdém z nich je soudet stejny,

je tedy roven —;—n(n’ + 1)
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VI. KAPITOLA

TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

Casto lidé v béZném Zivotd mluvi o padesitiprocentnf,
osmdesdtiprocentni nebo devadesatiprocentni pravdé-
podobnosti a ani si pfitom neuvédomuji, Ze teorie
pravdépodobnosti je jednou z matematickych disciplin
a %e jejf vyznam v modernim své&té stale stoupa.

Zikladnim pojmem této teorie je pravdépodobnost.
Je to zobrazeni mnoZiny urditych jevii do mnoZiny viech
reilnych ¢&isel vétsich nebo rovnych nule a mensich nebo
rovnych jedné. Cislo takto pfifazené néjakému jevu se
nazyva pravdépodobnosti tohoto jevu.Jev, ktery nastane
zcela jistd, ma pravdépodobnost rovnou jedné, jev ne-
moZny ma pravdépodobnost rovnou nule. Jestlize 4 a B
jsou dva jevy, které nemohou nastat souéasné, pak prav-
dépodobnost jevu spodivajiciho v tom, Ze nastane bud
jev A, nebo jev B, je rovna soultu pravdépodobnosti
jevu 4 a jevu B,

Hézime-li hracf kostkou, pak zfejmé pravdépobnost
toho, Ze padne nékteré éislo, je stejna jako pravdépodob-
nost padnuti kteréhokoliv jiného é&isla. ProtoZe vSech
moZnych ¢fsel je Sest, je pravdépodobnost padnutf
kteréhokoliv ¢&isla rovna jedné Bestind (soudet vsech
téchto pravdépodobnosti musi byt 1).

Pravdépodobnost, Ze padne sudé éislo, je rovna jedné
poloviné. Nastane to totiz ve tfech pfipadech (fikiame
jim piiznivé piipady); jsou to piipady, kdy padne 2, 4
nebo 6. Podet téchto pripadi délime Sesti, coz je podet
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véech moZnych p¥ipadi, a dostaneme jednu polovinu.
Podobné pravdépodobnost, Ze padne ¢islo délitelné
tfemi, je rovna jedné tfetiné.

Hézejme nyni dvéma kostkami soudasné. Jakd je
pravdépodobnost, Ze na prvni kostce padne sudé &fslo
a na druhsé &islo délitelné ttemi? Jde o soudasny vyskyt
dvou nezivislych jevia (vysledek na jedné kostce nikte-
rak neovliviluje vysledek na druhé). Prvnf jev mé

pravdépodobnost — 1 druhy %, pravdépodobnost sou-

2 b
dasného vyskytu obou jevi je rovna soudinu téchto
pravdépodobnosti, tedy % Skutednd, piiznivych p¥i-

padi je Sest, jsou to dvojice [2, 3], [4, 3], [6, 3], [2, 6],
[4, 6], [6, 6], a podet viech moinych piipadi je podet
viech moZnych uspofddanych dvojic z ¢&isel od jedné

do Besti, tedy 36. Délenim dostaneme % .

Nynf hdzejme opét jednou kostkou. Jaki je pravds-
podobnost, Ze padne bud sudé éfslo, nebo trojka ? Jevy
»padne sudé &islo* a ,,padne trojka‘’ nemohou p#i jed-
nom hodu jednou kostkou nastat soudasnd; jsou to
takzvané jevy disjunktni. Pravdépodobnost toho, Ze
nastane jeden z téchto jevd, je rovna soudtu pravdé-

podobnosti téchto jevd, tedy % + —(15— = -;i Skuteéné

jsou ¢étyfi piiznivé piipady ze Sesti moZnych, a to 2, 3,
Nynfi si pfedstavme trochu slozitéjsf pfipad. Mdme t¥i
osudi: ve dvou z nich je po tfech bilych a dvou &ernych
koulich, v jednom je jedna bild a &ty¥i derné koule.
Osudf nejsou nijak oznadena, takie pfedem mnevime,
kolik jakych koulf v kterém osudf je. Nynf ndhodné vy
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bereme jedno osudf a vytdhneme jednu kouli. Jakd je
pravdépodobnost, Ze tato koule bude bil4 ?
Pravdépodobnost toho, Ze zvolime osudf s tfemi bilymi
koulemi a z ného potom vytdhneme bilou kouli, je rovna
2 3
35

= % . Pravdépodobnost, Ze zvolfme osudf s jednou bf-

soudinu pfisludnych pravdépodobnostf, to jest

lou kouli a vytdhneme z ného bflou kouli, je —;— . —;- =

- ‘ilg Oba jevy jsou disjunktnf — tahime jen z jed-

noho osudi. Celkova pravdépodobnost vytaZeni bilé
. 2 1 7

koule je tedy?+T5- =35

Jak vBak budeme zjiffovat pravdépodobnost tehdy,
kdy? je jak piznivych pifpadii, tak vSech moZnych p¥i-
padi nekonedny podet ? Pfedstavme si, %e ze dvou lidf
kaZdy nezavisle na druhém zvolf nezdporné reilné &islo
nepfevysujicf &fslo 1. Jakd je pravdépodobnost, %e sou-

&et obou ¢&isel neplevysi % t

Zde uifvame takzvané geometrické pravdépodob-
nosti. Zvolenou dvojici &isel miZeme povaZovat za sou-
Fadnice nékterého bodu étverce, jehoz vrcholy jsou body
[o, 0], [0, 1], [1, 0], [1, 1]. Dvojicim &fsel, jejichZ soudet

je mensf ne% i, odpovidaji body pod pHmkou y =
- —32——:1:; tyto body tvoH trojihelnk, ktery vidime

na obr. VI.1. Jeho obsah je roven %, obsah dtverce je
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roven 1. Hledand pravdépodobnost je podflem téchto
, A2
¢isel, tedy 5

Kdybychom zkoumali pravdépodobnost toho, #e

soudet zvolenych &sel bude roven —;, zjiatili bychom,

Obr. VI.1

%e je to nula. Odpovidajici body vypliujf v naSem
&tverci pouze tsetku, coZ je Gtvar jednorozmérny a jeho
obsah je tedy roven 0. Pfesto nejde o jev nemozny.
KaZdy nemozny jev mi pravdépodobnost 0, ale ne
kaidy jev o pravddpodobnosti 0 je nemoZny. Podobnd
jev s pravdépodobnosti 1 nemusi byt vidy jisty; v na-
Sem piipadé by to mohl byt jev spoéivajicf v tom, Ze
soudet nenf roven 3

Popsali jsme si zékladni poznatky, které budete
potfebovat k tomu, abyste porozuméli daliimu textu.
Jinak teorie pravdépodobnosti je znaénd rozvinutym
odvétvim matematiky a jeji vyznam se zdaleka neome-
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zuje jen na hazardni hry. Tato teorie se uplatiiuje
v riznych oblastech matematiky i v jinych véddch
(fyzika, ekonomie) a v technice. Tésnd s nf souvisf
1 matematickd statistika.

SPORTKA

Véichni asi zndte pravidla sizkové sout¥e Sportka.
Proto nebudeme vysvétlovat tato pravidla a rovnou si
fekneme, jaké jsou pravdépodobnosti vyher v jednotli-
vych pofadich. Omezime se na vyhry v jednom tahu bez
prémiového é&isla.

Vsech moZnych p¥padd, to jest vSech moZnych Bestio

¢isel, které mohou byt sizeny, je [4 ] Ma-li sdzejfof

vyhrit prvni pofadi, musi zvolit privé tu jedinou
Sestici dfsel, kterd je vylosovdna. Pravdépodobnost
vyhry v prvnfim pofadf je tedy

_ 1
Hh = (4—9— .
y
Aby sizejicf vyhrdl druhé pofadi, musi vsadit p&t

¢isel z onéch Sesti taZenych a jedno &islo ze zbyvajicich
43 netaZenych. Podet pfznivych pkipadi je tedy

[:] . [413] a pravd&podobnost je
6 43
_J-(3)
D, = 49 *
(o)
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Na vyhru ve ttetim pofadi je t¥eba vsadit Sty¥i &fsla ze
gSesti taZenych a dvé &fsla ze 43 netaZenych. Pravdépo-

dobnost je tedy
6 43
_ [4) ' [ 2]
Ps = —F/qov
(5)
Konednd vyhra ve $tvrtém pofadi mé pravdépodob-
nost

6 43
- _ (3] ' [ 3 ]
‘¢ 49y °
(s)

Pravddpodobnost, Ze vibec néco vyhrajeme, je pak
soudtem téchto pravdépodobnostf.

Nemélo by vyznam, kdybychom zde uvidéli &fselné
hodnoty téchto pravddpodobnosti; pohrajte si s tim sami
na kalkuladce. Uvedeme jen, e pravdépodobnost vyhry
v prvnim pofadf je p¥iblizné rovna jedné &trnictimilién-
tiné. Kdyby kady obéan Ceskoslovenska vsadil sportku,
bylo by to moZno provést tak, Ze pfevdZné vétsina viech
estio by byla vsazena jen jednou a jen pomérnd malé
mnoZstvi, jen néjaky milién, by bylo vsazeno dvakrat.
Reklamni heslo na poutadi u silnice vedouci k ruzyriské-
mu letisti v Praze ,,Sportka — jistd vyhral® je tedy
velmi daleko od pravdy.

Polovina vytéiku sportky se d&lf mezi vyhravajicf,
druhid polovina je vénovédna na rozvoj naSeho sportu.
Spravedlivé délenf je takové, Ze vyska vyhry je nepfimo
Gmérné jeji pravdépodobnosti. Vyhry v jednotlivych
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pofadich jsou tedy ;k— —k— i L kde k& je néjaké &is.

P
lo. Jsou-li podty vyhercu s’v jednotlivych poFadich

By, Ny, Ny, Wy & TozdElovand dastka S, pak plati
+ + +
D P Ps . Da

Z toho se dé k'snadno vypodist.

Oviem tfm by nase Gvahy nad sportkou’ nekonéily.
Véimnéme si, jak sidzime. Co by lidé asi fekli o ¢lovéku,
ktery by vsadil &fsla 1, 2, 3, 4, 5, 62 Asi by poznamenali
néco nelichotivého o ]eho mtellgencl, protoZe by byli
plesvéddeni, %e takovéto &fsla pfece nemohou nikdy
vyjit. A presto viechny Sestice, tedy i Sestice {1, 2, 3, 4,
5, 6}, majf stejnou pravdépodobnost ze budou ta.zeny,
je to vidy

=8.

1

49}’

(s
Uspofddani kulidek v osudi je piece zcela ndhodné
a nijak nezévisi na pofadi pisludnych é&isel. Vidyf misto
disel by na kulidkdch mohly byt libovolné jiné znaky,
Sézet &fsla 1, 2, 3, 4, 5, 6 miZe byt naopak vyhodné.
Nejde totiZ*jen o pravdépodobnost vyhry, ale i o jejf
moznou vysi. Jak u¥ jsme uvadéli, polovina vytéiku
sportky se déli mezi vyhravajici; uvedli jsme také, jak
ge délf. Z toho je vidét, %e vsadi-li n8kdo zmindn4 &fsla
a vyhraje-li, pak mé nadé&ji zfskat podstatnd vé&tsf
dhstku, neZ kdyby vyhril na néjaks jina é&fsla, protoie —
vzhledem k vyde uvedenému — bude jednfm z maila
vyherci. Pak se tedy naplnf pislovi, Ze kdo se sm&je

naposled, ten se sméje nejlépe.
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Pii sdzeni sazky je oviem situace podstatné jina. Tam
nejde o ndhodné vytahovani kulidek z osudi, ale o vy-
sledky sportovnich zdpast, které nejsou zcela ndhodné
(i kdyZ do jisté miry také), ale zavis{ pfedevsim na vy-
konu jednotlivych muZstev. P¥i sdzeni tedy také nemaji
vSichni sdzejici stejné Sance, ale l1épe je na tom ten, kdo
se zajimid o vykony sportovnich muiZstev a dovede
podle nich predpovédét vysledky budoucich zipasi.
TotéZ oviem plati i o sdzenf na konskych dostizich.

RULETA

Jednou z hazardnich her, na kterych si miZeme dobte
vysvétlit teorii pravdépodobnosti, je ruleta. Hraje se
8 kolem vyobrazenym na obr. VI.2. Na obvodu kola
jsou napsana ¢&isla od 0 do 36, vedle nich jsou prohlubné.
Kolo se roztodi a vhodi se na né kulitka. Po zastaveni
kola zapadne kulitka do jedné z prohlubni a uréf tak
vyhrivajicf é&islo. Pravdépodobnost, Ze vyjde uréité
é&fslo, je oviem u viech &fsel stejnad a je rovna 3#7

Vsazené obnosy se kladou na hraci plan (obr. VIL.3).
Polovina nenulovych &sel na tomto planu je kreslena
ternd, druhé polovina &ervené. Na nasem nebarevném
obrazku jsou éerna &sla znadena oramovanim. Nula nenf
ani derna, ani dervend.

Jsou moZné tyto typy sdzek:
(a) na urdité dislo (pleine) — vyhra je Sestatf¥icetinaso-
bek sézky;
(b) dvé &isla vedle sebe (cheval) — osmnactinasobek;

(c) vodorovna Fada s tfemi &fsly (transversale pleine) —
dvanéctindsobek;
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(d) &tyti disla ve Gtverci (carré) — devitindsobek;
(e) prvni &tyfi é&isla (0, 1, 2, 3) — devitindsobek;
(f) dvé vodorovné Fady (transversale 6) — Sestindso-
bek;
(g) svisld ¥ada s 12 &fsly (colonne) — trojnasobek;
(h) prvnf tucet &isel 1—12 (12 p) — trojnasobek;
(i) druhy tucet éisel 13—24 (12 m) — trojnasobek;
(j) tketf tucet tisel 26—36 (12 d) — trojnasobek;
(k) vsechna suda ¢isla (pair) — dvojnasobek;
(1) vsechna licha &fsla (impair) — dvojnéasobek;
(m) vSechna &ervend &¢fsla (rouge) — dvojnasobek;
(n) viechna derna ¢&isla (noir) — dvojnisobek;
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(o) prvni polovina viech &fsel 1—18 (manque) — dvojné-
sobek;

(p) drubs polovina vsech &isel 19—36 (passe) — dvoj-
nasobek.

0
1|l2]| 3
v (L] s |le]) 4
2170 e | g
o] [T 2
— 14_
s 1618 =
= 19 |[ 24| 21 =
EER
2527
z | [ [29]| 90 | 4
= D
[31]| 32 |[3a]|
34@x
1ZP 12" 1ZD 912 H12 P12

Obr. V1.3
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Gislo 0 m4 v ruletd zvlastni postaveni. Nepoklids se
za sudé (i kdyz vime, Ze sudé je), neni fervené ani éerné.
Vyjde-li nula, vyhrava pouze ten, kdo sazel piimo na ni
nebo podle bodu (e). Ti, ktefi sdzeli na jednotliva éisla,
mohou dostat zpét polovinu sizky nebo hrit s toutéz
sdzkou v dalsim kole. Ostatni prohravaji.

Na okamiik zapometime, Ze na ruletd je také nula. Pak
vidime, Ze vyhra je vidy k-nidsobkem sizky, kde % je

pravddpodobnost vyhry. Je to spravné. Sizi-li n8kdo na
jednotlivé é&islo, mé pravdépodobnost vyhry rovnou

?16_ ; vyhraje-li, dostane Sestatficetindsobek sizky. Sa-

zf-li na lich4 &sla, m4 pravdépodobnost vyhry —;- , tedy
vyhra je pouze dvojnasobkem sizky.
Existence nuly tyto dvahy ponékud komplikuje.

Pravdépodobnost vyhry na ]ednothvé ¢islo nenf — 3 6 , ale
7 pravdépodobnost vyhry na lich4 &isla nenf ?, ale
18

37" To viak nejsou tak velké rozdily a je to proto, Ze
herna je vydéleény podnik a musi byt proti hradim
pondkud zvyhodnéna. Zndmi herna Casino v Monte
Carlu naptiklad kryje podstatnou &ist stdtnfho rozpodtu
Monackého knfiectvi. Hraje-li se ruleta v soukromé
spoletnosti, musf jeden z hraéa ¥idit hru é&ili délat kru-
piéra. Ten nemuiZe uvaZovat, co by vsadil, ale musi pii-
jmout kaZdou sézku a ze své kapsy vyplicet pfslusné
vyhry. (Inkasuje ovem vSechny prohrané &astky.) Za
toto si také zaslouii zvyhodnéni.
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Pokud v hernd nékdo ,,rozbije bank*, to jest vyhraje
v ¥adé piipadié za sebou velké distky, kond se jakysi
symbolicky pohiebni obfad. Ruletovy stil se zakryje
ternym suknem a vyfadi se z provozu. Neni to vSak
jen obfad, ale ma to i prakticky vyznam. Nic na svété
neni dokonalé, tedy ani ruleta, a miiZe se stat, Ze ruletové
kolo neni pfesnd vyvazZeno, takie nékterd ¢isla maji
podstatné vétsi pravdépodobnost, Ze vyjdou, ne# ostat-
ni, Proto je tfeba v takovém p¥ipadd vyfadit ruletu
z provozu a zkontrolovat jeji vyvdaZeni.

Nézev Stendhalova romanu ,,Cerveny a derny* sice
znadf derveny odév vojaka a derny odév knéze, neni viak
zcela vyloudeno, Ze zde mél autor na mysli i ruletu
a ptirovnan{ zivota svého hlavniho hrdiny k této hie.

Zivérem bych poznamenal, e pokud by mé chtél
nékdo obvitlovat z toho, Ze nabiddm mlddeZ k hazard-
nfm hrim, mél by si podrobné prodist tento odstavec
a promyslit si vSechny zminéné pravdépodobnosti; pak
pozna, Ze tento text vyzniva spiSe opatné.

JEHLA A CISLO =

Franc. matematik Buffon (1707—1788) vymyslel zajima-
vou tdlohu. Na papife jsou nakresleny rovnobéiné linky,
vzdalenost dvou sousednich linek je d. Na papir z velké
vysky hazime jehlu délky I, pfidemz Il < d. Jaka je
pravdépodobnost, Ze jehla dopadne tak, aby leZela pies
nékterou linku ? (Jehlu bereme jako tisedku, zanedbava-
me jeji tloustku.)

Polohu jehly na papife lze charakterizovat dvéma
¢isly. Jednim z nich je vzdalenost stFedu jehly od nej-
blizsf linky, kter4 je na papife nfZe nez tento stfed. Tato
vzdalenost miZe nabyvat hodnot od 0 do d; viechny
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tyto hodnoty miZeme povaZovat za stejnd pravdépo-
dobné. Zminénou vzdilenost budeme znadit . Druhym
-&fslem jo velikost o wihlu, ktery svird jehla s libovolnou
z linek, je-li tato linka orientovéina zleva doprava. (Viz
obr. VI.4.) Tento ihel méfime v obloukové mfife. Cislo
« tedy muiZe nabyvat viech hodnot od 0 do =; viechny

: ——1_ L .
. 7 lsina
Obr. V1.5

tyto hodnoty mifeme povaZovat opét za stejné pravds-
podobné. -
Snadno zjistime, Ze jehla le#f pfes linku pravé tehdy,
je-li bud '
1, .
?l sina > x.
(obr. VI1.5), nebo

—;—lsina >d—z
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(Obr. VI1.6). PouZijeme geometrické pravdépodobnosti.
Kazda dvojice [z, «] pFedstavuje soufadnice nékterého
bodu obdélnfka, jehoz vrcholy jsou body [0, 0], [d, 0],
[d, =], [0, ®]. Body, jejichZ soutfadnice spliiuji prvni

nerovnost, jsou body pod grafem funkce y =% lsin z!

LA

YT
/Elsmn

= ¥
—x _—— S R
¢ /S/ *

Obr. VI.6

y| .

d g 7
7//// // ///
// Z

/yzd—zlslﬂx
y=$lsinx
=
//// 3
0| - mox
Obr. V1.7

body, jejichZ soufadnice splfiuji druhou nerovnost, jsou
1
nad grafem funkce y = d__2_ Lsin . Jsou tedy ve

dvou obrazcich vysSrafovanych na obr. VL.7. Soudet
obsahti téchto obrazct je roven 2I. (Musite mi to zatim
v&Fit; a% budete umét integrovat, presvédéite se o tom
sami.) Obsah celého obdélnika je =d, tedy hledand

pravdépodobnost je :—; .
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Asi jste uz néco slySeli o zékonu velkych &isel. Pro-
vadéjme nékolikrat urdity pokus, napiiklad hizeni hraci
kostkou. Hézime-li n-krat a z toho m-krat nim padne
Sestka, Fekneme, Ze relativni ¢etnost padnuti Sestky je

%. Zskon velkych &fsel zde nebudeme ptesné formulo-

vat, ale fekneme si, Ze pfi velkém podétu pokusi z ného
Plyne, Ze s velkou pravdépodobnosti se relativni etnost
jevu bude jen velmi maélo lifit od jeho pravdépodobnosti.
Hézime-li kostkou tficettisickrat, mZeme d&ekat, Ze
Sestka padne piiblizné péttisickrat.

Opakujeme tedy hizeni jehlou n-krdt pro znadnd velké
n, & je-li podet pfipadi, kdy jehla padla Zidanym zpi-
sobem, roven m, pak

m. A
n w
Z toho pak
2ln
T="dm

Takto bychom se pfi rostoucim n postupné ptibliZo-
vali k &slo 7 a mohli bychom tedy hazenim jehlou pfi-
bliZns uréit toto &fslo. Je to oviem uvaha ryze teoretickd;
prakticky to providét by nemé&lo smysl. Ani /, ani d totiZ
neméiime s pfesnostf na mnoho desetinnych mist, ne-
mluvé o tom, Ze jehla i linky majf také uréitou tloustku,
kterou jeme zcela zanedbavali. SnaZit se tedy urdit = na
mnoho desetinnych mist z takovychto nepfesnych
idaji nemé vyznam. Nicménd jde o zajimavou hi{dku.
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SOFISMA LEWISE CARROLLA

Lewis Carroll (1832—1898) je svétové vefejnosti znim
pledevsim jako autor knih ,,Alenéina dobrodruZstvi
v ¥i8i diva“ a ,,Alendina dobrodruZstvi za zrcadlem‘.
Tyto knihy jsou stale oblibenou éetbou déti i dospélych;
mnozi lidé, mezi nimi i vyznamny filozof a matematik
Bertrand Russell (1872—1970) tvrdili, Ze jde o knihy
yyluéné pro dospélé. Méné je uz znamo, Ze Lewis Carroll
je autorem fady praci o matematické logice; tyto prace
ovéem podepisoval svym obéanskym jménem Charles
Lutwidge Dodgson. Zminme se je§té o tom, Z%e patFil
také k prikopnikum umélecké fotografie.

Jakési hraniénf pismo mezi jeho éinnostf védeckou
& uméleckou tvoii fada matematickych hidanek a tloh,
které Carroll, jak uvadi, vymyslel v bezesnych nocich.
Jsou to tlohy vtipné a rozhodné nikoli lehké. Mezi nimi
je i jedno pozoruhodné sofisma, které zde uvedeme.

V urné jsou dvé koule, o nichZ vime jen to, Ze kazda
z nich je bud &ernd, nebo bild. Mame uréit jejich barvu,
aniz bychom je vyjimali z urny. (PouZitf rentgenu se
nedovoluje.) K FeSenf se uZiva teorie pravddpodobnosti.

Resent je prekvapivé. Nejprve provedeme p¥pravnou
(zfejmé bezchybnou) tdvahu. Jsou-li v urné t¥i koule,
z nich% kaZd4 je derna nebo bila, vyjimame-li jednu kouli,
pak pravdépodobnost vytaZzeni derné koule je rovna

% pravé tehdy, jsou-li dvé koule ferné a jedna bila.

Nyn{ pfistoupime k fefenf. Do urny p¥idame jednu &er-
nou kouli; pak jsou tedy v urné tii koule, z nichz jedna
je zarudené &erna, kazdd z ostatnich je bud &ernd, nebo
bila. Pravdépodobnost, Ze viechny koule jsou derné, je

rovna % (ponévadZ jde vlastné o pravdépodobnost,
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%e obé ptvodni koule jsou d&erné), pravdépodobnost
vytaZen{ éerné koule v tomto pfipadé je rovna 1. Pravds-
podobnost, Ze dvé koule jsou éerné a jedna bfla, je rovna

% a pravdépodobnost vytaZeni derné koule v tomto p¥Fi-

padsé je rovna % Pravdépodobnost, Ze dvé koule jsou

bilé a jedna &ern4, je rovna —i— a pravdépodobnost vy-

taZeni derné koule v tomto pifpadé je rovna —;- Samo-

ziejmé pravdépodobnost, Ze viechny t¥i koule jsou bflé,
je rovna 0. Poditejme celkovou pravdépodobnost vyta-
Zeni ¢erné koule. Je to

1 1 2 1 1 2

'ty stToyTy

Podle nasi piipravné dvahy je to moiné privé tehdy,
jsou-li dvé koule &erné a jedna bila. ProtoZe jsme pfi-
davali jednu éernou kouli, musela byt na zaditku jedna
koule derna a jedna bild.

Jde o sofisma, tedy o tvrzeni poddvané tak presvéddi-
vé, %e se zdd byt pravdivé, adkoliv pravdivé neni.
V ,,dikaze‘ se zaménuje takzvand nepodminénd a pod-
minénd pravdépodobnost. V pfipravné tivaze jde o ne-
podminénou pravdépodobnost, v dalsich dvahach pak
o pravdépodobnost podminénou. Tento rozdil pochopite
pfi hlub&im studiu teorie pravdépodobnosti.

163



Ulohy

1. Gtyii muti si dali své klobouky do 8atny. Satniika je viak
zapomndla oznatit, takZe pfi odchodu jim je vydédvé zcela né-
hodné&. Jakd je pravdépodobnost, Ze véichni &tyfi dostanou
nazpdt své klobouky ? Jaks je pravddpodobnost, Ze své klou-
bouky dostanou prévé tfi, prdvé dva a prévé jeden ? Jaks je
pravddpodobnost, Ze nikdo neobdrif svilj vlastnf klobouk ?

2. Tti osoby se posadi ke stolu, pfed nfmZ je Fada Sesti Zidlf,

Jaké je pravdépodobnost, Ze mezi nimi nebude prézdnd #idle,
voli-li své mista zcela ndhodné ?

8. Desot lidi se rozsadi kolem okrouhlého stolu. Jaké je pravds.
podobnost, Ze urité dvojice lidi bude sed&t vedle sebe ?

4. Jakd je pravdépodobnost, Ze ze tt{ ndhodnd vytaZenyoch
maridédovych karet bude alespoil jedno eso?

8. Dva ptételé se dohodli, Ze se na jistém mfstd sejdou mezi
druhou a t¥eti hodinou odpoledne. Dohodli se, Ze ten, kdo pfijde
prvni, bude na drubhého &ekat, dokud neptijde, nejvyse viak
dvacet minut. Jakd je pravddpodobnost, Ze se sejdou ?

6. Méme 25 bilych kouli a 25 &ernych; rozdélime je libovolnym
zpusobem do dvou osudf. N&kdo jiny pak voli néhodnd jedno
osudi @& vytahuje z ného jednu kouli. Je pravdépodobnost

vytaZen{ bilé koule vidy % , nebo miize byt vatsf ¢

7. Dva hrddi A a B hézeli korunou; A vyhrdval, padla-li panna,
v opa¢ném piipadé vyhrival B. Hréd B nemél ve hie &téstf.
Hré¢ A mu navrhl zménu pravidel: kazdy bude hdzet dvéma

mincemi a hré B vyhraje vidy, kdyZ bude mit vice lvii neZ A.
Je to pro hrdte B vyhodnd;jsf nez hdzen{ jednou minef ?

8. Uréete pravddpodobnosti jednotlivych vyher v sdzkové
soutéZi Mates (sdzf se pdt z 35 &isel).

Re¥eni dloh

1. Celkovy poéot moZnosti je podet vlech permutac ze &tyf
prvka, to jest 4! = 24. Jen pfi jediné moZnosti dostanou

viichni své klobouky; pravddpodobnost je tedy 2—14 Nenf
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mo%né, aby tfi muZi dostali své klobouky a &tvrty nikoliv;
étvrty klobouk mus{ byt pifece jeho — pravdépodobnost musi
byt v tomto pripadé 0. Nynf si piedstavme, Ze prdvé dva do-
stali své klobouky. Tim uz je jednoznad&né urdeno, jaké klobou-
ky dostali zbyvajiof dva — méli klobouky navzédjem vyms-

ndné. MozZnost{ je tedy (;) = 6 a pravd3podobnost je % Moz-

nosti, kd)idprvn{ mu# dostane svij klobouk a viichni ostatn{
dostanou klobouk cizi, jsou dvé — bud druhy dostane klobouk
tretiho, tfet{ 8tvrtého a &tvrty druhého, nebo druhy dostane
klobouk &tvrtého, tiet{ druhého a &tvrty tfetiho. Podobné je
tomu ovsem i tehdy, kdy svij klobouk dostane nékdo jiny neZ
prvni; je tedy celkem 4.2 = 8 moZnosti a pravdépodobnost
je % . Pravdépodobnost poslednfho pfipadu dostaneme tak,
%o od jedné odedteme soudet viech téchto pravdspodobnosti;
. 1 1 1 3
10501—(—2—4—+0 +T+T)“ 5

2. Viech mozZnosti je (g

pravdépodobnost je %

) = 20. Priznivé pripady jsou &tyfi,

8. Celkovy potet moZnosti je 10!. Pii poéitédni piiznivych pfi-
padi uvazujeme, Ze prvni ze zminénych dvou osob muze sedét
na libovolné %idli a druhé nalevo nebo napravo od nf; je

tedy dvacet pfiznivych piipadi. Pravd8podobnost jo

S
= 181440 °

4. Karet je 32, csa jsou &tyfi. VEoch moZnych trojic karet je
(32) , véech moZnych trojic karot bez es je (238). Tedy trojic,

3
v nich? je alespon jedno eso, je (332

(5)

jol— Sl

(5)

01

] — (238] Pravdoépodobnost
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6. PouZ¥ijeme geometrické pravdépodobnosti. Necht z je podet
minut po druhé hodind v dob8, kdy ptijde prvni z pfédtel; ana-
logicky budi# definovdno y pro druhého z pfétel. Méme 0 <
<z £60,0 <y < 60. Body o soufadnicich z, y, které spliiujf
tuto podminku, vypln{ &tverec o vreholech [0,'0], [0, 60], [60,
60], [60, 0]. Aby se prdtelé setkali, musf byt [z —y| < 20.
Body o takovychto soufadnicich vypln{ pHmy pds mezi rovno-
bé%inymi pfimkami o rovnicich y = z—20 a y = 2 + 20.

Na obr. VI.8 je vy&rafovédna &ést tohoto pfimého pésu, kterd
le#f ve zminéném &tverci. Skldd4 se z obdélnfka a dvou troj-
uhelnikd, snadno tedy vypodteme jeji obsah, coZ je 2000.

Obsah &tverce je 3600, tedy pravdépodobnost je :232—8(0) = % .

6. MiZe byt vétsdi. Necht v prvnim osudi je jedna bild koule,
v druhém osudf vSechny ostatni koule. Pravddpodobnost

zvolen{ libovolného osudi je%. Zvoli-li se prvni osudf, je
pravddpodobnost vytaZeni bilé koule 1, v opatném piipadd
% . Celkové pravddpodobnost vytateni bilé koule je

1., ,10_m

2 2 49 98 °
7. Hr4d A hrdfe B osidil. P¥i novych pravidlech je pravddpo-
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5 1
16 2’
8. Jsou-li p,, Py Ps pPravdépodobnosti vyher v jednotlivych
pofadich, pak

dobnost vyhry hréte A pouze , zatimco pfedtim byla

P = [355) ’

0
(¥)

o = (g] 320]
()
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VII. KAPITOLA

INFORMATIKA

Mluvime-li 0 matematice, nemtzZeme jisté vynechat to,
co dnes doslova hybe svétem — samodinné podéitade.
Nebudeme zde mnoho mluvit o samotnych poéitaéich.
Ruzné zajimavosti o tom, co viechno poéitaé umi, po-
ptipad® humorné historky tykajici se vztahu poditade
& tlovdka, miZete nalézt v jiné literatute. Zde si povime
néco o matematickém oboru, ktery s poéitadi souvisi;
nazyva se informatika.

Nézev informatika nenf stary. Sama nauka ovsem
také neni stard, ale jeji nazev je podstatné mladsi. Do-
nedavna se pro ni z nedostatku vhodného éeského vyrazu
uZivalo ndzvu ,,computer science‘’, coz znadi. anglicky
»véda o poditadich®. Zahrnuje problematiku souvisejici
s matematickou strankou provozu poditadii; elektrotech-
nické zileZitosti do ni nepatii. Nezaménujme rovnéz
informatiku s kybernetikou; kybernetika je sir§f pojem
nez informatika — poéitade jsou jen jednou strankou
jejf naplné.

O nékterych odvétvich informatiky si povime v dal-
8ich odstaveich.

TEORIE ALGORITMU

Asi si pamatujete, Ze jsme v II. kapitole mluvili o jistém
stfedovékém matematikovi s téiko zapamatovatelnym
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jménem. Byl to al-Chvarizmi. Jak to, Ze jsme se od po-
éitadt dostali nahle do ,,temného‘‘ stfedovéku ?

i- Al-Chvarizmi ve své knize podal navod k Fedenf alge-
braickych rovnic. Podle jeho polatin§téného jména
nazyvame podobné navody algoritmy; podobnost se
slovem logaritmus je disté ndhodna.

Aby viak ndvod k néjakému matematickému postupu
byl algoritmem, musf spltiovat dvé zdkladni podminky:
musi byt pouZitelny pro feSenf pomérné rozsihlé t¥idy
dloh a musf byt popsan tak, aby v kazdém okamZiku
postupu bylo jednoznaéné urdeno, jak se ma pracovat
dal.

Pifkladem algoritmu je Eukleidiiv algoritmus pro
nalezenf nejv&tsfho spoletného délitele dvou pfirozenych
¢isel. Necht jsou dina dvé pfirozend &sla; vétsi z nich
oznadme a, menS§i b. Chceme najft jejich nejvétsiho
spoleéného délitele d. Postupujeme tak, Ze &islo a délime
se zbytkem &slem b; zbytek oznadime r,. Je-li r; = 0,
pak d =b. Jeli r, # 0, opakujeme postup tak, Ze
misto @ vezmeme b a misto b vezmeme r,. Zbytek pFi
délenf &sla b ¢slem r; oznadime r,. Je-lir, = 0,jed = ry;
jinak opakujeme postup tak, Ze &islo r, délime éislem r,.
Dostavame postupné &sla 7y, r,, 7, ... . Viechna tato
disla jsou nezdpornd a kazdé nasledujici je mensi nez
predchézejici, tedy pro ndjaké » musime dostat r, = 0;
v tom pifpadé d = r,_,.

Ukazme si to pro a = 2520, b = 322. Délime 2520 :
: 322 = 7, zbytek 266. Dale 322 : 266 = 1, zbytek 56.
Potom 266 : 56 = 4, zbytek 42. Pak 56 : 42 = 1, zby-
tek 14. Nakonec 42 : 14 = 3, zbytck 0. Mdme d = 14.
Prehlednou tabulku vidime na obr. VII.1.

Program pro samodinny poéitad se tvol ve formé
algoritmu. Na takovyto program se totiz kladou pravé
ty poZadavky, o nichZ jsme mluvili. Pokud by urdity
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navod k postupu byl pouZitelny pouze pro maly podet
uloh, tedy napiiklad pouze pro nalezeni nejvétsiho spo-
le¢ného délitele &isel 2520 a 322, nemélo by smyslu jej
programovat pro potitad; bylo by jednodussi si to vypo-
¢itat na papife. A protozZe poédftaé neni 8lovék, nemiizeme
chtit, aby samostatné uvazoval; chceme-li néco od ného,
musime mu pfesnd popsat postup, aby v kazdém okam?%i-
ku préce védél, co ma délat dal.

DELENEC DELITEL ZBYTEK
2520 322 266
22 % 266 56
266 ~ 56 42
56 | 42 14
42 ‘/11 0

Obr. VII.1

Algoritmus se pfehledné zobrazuje vyvojovym dia-
gramem. Je to vlastné orientovany graf, jehoZ uzly jsou
jednotlivé pracovni etapy a jehoz hrany uvadsjf nasled-
nost téchto etap. Vyvojovy diagram Eukleidova algo-
ritmu vidime na obr. VII.2.

Algoritmy pro potitaé je nutno vypracovat tak, aby
byly efektivni, to jest aby vypodet podle nich netrval
ptlis dlouho. I kdyzZ poditad vykonava jednotlivé podetni
ukony ve zlomeich sekundy, p¥i nevhodném programu
by mohl pracovat p¥ili§ dlouho. A cena za jednu hodinu
prace potitade se uvadi ve stovkach korun.

Nejde viak jen o sestavovani algoritmi, ale &asto
i o urdovani, zda vibec lze algoritmus sestavit. Ono to
totiZ vidy nejde; jsou ilohy, o nich% f{kime, %e jsou
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algoritmicky nefesitelné. Nebudeme si #4dné z nich
uvadét; stadf, kdyZ budete védat, Ze o nékterych tlo-
hich lze tvrdit, Ze je sebedokonalejsi poéitaé nikdy
nevytesi. Zde teorie algoritmt t&sné souvisi s matema-
tickou logikou. S témito problémy souvisi pojem
Markovova algoritmu a Turingova stroje, coz je jakysi
idealizovany po¢itad. Nelze jej ve skutednosti sestrojit,

ZACATEK
VSTUPa,b

L_JURCI ZBYTEK r
PRI DELENI x:y

~ x
non
- =<

KONEC

Obr. VIL.2
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protoZe by musel obsahovat jistou nekoneénou pésku,
ale 1ze o ném provadét teoretické tdvahy, které se pak
aplikujf na skute¢né poditade. (Mohli bychom jej pfirov-
nat k idedlnfmu plynu, ktery také neexistuje, ale pomocf
néhoZ lze providét tvahy potiebné ptfi zkouméni sku-
tedénych plynii.)

JAK SE DOMLUVIT S POCITACEM

Jak jsme se uZ zminovali, pro poéita¢ je nutno vypraco-
vat program, to znamena sdélit mu, co od ného checeme.
Program lze napsat ve strojovém kédu, ktery je oviem
pro kaZdy typ poditade jiny a vidy je téZko zapamato-
vatelny. Nelze s nim pracovat bez nahliZenf do p#islus-
nych tabulek. Existuji vBak také takzvané univerzalni
programovaci jazyky. Jsou to urdité systémy symbold,
kterym se programétor muZe naudit tak, jako se udf
cizimu jazyku. Programu napsanému v takovémto
jazyce mohou rozumét rizné poditade; kazdy z nich si
jej prosté preloZf do svého kédu.

UkazZme si, jak vypadé jednoduchy program v jazyce
ALGOL. Je to jazyk, ktery se sklddd z matematickych
symbolti a nékterych anglickych slov. Chceme-li tedy,
aby ndm poéita¢ Itukleidovym algoritmem uréil nejvét-
gtho spoledného délitele &isel @ a b, miZeme mu to ,,Fei‘
takto:

begin integer a, b;

ifa >bthenz: =ga;y: =belsez: =b;y: =a;
Aiz: =z +y;r:=x—y Xz

it r = O then print (y)elsex: =y;y:=1r;goto A
end

Nebudeme tento program bliZe rozbirat. Je docela zaji-
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mavé vidét tteba turecky pteklad n8kterd zndmé eské
basné, i kdyz turedtiné nerozumime. Zde je situace po-
dobn#; vime, o co jde, i kdyZ nerozumime jednotlivym
sloviim. Ostatné kdo um{ anglicky, pro toho to tak docela
,,bureétina‘ nebude.

Moiné, e se vam zda divné, Ze ndco takového nazy-
véame jazykem. Souvisf to v8ak s jistym odvétvim apliko-
vané matematiky, které se nazyva matematickd ling-
vistika. V ném je zikladnim pojmem formalnf jazyk.
Méjme jistou mnoZinu A zidkladnfch symbold (Fiki se
ji zékladnf mnoZina nebo abeceda). MnoZina A* viech
koned&nych posloupnosti symbolid z 4 (¥k4 se jim slova)
véetnd prazdné posloupnosti (neobsahujief Z4dny sym-
bol) je monoid (viz II. kapitola) vzhledem k operaci
z¥etézeni (napffklad zfetézenim slov aba a beda, kde
a, b, ¢, d jsou prvky mnoziny A4, je slovo ababeda). Riks
se mu volny monoid nad mnoZinou A. Formilnf jazyk
(4, L) je pak libovolnd podmnoZina tohoto monoidu;
tento formalnf jazyk se pak zkoumd matematickymi
metodami. Lze toho uZit ke studiu pfirozenych jazyka
jako napiklad &eStiny — zde je zdkladni mnoZinou
mnoZina viech slov pfisluiného jazyka a ,,slovy‘ jsou
véty z téchto slov utvofend. Jazyk pak je chipin jako
mnoZina viech gramaticky spravnych (byt tfeba vyzna-
mové nesmyslnych) vét piisluiného ptirozeného jazyka.
Oviem jsou formélnf jazyky, které maji vyznam &isté
matematicky — napiiklad jazyk nad abecedou {a, b} slo-
%eny ze vSech slov, kde se na zaditku n-krit vyskytuje
symbol e a za nim n-krit symbol b, pro libovolné n.

Matematiocka lingvistika zkoumd obecné zidkonitosti
jazykd, ¢imZ pomah4 jak jazykovéds, tak tvorbd pro-
gramovacich jazyki, a zasahuje i do dalsfoh oblastf
informatiky.
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KONEQGNE AUTOMATY

Neptjde zde o automat, ktery po vhozenf koruny zahraje
»O sole mio*, ani o mfsto, kde lze vstoje u stolku snist
parek s hofdici. Automaty, o nichZ bude Ffed, jsou urdité
matematické objekty, které mohou popsat innost urédi-
tého automatického zakizen{ (tfeba nakoneo i toho hu-
debnfho automatu). UkiZeme si to na piikladé.

Piedstavme si, Ze bychom v néjaké tlusté knize méli
urtit podet vSech slov, kterd zaéinaji pismenem K
a koné¢f pismenem L. Je to price galejnicks, proto
bychom ji radi pfenechali stroji. Takovyto automat by
tetl jednotlivé pismena textu, pfitem? mezera mezi slovy
by se rovnéz povaZovala za pismeno. Jakmile by pfeéetl
slovo zmfrnéného tvaru, napsal by &irku.

Teorie koneénych automati umoziuje popsat princip
dinnosti takovéhoto stroje. Vzijme se do jeho situace;
predstavme si, Ze jsme Zaky prvni t¥idy zdkladnf 8koly,
ze uZ znidme abecedu, ale dosud nedovedeme vnimat
napsané slovo jako celek, musfme je é&ist po jednotlivych
pismenech. Checeme-li provést pozadovany tkon, musi-
me si pfi éteni kazdého pismene pamatovat vidy praveé
jednu z téchto véei:

1, Ted ptijde nové slovo,

2. Slovo, které pravé &¢tu, nezalind pismenem K.

3. Slovo, které pravé &tu, zatind pismenem K, ale pisme-
no, které jsem &etl naposledy, nenf L.

4. Slovo, které pravs étu, zadina pfsmenem K, a pfsmeno,
které jsem &etl naposledy, je L.

Oznadéme si tyto jednotlivé p¥ipady o, o,, 03, g,; Fika-
me jim stavy vnitini paméti automatu nebo kratce stavy
automatu. Je jich konedny podet, proto mluvime o ko-
neéném automatu.

Tyto stavy se méni podle toho, jaké pismeno automat
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predte ¢&ili jaky vstupni symbol je do ndho vloZen. Roz-
liSujeme, zda automat ¢te K, L, néjaké jiné pismeno
(miZeme je vidy znalit A) nebo mezeru (znadime d}).
Je-li naptiklad automat ve stavu o, a éte K, pfejde do
os, protoZe zadal &ist slovo zadinajici pismenem K.
Cte-li L nebo A, prejde do o,, &te-li 3, zlstane v o,.

Obr. VIL.3

Bude psat éarku neboli vyda vystupnf symbol | privé
tehdy, byl-li ve stavu g, a nasleduje-li 3; znamena to,
Ze pravé pfedetl hledané slovo.

MiZeme si to zndzornit orientovanym grafem (vlastné
multigrafem), jehoZ uzly budou stavy automatu a hrany
budou znézornovat piechod z jednoho stavu do druhého
pfi urditém vstupnim symbolu (ten symbol je vidy u hra-
ny oznacen). Ke hrané se symbolem # z o, do o, pfipi-
Seme jesté darku; znadf to, Ze v tomto p¥ipadé automat
pise &arku. Graf vidime na obr. VIL.3.
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BIT

Neni zde pravopisné chyba, protoZe nejde o byt s tstied-
nfm topenim ani bez ného, ale o jednotku mnoZstvi
informace. Je to zkratka anglického ,,binary digit* &ili
»dvojkova &slice®,

V paméti poditade museji byt uloZeny rtizné informa-
ce; jsou tam uloZeny ve formé posloupnosti nul a jedni-
tek. Prod tomu tak je, vime u% z II. kapitoly, z odstavce
o dfselnych soustavach. Nejmensi podet takovych sym-
bolt, které jsou potiebné pro zakédovanf uréité infor-
mace, je pravé podet bitd, ktery tato informace ma. Tedy
jako délky méfime na metry a hmotnost na kilogramy,
méFime mnozstvi informace v bitech.

Mi-li néjakd informace n bit, znamens to také, fe n
je nejmensf podet otdzek, ktery musime poloZit, abychom
tuto informaci s jistotou ziskali, miZeme-li dostdvat
pouze odpovédi ,,ano* nebo ,,ne*.

Predstavme si, Ze na§ kamardd vytahl z mariiSové
hry jednu kertu a my se chceme dovédét, kterd to je.
Pokud bychom se rovnou zeptali: ,,Je to zelend osmid-
ka1 a odpovéd by byla ,,ano‘, vime to oviem hned.
Pokud by byla odpovéd ,,ne*, nevédéli bychom o mnoho
vice nez predtim. MuZeme vSak poloZit uréitych pét
otdzek tak, %e Zddanou informaci zcela jistd ziskdme.
Pifklad:

»Pledstavuje barva této karty néjakou &4st rostliny 2
»Ne.*

,,Jo to dervens karta 2 ,,Ano.*

»Je to karta od desftky niZe #* ,,Ne.**

»Je to jedna z nejvyssich dvou karet¥‘‘ ,,Ano.'

,,Je to eso ?*‘ | Ne.*
»Je to Serveny krall
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Méné ne% péti otdzkami to s urditostf zjistit nemiiZe-
me,

Informace o urdité kartd z marid8ové hry mé 5 bitd.
Je to pochopitelné; podet karet je 32, tedy 25. Kdyby-
chom tyto karty odfslovali a &fsla zapsali ve dvojkové
soustav®, dostali bychom ¢fsla pdtimfstna.

Podobnymi problémy se zabyvé teorie informace; je
rovnéZ souddsti informatiky a od nf informatika dostala
8vé jméno. M4 vyznam i pro spojovaci techniku. Lze
pomoci nf napiklad uréit, jak midme néjakou dilezitou
zpravu zakédovat, aby byla co nejstrudngjif, ale aby na
druhé strané chyba v nékterém znaku nezpisobila pod-
statné zkresleni zpriavy. Teorie informace souvisf
i s lingvistikou.

Vétsf jednotkou neZ bit je byte (&ti ,,bajt‘‘). Je to
8 bitt. Prod pravé osm a ne tfeba deset nebo sto, pocho-
pite opdt z odstavce o &selnych soustavdch. Dalsi na-
sobky této jednotky jsou kilobyte a megabyte. Kilobyte
nemé plesnd tisic, ale 219 = 1024 bytd. Megabyte mé
1024 kilobyti.

TEORIE HER

V VI. kapitole jsme se zmifiovali o nékterych hrach, kde
vysledek zdvisel na ndhodd (hra v kostky, ruleta).
Samoztejmé kromsé ryze hazardnich her jsou i hry uslech-
tilej&f, v nich% vyhra zdvisf pouze na schopnostech hride
(8ach) nebo &4steénd na schopnostech a ¢isteénd na né-
hod8 (b&2né karetni hry). Nenf divu, Ze matematika ne-
zanedbdvd ani tyto hry.

Sach, déma, mlyn a podobné deskové hry patii mezi
takzvané hry s tplnou informaci — kazdy hri& pfesnd
zn4 situaci hry, nikdo nic nezatajuje. Naproti tomu ka-
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retni hry jsou v pfevd#né vét&ind hry s nefiplnou infor-
macf — Zadny hrad neznd karty svych soupeii.

Rada her, mezi nimi i 8ach, mife byt vyjédfena po-
mocf orientovanych grafi. Uzly grafu jsou jednotlivé
pozice hry spolu s idajem, ktery hrid je na tahu. (Tedy
kaZdé pozici odpovidaji dva ruzné uzly, katdy z nich
zndzoriuje situaci, kdy je urdity hrié¢ na tahu.) Z kaz-
dého uzlu vedou hrany do uzli znézoriiujicich pozice,
které mohou nésledovat bezprostfednd po odpovidajict
pozici. MiZeme si potom pfedstavovat, Ze se hra misto
na Sachovnici nebo jiné hraci desce hraje na grafu, a to
8 jedinym hracim kamenem. Hradi stiidavé tahaji
kamenem po orientovanych-hranich grafu. Prohrivi
ten hréd, ktery je na tahu a pfitom nemtze ddle téhnout
(neexistuje hrana vychazejfci z pfislusného uzlu).

Nakreslit takovyto graf pro S8ach by byla oviem nad-
lidskéd prace. A stejné je zatim nejen nad sily &lovéka,
ale i nad sfly samodinnych poéitaéi viibec provést néja-
kou dokonalou analyzu této hry. Poditade sice hrajf
Sach, ale zdaleka ne zizradné; hraji prosté jako dobi#i
Sachisté. Zda je moZné, aby jednou poditad porazel vel-
mistry, o tom se nazory (mezi matematiky i Sachisty)
rizni. (Zminme se v této souvislosti o tom, Ze exmistr
svéta v Sachu M. Botvinnik je matematikem a zabyvé se
prévé matematickou teorif Sachu.) Je8td vétsf potiZe
ne’ Sach déla poditadim bridz a japonsks deskova hra
go. Sachisté mohou byt radi — kdyby byl vypracovin
pfesny postup, ktery by jednoho z hrada mohl za viech
okolnosti vést k vyhfe (vyhravajicf strategie) nebo
alespoii k remize, Sach jako hra by pfestal existovat.
Teoreticky takovito strategie musf existovat, ale je nad
sfly lidf i podftadid ji popsat. Jsou vSak hry, u nich% je
takovy postup popsin. Nékteré jednoduché jsou uve-
deny ve cvidenfch. Zde si véimneme hry, ktera je trochu
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sloZit&jsf. Je to ,,bridge-it*, v doslovném piekladu ,,pte-
mosti to*. (Nezaménovat s karetni hrou brid%.) Hraji
dva hradi, bily a derny. Hrad¢i maji papir s ndkresem
z obr. VII.4. Tahafjf st¥idave, za¢ind derny. Tah kaZdého
hride spoéiva v tom, Ze hrad spojf dva sousednf body své
barvy vodorovnou nebo svislou Gsetkou. Usetky se
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Obr. VII.4 Obr. VII.5

nesméji protinat. Vyhravéa hrig, ktery prvni spoji lo-
menou Sarou dva body své barvy na protilehlych stra-
nich obrazce. (Pokud by'se to nepodatilo nikomu a jeden
z hrdst by uZ nemohl nakreslit dal¥i dsedku, tento hrid
by prohril.) Jak ukdzal O. Gross, ¢erny muzZe v této
hie vidy vyhrat. Prvni tsetku musi vést tak, jak je
zndzornéno na obr. VILG. JestliZe bily vede tsedku
prochézejfcf koncovym bodem nékteré z tsedek nebo
obloukli oznadenych na tomto obrizku d&arkovane,
derny musi vést tusetku prochizejfef druhym koncovym
bodem. (Tato usetka je urdena jednoznadnd.) Vede-li
bily tsedku, kterd Z24dnym popsanym bodem neprocha-
z{, derny muZe vést libovolnou tsedku. JestliZe &erny
takto postupuje, zarudend vyhraje.

Zminme se jedt® o maticovych hrach. Pati{ mezi né
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napiiklad takové hry, v nichZ oba hraé¢i konaji tah sou-
dasné nezivisle jeden na druhém, jako v této hie:

Hraji dva hradi A a B. KaZdy poloZi korunovou minci
na stil a zakryje ji, aby ji druhy nevidél. Pak se obé
mince soudasne odkryjf. Jsou-li obé mince vzhiiru pan-
nou, platf hraé A hrddi B $tyfi koruny, jsou-li obé vzhii-
ru lvem, plati dvé koruny. Je-li mince hride A vzhuru
Ivem a mince hrade B vzhiru pannou, plati hri¢ B
hra&i A dvé koruny; je-li mince hride A vzhiru pannou
a mince hrade B vzhiru lvem, plati hradé B hradi A ¢tyfti
koruny.

Ukazuje se, Ze nejvhodnéjsi stratégie hrade A je ta-
kové: hodit si hraci kostkou a obratit minci pannou
vzhiru tehdy, padne-li &fslo délitelné tfemi; v opadéném
piipad® obratit minci vzhiru lvem. Hrd¢ B by to mél
délat zase obracend. Zde ovSem hraje svou roli ndhoda
a tedy i teorie pravdépodobnosti.

Zdalo by se, Ze teorie her slouZf pouze kratochvili.
Neni tomu tak. Hra ve smyslu této teorie nemusi byt
jen spoledenskd hra, ale zahrnujf se do tohoto pojmu
1 velmi vaZné véci. MiZe to byt vilka nebo diplomaticka
jednani, ale také tfeba plinovani vyZivy obyvatelstva.
To je ,,hra proti piirodé*, obdobna oné h¥e s mincemi.
Piiroda na nas neodekavané posild mrazy, vedra, dests,
snéhy, krupobit{ a podobné ,tahy‘‘ a nidrodohospodafi
musejf vést ,,hru‘“tak,aby od piirody,,vyhrali‘“ conejvice.

Ulohy

1. Na stole leii patndet zdpalek. Hraji dva hrali, kiefi sti{dave
odebirajf jednu, dvé nebo tii zdpalky. Prohrdvd hris, na ného%
zbude poslednf zdpalka. Urdete strategii, kterd jednoho z hré&a
povede 8 jistotou k vitdzstvi.

2. Nakreslote graf této hry. Pro jednoduchost poditejte se sedmi
zdpalkami.
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8. Zkoumejte tuto hru pro jiné podty zdpalek noZ patndct.

4. Hriti sttidavé kladou na obdélnfkovy stil vidy po jedné
minci; viechny mince jsou stejné. Mince musi leZet celou svou
plochou na desce stolu, nesmi ani &isteénd pfekryvat jinou
minci. Prohrdvd hrdd, ktery uf nemd kam poloZit minoi.
Urete vyhrdvajiof strategii.

5. Hra z tlohy 4 je obmé&néna tak, Ze ptesnd uprostied stolu
stoji védza s kvétinami, kterd m4 kruhové dno. Vézu noni
dovoleno se stolu sejmout.

A7 A§ AS A A3 A2 At

Obr. VII.6

Rekeni wloh

1. Hrd8, ktery zadind, miZe vidy vyhrdt. Dosdhne toho tak,
%o poprvé vezme dvé zipalky e potom vidy 4 — n zdpalek,
kde n jo podet zdpalek, které odebral druhy hréé v piedeSlém
tahu.

2. Graf je na obr. VII.6. KaZdy uzel je oznaen symbolem hr4-
&e (A nebo B) a podtem zdpelek, které zbyvaji v dané pozici.

8. Pro jakykoliv polet zdpalok, ktery pfi déleni étyFmi dévé
zbytek tfi, je postup stejny jako u patnécti zdpalek. Je-lizbytek
pi déleni podtu zdpalek &tyfmi roven dvéma, bere prvn{ hrds
poprvé jednu zdpalku, je-li roven nule, bere tii zdpalky. Déle
postupuje stejnd jako v pfedchozim piipads. Je-li tento
zbytek roven jedné, existuje vyhrdavajici strategie pro druhého
hréle (ktery nezadind). Tento hrd® opét bere 4 — n zépalok,
kde n je podet zdpalek, které odebral prvnf hréé v pfedchozim
tahu.
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4, Prvnf hrda8 poprvé poloZi minei pfesnd doprostfed stolu.
Potom klade minci vidy soumé&rné podle stfedu stolu k minci,
kterou poloZil druhy bréé v pfedeslém tahu. Takto prvni hréé
zarudené vyhraje.

5. V tomto piipadd mé vyhrdvajic{ strategii druhy hrdd. Op&t

klade vZdy minci soumdrnd podle stfedu stolu k minoi, kterou
polotil prvni hré¢ v pfededlém tahu.
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ZAVER

Prodli jsme se svétem matematiky a snad vidm to dalo
néjakou pfedstavu o tom, jak tento svét vypadd. Samo-
ziejmé jsme nemohli popsat vSechny obory matematiky.
Z téch, o nichZ jsme nemluvili, uvedme numerické a gra-
fické metody. Vime, Ze algebraickou rovmici stupné
vyssfho ne? &tvrtého nelze fefit v radikélech, lze viak
ziskat piiblizné hodnoty jejich kofenti prdvé pomoci
t&chto metod; podobné je tomu i u mnohych diferencial-
nfch rovnic. Nemluvili jsme o aplikované matematice,
ktera se také dnes poklads za zvlistni obor. Zminili
jsme se sice o vyznamu matematiky pro fyziku a ling-
vistiku, vime, Ze se matematika uplatiiuje v chemii,
astronomii, ekonomii a technickych védach, je vsak
tfeba poznamenat, Ze pronikd i do biologie, psychologie
a sociologie. Existuje ddle filozofie matematiky, kters
shrnuje a zobectiuje vysledky jednotlivych matematio-
kych oborii. Historie matematiky ndm zachovivé své-
dectvi o téch, ktef{ tu byli pfed ndmi a bez nichZz bychom
neznali to, co zndme. A nezapomeiime ani na teorii
vyudovini matematice — vZdyt bez tohoto vyudovani
by nebylo novych matematik.

Nis§ vylet matematickym svétem kondf a doufim, Ze
vam tento svét nepfipadal jako Sed4 a désivé krajina na
Mésfei, ale jako Zivy svét, svét kolem nas.
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