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Predmluva

Mili tcastnici matematické olympiady,

vénujme predmluvu k broZufe XXI. rofniku matematické
olympiady jedné pro vas velmi duleZité otazce, a to otdzce pre-
chodu z mizsiho stupné skoly na vyssi. Podnétem k tomuto tématu
je znovuzfizeni kategorie C pro zaky prvniho roéniku gymnasii
a stfednich odbornych $kol. Kategorie C byla obnovena proto,
Ze podle mnoha kritickych hlast Zaci prvniho ro¢niku $kol II.
tspéch a ztraceli o soutéz zdjem. Nase celostatni matematicka
olympiédda je pfisné vazana na $kolsky systém, nebot v podstaté
kazdy ro¢nik mé svou vlastni soutéz. Nechceme uvazovat o tom,
zda je toto pojeti spravné; je vSak asi duisledkem nasi tradice
vychovy, kterd nevede mladé lidi k pfiliSné samostatnosti.
Ostatné i nedostatek ¢asu pro zdjmovou ¢innost, zplisobovany
na$im chdpanim pétidenniho pracovniho tydne a prehusténym
ucebnim planem nasich $kol, brzdi volnéjsi pojeti olympiady.

Obnoveni kategorie C samo o sobé nemtiZe zpusobit zazraky.
Zaci, keeii presli ze zakladni $koly na $kolu II. cyklu, musi po-
stupné gménit svij postoj ke studiu matematiky a snad ke studiu
viibec. A pravé toto je problém pfechodu: neyméné se projevuje
pii postupu z byvalé narodni $koly (5. ro¢nik ZDS) do 6. ro¢niku
ZDS. Ale uz tady vznikaji jisté potiZe tim, Ze Ziky vyutuje misto
jediného tfidniho ucitele nékolik uliteld odbornych; viak se
mozna na nékteré nesndze pamatujete z vlastnich zku$enosti.
Horsi je to pfi piestupu z 9. roéniku nevybérové ZDS na vybé-
rovou $kolu stfedni. Tady vzristd niroCnost, tfidy se musi
teprve konsolidovat, nebot se v jedné tfidé sejdou Zéci z riiznych
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ZD3, ¢asto rozdilné trovné. Také pracovni tempo je prirozend
vys$8i a Zaci musi umét aspoil trochu samostatné studovat. Ti,
kdo si nenavykli na zakladni $kole pracovat soustavné doma,
dopléceji na to velmi na gymnasiich a odbornych $kolach.

Vsecko to, o ¢em jsme se zminili vSeobecng, plati ve zvfrécné
mif'e 0 matematice, a v tom je prave problém znovuziizeni ka-
tegorle C. Ulohy kategorie Z maji casto charakter propagacm,
feSeni byva]1 poloexperimentilni a maji Zaky jen postupné pre-
svédCovat, Ze matematickd dedukce (odvozovéni a dokazovam)
je G¢inny nastroj pii fedeni problémi. Ulohy kategorie C musi
byt vybérovéjsi a slozitéjsi. Tematikou by se nemély tlohy I.
kola kategorie C pruli§ lisit od tloh kategorie Z, ale myslenkové
by mély byt nirocnéjsi. Uvédomte si, Ze v takové soutézi, jako
je matematickd olympidda, nevystacite asi jen s tim, Cemu jste
se naucili ve Skole, ale Ze se budete musit tu a tam néfemu no-
vému priucit; to je ostatné i cilem soutéZe. Vime také dobie, Ze
na ulohy I. kola, studijniho, nestacite nékdy sami; nejlepsi je,
kdyZ se vCas (ne na posledni chvili!) poradite se svym ucitelem
matematiky. Opisovat feSeni bez pochopeni je nejen nepoctivé,
ale hlavné nesmyslné; tak se totiZ ni¢emu nepfiucite, neziskate
zbéhlost v feSeni uloh a v dal$im kole nebudete mit uspéch.

Prechodem ze zékladni $koly na stfedni nejsou vsSak potiZe
skonceny. VétSinu zaka tzv. studijniho typu Ceka jesté prechod
na vysokou $kolu. A zde je situace je$té napjatéjsi: tempo studia
je zna¢né rychlé, pfedpoklada se, Ze studenti uméji samostatné
studovat literaturu (uebni texty, knihy a Casopisecké clanky)
a Ze maji skutecné jisté nadéni pro zvoleny obor. A pravé v ma-
tematice se vyskytuje dosti politovanihodnych pfipadt, kdy
student — dfive neZ se prizplisobil vysokoskolskym metoddm
studia — musi vysokou $kolu pro nedspéch opustit.

V zahranici se pedagogové i matematikové zabyvaji soustavné
a intenzivné otdzkami prechodu na vysokou $kolu. Mluvi se
o nich téméf na kazdé konferenci, pofddaji se zvlastni kongresy
na toto téma, pisi se ¢lanky a vydavaji se sborniky. Také v naSem
staté se nezahali; tak napf. v listopadu 1972 se konala v Brné
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pracovni porada na toto téma; uspofadala ji matematicko-
pedagogickd sekce Jednoty Cs. matematikii a fyzikil.

Matematicka olympidda a jeji akce se snazi po dlouhou fadu
let usnadnit nasim abiturientdm pfechod do studia matematiky
na vysoké Skole. Je to nejen sama soutéZ, ktera podnécuje Zzaky
k samostatné prici, jsou to i prdzdninova soustfedéni, je to i vy-
davani sbirky Skola mladych matematiku, jsou to i pfednasky
a semindf'e pro olympioniky a jiné mensi akce.

Je na vas, abyste se snazili co nejvic vytézit z téchto pfilezi-
tosti. Zbavte se pii olympiddé svych skolskych zlozvykt; jsme
presvédceni, Ze to jde, protoZe Ucast v matematické olympiadé
je dobrovolnd, nikdo vés k ni¢emu nenuti. Co se naucite, bude
va$im ziskem. Pfesto vSak méte jisté dvé moralni povinnosti:

Ministerstva Skolstvi obou nasich republik vynakladaji na
olympiady kazdoro¢né velké Castky penéz. Kdo se dobrovolné
rozhodne pro G¢ast v matematické olympiaddé, mél by si tuto’
skutecnost uvédomit a mél by pracovat poctivé a soustavné.

V obdobi nastupujici technické civilizace roste a poroste stile
potfeba matematicky vzdélanych lidi.

Proto mladi lidé, ktefi maji disposice pro studium matema-
tiky, by méli rozvijet své nadani, nebot tim jsou povinni nejen
sobé, ale i celé nasi spoleCnosti.

Uv MO






I. O prub&hu XXI. roéniku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Poradatelem soutéze v XXI. ro¢niku byla ministerstva Skolstvi
CSR a SSR s Matematickym tstavem CSAV v Praze (MU
CSAV ) a Jednotou . matematikis a fyzikii (JCSMF ) za spolu-
prace s organy Socialistického svazu mlddee (SSM). Také
XXI. roénik se Fidil statutem, uvetejnénym ve Véseniku MSK,
roé. XIX, str. 126, 127, smérnice 37 ze dne 30. IV. 1963.

Zaci soutézili opét ve 4 kategoriich; kazegorie A byla uréena
pro zaky III. a IV. rocnika, kategorie B pro zéky II. rocnikid
a kategorie C pro zaky 1. ro¢nika $kol II. cyklu. V kategorii Z
sout&zili zaci ZDS. Bylo mozné, aby zak soutézil i ve vyssi ka-
tegorii neZ do které studijné patfil; v piiloze A je fada takovych
prikladt uvedena.

2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU MATEMATICKE
OLYMPIADY

Ustiedni vybor MO byl ministerstvy $kolstvi CSR a SSR
jmenovan v lednu 1971 a prakticky beze zmény ptisobil i v celém
XXI. ro¢niku v tomto sloZeni:

Ptedseda: Jan Vysin, CSc., docent matematicko-fyzikilni
fakulty KU v Praze
I. mistoptedseda: dr. Jozef Moravcik, CSc., docent VSD

v Ziling
II. mistoptedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., vedouci

védecky pracovnik MU CSAV v Praze



1. jednatel: Viastimil Machdéek, odb. asistent pedagogické
fakulty KU v Praze
II. jednatel: Ji# Mida, odborny asistent pedagogické fakulty
_ KU v Praze
Clenové:
Zastupce MS CSR: Jaroslav Ldanik, Gsttedni $kolni inspek-
tor M8 CSR, Praha
Zastupce MS SSR: Michal Zoldy, Gstiedni $kolni inspektor
M3 SSR,’Bratislava
Zastupce UV SSM: Jana Pomazalovd, prof. gymnasia,
Brno
Dr. Frantisek Béloun, vedouci matematického kabinetu KPU
v Praze
Milo§ Franek, profesor gymnasia, Prievidza
dr. Jozef Gruska, Matematicky tstav SAV, Bratislava
dr. Milan Hejny, CSc., docent PFUK, Bratislava
Frantisek Hradecky, odb. asistent MFFKU v. v., Praha
prof. dr. Milan Kolibiar, DrSc., profesor PFUK, Bratislava
dr. Ivan Korec, odb. asistent, PFUK, Bratislava
akademik Yosef Novdk, vedouci védecky pracovnik MU
CSAV v Praze
Vitazoslav Repds, feditel gymnasia, Bratislava .
dr. $i¥i Sedldcek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze
it Sidlo, zéstupce feditele gymnasia, Praha
Miroslav Smerda, ucitel ZDS, Bilovice nad Svitavou
FrantiSek Vesely, odb. asistent v. v., Praha
dr. Frantifek Zitek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV
v Praze

Dal§imi ¢leny UVMO byli pfedsedové krajskych vy-
bort matematické olympiady:

prof. dr. Vdclav Pleskot, profesor CVUT v Praze

Ludmila Tréglovd, profesorka gymnasia, Ri¢any

Ing. dr. Lada Vasiatovd, profesorka gymnasia, Strakonice



Véra Rddlovd, profesorka gymnasia J. Fulika, Plzef

Karel Hnyk, odb. asistent ped. fakulty, Usti nad Labem

Jan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky KPU, Hradec
Kralové

Petr Benda, odb. asistent VUT FE, Brno

Josef Andrys, docent ped. fakulty, Ostrava

Vliadimir Jodas, odb. asistent PF UK, Bratislava

dr. Ladislav Berger, odb. asistent VSD Zilina

Kweta Honéarivovd, odb. asistentka PF UPYS, Kosice

Pracovni pfedsednictvo (PUVMO) se schizelo v tomto
sloZeni (uvedeno v abecednim pofadi):

prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.; VI. Machdlek, ¥. Mida;
dr. ¥. Moravéik, CSc.; dr. §. Sedldéek, CSc.; doc. J. Vysin, CSc.;
dr. Fr. Zitek, CSc.; zéstupci MS ss. ustredm’ inspektori J. Ldanik
a M. Zoldy.

3. SCHUZE UVMO

Jako v kazdém rocniku, tak i ve XXI. rotniku MO se seSel
ustiedni vybor dvakrat.

Na pront plendrni schiizi v Praze ve dnech 9. a 10. prosince
1971 bylo vzpomenuto nejprve prof. dr. Karla Hrufi, Clena
UVMO, ktery zemfel v listopadu 1971. Prof. dr. K. Hrusa byl
prvnim prfedsedou oblastniho vyboru MO v Praze, pasobil
neustile v UVMO, byl autorem tloh pro MO a jedné brozury
v edici Skola mladych matemarikil.

Predmétem jednani této plenarni schize byly tyto okruhy
problému: spoluprace s SSM, hodnoceni dosavadniho priibéhu
XXI. ro¢niku MO a zajisténi organizace i naplné II. a III. kol
soutéze, XIII. mezindrodni matematickd olympidda a zavérec-
né hodnoceni jubilejniho XX. ro¢niku MO, pricemz bylo kon-
statovano, Ze se podafilo pfipravit a vydat zajxmavou brozuru
k této prileZitosti.

Plénum UV MO schvililo i zpravu komise pro nivrhy odmén
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zaslouZilym pracovnikim v MO i navrh na udéleni prvni tzv.
Zelinkovy ceny. Jako vidy se schiize zabyvala vydavanim edice
+sSkola mladych matemariki®, konkursem ¥CSMPF na tlohy pro
MO a FO, pfipravnym soustfedénim pro MMO a celostitnim
soustfedénim uspé$nych fesiteld MO a FO v Rajnochovicich.
Z kritiky délky, organizace a obsahového zaméfeni vyplynuly
zavéry pro dalsi akce. .

Pod vedenim dr. Bélouna byla ustanovena komise UV MO,
aby pfipravila na zadost matematické sekce ySMF navrhy témat
pro ¢innost matematickych krouzkéi na ZDS.

Na druhé plendrni schiizi UV MO, ktera se konala ve dnech
14. a 15. dubna 1972 na Kladné pti ptileZitosti kondni celostat-
niho III. kola kategorie A, byla vedle béznych pracovnich
otazek feSena problematika péce o nadané ziky v matematice.
Dopis piedsedy UV MO s. doc. ¥. Vysina zaslany MS CSR
a SSR vyvolal zijem tyto otézky Fesit. Tak napt. bylo MS CSR
umoznéno usporadat jedno pripravné soustiedéni pred MMO
jiz v bieznu 1972 ve Stifiné, uvazuje se o ziizeni nékolika maze-
maticky zamé¥enych gymnasii v CSR a SSR jiz od 1. IX. 1973,
Dobrym podkladovym materidlem pro pfipravu téchto $kol maji
byt i zpravy dr. L. Bergera a dr. E. Moravusové ze studijni cesty
do Madarska, kde sledovali vyuku na matematicky orientova-
nych §koldch. Obdobné zku$enosti se pokusime ziskat i z ostat-
nich zemi socialistického tdbora (napt. SSSR a NDR).

Dal$imi body programu byla pfiprava soustfedéni tspésnych
fesitelt kat. B a C v Trenciné (viz bod 5 této kapitoly), zajisto-
vani pomocné literatury a ptiprava XXII. ro¢niku MO. Bylo
konstatovano, Ze roste poet KV MO, které poradaji krajské
III. kolo v kategorii Z.
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4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

a) Studijni ¢dst I. kola, pfi niz Gcastnici fesi tzv. pfipravné
tlohy, probé&hla na $kolach od zafi do konce listopadu 1971 pod
vedenim uciteld matematiky, ktefi Zékovskych feSeni vyuZzili
jako podnétt k besedam.

Terminy odevzdani soutéZnich 4loh byly rizné: v kategorii A
a Z 15. leden, v kategoriich B a C 29. tinor 1972. V kategoriich
A, B a C méli Zaci opét moZnost volby tloh, a to Ctyf ze $esti,
usporddanych ve dvé trojice. Podminkou pro postup do II. kola
bylo vyfesit na zndmku 1 nebo 2 aspon 3 ulohy; pfitom mezi
témito ulohami musela byt zastoupena kazda z trojic aspofi
jednou tlohou.

Z prehledné tabulky P za 1. kolo je patrny vzestup poctu jak
ucastnika, tak i Gspé$nych fesitelt v kategoriich 4, C a Z. Pti-
tom ucast v kategorii B je na pfiblizné stejné irovni jako byla
v XVIIIL. roéniku, kdy naposled soutéZily kategorie B a C oddé-
lené. Potésitelny je zvlasté pocet uspénych resiteld kategorie C,
na coz mély bezesporu vliv i komentdie k iilohdm, které dostaly
k dispozici $koly. Né&kolikalety vzestupny trend tcasti v kate-
gorii Z nadéle trva. Velk4 prace uciteld matematiky na ZD§
iucast zaka v soutézi MO bude mit jisté i kladny vliv na zlepSeni
vyucovacich vysledkt v matematice.

b) Klauzurni I1. kolo probéhlo pod vedenim KVMO v kate-
gorii 4 dne 4. bfezna a v kategoriich B a C v sobotu 22, dubna
1972 (tento druhy termin se pozdé¢ji ukazal pfili§ pozdni).
Soutéz II. kola kategorie Z v okresich se konala pod vedenim
OVMO dne 1. biezna 1972.

Také srovnani vysledkd MO v poslednich Etyfech roénicich
(viz tabulka P) ukazuje, Ze XXI. ro¢nik moZno povaZovat za
uspésny. Z tabulek 3 a 4 je viak stile patrny velky rozdil mezi
jednotlivymi kraji; v kategorii Z jsou obdobné rozdily i mezi
okresy jednotlivych krajt. Svéd¢i to nejen o rozdilné pozornosti, .
vénované MO na §kolach, ale i o velmi rozdilnych vnéjsich pod-
minkach.
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c) Zdvérecné celostdrni II1. kolo soutéZe v kategorii 4 se ko-
nalo 14. a 15. dubna 1972 na Kladné. Protoze pocet Uspé$nych
fesiteld II. kola byl pomérné velky (viz tabulka 3), mohlo
PUVMO provést vybér tcastnikii a pozvat jich celkem 74 do
Kladna.

SoutéZz probéhla opét ve dvou dnech; kazdy den se fedily
3 tilohy 4 hodiny. Po opravé Zikovskych feseni komisi PUVMO
(kazdou tlohu opravovaly dvé osoby) bylo vyhliSeno celkem
19 vitéza a dalSich 14 tspé$nych fesitelt (viz pfiloha B). Uve-
deni z4ci byli odménéni M8 CSR a MS SSR a jejich seznamy
byly posldny dékanstvim vSech vysokych $kol jako material pro’
piijimaci komise.

Reprezentacni druZstvo pro XIV. MMO v Polsku bylo vy-
bréano na zaseddni PUVMO ve Zlatovciach dne 24. Cervna 1972
po soustfedéni vybranych deseti uspé$nych resitela III. kola
kat. A. O MMO je zvlastni zprava v kapitole VI.

V kompetenci KVMO se konala i I11. kola soutége MO v ka-
tegorii Z, a to v Praze-mésté (36 uCastnik), fihomoravském (65),
Zdpadoslovenském (38) a Stiedoslovenském kraji (36). Terminy
soutéZe byly v rozmezi od 26. dubna do 16. kvétna 1972. Podle
potieby rozdélily KV MO soutéZ i na nékolik mist (napf. v Jiko-
moravském kraji byly tii oblasti) nebo soustiedily tcastniky na
2—3 dny do vhodného objektu (napf. Zdpadoslovensky kraj do
rekreacniho stfediska ve Skalickych horach, Stredoslovensky
kraj do Kuneradu, pfi¢emz tieti den byl vyuZit pro rozbor Za-
kovskych feseni).

Vybér tloh byl pfiblizné na trovni tloh II. kola kategorie Z,
zpravidla po koordinaci ze vSech okrestt vybrani nejlepsi fe-
sitelé II. kola; jen vyjimecné byl pozvan soutéZici tak, aby byly
zastoupeny vSechny okresy kraje.

Ze zprav KVMO vyplyva, Ze pfes finanéni problémy véno-
valy se KVMO soutézi III. kola kategorie Z rady a Ze vysledky
pomohly porovnat stav péce o nadané zéky v jednotlivych okre-
sech. Jen z jednoho KVMO jsme dostali vyjadfeni proti poid-
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dani III. kola kategorie Z v krajich; je pry to ,jednak finan¢né
nakladné a nedcelné a zbytecné by konanim III. krajského kola
poklesla prestiz OVMO*.

5. POMOCNE AKCE

Ve spoluprici KVMO a pobocek JCSMF byly potridiny
Cetné piednasky s obsahem zeméfenym k MO jak pro ucitele,
tak i pro zaky. Zvlasté bohata ¢innost se tykala kategorie Z.

V kategorii 4 se opét konalo pfipravné Skoleni pied MMO.
V Praze mélo raz $koleni v krouzku, na jinych mistech bylo
individualni podle sylabt pripravenych v Praze. Pragsky krou-
Zek vedli:

a) dr. Ji# Sedldéek, CSc., v&decky pracovnik MU CSAV

(Teorie cisel);
b) prof. dr. M. Fiedler, DrSc., vedouci védecky pracovnik
MU CSAV (Kombinatoricka geometrie);

c) dr. Josef Hojdar, odbornj pracovnik MU CSAV (Nerov-

nosti a rovnice);

d) dr. Antonin Vrba, odborny pracovnik MU CSAV (Ele-

mentirni a kombinatorickd geometrie);

e) dr. Perr Liebl, odborny pracovnik MU CSAV (Kombina-

torika).

Hojné bylo vyuZivino sovétské sbirky doc. Morozovové-
Petrjakova Ulohy mezindrodnich matematickych olympidd.

Ve dnech 12.—18. bfezna 1972 se konalo promi pripravné
soustFedéni pred MMO ve Sti¥iné, kam bylo povoldno celkem
20 nejlepsich resiteldr I. kola kategorie A z krajd. Toto soustie-
déni mélo pomoci vybrat a pfipravit druZstvo pro XIV. MMO
v Polsku. .

Piednasejici dr. Fr. Zitek, CSc., z MU CSAV, Iva Rohlitkovd
a firi Mida, z ped. f. UK v Praze, dr Petr Liebl a dr. Josef Hojdar
z MU CSAV a doc. Jan Vysin, CSc., vedli soustfedéni semindrni
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formou, zadévali a Fesili s posluchadi tlohy s trovni mezina-
rodnich matematickych olympiad.

Dalsi pomocné akce MO zajistovali slovensti ¢lenové UV
MO, predevs$im dr. Ivan Korec, CSc. z MFF KU v Bratislavé.

Celostdtne sustredenie iicastnikov MO a FO kategérie B (a A
z nematuritnych ro¢nikov) sa v $kolskom roku 1971/72 konalo
o Trenciné v Case od 19. 6. 1972 do 8. 7. 1972. Boli, uz tradi¢ne,
zriadené tri triedy, matematickd, matematicko-fyzikilna a fy-
zikalna.

V matematickej triede sa konali nasledujice prednésky a semi-
nére:

Anton Galan: Zaklady analytickej geometrie v priestore,

dr. Oldfich Odvdrko: Kombinatorické tlohy a tvahy,

dr. Jaroslav Smital, CSc.: Tebria Cisel,

doc. dr. Stefan Zndm, CSc.: Tebria grafov,

doc. dr. Beloslav Riecan, CSc.: Pravdepodobnost,

dr. Ivan Korec, CSc.: Tebria algoritmov.

V matematicko-fyzikdlnej triede prednéseli: dr. O. Odvdrko,
doc. 8. Zndm, doc. B. RieCan a dr. I. Korec na rovnaké témy ako
v matematickej triede, niektoré prednasky vSak odzneli v skrate-
nom rozsahu.

Zvy3ok programu v matematicko-fyzikélnej triede a cely pro-
gram vo fyzikalnej triede zabezpecoval UV FO.

Stcasne s prvym tyzdniom celostatneho ststredenia tcastni-
kov MO a FO kategérie B prebichalo sustredenie pred medzind-
rodnou mat. olympiddou, na ktorom sa konali nasledujice semi-
nare:

Fana Galanovd, dr. Jaroslav Smital, CSc.: Tedria Cisel,

Anton Legéri: Komplexné Cisla a trigonometria,

Jozef Bogek: Ulohy zo stereometrie,

Jozef Bogek: Vypoctové a konstrukéné tlohy z planimetrie,

doc.dr. Jozef Moravcik, CSc.: Nerovnosti, postupnosti, funkcie,

prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.: Kombinatorika,

Jana Fetkovd: Trigonometrické rovnice a nerovnosti.
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Predsednictvo UV MO vybralo na svojej schddzi diia 24. 6.
1972 v Trenc¢iné z desiatich dcastnikov sdstredenia 8¢lenné

drustvo na MMO.

6. STUDIJNI LITERATURA

Letdky pro kategorii A, B a C celostatné zajiStovalo SPN
v Praze. Letaky pro kategorie Z vysly Cesky, slovensky a ma-
darsky.

V nakladatelstvi Mladd fronta byly vydany dalsi svazky edice
Skola mladych matematiki:

&. 28 Bruno Budinsky-Stanislav Smakal: Vektory v geometrii
. 29 FrantiSek Zirek: Vytvotujici funkce
. 30 Milan Koman—-Jan Vys§in: Maly vylet do moderni ma-

tematiky

Zvl1asté posledni svazek vyvolal zna¢ny kladny ohlas; Skoda
jen, Zze naklady uvedenych svazkd nestati pokryt poptavku.
Dalsi svazky jsou v tisku a v recenznim fizeni.

O O

7. KONKURS YCSMF NA NAVRHY ULOH PRO MO

Od roku 1966 jsou tlohy pro MO mimo jiné ziskaviny také
konkursem. Tento konkurs vyhlasila Jednota &s. matematikii a fy-
ztkil. Od jeho zverfejnéni na jafe roku 1966 do 30. zaii 1972 se
ho zucastnilo svymi tlohami 81 autort. Zaslano bylo celkem
765 uloh, pricemz recenzni fizeni bylo dosud skonéeno u 708
tloh, z nichz bylo pfijato a odménéno 465.

Vyznam konkursu pro MO je vidét z toho, Ze ve XXI. ro¢niku
z 66 zadanych uloh jich bylo 59 ziskanych v konkursu.

Podminky konkursu byly jiz mnohokrat zvefejnény. Pro zé-
jemce je znovu pfipominime.

Text a feleni kazdé dlohy je tfeba zaslat napsané na listu
formatu A4 (vzdy originil a jeden opis) na adresu: UstFedni
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vybor matematické olympiddy, Praha 1, Nové Mésto, Zitnd 25.
Za kazdou ptijatou tlohu je vyplicena odména ve vysi 50 Kés
v kategoriich 4, B a C a 30 K¢s v kategorii Z. Pfi recenzi se
pfihliZi k ptvodnosti tlohy a odména miiZe byt popiipadé zvy-
Sena, napf. prijaté ulohy, s nimiz se poéité, Ze budou na nékteré
MMO piedlozeny jako &s. névrh, jsou odméfiovany Céstkou
80 Ké&s. Ulohy, které neprojdou uspé§né konkursnim fizenim,
se autoriim vraceji. Pijaté lohy jsou zafazeny do archivu ov
MO. Vyplacemm odmény autorovi ziskava Uv MO dlspozxcm
pravo, zejména upravit text tlohy i autorské feSeni a pouZit
tlohy pro tcely MO podle vlastni volby. Autor samoziejmé
bere na sebe zavazek, Ze pfijatou tlohu utaji, aby pribéh olym-
piddy nebyl narusen.

Navrhy uloh pro MO lze do konkursu zasilat neustale, nebot
neni Casové omezen a probiha nepfetrzité.
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Pfehledna tabulka P

Pocet soutézicich v 18., 19., 20. a 21. roéniku MO

Kate- )
gorie A B C z Skolni
_ _ § _ rok

kolo[ro& | P |U [P | U | P | U | P | U
18. | 362 | 273 | 506 | 370 | 963 | 636 | 6759 | 4264 | 68-69
19. | 565 | 447 | 842 | 612 | *) | %) | 8230|5550 |69-70
L1 20. 1300|352 | 843 | 656 | * | % |10366 7376 |70-71
21. | 554 | 445 | 476 | 354 | 1115 | 926 |11 0090|7870 |71-72
18.|267 | 37| 317 | 34| 585| 35 | 3876|1455 |68-69
19.]381| 88556 | 120 | *) | *) | 4863|1790 |69-70
IL1 20, | 341 | 58| 613|162 | % | % | 6770|3807 |70-71
21. | 429 | 170 | 342 | 122 | 844 180 | 7275|3063 | 71-72
18.| 35| 23 68-69
19.| 44| 24 Nekonaji se celostdtné 69-70
L} 5. | 42 20 70-71
21| 74| 33 71-72

Poznamky:

P — pocet viech tcastnikil
U — podet uspéénych fediteli

*) — Kkategorie C byla zrudena, Z4ci I. a II. roéniku $kol II. cyklu
soutézili ve spoleéné kategorii B.
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Tabulka 2
. Pfehled tiastnikt I. kola podle kraj v kat. Z

Kategorie Z
KRA]J P Z toho U Z }'oho
divek divek
Praha - mésto 1046 502 757 | 321
2
Stfedocesky Tesa | 312 478 231
JihoCesky 476 247 362 : 177
Zapadocesky 469 275 303 162
Severoclesky N 826 297 417 169
Vychododesky 767 383 580 279
Jihomoravsky 1255 569 785 359
Severomoravsky 983 453 556 234
Zépadoslovensky 1966 1011 . 1736 _ 860
Stredoslovensky 1 454” 641 B 974 475
Vychodoslovensky 1209 600 922 453
Celkem 11 090 4990 7870 3720

P — celkovy poéet Géastniki; U — polet tspéénych fesitelt
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Tabulka 4
Piehled poétu téastnika II. kola podle kraju v kategorii Z

Kategorie Z
KRA]J P Z toho U zZ toho
divek divek
Praha - mésto 698 276 436 166
Stfedocesky 410 190 289 131
Jiho&esky 352 174 92 39
ZipadocCesky 280 150 99 49
Severodesky 305 122 133 51
Vychodocesky ‘—522 N 253 369 175
Jihomoravsky 707 317 213 76
Severomoravsky 534 222 257 96
Zspadoslovensky —;13 851 485 209
Stiedoslovensky 892 | 429 358 141
Vychodoslovensky 862 416 332 146
Celkem 7275 3400 3063 _ 1279 —

P — celkovy podet Gi¢astniki; U — podet tispé&snych felitelt
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Priloha A

PORADf USPESNYCH RESITELU II. KOLA
VE XXI. ROCNIKU MO

(pokud neni uveden typ $koly, jde o gymnasium; z kazdého
kraje'je uvedeno nejvyse prvnich deset uspéSnych refiteld)

PRAHA - MESTO

Kategorie A

Jan Brychta, 4.a, PraZaCka, Praha 3; Pavel Ferst, 2.d, Slad-
kovského, Praha 3; Petr Hajek, 3. ¢, Stépansk4, Praha 1; Tomas
Chrz a Petr Jarolim, 3.f, Petr Slacalek, 2.f, ul. W. Piecka,
Praha 2; Jifi Méska, 2.d, Sladkovského, Praha 3; Miron Tegze,
3.f, ul. W. Piecka, Praha 2; Alexandr Franék, 3.f, Parléfova ul.,
Praha; Jan Frynta, 3.f, ul. W. Piecka, Praha 2.

Kategorie B

Petr Slacalek, 2.f, ul. W. Piecka, Praha 2; Jan Trlifaj, 2.d,
Sladkovského nédm., Praha 3; Ale§ Drapal a Petr Maly, 2.f,
U libeiiského zdmku, Praha 8; Jifi Méska, 2.d, Sladkovského
nam., Praha 3; Alena Vencovska, 2.b, Stépanska ul., Praha 1;
Josef Stehno, 2.f, ul. W. Piecka, Praha 2; Vaclav Salaé, 2.a,
Ohradni ul., Praha 4.

. Kategorie C

Martin Bauman, Michal Valasek a Jaroslav Fiala, 1.d, ul. W.
Piecka, Praha 2; Jan Hugo, 1.c, Sladkovského nidm., Praha 3;
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Martin Sedivy, Dagmar HaSov4 a Jan Pfivora, 1.d, ul. W,
Piecka, Praha 2; Vlastimil Horék, 1.a, PraZacka, Praha 3; Vla-
dimir Bure§, 1.a, Nad Stolou, Praha 7.

STREDOCESKY KRAJ

Kategorie A

Jaromir Kukal, 3. ro¢., BeneSov; Jifi Fryda, 4. ro¢., Kladno;
Zden&k Kosek, 4. ro¢., Beroun; Tomas Fiala, 3. roC., Pfibram;
Jindfich Kares, 3. ro¢., Ricany; Dag Jeger, 4. ro¢. Beroun; Mi-
loslav Joukl, 3. ro¢., Kutnd Hora; Ladislav Horacek, 4. roc.,
Mlada Boleslav; Zdenék Kriz, 3. ro€., Sedl¢any; Franti$ek
Mastny, 4. roc., Beroun. ¢

Kategorie B

Franti$ek Pudil, 2. ro¢., Sedl¢any; Vladimir Meier, 2. roc.,
‘Mlada Boleslav; Jitka Suneckova, 2. roc., Sedl¢any.

Kategorie C

Jifi Sloup, 1. rod., Brandys nad Labem; Ivan Rehot, 1. roé.,
Radotin; Karel Brelter, L. roc., Mnichovo Hradisté; Dagmar
Stuksovi, 1. roc Rlcany, eroslav Ludwig, 1. roé., Caslav;
Jird Uhendorfsky, 1. roé., SPS, Kutna Hora; Jiti Bohuslavsky,
1. ro¢., Kutna Hora,Frantlsek Cmek 1. roé., SPS, Kutné Hora;
Jifi Sommer, 1. ro¢., Nymburk.

JIHOCESKY KRAJ

Kategorie A

Karel Horék, 3. roc., Strakonice, Josef Voldfich, 1. roc.,
Vunperk Vaclav Kubart, 4. ro¢., Tabor; Pavel Kindelmann,
2. roé., Ceské Bude}ovme, ]aroslav Krieg, Milan Rabiska a
Karel Zitek, 3. ro¢., Tébor; Jiti Mikula, 3. roé., Strakonice;
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Rudolf Bayer, 3. ro¢., Tabor; Jifi Hanzilek, Petr Spatenka
a Josef Urban, 4. roc., Ceske Budéjovice.

Kategorie B

Pavel Kindelmann, 2. ro¢., Ceské Budejovice Zdenék Rézek,
]osef Ko¢i a Danuse Berv1dova, 2. roc., Tabor; Petr Jovanovic,
2. roé., Ceské Bude)ovu:e, Josef Louzensky, 2. roC. Prachatlce,
Pavel Novak 2. roc., Ceské Budélovxce, Pavel Novy, 2. roc.,
Strakonice; Vlad1m1r Riha, 2. ro¢., Tabor; Jan Teska, 2. roé.,
Milevsko.

Kategorie C

Jan Variata, 1. roc., Strakonice; Josef Voldfich, 1. ro¢., Vim-
perk; Vladimir Drapahk 1. roc., Strakonice; Zelenda, 1 roC.,
Ceské Budgjovice; Jana Liba, 1. ro€, SPS stavebni, Ceské Bu-
d&jovice, Pavel Jovanovié, 1. roé., Ceské Budg&jovice; Ji Sy-
kora, 1. roC., Pisek; Karel Honzl, l ro¢., Kamenice n. Lipou;
Jaroslav Kviéala, 1. roé., Ceské Budéjovice.

ZAPADOCESKY KRA]J

Kategorie A
Vladimir Pelikdn, 4.a, Blovice; Magda Foiftov4, Blanka Hni-
licova, Stanislav Hala, Svatopluk Machalka a Josef Juiek, 3.d,
Julia Fucika, Plzeii; Miroslav Ktizek, 3.a, Julia Futika, Plzefi;
Otta Popovsky, 4.a, Cheb; Josef Zezule, 3.b, Klatovy; Viclav
Kohout, 2.a, Blovice.
Kategorie B
Ladislav Peksa, Emil Pelikan a Jifi Zymak, 2.a, Julia Fudika,
Plzeii; Karel Tesat a Jan Klaschka, 2.a, Mar. Lizné; Vaclav
Vesely, 2.b, Klatovy; Hubert Nasko, 2.a, Julia Fucika, Plzex.

Kategorie C

Pavel R4dl a FrantiSek Pillmann, 1l.a, Julia Fucika, Plzefi;
Michal Svréek, 1.b, Karlovy Vary; Vladimir Charvat a Pavel
Odvérko, 1.a, Julia Fudika, Plzefi; Jaroslav Krémaéf, 1.a, SuSice.
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SEVEROCESKY KRAJ

Kategorie A

Jasna Lupomechové, 4. roé., Frydlant v C.; Karel Hijek, 4.d,
ul. Jeronymova 27, Liberec; M1cha1 Eben, 3 a, Usti n. Labem;
Jan Holub a Jifi Svoboda, 3.c, Cs. dobrovolct, Teplice v C.;
Vitézslav Svejdar, 3.b, Komenského ndm., Dé&in; Rlchard
Luké$ a FrantiSek Balcar, 4.d, ul. Jeron}'lmova 217, Liberec; Ivo
Mrézek, 1.b, SPS stroj., Usti n. L.-Stfekov.

Kategorie B

Ivo Mrazek, 1.b, SPS stroj., Usti n. L.; Richard Zimék, 2.b,
Teplice; Martin Pesek, 2.b, Teplice; Jan Jansky, 2.c, Liberec;
Milan Kalny, 2.a, Litoméfice; Jifi Bfezina, 2.a, Chomutov;
Libuse Sefrnov4, 2.a, Teplice; Eva Nesméridkovd, Blanka
Viégnerova a Vladimira Vorlickova, 2.c, Liberec.

Kategorie C

Jan Maly, 1.a, Litomé&fice; Emil Vlasék, 1. rod., SPS stroj.,
Usti n. L.; Martin Miiller, l.a, Litvinov; Tom4$ Sehnoutka,
1.a, Jablonec n. N.; Vojtéch Svehla, 1.c, Liberec; Alena Ném-
covd, l.a, Teplice; Jifi MarySka, l.a, Jablonec n. N.; Hana
Slamov4 a Libor Zanda, 1.c, Liberec; Jan Haras., 1. ro¢. SPS
stroj., Liberec.

VYCHODOCESKY KRA]J

Kategorie A

Jan Mandel, 3.b, Néchod; FrantiSek Fendrych, 4.g, Hradec
Krélové; Libor Slezék a Igor Koropecky, 4.a, Pardubice; Vladi-
mir Bergl, 3.a, Pardubice; FrantiSek Rozsypal, 4.2, Litomysl;
Jifi Limpouch, 3.g, Hradec Kralové; Pavel Drabek, 4.a, Pardu-
bice; Josef Prouza, 3.a, Pardubice.
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Kategorie B

Zdené&k Drabek, 2. roc., Lanskroun; Jifi Svoboda, 2.2, Pardu-
bice; Jifi Honct, 2.a, Jilemnice; Sylvie Bukovska, 2.a, Prelouc;
Olga Smetanova, 2.a, Jaroméi; Josef Jezek, Dobroslav Kindl,
2.a, Pardubice.

Kategorie C

Jiti Hilka, 1.g, Hradec Kréalové; Josef Pavel, 7.a, ZDS Ko-
menského, Rychnov n. KnéZznou; Miroslav Seiner, 1.a, Pardu-
bice; Ivan Sup, l.a, Pfelou¢; Petr Holan, 1.a, Novy BydZov;
Lud¢k Némec, 1.a, Pardubice; Stanislav Nozicka, 1.a, Nova
Paka; Josef Simon, 1.a, SPS, Dobrugka; Jan Blazek, 1.a, Chru-
dim; Pavel Bfiza, 1.a, Zaznberk; Rastislav Jakubik, 1.a, Policka;
FrantiSek Stary, 1.c, SPS el., Pardubice.

JIHOMORAVSKY KRAJ
A BRNO - MESTO

Kategorie A

Miroslav Kmosek, 3.a, tf. kpt. Jaro$e, Brno; Lubo$ Bauer,
3.b, Konévova, Brno; Milo§ Sobotka, 4.a, Zdar nad Sazavou;
Jifi Binder, 4.b, Moravské Budéjovice; Jaroslav Kuben a Josef
Sorbi, 4.b, Prostéjov; Karel Sézel, 4.a, Krométiz; Jifi Malec,
3.a, Kienova, Brno; Jifi Muzik, 4.b, Ttebi¢; Pavel Brada, 3.a,
Jihlava; Jifi Rezag, 3.a, Lerchova, Brno.

Kategorie B

Zdené&k Burda, 2. ro¢., Kfenova, Brno; Jaromir Novak, 2. roc.,
Konévova, Brno; Irena Vavrysovd, 2. roc., Hustopece; Ale$
Chramosta a Vladimir Drasil, 2. ro¢., tf. kpt. JaroSe, Brno;
Michal Kene¢ny, Milan Fikar, Stanislav Cetka a Petr Dub,
2. ro¢., K¥enové, Brno; Vladimir Zakovsky, 2. ro¢., Konévova,
Brno.
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Kategorie C

Josef Gebrich, 1. roc., tf. kpt. JaroSe, Brno; Darja Podrous-
kova, 1. roé., Kienova, Brno; Hana Sladkova, 1. roc., Trebic;
Zdenka ProkeSova, 1. roc., Konévova, Brno; Zdenék Pracek,
1. ro¢., Kroméfiz; Jaroslav Nahodil a Libor Obrdlik, 1. roc.,
Tiebi¢; Ivana Fukacovd, Marta Kostilova a Zdenék Lustig,
1. roc., Znojmo.

SEVEROMORAVSKY KRAJ

Kategorie A

Jaromir Sim3a, 2. ro¢. a Milan Mensik, 4. ro¢., Smeralova ul.,
Ostrava 1; Vaclav Hanis, 3. ro€., Roznov p. R.; Jaroslav Svréek,
4. roc., Pferov; Pavla RaZickova, 4. roC., Frydek-Mistek; Jan
Kaytl, 4. ro€., Novy Ji¢in; Bohumil Macecek, 4. ro¢., Rymarov;
Jan Podloucky, 3. roc., Pferov; Tadeus Feruga, 3. roc., Havli¢-
kova ul., Cesky Té&in; Igor Macejovsky, 4. ro¢., Smeralova ul.,
Ostrava 1.

Kategorie B

Antonin Otahal, 2. ro¢., Volgogradska ul., Ostrava-Zabieh;
Ivo Semréd, 2. ro€., Opava; Radomir Kuchta, 2. roc., Tajov-
ského ul., Havifov; Miroslav Dosoudil, 2. ro¢., Jifiho z Podé-
brad, Olomouc; Jifi Kone¢ny a Zdenék Vaculik, 2. ro¢., Roznov
p- Radhostém.

Kategorie C

Lubomir Balanda, Andrzej Kozikowski, 1. roc., Cesk}’r Té&in;
Karel Licky, 1. roc., Opava; Miloslav Prchal, 1. ro€., Ostrava 1;
Anna Tomovd, 1. ro¢., Ostrava-Zébieh; Lumir Gatnar, 1. roC.,
Opava; Jan Hula, 1. ro€., Bilovec; Cestmir Ramik a Katefina
Lvova, 1. roc., Ostrava 1; Lubomir Zaorelek, 1. ro¢., Ostrava-
Poruba.
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ZAPADOSLOVENSKY KRAJ
A BRATISLAVA - MESTO

Kategdria A

Marian Uherko, Jan Valasek, Peter Dobrota, Milan Kolibiar,
Lubor Kollar, Milan Lehotsky a Jan Hanus, 4. roc., J. Hronca,
Bratislava; Tibor Kéntor, 4. ro¢. mad., Komarno; Peter Hro$$o,
2. roC., Topolcany.

Kategdria B

Pavol Meravy, Pavol Zlato$ a Jan Krajcik, 2. roc., J. Hronca,
Bratislava; Peter HrosSo, 2. ro¢. Topolcany; Teodor Kusy,
2. ro€., Vazovova, 38, Bratislava; Jan Niziiansky, 2. ro¢., Tren-
¢in; Jan Kré, Lubor Kollar a Miroslav Brunclik, 2. roé., J.
Hronca, Bratislava; Jan Katiuk, 2. ro¢., Malacky.

Kategdria C
Peter Starke, 1. ro¢., Trenéin; Milan Poto&ar, 1. roé., Senec;
DusSan Miklavek, Ivan Janetka, Jin Kucera, Jan Slodi¢ka a
Martin Vojtko, 1. ro¢., J. Hronca, Bratislava; Peter Holub,
1. ro€., Senec; Vladimir Chlebana, 1. ro¢., Trenc¢in; Katarina
Kresékova, 1. roc., Metodova ul., Bratislava; Olga Malikova
a Jozef Téth, 1. roc., Vazovova 38, Bratislava.

STREDOSLOVENSKY KRA]J
Kategdria A

Imrich Vrfo, 4. rof., Rimavskd Sobota; Jozef TvaroZek,
3. rot., SVS Horny Val, Zilina; Jan Haluska, 4. ro., Liptovsky
Mikulas; Ivan Kulich, 3. roc., SVS Timravy, Lucenec; Marian
Sedlacek, 4. roc., Prievidza.

Kategdria B

Valter Petrt, 2.b, Horny Val, Zilina; Jozef Sirai, 2.a, Krem-
nica; Ivan Mediar, 2.e, Prievidza; Vlastimil Vrto, 2.a, Rimavska
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Sobota; Maridn Miklas, 2.f, Prievidza; Miroslav Kaniansky,
2.b, Handlové; Juraj Lanko, 2.e, Prievidza.

Kategdria C

Peter Husér, 1. ro¢., Horny Val, Zilina; Pavol Makovicky,
9. ro¢., ZDS Konevova, Zilina; Jan Chovanec a Martin Jarina,
1. ro€., Povazska Bystrica; Peter Malicky, 1. roc¢., Prievidza;
Jana Skiivankové a Elena Sutd, 1. rod., Kysucké Nové Mesto;
Jan Krchnavy, 1. roé., SVS Hliny, Zilina; Eva Bajnokovi,
1. ro¢., Krupina.

VYCHODOSLOVENSKY KRAJ

Kategdria A

Karol Pelikén, 3.a, S1obr ova ul., KoSice; Danica Jakubikov4,
3.g, a Vladimir Lisy, 3.f, SVS, Srobérova ul., Kogice; Peter
Visnyi, 3.a, Srobarova ul., Kosice; Jan Somvarsky, 2.e, SVS§,
Smeralova ul., Kogice.

Kategdria B

Tibor Lefkovi¢, 2.h, SVS, Srobarova 46, Kogice; Jén Som-
varsky a Jan Krivos, 2., SVS, Smeralova 9, Kosice; Jan Surek,
2.2, Humenné,.

Kategdria C

Imrich Harbula, 1.b, Secovce; Igor Valiga, 1.c, KeZmarok;
Jozef Dunajsky, 1.c, Poprad; Judita Fiedlerovd, 1.a, mad., Ko-
. $ice; Duan Kazar a Richard Vesely, 1.a, Srobarova, Kosice;
Stefan Dopirik, l.s, SPS-mad., Kosice; Jaroslav Jaros, l.c,
Poprad; Jan Pavlik, 1.b, Srobérova ul., Kosice.
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Priloha B

III. KOLO KATEGORIE A - XXI. ROCNIK MO

Vitézové

1. Miroslav Kmosek, 3.2, gymn., tf. kpt. Jaroe, Brno

2. Karel Hordk, 3.b, gymn., Strakonice

3. Imrich Vrto, 3.a, gymn., Rimavskd Sobota

4. Jan Frynta, 3.f, gymn., ul. W. Piecka, Praha 2

5.—8. it Binder, 4.2, gymn., Moravské Budéjovice

5.—8. Jan Brychta, 4.a, gymn., Prazacka, Praha 3

5.—8. Jan Knytl, 4. rod., gymn., Palackého, Novy Ji¢in

5.—8. Petr Slacdlek, 2.f, gymn., ul. W. Piecka, Praha 2

9.—10. FrantiSek Drasnar, 3.f, gymn., ul. W. Piecka, Praha 2

9.—10. Pavel Ferst, 2.d, gymn., Sladkovského, Praha 3
11.—12. Jaroslav Svréek, 4. roé., gymn., Komenského, Pterov
11.—12. Dalibor Volny, 3.f, gymn., ul. W. Piecka, Praha 2
13.—14. Milan Mensik, 4. ro¢., gymn., Smeralova ul., Ostrava
13.—14. Miron Tegze, 3.f, gymn., ul. W. Piecka, Praha 2
15.—16. Jaromir Simia, 2. roé., gymn., Smeralova ul., Ostrava
15.—16. Milan Kolibiar, 3. ro¢., gymn., Novohradska, Brati-

slava

17. Milan Lehotsky, 3. ro€., gymn., Novohradské ul., Bratislava
18.—19. Petr Hejl, 3.c, gymn., §'5épénské ul., Praha 1
18.—19. Jozef Tvarosek, 3.f, SVS, Horny Val, Zilina

Uspésn Fesitelé
20.—21. Peter Hro$5o, 2.d, SVS, Topol¢an

20.—21. Pavel Kindelmann, 2.a, gymn., S. 1éatala, Ceské Budé-
jovice ‘
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22.—24. Faromir Kuben, 4.b, gymn., Zd4r nad Sazavou
22.—24. Viadimir Pelikdn, 4.a, gymn., Blovice u Plzné
22.—24. Milo§ Sobotka, 4.a, gymn., Zdir nad Sizavou

25. fan Trlifaj, 2.d, gymn., Sladkovského, Praha 3

26.—21. Vladimir Bergl, 3.a, gymn., Kotkova ul., Pardubice
26.—217. Viclav Janis, 3. ro¢., gymn., Roznov p. Radho§tém
28. fi¥i Fryda, 4.a, gymn., Kladno

29.—31. Magda Fofrovd, 3.d, gymn., J. Fucika, Plzen
29.—31. Karol Pelikdn, 3.a, gymn., Srobarova ul., Kosice
29.—31. Yan Valdsek, 3.b, SVS, Novohradska ul., Bratislava
32. fifi Méska, 2.d, gymn., Sladkovského, Praha 3

33. Ivo Mrdzek, 1.b, SPS stroj., Usti n. L. - Stiekov

31



Il. Pripravné dlohy I. kola

1. KATEGORIA A

1. Pre vSetky kladné ¢isla a, b a vSetky prirodzené &isla » plati

n.a.b"1 < am 4 (n — 1)bn,
Dokazte.

RIESENIE. Je znime, %e geometricky priemer kladnjch
Cisel nie je vdcsi ako ich priemer aritmeticky. Specidlne pre Cisla

a1 b b b
BT 3G
(n — 1)-krat

to znamena, Ze plati

a1l b b 1] an-1 b b
l/b—n—T'z Z§?[b7-T+”J+"'+Z]

éize

z ¢oho uZ méme

n.a.b"1 < am 4 (n — 1)bn.
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2. Budte a, f, y velikosti vnitfnich dhla trojihelniku ABC,
oznatme V = cos?a + cos?f + cos2y. Trojuhelnik ABC je
ostrothly (pravouhly, tupothly), pravé kdyz V < 1 (V =1,
V>1).

Dokazte.
RESENT. Podle kosinové véty v trojihelniku plati
c2 = a® + b2 — 2ab cosy. ¢))

Podle sinové véty je a = k sina, b = k sinf}, ¢ = k siny (% je
konst.). 2
Dosazenim (2) a (1) dostaneme po zjednoduseni

sin?y = sin%a + sin?f — 2sina sinf cosy,
tj.

sinZa + sin%f — sin?y = 2sina sinf cosy
a cyklickou zdménou

sin?f -+ sin%y — sin®a = 2sinf siny cosa,
©)

sin%y 4 sin%2a — sin?f = 2sina siny cosp.
Sectenim téchto rovnosti dostaneme

sin?a 4 sin?f + sin?y = 2[sina sinf cosy - sinf siny cosa +
+ sina siny cosf].

Ponévadz

cos(a + f + y) = cosa cosf cosy — (sina sinf cosy +
+ sinf siny cosa + sina siny cosf) ,

miiZzeme predchézejici rovnost vzhledem k tomu, Ze

cos (a+pB+9p)=—1
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psat
sin2a + sin?f + sin%y = 2 (1 4 cosa cosf cosy).

Nahradime-li siny kosiny, dostaneme
cos2a + cos2f + cos?y = 1 — 2cosa cosf cosy = V. (4)

Odtud plyne:
Je-li trojuhelnik ostrothly, je cosa.cosf.cosy > 0aV < 1,
je-li trojuhelnik pravouhly, je cosa.cosf. cosy =0aV =1,
je-li trojuhelnik tupothly, je cosa.cosf.cosy < 0a V > 1.
Obracené:
Je-li ¥ > 1, musi byt —2cosa cosfi cosy > 0, coZ nastane,
je-li jeden z uhld a, 5, y tupy; je-li ¥ = 1, pak musi byt pravé
jeden z uhld a, B, y pravy (vzhledem, Ze a + B + y = =)
a trojuhelnik je pravouhly; je-li 0 < V < 1,
je cosa.cosf.cosy > 0 a vSechny thly jsou ostré.
JINE RESENT (bez uziti véty sinové a kosinové)

1 + cos 2a n 1+ cos 2
2 2

cos?a + cos?f + cos?y = +

_{_Lf}'czoﬂ :_;_ + %(cos 2a 4+ cos 2f + cos 2y) =
_3 + l(—1 — 4 cosa cosf cosy) =
== 3 Y) =
=1 — 2cosa cosf§ cosy,
nebot

cos 2a + cos 28 + cos 2y = 2cos(a + f) cos(a — ) +
+ cos2y — sin?y = —2cosy[cos(a — f) — cosy] — 1 =
= —2cos y[cos(a — ) + cos(a + )] —1 =
= — 1 — 4cosa cosf} cosy
takZze
‘ cos?a + cos2f + cos?y = 1 — 2cosa cosf cosy

a déle jako v prvém reSeni.
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i A-P-3 I

3. Je din kosoétverec ABCD o strané délky a s thlem
¥ ABC == 60°. Ozna¢me X libovolny bod polopfimky ABa Y
prusecik pfimky AC s pfimkou DX. Vyjadrete délku y tsecky
AY pomoci délky x usecky AX. Reste aspott dvéma riiznymi
zpusoby.

RESENf TRIGONOMETRICKE (obr. 1).
D C

"ll,’ll ey ¥,
[ﬁ”j Illlllllliﬂlllmm e

Obr. 1
—_—
Polopfimka AC je osou thlu' & DAX; podle znimé véty je
xy=2.py=2
a a
Dile pouZijeme kosinové véty na A ADY a A AXY; vyjde
PP =a + 5y —ay,
€Y
x2
‘a—sz =x2 4+ 32— xy.

2
: . AN X x p
Prvni rovnici (1) znasobime ¢islem —2 2 porovnéime s druhou
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rovnici; dostaneme
B =2y, @)

2
Rovnici (2) znésobime Cislem —‘;— :

x2y — ax? = a%y — a%x .
A odtud za pfedpokladu y # 0, x # a vyjde

ax

a-+x’

y= (3)

Dodatecné ovétime, Ze vzorec (3) platii pro x = 0, a.
RESENf METODOU SOURADNIC

Zvolime polopfimku A_§ za kladnou poloosu x soustavy orto-
normalnich soufadnic; pak je 4 = [0; 0] , X = [x; 0],

202
¢teme z podminky, Ze body D, X, Y lezi v pfimce. Vyjde

D=[ a al/gl], Y=[t;tl/g],yzzt.éislotvypo_

po @
" 2(a+x)
a odtud pro y opét vzorec (3).
Uloha A-P-3 je celkem nezajimava; jeji feSeni nevyzaduje
Zadny zvlastni vtip.

4.V prostoru jsou dény body Ao, A1, A2, ... , Au = Ao.
Zvolme bod By, k némuz sestrojme dalsi body Bi, Bg, ... , By
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tak, aby prokazdé k = 1, 2, . . ., nstfed dvojice Bg—1 By splynul
se stifedem dvojice Ay_1 Ap. ,
Urc¢ete nutné a postacujici podminky pro to, aby B, = B.

RESENI. Nejlépe snad analyticky. Oznaéme ay, resp. by
radiusvektor bodu Ay, resp. Bx pro & = 0, 1,2, ..., n. Podle
konstrukce bodd By je vZdy

bp-1 + by = ax-1 + ax .

Tyto rovnosti napiSeme pro 2 = 1, 2, ..., n, opatfime stiida-
vymi znaménky a secteme. Dostaneme

bo + b1 =ap + a1
—b1— by = —a1— az| n
................... liché
bu-1+ by = an-1+ an

bo + by = ao + an = 2a0

bo + b1 =ap + a1
—bl_ bz = —a] — a n
....................... sudé
—bp1— by = —ap_1— an

Pfi n lichém je by = b, pravé tehdy, jestlize bo = ao , tj.
(Bn = By) <= (B = Ao).
Pi"i n sudém ie 'Z)Zvdy bn = bo Py t]. Bﬂ, = B[) K

POZNAMKA. Slovem prostor rozumime eukleidovsky pros-
tor dimenze » = 1.
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2. KATEGORIA B

1. Je danda kubick4 rovnica
x3 4 aox? + a1x + ap=0. (1)

Urcte vztah medzi koeficientami ay, a1, az, ktory je nutnou a po-
stacujiicou podmienkou pre to, aby dva korene rovnice (1) boli
dve reédlne opacné ¢isla, obidve rozne od nuly.

RIESENIE. Predpokladajme, Ze dva korene danej rovnice st
a, —a, a 7# 0. Potom plati

ad + asa? + a1a +ap =0,
—ad + aza?2 — aia +ap=0.
Po scitani a odcitani tychto rovnic dostaneme
2a202 + 2a9 = 0, 2a3 + 2a1a =0,
z ¢oho po krateni oboch rovnic médme
aa? +ay =0, a2+ a =0. 2)
Vylicenim a2 z (2) dostaneme
ax(—a1) + ap = 0 CiZze ap = aa.
Nech je ap = aias. Potom rovnica (1) bude mat tvar
x3 + agx? + aix + a1a2 = 0,
z ktorého postupne dostaneme
x2(x + a2) + ai(x + a2) =0,
(x + a2)(x®2 + a1) = 0. 3)

Z rozkladu (3) je zrejmé, Ze nutnou a postacujtiicou podmienkou
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pre to, aby rovnica (1) mala dva nenulové navzdjom opacné
redlne korene je, aby platilo

ay=aazs a a1 <0.

2. Ak je prirodzené ¢islo m = 27 — 7 prvocislo, kde 7 je pri-
rodzené Cislo, potom je n > 3 a n dava pri deleni Styrmi zvy-
$ok 3. Obratene, ak vyhovuje prirodzené ¢islo » uvedenym
podmienkam, nemusi byt m = 2* — 7 prvocislo. Dokézte
obidve vety.

RIESENIE. Pre prirodzené &sla n = 1, 2, 3 najdeme z rov-
nice m = 2% — 7 prislu$né funkéné hodnoty m = —5, —3, 1,
z ktorych Ziadna nie je kladné prvocislo. K tomu, aby prirodzené
¢islo m bolo kladnym prvodislom je teda nutné, aby platilo
n > 3 Cizen = 4. To vSak znamen4, Ze m = 9.

Kazdé prirodzené Cislo n, ktoré je vacsie nez 3, mozno zapisat
prave v jednom z tvarov 4k, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3, kde & je
Cislo prirodzené. K tomu, aby sme dokazali vetu uvedenu
v ulohe, staci dokazat, Ze v pripadoch, ked n = 4k, n = 4k + 1
an = 4k + 2, je m Cislo zloZené. To vSak lahko dokiZeme bud
priamym pouzitim vzorca pre rozklad dvojclena a® — b7 alebo
pouzitim vety, ktord pomocou tohto vzorca Iahko odvodime:

(V) Pre kazdé zloZené Cislon = rs,kder > 1 as > 1 st pri-
rodzené cisla, je a® — 1, kde a je prirodzené &islo, delitelné
jednak Cislom a” — 1 a jednak ¢islom a8 — 1. Ak jea > 1, je
tiezzar —1>1,a5 —1> 1.

a) Ak je n = 4k, potom m = 2% — 7 = 222k — 1 — 6.
Pretoze ¢islo 2226 — 1 je podla vety (V) delitelné Cislom
22 — 1 = 3 a aj ¢islo 6 je deliteIné ¢islom 3, je ¢islom 3 deliteIny
aj ich rozdiel, t.j. ¢islo m. Ak v8ak m > 3 je deliteIné Cislom 3,
nemodZze byt prvocislom.
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b) Akjen =4k + 1, potom m = 24k+1 — 7 = 2(24% — 1) — 5.
PretoZe podla vety (V) je Cislo 24k — 1 delitelné Cislom 24 — 1 =
=15 = 3.5, je ¢islo 24k — 1 vzdy deliteIné ¢islom 5. Potom je
viak Cislom 5 delitelny nielen jeho dvojnésobok, ale aj jeho
dvojnasobok zmenseny o 5 Cize ¢islo m. Vzhladom na to, Ze
m > 5 a je delitelné Cislom 5, nie je prvocislom.

¢) Akjen = 4k + 2, potom m = 24k+2 — 7 — 22(2k+1) — ]—
— 6. Pretoze Cislo 22(26+1) — 1 je delitelné ¢islom 22 — 1 = 3,
rovnakou tvahou ako v a) dostaneme, Ze m je delitelné ¢islom 3
a vzhladom na to, Ze je vdC§ie neZ 3, nemdze byt prvocislom.

K tomu, aby prirodzené ¢islo m = 2" — 7 bolo prvocislom,
nestaci, aby pre z boli splnené podmienky #» > 3 an = 4k -+ 3,
kde % je prirodzené ¢islo. K dokazu tohto tvrdenia nidm staci
najst priklad c¢isla m uvedenych vlastnosti, ktoré bude zloZené.
Ak zvolime n» = 7, dostaneme m = 27 — 7 = 121 = 112,
Podobne pre » = 11 dostaneme m = 211 — 7 = 2041 = 13.157,
Co je taktieZ Cislo zloZené.

POZNAMKA. Vzorce pre rozklad dvojélena a® — b7, resp.
am -+ b" st ziakom $ko6l druhého cyklu iste zndme. St uvedené
tieZ v zv. 14 Skoly mladych matematikov (Fr. Vesely: O délitel-
nosti &isel celych) na str. 16 a veta (V) na str. 93. Daliie vety
o delitelnosti prirodzenych ¢isel s obsiahnuté v ucive aritme-
tiky pre 7. triedu ZDS.

[B-P-3]

3. Do daného obdélnika ABCD, kde AB > BC, je vepsin
osmithelnik JKLMNOPQ, jak je naznaleno na obrizku 2;
osmitthelnik vznikl ze dvou obdélniktt JKNO, FMNQ o spo-
le¢né tihlopticce JN, pfi¢emZ bod ¥ je stiedem tsecky AD a N
stfedem tusecky BC.

Vypoctéte obsah osmithelnika pomoci rozmérd @ = AB,
b = BC daného obdélnika.
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RESENI{. Konstrukce osmiihelnika je patrni z obr. 2. P¥i
oznaceni z obr. 2 polozme LT = x, LS = y, KT = t. Obsah p
obdélnika FKNO je p = FN.JD neboli

Obsah r kosoétverce JLNP je
r=ay,

takZe obsah s osmithelnika je s = 2p — r neboli

s=alb—y). )
Vypocitame y. V trojuhelniku SKT je & T = 90°, SK = % a;
podle Pythagorovy véty dostaneme

12 = SK2 — ST?

neboli

t=%]/az_-——b2—. )
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Ze stejnolehlosti o stfedu L trojihelnikd LNS, LKT plyne

TL  SL
TK = SN
neboli
x )
T 1
—2—(1

Po dosazeni ze (2) a snadné tpravé obdrzime

2yt v Va2 —b2

X =

a a

neboh y Vm
xX="
a
Vedle toho plati TL + LS = —;— b neboli
b
x+y= 23

dosadime-li sem ze vztahu (3), dostdvame postupné

2’
a—}—]/a—z—b2 __b_
y'——_a =30
ab
y=

2a+ Ja2 — )
Po dosazeni do (1) dostaneme

s=a(b—2(a+]/a:2——b2))
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ebal __ abla + 2]/a—2———bz)
T et ji—m
coZ lze popiipadé nésobenim a — ]/a_z———bzv Citateli i jmenova-
teli upravit na tvar
_a(2b® — a® +- al/a® — b2)
2b

Tim je feSeni provedeno.

4. Je dan ctverec ABCD o strané délky 1. Na polopiimce
opacné k B4 je zvolen bod M, pro ktery plati 0 < BM < % .

a) Nastran¢ BC urcete body E, F (BE < BF) tak, aby pfimky
ME, MF rozdélily ¢tverec ABCD na tii obrazce: trojuhelnik,
Ctyitdhelnik a pétithelnik téhoZ obsahu. Vyjadiete délky BE,
CF jako funkce délky BM.

b) Zjistéte, zda podminka BM < — neni zbyte¢na a zda pfi
jejim splnéni je dloha fesitelna.

RESENTI. a) Ma-li jedna z &sti (a to prostfedni) byt péti-
thelnik, musi protnout pfimka ME jesté stranu AD v bodé
G # D a pfimka MF jesté stranu CD v bodé H = D. Césti
jsou pak lichobéznik BEGA, pétithelnik EFHDG a trojihelnik
FCH (obr. 3). Ozna¢me podle obr. 3: BM = x, BE =1t,CF =y,
AG = u, CH = z. Podle podminky ulohy o obsazich je pak

1 1
'2_(t+u)='3_:
1 1
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Mimoto plyne z podobnosti A MBE ~ N MAG a /\ CHF ~

~ /\ BMF 7 "
x 1+=x° @
y_1-vy
2 X
Z prvni rovnice (1) a z prvni rovnice (2) dostaneme po vylou-
ceni u 2 X
t=—. . 3)
3142
D_\H z oo
y
~
G
F
. £
t
A B * M Obr. 3
Fl
£ Obr. 4
a
A B M, M



Z druhé rovnice (1) a druhé rovnice (2) dostaneme po vylouceni =
kvadratickou rovnici pro y

3x2+2y —2=0, 4)

ktera mé jediny kladny kofen (pfi daném x)
1 -
== e— L 5
¥y =3 (Vl + 6x —1). (5)

b) Podminka x < % neni zbytecnd. Je-li totiz x = 7 s

pfimka M1 D oddéli trojihelnik F1DC, jehoZ obsah je (viz obr.4)
roven %, nebot CD = 1, CF; = %, BF; =—;;, BM; = 75"

pak

V tomto pfipadé vSak nevznikne pétithelnik EFHDG. Pfimka
M F,kde BF > BF, oddéli trojihelnik FCH o obsahu men$im

nez % Tim spiSe to plati o trojihelniku F'CH, ktery oddé&li
pfimka MF’, kde BM > —;—

c)]e-lix<—1—,plynez(3)t <%, nebot 2x < 1 + 2x,

2x <1 2 X
1+ 2% 31+ 2

U= —g— — t, takze plati # < 1. Déle dokaZeme, Ze pro y vypo-

— & —1— . Z prvé rovnice (1) pak mime

¢étené podle vzorce (5) plati
2
y>3- (6)
Kdyby totiz bylo y = %, platilo by
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3xy2+2y—2§3x.-‘9£+—‘;——2=%(2x — 1)< 0, coz

by bylo ve sporu se (4). Z (6) viak plyne podle druhé rovnice

ey
=

3y
Bod H tedy skute¢né lezi mezi C, D.

<lI.

2 =

3. KATEGORIE C

I C-P-1 I

1. Z letisté odlété letadlo na lince I kazdy tfeti den, na lince II
kazdy paty den a na lince III kaZdou nedéli a stfedu. Dne
4, ledna startovala letadla na vSech tfech linkach. Kolikrat je$té
do konce roku budou letadla na viech tfech linkdch odlétat
v tyz den?

KOMENTAR A RESENT. Jde o tzv. ,slovnt dlohu —
prvnim tikolem je sestavit matematickou formulaci tilohy.Vzhle-
dem k textu bude asi tfeba rozliSit dva pripady:

(a) 4. ledna je nedéle;

(b) 4. ledna je stfeda.

Kazdy z pfipadt budeme FesSit jako samostatnou lohu.

(a) Zavedeme jakousi ,,soustavu soutadnic. Pokladdme ctvr-
tého ledna za nulty den a ozna¢ime pfirozenym Cislem x den,
kdy nastane spolecny start letadel vSech t#i linek.

@® bud je Cislo x nasobkem cisel 3, 5, 7, tedy i Cisla 105 (od-
lety v nedéli);
@ @ ncbo je Cislo x ndsobkem Cisel 3, 5, tedy i ¢isla 15, a zéro-
veti je Cislo x-3 nisobkem sedmi (odlety ve stéedu).
Mimoto je x £ 361 (= 365 — 4) pro rok obycejny, resp.
x = 362 (= 366 — 4) pro rok prestupny.
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Matematické formulace tlohy (a) zni:

Maime urcit vSecka pfirozena Cisla x < 361 (resp. 362), kterd
spliiuji jednu z podminek: x je ndsobkem 105 nebo x je nésob-
kem 15 a zaroveil x — 3 je nasobkem 7.

Diirazné upozoriiujeme, Ze je vidy tieba sestavit nejdfive
matematickou formulaci slovni tlohy, neZ tuto tlohu za¢neme
fesit. Tato formulace se muZe skladat z nékolika rovnic a ne-
rovnic, ale miZze znit také tak, jak jsme vyse uvedli.

RESENT matematické tlohy: Hledané nasobky ¢isla 105 jsou
tiéi: 105, 210, 315. Je-li x ndsobek 15 a x-3 nasobkem 7, je
x = 15a,x — 3 = 7b, kde a, b jsou nezaporna cela Cisla. Cisla a,
b vyhovuji rovnici:

15a = 7b + 3. (1)

I kdyZ jste se naucili feSit takovéto rovnice, muZete se zde
snadno seznadmit s principem jejich feSeni (davame tomu pied-
nost pfed experimentalnim reSenim, které bychom doporuco-
vali pro kategorii Z). Z (1) plyne

l4a — 70 =3 —a.
Cislo 3 — a musi tedy byt nisobkem sedmi, tj. a = 3, 10, 17,
24, 31, ... . Protoze x = 15a, dostaneme x = 45, 150, 255,

360, 465, ... . Nadi tiloze vyhovuji jen prvni étyfi ¢isla. Uloha
(a) mé tudiz sedm feSeni x

105, 210, 315, 45, 150, 255, 360. @)

Obdobné formulujeme a fe$ime dlohu (b). Dostaneme opét
feSeni x = 105, 210, 315 a soustavu rovnic

x=15a, x-4="Tb,
odtud
15a = 7b + 4
¢ili
72a —b)=4—a

adilea = 4,11,18, ..., x = 60, 165, 270. Uloha (b) m4 tedy
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jen Sest feSeni:
105, 210, 315, 60, 165, 270 . 3)

POZNAMKY. 1. Je tieba prekontrolovat, Ze nalezend mozna
feSeni (2), (3) skute¢né splinji podminky tlohy. (2) a (3) jsme
ziskali rozborem, ke kterému musime pfipojit zkousku.

2. Ukazalo se, Ze pocet feSeni nezalezel na tom, zda rok byl
prestupny &i obycejny. Reseni (2) viak ukazuji, Ze kdybychom
o mélo posunuli vychozi den (6. ledna misto 4. ledna) byla by
prestupnost roku rozhodujici.

Muzete si snadno sestavit varianty ulohy C-P-1. Misto leta-
del muZzete uvést vlaky (mezinirodni spoje), misto Cisel 3, 5
u linek I, IT zvolit ¢isla 2, 3, misto nedéle a stiedy zvolit t¥eba
utery a Ctvrtek. Velmi doporucujeme:

@ zndizornit situaci na Ciselné ose pomoci milimetrového mé-

fitka,
@ @ zopakovat nékteré vlastnosti délitelnosti, které se potiebuji
pfi feSeni rovnice (1).

2. Jsou-li p, ¢ prvocisla vétsi nez 3, pak p2 — ¢? je délitelné
Cislem 24. Dokazte.

KOMENTAR A RESENT{. Tematika této tlohy je z aritme-
tiky pfirozenych cisel. K tomu podotykdme: je naprosto ne-
zbytné cvicit se v tzv. algebraickych upravich; bez rutiny
v tomto matematickém ,,femesle® ani nejvtipnéj$i a nejnapadi-
téjsi FeSitel nedofesi fadu tloh. Je vSak nesympatické cvicit tako-
véto upravy samoucelné; Ciselnd teorie je jeden z uUsekdl mate-
matiky, ktery poskytuje dosti prilezZitosti k ,algebraickému po-
¢itani* a navic dava dosti zajimavé vysledky.

Nyni k nasi tloze: Obé prvocisla p, g jsou vétsi nez 3 a tedy
lichd. Nabizi se rozklad

P-—¢=0+90—9. 1)
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Cislap + g ip — g jsou suda, proto z (1) plyne

P»P—¢ _ptq p—
-2 .qu. @)

Cislo na levé strané (2) i oba ¢initelé na pravé strané jsou celd.
2 g2
Dokéazeme-li, Ze 31—4—‘1— je nasobek $esti, bude tloha roziese-

na. Je dobré uvédomit si vétu, kterd se Casto v teorii Cisel uziva:

Jsou-li p, ¢ dvé nesoudélné licha Cisla, jsou i celd ¢isla P -;—q ,

P—;—-q— nesoudélnd. Véta se dokidze sporem: kdyby platilo

P;q —ta, L = kb (k> 1 celé), bylobyp =k . (a +
+ b), ¢ = k(a — b),tj. Cisla p, g by méla spolecného délitele .
2 __ g2
Budeme-li se pokouSet dokazat délitelnost Cisla qu
P+qg p—4q
2’ 2
tii, druhé, tieba totéZ, je ndsobkem dvou. Je vSak zfejmé, Ze ob&
p+4q9 p—4q
2 2
jejich soucet a rozdil, tj. ¢isla p, ¢, byla dvé suda ¢isla. Obdobné
nahlédneme, Ze pfi déleni tfemi nemohou tato Cisla dévat zbytky
15 1 nebo 1; 2 nebo 2; 2; v kazdém z téchto piipadt by totiz
jejich soucet nebo rozdil byl nasobkem tfi, a to je nemozné (p, ¢
jsou prvocisla vét$i nez 3). Z toho plyne, Ze aspoii jedno z &isel
pP+qg P—4¢
2 2 2
jsme pomocnou vétu viibec nepotiebovali.

......

Sesti, musime dokazat, Ze jedno z Cisel je ndsobek

nemohou byt sudd nebo licha, nebot by

éisla

je nasobkem tfi. Je vidét, Ze pfi dokazovani

vétsi nez 3 se da vyjadfit ve tvaru 6x 4 1, x je pfirozené Cislo.
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Ditkaz je snadny; prvocislo dava pfi déleni Sesti néktery ze
zbytka 1, 2, 3, 4, 5. Aviak

6x +2=23x+1),6x +3 =302x +1),6x +4=(3x +2).2
nejsou prvocisla. Zbyva tedy jen 6x + 1, 6x + 5 = 6(x + 1)—1.

Pouzijeme-li této pomocné véty, je

22— ¢2= (6a -+ 1)2— (6b + 1)2= 3642+ 12a F 12b — 36b2=
= 12[(3a%4- a) — (362+ b)] =12[a(3a +- 1) — b(3b + 1)]. (3)
Snadno nahlédneme, Ze pro libovolné celé ¢islo ¢ je ¢.(3z 4= 1)
sudé. Je tedy '
aBa 4+ 1) — b(3b 4 1)

sudé a podle (3) je p2 — ¢2 nisobkem Cisla 24.

Uvedeme jesté jedno fedeni, v némz se uzivd pojmu kon-
gruence. (Viz brozura &, 21 z edice Skola mladych matemarikii od
Al. Apfelbecka.)

Piipomeiime definici:

Celé ¢islo a je kongruentni s celym &islem b podle modulu m,
kde m je celé Cislo, pravé kdyz m je délitelem rozdilu a —bo.
Thuto relaci zapisujeme

a = b (mod m).
Plati
P—¢=0—-90+9.

Je-li p = ¢ (mod 3), pak 3/p — ¢; neni-li p = ¢ (mod 3), je napf.
p =3k + 1, ¢ = 3] + 2 (nebo obracené), takze 3/p+q. Vidy
tedy plati 3/p2 — ¢2.

Obé ¢&isla p — ¢, p + ¢ jsou sudd. Kdyby Z4dné z nich nebylo
délitelné ¢tyfmi, bylo by p — ¢ = p + ¢ = 2(mod 4), takze ¢islo
(p + 9) — (p — q) = 2q bylo by délitelné 4, coz neni mozné.
Tedy vzdy plati 8/p% — ¢2.

Ponévadz ¢isla 3 a 8 jsou nesoudélni, je tim dokazano, Ze pro
libovolna dvé prvodisla p, ¢ vétsi neZ tfi plati

24/p% — ¢2.

Pripravnou ulohou k tloze ¢. 2 je napf. tato #loha: Dokazte,
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Ze rozdil druhych mocnin libovolnych dvou lichych ¢isel je na-
sobkem ¢isla 8. (Zde nelze tvrdit, Ze je nasobkem 24, nebot
napf. 72 — 32 = 49 — 9 = 40.) Ditkaz tvrzeni této ulohy je
zcela elementarni:

2n1 + 1)2 — 2ne + 1)2 = 4m2 + 4dny — 4dne? — 4dnp =
= 4[ni(n1 + 1) — na(ne + 1)] .

Kazdé z cisel m(n -+ 1), no(ne + 1) je sudé.

Pravdépodobné by bylo vhodnéj$i formulovat misto ditkazové
ulohy radéji #lohu urcovaci asi takto: urcete nejvétsi nasobek
Ctyf, kterym je délitelny rozdil druhych mocnin dvou prvo-
¢isel vétSich nez 3.

i C-P-3 |

3. V rovine je dand dsecka AB. V jednej z polrovin vytatych
priamkou AB uvazujme vsetky pravouhlé trojuholniky 4ABC
s preponou AB. Ozna¢me X pitu kolmice vedenej bodom B
k osi uhla ¥ BCA.

Dokazte, Ze vietky takéto osi uhlov BCA prechadzaji pevnym
bodom a vySetrite mnozinu vsetkych bodov X.

KOMENTAR. Tato tloha se sklad4 ze dvou &sti, z nich
druhé navazuje na prvni. Prvni ¢ast je zvlastnim pfipadem obec-
a dokazuje se pomoci obvodovych thld. Domnivime se, Ze je
pro olympioniky uZitecné pfiucit se témto poznatkiim.

Prvni cast ulohy se da resit bez obvodovych whld. Budiz
ABY nerovnpramenny pravouhly trojuhelnik s pfeponou 4B
(obr. 5). Oznacme S stied dsecky AB, p osu prepony AB, 0 osu
thlu ¥ AYB, Z prusecik pfimky p s polopfimkou o (bod Z
lezi v poloroviné opacné k ABY) a ozna¢me kone¢né T prise-
¢ik usecek AB, YZ. Zvolime oznaceni bod 4, B tak, aby pla-
tilo ¥ BAY = ¢ < 45° Pak se z pfislu$nych trojahelnikd vy-
pocte '
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¥ ABY = 90° — ¢, x BTY = ¥ ATZ = 45° + ¢,
x SZT = 45° — g,x AYS = ¢, ¥ AYT = 45°,
x SYT =45° — ¢.

Odtud odvodime, Ze trojuhelnik YZS je rovnoramenny.
Bod Z je tedy prusecik kruznice £ se stfedem S a polomérem
SA s ptimkou p. Tak se dokéZe tvrzeni prvni Casti tlohy.

Druh4 &ast je téméf evidentni. Body X vyplni podle obrdceni
Thaletovy véty polokruznici nad primérem BZ, kterd prochazi
bodem S. Krajni body B, Z nepatfi mnoziné vsech bodu X
(obr. 5).

Ulohu lze zobecnit tak, Ze se pozaduje, aby ¥ 4 YB byl kon-
stantni, tfeba ostry nebo tupy. Pfitom budeme uZivat véty:
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Je-li & kruZnice opsana trojihelniku ABY a je-li AY # BY,
pak osa thlu ¥ AYB protind osu p usecky AB v tom priise-
¢iku C pfimky p s kruZnici %, ktery néleZi poloroviné opacné
k ABY.

Odirvodnéni pomoci obvodovych thli: oblouky AC, BC lezici
v poloroviné opacné k ABY jsou shodné, proto jsou shodné
i pfislusné stiedové thly ¥ ASC, ¥ BSC (S je stied kruz-
nice &) i prislusné obvodové uhly ¥ AYC, ¥ CYB, tj. polo-
piimka YC je osa thlu ¥ AYB.

Ulohu lze doplnit dodate¢nou otizkou: Probéhne-li bod Y
oblouk Y3;Y?, probéhne bod X oblouk X:X»; jaky je podil
délek obou téchto obloukd ?

Ztejmé staci zabyvat se obloukem BY; a pfislu$nym oblou-
kem BXi. Protoze je ¥ BAY, = ¥ BZY, = ¥ BZXy, je
i ¥ BSY1 = ¥ BRXj, kde R je sted tsecky BZ. Z toho vy-
plyva, Ze podil délek oblouktt BY1, BX; je tyz, jako je podil
polomérti piislusnych kruznic, tj. BS: BR = /2.

4. V trojuhelniku ABC oznalime D stfed strany AC a E ten
bod strany AB, pro ktery plati AE = 2. BE. Prusecik pticek BD
a CE oznacime K (obr. 6).

c
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a) Vypoctéte, v jakém poméru déli bod K usecky BD, CE.

b) Vypoctéte, jaké casti obsahu daného trojihelniku jsou ob-
sahy Ctyf obrazcl, na néz déli usecky BD, CE dany trojuhelnik
ABC.

KOMENTAR. Je to typova tloha, s jejimiZ metodami FeSeni
by se méli resitelé seznamit; jeji jednodussi verze je pfipravna
tloha €. 3 kategorie Z XXI. ro¢niku MO. V komentafi k pii-
pravnym uloham kategorie Z je analyzovana nejen tloha ¢. 3,

Kdyby $lo jen o ¢ast a) (déleni usecek), mohla by se tloha
fesit pomoci pricek trojuhelniki, coz je v podstaté pouziti po-
dobnosti trojihelnikd. ProtoZe vSak ¢ast b) se tyka obsahti troj-
thelniki a ¢tyfahelnika, bude snad vyhodnéjsi fesit celou tlohu
C-P-4 pomoci obsaht. Ostatné vime, Ze téméf kazda tloha,
kterd se da fesit pomoci podobnosti, se da resit také pomoci
obsah.

Pri fedeni nasi lohy a) ozna¢me obsahy trojihelniki ABC,
BCK, CDK, BEK, DAK, EAK po tad¢ P, Py, Pz, Ps3, Py, Ps.
Dale ozna¢me x, y podily délek tisecek:

DK = x.BK, EK =y.CK. ¢))
Z (1) plyne .
Py = xP, P3=yPy, )

nebot trojihelniky BKC, DKC maji spole¢nou vysku na strany
BK, DK; obdobné se dostane druhé rovnost (2).

Dile je

1 1
P1+P2="2—P, P1+P3=“3—P, 3)
tj.
2P; + 2Py = 3P; + 3P3,
tj. podle (2)

2xP, = P1 + 3yP;
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a odtud

2x =1+ 3y. 4)
Obdobné dostaneme
Py = P, P5=2P3, ©)
tj.
Py = xP,, Ps;=2yP;,
1 1
P1+P2=§P, P3 4 Py + Ps :EP’
Py + xP1 = yP1 + xP1 + 2yP1,
a tedy
l4+x=y+x42y,
odtud
1
y=- ©
Po dosazeni z (6) do (4) vyjde
x=1. ©)

b) Nyni vypocteme P, Py, Ps, Py + Ps. Z (2), (5), (6),/(7) do-
staneme \

1 1 1 5
P1=ZP,P2=ZP,P3=—1—2—P,P4+P5=—EP.

Pokud jde jen o podily délek usecek, je vyhodné uZit aparitu
trochu obecnéj$iho — véty Menelaovy. Pro ekonomické vyslo-
veni Menclaovy véty ovSem potfebujeme pojem déliciho po-
méru, ktery je jednim ze zikladnich pojmua afinni geometrie.
Oznacime-li (X'YZ) délici pomér t#i riiznych kolinedrnich boda

XZ
[(XYZ) = v7° kdyZz bod Z nelezi mezi X, Y, (XYZ) =
XZ .
==z kdyz bod Z lezi mezi X, Y], pak miZeme vyslovit

Menelaovu vétu takto:
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Budiz POR trojihelnik, m piimka jeho roviny, ktera nepro-
chézi Zadnym z vrchola P, O, R a piotiné ptimky PQ, OR, RP
po fad¢ v bodech R’, P’, Q'. Pak pro délici poméry (cyklicky
tvorené) plati

(POR').(QRP").(RPQ") = 1.

V tloze ¢. 4 aplikujeme Menelaovu vétu nejprve na trojihelnik
ABD a na pfimku CE; dostaneme

(ABE).(BDK)(DAC) =1,
neboli
(—2).(BDK) % =1,
odtud
(BDK) = —1, BK = DK.

Za druhé aplikujeme Menelaovu vétu na trojuhelnik AEC
a pfimku BD; dostaneme

(AEB).(ECK).(CAD) = 1,

neboli
3.(ECK).(—1) =1,
odtud
1 1
(ECK) = — 3> EKz;CK.

Poméry obsaht je pak ovSem tfeba pocitat zvlast.

4. KATEGORIE Z

1. Ciferny soucet kladného trojciferného prvocisla p; je dvoj-
ciferné prvocislo pa. Ciferny soucet prvocisla p2 je jednociferné
prvocislo p3 > 2. Najdéte vecky takové trojice prvocisel p1, po,
bs.
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KOMENTAR A RESENI. Prvni tiloha je typicky pfiklad
tlohy, kterd se da sice neobratné fesit experimentalné, ale kterd
zérovei ukazuje vyznam matematické dedukce. Reitelé by se
méli seznamit s tabulkou prvocisel; v této tabulce najdou 143
trojcifernych prvocisel. Vypoctou-li jejich ciferné soucty, vybe-
rou-li mezi témito soucty vSecka dvojcifernd prvocisla a vypo-
¢tou opét ciferné soucty a mezi nimi zjisti ty, které jsou prvo-
Cisla, je tloha feSena. MiZeme vypocitat, kolik Casu by asi na
tento postup potiebovali.

Ukaéze se tak, Ze bude vyhodné pomoci si n¢kolika jednodu-
chymi dsudky:

(1) Ciferny soucet trojciferného ¢isla je nejvySe 3.9 = 27,
Mezi prirozenymi Cisly do 27 je jen pét dvojcifernych prvocisel;
jejich ciferné soucty ukazuje tabulka:

Prvotislo t 11 { 13 | 17 [ 19 | 23 ‘
l
!

Jeho ciferny soucet ‘ 2 ’ 4 ' 8 |10 | 5

Mezi nimi je jen jedno prvocislo véts$i nez 2; je to 5. Hledané
prvocislo p2 je tedy 23.

(2) Nyni musi fesitel v uritém systému rozlozit Cislo 23
v soucet tii celoCiselnych kladnych séitanct, z nichZz Zadny neni
vétsi nez 9 (23 je ciferny soudet trojciferného ¢isla!). Rozklady
jsou Ctyfi:

Zde je plno prilezitosti k drobnym dedukcim: Aspori jeden ze
sCitanct je 8 nebo 9 (pro¢?); nejvyse dva scitanci jsou = 8
(pro¢?); vSecky tii s¢itance si nejsou rovny (proc¢?). Zduraziu-
jeme, Ze v této fazi feSeni nezalezi na poradku s¢itancii; teprve
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v dalsi fazi, aZ z nich budeme tvofit trojciferna isla, budeme
musit pfihliZet k jejich uspofadani.

(3) Také pfi tvoreni trojcifernych Cisel se uci fesitel systema-
tickému postupu. Systém zarucuje, Ze zadné Cislo nevynecha-
vame a Ze zddné nebude uvedeno vice neZ jednou.

Nasledujici zabulka uvadi piehledné vSecka mozn4 reSeni:

Rozklad cisla 23 Trojciferna cisla
9+9+5 9985, 959, 599
9+8+6 | 986,968,896, 869,689,698
9+7+7 977,797,779
8+8+7 887, 878, 788

Tato tabulka je opét sestavena podle zdsad kombinatoriky (v prv-
nim, tfetim a ¢tvrtém fadku jsou to tzv. permutace s opakova-
nim, v druhém fadku permutace bez opakovani). Z uvedenych
15 cisel odpadaji vSecka Skrtnutd, kterd zfejmé nejsou prvocisly.
Ostatni pfezkoumame bud podle tabulky prvocisel, nebo vy-
poctem. Pfi vypoctu uzivame véty, kterou je vhodné si pfipo-
menout: !

Je-li pfirozené Cislo 7 slozené, pak existuje aspoii jedno prvo-
Cislop = ]/n, které je délitelem cisla #.

Této véty uzijeme takto: Zjistime-li napf., Ze Zddné prvocislo
p < ]/599 < 25 neni délitelem &isla 599, je 599 prvoislo.
K tomu ucelu stadi tedy jen prezkoumat délitelnost ¢isla 599
prvodisly 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.

Jednim z uvedenych zplsobl zjistime, Ze tloha mi Ctyfi
feseni: 599, 977, 797, 887.

Obmeéna ulohy mizZe byt napf. tato: Urcete viechna trojci-
ferna prvocisla, jejichZ ciferny soucet je délitelny c¢islem 21.
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2. Dokazte, Ze vyraz
V=a2—ab+b2—a-+b+1
nabyva pro kazda dvé Cisla a, b kladné hodnoty.

KOMENTAR A RESENI{. Tato tloha je ptikladem na
slozitéj$i tpravu algebraického vyrazu, tj. celistvé raciondlni
funkce o dvou proménnych a, b. Bylo by tfeba vysvétlit, Ze
obvykle se snazime dokézat ,,nezdpornost* takového vyrazu tim,
. Ze jej upravime na soucet, v némz kazdy s¢itanec je bud druhd -
(sud4) mocnina redlného Cisla, nebo soucin Ciniteld, ktery je
nezdporny, nebo urcité kladné cislo. Jako piiklad muizZeme
uvést tieba tuto #lohu: Pro vsecka realna Cisla a, b, ¢ je

s=(@—ba—c)+®—a)b—c)+(c—a)c—b) = 0. (x)

ProtoZe levé strana dokazované nerovnosti je symetrickd funkce
proménnych a, b, ¢, mizeme volit oznaceni tak, Ze je

azbz=c. (xx)

Toto je pro mladé fesitele velmi obtizny myslenkovy proces,
usnadni se jim konkrétnimi numerickymi pfiklady, z nichZ de-
dukuji, Ze ,,nezalezi na tom, které z ¢isel je oznaceno a, které b
a které c. Pies obtiZnost tivahy bychom se ji neméli vyhybat,
nebot jde o dulezity prvek matematické erudice. Rozhodné
volba oznaceni proménnych a, b, ¢ predstavuje vys$i nivé
mysleni nez fraze: dokdZeme vétu za pfedpokladu (xx), obdobné
by se dokazala, kdyby platilo napf. b = a = ¢ apod.
Upravime (x):

s=@—0blla—c)—@C—e]+(c—a)c—b)=(a—bZF+
+ (c —a)c —b).

Podle (xx) jeviak ¢ —a £ 0,c — b £ 0,tj. (c —a)(c—b) = 0,
atedyis 2 0.
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Pfipravna tloha vyZaduje jisty trik: pokusime se zahrnout do
jednoho nezéporného ¢lenu vsecky ¢leny obsahujici napf. pro-
ménnou a; zbyvajici cleny — které obsahuji jen proménnou b —
se pokusime také upravit v soucet dvou nezdpornych Clend.
Konkrétné:

V=a+b—ab—a+b+1,

1 1\¢2 3 1 3
— ——ph— - Zop2 =
V (a 2b 2) + b+2b+ Y

2
Clen (a — L b— 1 je nezaporny a obsahuje skutecné cleny
2" 2 P

a?, — ab, —a z vyrazu V. Zbyvajici tfi Cleny (1) upravime
takto:

3 1 3 3 1\2 2
2 op2 2 2 = i
4b+2b+4 4<b+3) +3' @
Spojime-li (1), (2), vyjde
1 1\¢ 3 1\2 2
V_(a——z—b—f) + 5 (b +?) +3>0
pro vsecka a, b.
Doplnime-li tento trik je$té malym kouzlem, tj. budeme-li
zkoumat vyraz 2V, dostaneme feSeni, které Sokuje svou krat-

kosti a eleganci, ale také svou smélosti. Takovato feSeni nedo-
porucujeme.

2V = 2a2 + 2b%2 — 2ab — 2a + 2b + 2,
2V = (a® —2ab + b2) + (a2 —2a + 1) + (b2 +2b+ 1),
2V =(a — b2+ (a— 12+ (b + 1)

Ctenafi, ktefi znaji aspoti trochu afinni geometrii kuZelosecek,
mohou nahlédnout diikladnéji do kuchyné, kde se ulohy pripra-
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Yuji, a mohou si podle obecného receptu sestavit jiné obdobné
u%(;’tg;lédéme-li a, b za afinni soufadnice bodu v roviné, je rov-
nice

k11a2 + 2k12ab + koob? + 2ki13a + 2ko3b + kg3 = 0 3)
rovnici kuZelosecky, jejiz diskriminant je
ki k2 ks ‘

k12 koo kos
ki3 ko3 ka3 1

Pfitom k;; jsou pevna redlna Cisla, z nichZ asponi jedno je rtizné
od nuly. Leva strana (3) je tzv. pozitivné definitni funkci pro-
ménnych a, b, tj. nabyva jen kladnych hodnot, pravé kdyz
rovnice (3) vyjadfuje regulirni imaginirni elipsu a kdyz je
k3z > 0. Algebraicka geometrie nés uci, Ze rovnice (3) vyjadfuje
regularni imaginarni elipsu, pravé kdyz plati

A #0, As3 > 0, Agpl33 — A932> 0, (5)
kde Ass, A2z a A3z jsou tzv. minory determinantu (4):
Ass = kirkss — kis2, Aoz = kirkes — kiokis,
Ag3 = kirkes — k122 (6)
Determinant 4 se pocita podle vzorce
A = ky1kookss + 2k12k13kes — k11kas? — kookis? — kaski?.  (7)
Pfezkoumejme timto ,,vy$$im aparitem znovu soucet
V=ag2—ab-+b—a+b+1,

4= 4)

kde je k11 = koo = k33 = 1, k12 = k13 = ———;—,kzsz—«%,ate-
1 3 1 3
dy podle (6), (7): 4 =E’A22 = Z,Aza = '4“,433 =



Jsou tedy splnény podminky (5) a zaroveri je k3g = 1 > 0. Tim
je dokazano, Ze pro vSecka a, b plati V' > 0.

Jak muiZeme sestrojit podle (5) jinou obdobnou tlohu, uka-
zuje tento piiklad: Zvolime k11 = 2, kog = 0, ko2 = k12 =
= ki3 = 1; podle (6), (7) vyjde

) A =kgg — 1,425 = 2ksg — 1, Aoz = —1, d33 = 1,
tj.
Agolzz —Ao32 = 2(ks3 — 1).
Zvolime-li k33 > 1 (napt. k33 = 3), jsou splnény podminky (5)
i k3g > 0 a funkce

s’ = 2a% + 2ab + b2 4+ 2a + 3
nabyva jen kladnych hodnot. Skutené je

s=@+b2+a+2a+3=(+b2+@+12+2>0
pro viecka a, b.

] Z-P-3 l

3. Necht 4, B, C, D jsou po fadé vrcholy vypuklého ¢tyfihel-
nika a necht X, Y, Z, U jsou po rad¢ stfedy stran 4B, BC, CD,
DA. Necht R je prisecik pfimek AZ a UC, T prusecik pfimek
AY a XC.

Vypocitejte pomér obsaht ctyithelnikdt ABCD a ATCR.

KOMENTAR A RESENI. Tato tloha je téméf b&ina
$kolsk4 uloha, ktera nevyzaduje zvlastni vtip. Je nepodstatné,
Ze ¢ryiuhelnik ABCD je konvexni, misto Ctyftihelnika ABCD
se muZeme zabyvat oddélené trojuhelniky ABC a CDA. Usecky
AY a CX jsou téznice trojuhelnika ABC, jejich prusecik T je
jeho tézisté. Poklad4dme-li za zndmou vétu, Ze t&zisté déli kazdou
téZnici v poméru 2: 1, je AT = 2TY a pro obsahy trojihelnika
plati tedy

NATC =2 N YTC, ¢))
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nebot tyto dva trojihelniky maji spole¢ny vrchol C. ProtoZe
BY = CY, je .
1

ABYA=ACYA=5P, ©)

kde P znadi obsah A ABC. (Také trojuhelniky BY A, CY A maji
spolecny vrchol 4). Protoze dale

A CYA = NATC + A YTC,

dostaneme z (1), (2)
3P = AATC +%AATC=%AATC,

neboli
A ATC = % P. 3

Uvodem k této tiloze by mohlo byt opakovani zékladni vlast-
nosti téZnic a tézisté, které jsme v piedchozim pouzili. Také
tato vlastnost se d4 odvodit pomoci obsaht. Necht je TX =
. = k.CT, TY = m.AT; cisla k, m udavaji, v jakém poméru
déli bod T tsecku CX a useCku AY. Prozatim nevime, Ze

E=m= % ; to chceme dokézat. Pro obsahy plati

ANAXT =k AN ACT, A CYT = m. A\ ACT. (4)
Protoze
N ACX = AACY———%AABC;
A ACX = N AXT + A ACT, )
AN ACY = A CYT + A ACT,
dostaneme z (4), (5)
(k + 1) ACT = (m + 1) ACT,

63



a odtud 2 = m. Déle je podle (4)

A AXT = AN BXT = N CYT = A BYT = k.ACT.
Plati
AABC = NAXT + ABXT + ACYT + ABYT +

+ A ACT = (4k + 1) N ACT 6)
a mimo to
AABC =2 N ACX =2(ANAXT + AN ACT) =
= 2(k + 1) A ACT. ™

Spojenim (6), (7) dostaneme
(4k + 1) AN ACT = 2(k + 1) N ACT

aodtud4k +1 =2k + 2,k = l . Tim je zakladni vlastnost
téznice odvozena.

Ulohu Z-P-3 lze fesit také podobnostl trojahelnikd. Vede-
me-li body B, T (obr. 7) kolmice k ptimce AC (tj. vysky na
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stranu AC v trojihelnicich A ABC, A ATC) a oznacime-li By,
T jejich paty a M stied usecky AC, zjistime snadno, Ze

A BBoM ~ A TToM; )

pfitom uzivime té vlastnosti, Ze body B, T, M lezi v pfimce
(téznici A\ ACB). Z (8) plyne

BBo: TTo = BM: TM = 3:1 9)

a odtud dostaneme vztah (3) pro obsahy trojihelniki. Vztah (9)
plati i v pripad¢, Ze neplati (8), tj. kdyZ nevzniknou trojihelniky
BBoM, TTyM. To nastane pravé kdyz je BM L AC. Pak je
By = Ty = M a (9) vyjadfuje znamou vlastnost téZnice.

Oba zpuisoby feSeni jsou docela pfirozené: zpravidla vlast-
nost, kterd se da odvodit pomoci obsahti obrazci, se da odvodit
také pomoci podobnosti a obracené. Tuto zkuSenost by méli
ziskat postupné i Ctenafi napf. pii odvozovani véry Pythagorovy,
pozdéji i véty Eukleidovy a pii jinych pfilezitostech.

Zajimav¢jsi je uloha obdobna k uloze ¢. 3. Jejim feSenim
ziskaji Ctenafi kIi¢ k feSeni celé kategorie obdobnych uloh, mezi
néZ patii i zndma wuloha Steinhausova.

Uloha zni takto: Je dan trojuhelnik ABC, na stranich AB,
BC jsou zvoleny body X, Y tak, Ze plati BX = 24X, CY =
= 2BY. Prusecik usecek AY, CX je oznaCen T. Mame urcit,
v jakém poméru déli bod T tusecky CX, 2Y a jaky je pomér
obsaht trojuhelniktt ACT, ABC.

Uvedeme jen strucné teseni. Polozime TX = k.CT, TY =
= m.AT. Pro obsahy trojuhelniki plati (vynechdvime znak A)

ATX = k.ACT, CTY = m.ACT,
ACT + CTY = 2(ACT + ATX),
ACT + m.ACT = 2ACT + 2k.ACT,

1+m=2+4 2k,

atedy m = 2k + 1, tj.
ATX = k..ACT, CTY = (2k + 1).ACT. (10)
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Déleje  ypr _ 3.47x, car:% CTY,

a tedy podle (10)
ABC = ABT + CBT + ACT = 3k.ACT +
“+ % (2k + 1)ACT + ACT,
neboli

ABC 5
ACT = 6k + ER (11)
Ale plati také
ABC = 3ACX = 3(ATX + ACT) = 3(k + 1) ACT
neboli ABC
40T = 3k +1). (12)

Spojenim (11), (12) vyjde linedrni rovnice pro k, jejimz feSenim
jek = % . Pomoci % pak vypocteme podle (11)
TX —lCT TY = }—AT
6 3
2
ACT = 7 ABC.

Pouzijeme-li obrazku, je celé toto odvozeni snadné.

4. Je dan rovnob&Znik ABCD. Potom pro kazdy bod X roviny
rovnobéznika plati
AX < BX + CX ¥ DX;
dokazte.

~ U
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KOMENTAR A RESENT. Reeni této tlohy zilezi v jed-
noduchém a vtipném pouziti neostré trojithelnikové nerovnosti.
Tato nerovnost, kterd je jednou ze zékladnich geometrickych
vét, zni:

Jsou-li U, V, T libovolné tfi body v prostoru (v roving), riizné
nebo splyvajici, plati pro jejich vzdalenosti

Uv £ UT 4 VT.

Pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyZ bod T néleZi usecce
(nenulové ¢i nulové) UV.

Ostrd trojithelnikovd nerovnost zni: Jsou-li U, Y, T tfi body,
které nelezi v pfimce (a samoziejmé jsou ruzné), plati

UV < UT + VT.

Pomoci trojihelnikové nerovnosti miizeme napf. porovnat délky
dvou vhodnych lomenych car, které maji spolecny pocateéni
i koncovy bod, nebo dokézat véru:

Jsou-li 4, B dva rtizné body a pohybuje-li se bod X po pfimce
p || AB, pak soucet vzdalenosti AX + BX je nejmensi, pravé
kdyz lezi bod X na ose usecky AB.

Trojuhelnikovou nerovnost nebudeme dokazovat, nebot je to
pomoci nichZ se obycejné odvozuje.

Nyni k feseni tlohy ¢. 4. Klicem je sestrojeni bodu Y tak, Ze
bud BXYA nebo CXYD (nebo obé Ctverice) jsou vrcholy rov-
nobéznikd. Lezi-li bod X mimo piimky 4B, CD, vzniknou dva
rovnobézniky, lezi-li X na pfimce AB nebo CD, vznikne jen
jeden. Je uziteCné sestrojit situaci pro rizné polohy bodu X:
uvnitf i vné rovnobéZnika ABCD i na pfimkach AB, BC, CD,
DA, dokonce i ztotoznit X s vrcholy rovnobéznika (na obr. 8
lezi bod X vné rovnobéznika ABCD).

Neostré trojuhelnikové nerovnosti uzijeme dvakrat:
= XD + D4, (D
D4 £ DY + YA. )
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- Déle pouzijeme vztahtt DY = XC, YA = XB. Z (1) a (2) pak
plyne (bez znalosti operaci s nerovnostmi)

XA < XD + XC + XB. 3)

Uloha by mohla byt uvedena ne jako ditkazova, ale jako impuls
k experimentovani, tj. ve formulaci:

V roviné rovnobéznika ABCD volte bod X rtznym zpiso-
bem a porovnavejte délky X4, XB + XC + XD.

Zajimava je doplitkova otdzka: Pro které body X roviny ABC
nastane v (3) rovnost ? Je zfejmé, Ze to bude pravé pro ty body X,
pro néZ nastane rovnost v (1) a zdrovenl v (2). Rovnost v (1)
nastane, pravé kdyz D nalezi usecce AX, tj. kdyZz X lezi na
polopfimce opaéné k DA. Rovnost (2) nastane, pravé kdyz Y
nélezi usecce AD, tj. pravé kdyZz X nalezi dsecce BC. Ale zadny
bod X nemuzZe spliiovat ziroveil obé podminky, nebot nemuze
lezet zaroven na pfimkich AD, BC. Zpfesnime tedy (3) takto:
pro viechny body X roviny rovnobéznika ABC plati

X4 < XB + XC + XD.

JINE RESENI{. Pro kazdy bod X roviny rovnob&Znika
ABCD (obr. 8) podle trojahelnikové nerovnosti plati
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AX £ AD + DX, G

BC = BX + CX. 2
Ctyitihelnik ABCD je rovnobéznik, a proto }
AD = BC. 3)
Podle (3) a (1) plyne
AX £ BC + DX. 4)
Podle nerovnosti (2) pak ze (4) dostavame
AX £ BX + CX + DX. 5)

Rovnost v (5) nastava, pravé kdyz plati soucasné rovnost v (1)
a (2&, tj. pravé kdyz bod X lezi zaroven na polopfimce opaéné
k polopt. DA a na tsecce BC. To vSak neni mozné, nebot
piimky AD a BC jsou ruzné rovnobézky, a proto pro kazdy
bod X roviny rovnobéznika ABCD plati

AX < BX 4+ CX + DX.
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tIl. Souté&Zni ulchy I. kola

1. KATEGORIE A

| A-I-1 |
1. Utvoiime vSechny mozné konecné posloupnosti
l.ei, 2.e2, ..., nep,

kde kazdé z Cisel e, e2, . .., e, je bud 1, nebo —1. Soucet viech
¢lent takovéto posloupnosti oznaéme s(e, €2, ..., €,). Dokazte
vétu:

Ke kazdému prfirozenému cislu % se da nalézt takové pfiro-
zené Cislo p, Ze pro kazdé n > p je mezi soucty s(ex, e, . . ., en)
aspon & - 1 cisel, kterd jsou si rovna.

RESENI. Protoze je

—1 =2 —... —n =S s(er, €2 ...sen) S 1 +2 +...4+n,
n(n 1)

je mezi soucty s(e1, 2, . . .,e,) NEjvyse 2. +1=n2+
® + n + 1 raznych &isel; ptitom viech moznych souctl
s(e1, €2, . . ., en)je 27, Kdyby se kazdé z Cisel — LGl T l) eeiy

—-1,0,1, vyskytlo mezi Cisly s(e1, €2, ..., €n)

n(n 4+ 1)
EYY —2
nejvyse k-krat (kde % je dal$i pfirozené ¢islo), platilo by
k.(n?+mn+1) 227,
Abychom dokon¢ili dtikaz sporem, postaci dokézat, Ze pro kazdé
piirozené Cislo % plati od urcitého indexu » pocinaje
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om
Tl

an

>k, 1)

Vypodteme podil
an 2n n—n+1 n?—n-+1

an-1  nm24+n+1° 2n-1 T 41

a dale

an P n2+n—}—l_ 2n )_
an-1 (n2+n+1 n+n+1/)

=2 1———2—1 . ©)

Pro vieckan > 5 je

2 2
< >

1 1

nebot 5 +% <6<n —1—%, kdyz n > 5. Podle (2) je tedy

o g 12\
an-1 5+1+§

10 1 4

a > — ap-1
. 3
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tj.

4\ n-5 4\n 3\58
w>(3) w=(5)" () =

tj. pro vSecka n > 5 plati

an > b.(g)n> 3)

n
kde b je pevné kladné ¢islo. ProtoZe ¢isla b (%) tvori rostouci

geometrickou posloupnost s kvocientem% > 1, lze nalézt ke

kazdému pfirozenému ¢islu & pirozené ¢islo qfak, Ze pro kazdé
n> qje an > k;je-li p = max(5, ¢), pak pro vSecka n > p
plati (1) a véta je dokdzana.

i A-1-2 '

2. Komplexni ¢islo & neni nezdporné, pravé kdyZ existuje pti-
rozené Cislo z a kladné ¢isla ag, ay, ..., a, tak, Ze plati

ap + a1z + ... +apz"=0.
Dokazte.
RESENT. Predeviim je jasné, Ze nezéporné &islo z nemtize
byt kofenem polynomu, jehoZ vSechny koeficienty jsou kladné.
Bud tedy z libovolné komplexni Cislo, které neni nezdporné.
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Je-li Re z < 0, pak miZeme poloZit
ap=22 aa=-—(+2), a=1
a Cislo 2 spliiuje rovnici
24'a1z+a =0,

v niZ viechny koeficienty jsou kladné.

V pfipadé Re z = 0 mizZeme piedpokladat, Ze Im 2z > 0
(jinak bychom piesli k ¢islu z, které rovnéz musi byt korfenem
hledaného polynomu). Pak obraz ¢isla =z lezi v I. kvadrantu ro-
viny komplexnich ¢isel, nikoli na redlné ose. Proto (vzhledem
k Moivrové véré) pro vhodné prirozené Cislo » bude Re 2” < 0.
Podobné jako v pfedchozim odstavci najdeme kladna Cisla ao,
a; takova, Ze plati

22n + @2 +ay = 0.

Cislo z spliiuje samozfejmé i rovnici
(227 + a1z 4 ag)(z + )" = 0.

Upravou levé strany (postupnym nisobenim trojélenu
22" 4 12" + ag vyrazem 2 +- 1) se dostane polynom (stupné 3z),
jehoz vSechny koeficienty jsou kladné.

Tim je véta dokazana.

| A-1-3 |

3. Jsou-li Cisla a, b, ¢ délky stran trojuhelnika Ti, pak existuje
trojuhelnik Tg, jehoZ strany maji délky

a b c
a+1’ b+1° c¢+1°

M

Dokazte.
Muize byt trojuhelnik T podobny trojihelniku Ty ?
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RESENT. a) Zvolime oznaceni tak, aby platilo a < b < ¢, ‘
a dokazeme, Ze pak plati

@ b e
a+1~"b+1 7 c+1
Podle predpokladu je b — a = 0; dale je

b a b—a >0,

b+1 a+1 (@+Lb+1) =

zaménou pismen dostaneme druhou nerovnost (2).

)

b) ProtoZze a, b, ¢ jsou délkami stran trojuhelnika, plati

c<a+bd. 3)
K tomu, aby d¢isla (1) byla délkami stran trojuhelnika, srac?,

 yve s . €
aby nejvétsi z nich, tj. 1
obou ostatnich, tj. aby platilo

podle (2), bylo mensi nez soucet

c a b

c+1 <a-i—l +b+1'

Provedeme vypocet

. a b c M

ar1 701 1l @IDG+DEFD

kde

M=ab+1)c+1)+bla+1)c+1)—cla+ 1)+ 1);

vySetiime, zda je M > 0 nebo M =< 0.

Plati

M=c(2ab +a-+b—ab—a—b—1)+2ab+a-+b,
M=clab— 1)+ 2ab+a+b. )

4)
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Rozlisime dva pfipady: I) ab'— 120,II)ab—1<0.
V piipadé I) je
c(ab — 1) = b(ab — 1),
nebot podle volby oznaceni je b < c. Je tedy podle (5)
M= blab—1)+2ab+a-+b=ab?+2ab+a>0.
V pfipadé II) je vzhledem k (3)
co(ab — 1) > (a + b)(ab — 1),
a tedy podle (5)

M > (a+b)ab — 1) + 2ab + (a + b) =
= (a+b).ab+2ab>0.

V kazdém ptipadé je tedy M > 0 a plati (4).
c) Vzhledem k (2) je T1 ~ Tg, pravé kdyz

a.b.c__ a . b . ¢

Y T a4+l "b4+1"ce41"
Zrovnicei-— a '——-lL—lnea—bz'm“o i

b_a—i—l'b—]—lpy = b, zaménou pismen

dostaneme b = c. Je tedy T1 ~ Tg, pravé kdyZ oba trojihelniky
jsou rovnostranné.

ESEY

4. Oznalme a, f, v velkosti vniitornych uhlov trojuholnika,
s = sin a + sin f 4 sin p. DokaZte tieto vety:

a) Ak nie je trojuholnik rovnoramenny, nemdze byt prisluiné
¢islo s maximaélne.

b) Medzi rovnoramennymi trojuholnikmi mé najvacsi sucet s
trojuholnik rovnostranny.
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RIESENIE. a) Nech je a # B. Zvolme oznalenie tak, aby
bolo a > f. Potom je

sina + sinf} = 2sin a—;—ﬂ . COs a;ﬁ < 2sin——— +ﬂ . (D)

il —/3
2

<1LZ(@1)

vyplyvas =sin a + sin f§ +siny<sm——ﬂ+ mﬁj’_é_{_

atp s a -2*_ 5 , ¥ st velkosti uhlov rovnora-

+ siny. Cisla 2
menného trojuholnika.
b) Nechjetedaa =,y =n — (a.+ B) = = — 2a. Potom
je
s = 2sin a + sin 2a.

Postupnymi upravami dostaneme:

s = sina + (sina + sin2a) = sina + 2sin %.cos-g— =
. a a . 3a a a/. a
—25m7cos—2—+2sm—2—cos7—2cos7(sm7+
3a a a
Tt R Bl g & s &
+ sin 2) 4cos 5 sin a cos 2 8 cos 2 sin 2"

a
Ak ozna¢ime x = <:os2 » potom z poslednej rovnosti dostaneme

= 64x3(1 — x). 2

Vzhladom na to, Ze x > 0, bude nadobudat s maximalnu hod-
notu prave vtedy, ked s2 bude maximélne.
Budeme teda hladat maximum funkcie y = x3 — x* (bez
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pouZitia matematickej' analyzy*) a to v intervale 0 < x < L

Pri hladani maxima tejto funkcie moZno pouZit tiez vetu 12
na str. 93, zv. 17 Skoly mladych matematikov (Hronik: Ulohy
o maximech a minimech funkci). Tu podidme dokaz, ktory sa
opiera len o priebeh kvadratickej funkcie:

Rovnostranny trojuholnik dostaneme pre o = 60°, = 30°,

2
3 27
x = cos230° = Z . Prislu$né hodnoty s2 a s st: s2 =64 . @
22t —V— . Dokazeme, Ze funkcie f(x) = Lol =
"4 4 & ’ 64
=x3 — xt nadobuda maximum pre ¥ = — . Urobime nasledu-
juci vypocet:

A G

4
+<i+e) = e——¢2 — g8

4 16 4

+ 363 - &t = 32(82+2e +§> . Teda

3 3 1
1(3)-1(G+e) = elermrgl
KedZe pri kazdej volbe ¢ # Oje (¢ +-1)2 + —;— >0,jef (%) >

>f (% + e) , ¢im je dokaz skonceny.

*) S pouZitim matematickej analyzy dostaneme y’ = 3x? — 4x3. Pre

i 3 a 3 a V3
- = — &i7 s = Saot N Rt
= 0,x # 0vyjde x 2 CiZe cos 3 2 » z ¢oho cos > 5 °

¢o dava 2£ = 30°% a = 60°. Lahko sa presved¢ime, Ze prislu$n4 hod-

nota s je skutoéne maximadlna.
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5. M je mnozina vietkych mreZovych bodov roviny, t. j. tych
bodov, ktorych kartézske stiradnice st celé ¢isla. Dokézte tieto
vety:

a) Ak obsahuje priamka p dva body mnoZiny M, potom ich
obsahuje nekone¢ne mnoho.

b) Ak obsahuje priamka p dva body mnoZiny M, potom v3et-
ky body mnoZiny M lezia na sustave rovnobeziek obsahujticej
priamku p, pricom kazdé dve susedné rovnobezky maji rovnaka
vzdialenost.

RIESENIE. a) Nech priamka p obsahuje dva rdzne body P,
Q mnoziny M. Kartézsku sustavu suradnic zvolime tak, aby
bod P bol jej pociatkom. Bod Q mé potom celociselné stiradnice
[m, n] # [0, 0]. Priamka PQ = p ma rovnicu

nx —my =0, (€))
Ak je najvdcsi spolo¢ny delitel D(m, n) ¢isel m, n rovny d, potom
m = kd, n = hd, kde D(k h) = 1. Ak dosadime za m, n do rov-
nice (1), dostaneme rovnicu
hx —ky =0,

ktorej v§etky celoCiselné rieSenia maju tvar x = kg, y = Ag,
kde g je celé &islo. Na priamke p leZi teda nekone¢ne mnoho
mreZovych bodov [kg, Aq].

b) Nech priamka p, ktord obsahuje aspoii dva body mnoZiny
M, je dané rovnicou (1). Ak je [x, y] lubovolny bod mnoZiny M,
potom

nx — my = hdx — kdy = d(hx — ky) = ds,

kde s je celé Cislo. Dany bod mnoZiny M lezi teda na priamke
nx — my = ds, 2

ktor4 je rovnobeZna s priamkou p. Ak zvolime, obratene, Tubo-
voInu priamku tvaru (2), potom vSetky celociselné rieSenia rov-
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nice (2) udavaju tie body mnoziny M, ktoré leZia na priamke (2).
Této rovnica mé celoCiselné rieSenie pre kazdé celé ¢islo s.

Vsetky priamky (2) tvoria ststavu rovnobeZiek, z ktorych
kazdé dve susedné dostaneme pre hodnotu parametrov s, s + 1.
Vzdialenost v priamky

nx —my =d(s + 1)
od priamky (2) je

vzld(s-{—l)——dsl__ d
| +m? V2 + m2

a nezavisi teda na disle s.

6. Trojboky hranol ABCA'B'C’ s podstavou ABC, jehoz
hrany maji délky AB = 1, AC = x, je rozdélen rovinami A'BC
a A'B'C ve tii shodné ¢tyfstény. ¢

a) Vyjadrete délky vSech
jeho hran pomoci x.

b) UkaZte, Ze existuje troj- X
boky hranol této vlastnosti. z

Pozndmka. Dva Ctyfstény e B' y
jsoushodné, pravé kdyz exis- .
tuje shodné zobrazeni v pros- ~Nu 4
toru, které prevadi jeden T
v druhy. y t y b

|~

RESENTI. a) Obr. 9. Za- 7
vedeme tato oznaceni délek A z
AC = A'C' = x, A4’ = o
=BB' = CC' =y, BC= ,
= B'C' =z AB =1 1 B Obr. 9

/
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A'C = u, B'C = v. Tetraedry A'BCA, A'BCB’, A'B'C'C,
které jsou po dvou navzajem shodné, maji tyto délky hran:

A'BCA:t,y,1, x, 2, u;
A'BCB':t,y,1,v, 2, u; €))
ABCC:x,2 1,y,v,u.

Z (1) plyne porovninim:
V=X t=x. (2)

Stény uvedenych tfi tetraedrli jsou trojihelniky s témito dél-
kami stran:

AA'B x,y,1; A'BC  «x, 2, u; A'B'C' 1, zx,2;
AA'C x,y,u; A'BB' 1,x,y; ABC 1l,x,u; (3)
A'BC «x, z,u; A'CB" 1, x, u; A'C'C x,y,u;
ABC 1, x, z; BCB'  «x,y, 2} B'CC"  «x,y, 2.

Z (3) dostaneme porovninim bud z = # nebo y = 1 a dile
bud # = 1 nebo y = 2. Kombinovanim dostaneme tyto Ctyfi
piipady
Dz=u=1IDy=u=1LIIy=2=uIV)y=2=1,
Ptipady I) a III) lze fedit spole¢né, obdobné II) a IV). V pii-
padé I je situace v roviné ABA’ tato (obr. 10a). Kosinova véta
pro A BB'Co, A\ A'B’'Cy (kde Cy je pravouhly primét bodu C
do roviny ABA') da

yz-——dz—}-%z——dx.cosw, “ 1=d2+—";—2-+dx.cosw.
Sectenim

y2+1=2d2+322-- ©)
Z A B'CCy, A A'CCy dostaneme

¥ —d2=1— —’;—2 )



Obr. 10a Otr. 10b

odtud

2
d2=5%—1. (5)

Dosadime-li z (5) do (4), vyjde

5 1
2 =2 42 — 2
y2+1 2 x 2+ 2 x2,

tj. '

2 =32 —1).

Délky hran jsou tedy x, |/3(x2 —T) s Lix, 1, x.

V piipadé III) dostaneme obdobné

3y2 = 3x2 — 1,
dilejez =u=y, v=1=x.
V piipadé II) dostaneme (viz obr. 10b) z A 4'CCop, A BCCy,
AN ACCo, N A'AM:

—(x— ) _1>2 RN
1—(x d)+(d 5 +1 n x2,
tj. po upravé

dx = 2x2 — 2, 6)
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Dile je
2=d241—(x —d)p
tj.
22 =1 —x%+ 2dx. . ©)
Dosadime-li ze (6) do (7), vyjde
22=1—x21 422 — 4,
tj.
22 =73(x2—1).
Délky hran jsou tedy
x5 1, Vixz -1, %1, x.
V pfipadé IV) se vyméni u, 2.
b) Existence hranolu. Zvolime x = %*). Pakje]/?)(xz— 1) =

. 2
= 1 alze sestrojit trojihelnik o stranach délek 1, 1, e Sestro-

jime rovnoramenny trojihelnik ABC o stranich AB = BC=1,
AC = ]/2—37 a doplnime jej na hranol ABCA'B’C’ tak, aby bylo

AA' =BB' =CC' =1, AC= 4 I ardx ¢ %x co
= 1 a aby body A’, C’' lefely ——r——————
v roviné kolmé k ABC procha-
zejici pfimkou AC. Situace
v roviné ABC je na obr. 11;
pfitom A", B”, C” jsou pravo-
hlé praméty boda 4', B, C’
do roviny ABC.

*) Obecnéjéi volba by byla x z intervalu 1 < x < 2.
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Body A", C” padnou pak na pfimku AC aje AC = A"C"= —g_— )

pak bod A” je stfedem tsecky AC (A4’ = A'C = 1) a je tedy
AA"= A"C = % . Vypocteme A'B, B’C. Plati

A’A":A”B:Vl_ﬁ =V£
4 3

PO TERRP I N

I3

a dile

Dile je obdobné

c—1/2 V=% -
BC~V3.V2—V§—x.

Na zikladé délek hran snadno ovéfime shodnost kazdych dvou
ze Ctyisténi A'BAC, A'B'BC, A'B'C'C.

2. KATEGORIE B

1. Najdéte vSechna pfirozena Cisla n, pro néZ se ciferny soucet
¢isla 27 rovna Cislu 5.

RESENI. Je-li # hledané &islo, pak 2" muze koncit bud
Cislici 2, nebo ¢islici 4 (jinak by soucet jeho cifer byl > 5).

Kong¢i-li 27 &islici 2, pak ma 27 nejvyse jesté t¥i dalsi nenulové
Cislice. Ma-li jen jedinou, je to Cislice 3 a 27 ma tedy tvar
3.10% + 2, NemuzZe byt 2 > 1, nebot pak by bylo tézZ n > 1.
Cislo 27 by bylo délitelné ¢tyfmi, ale &islo 3.10% 4 2 nikoli. Je
tedy 2 = 1 a n = 5 vyhovuje uloze. Ma-li 27 pravé dvé dalsi
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nenulové &islice, jsou to 1 a 2. Cislo 2 nemiZe mit na mist&
desitek cislici 2; jinak bychom zase odvodili spor s délitelnosti
Ctyfmi. Je nutné # = 3 a ¢islo 27 mtZe koncit dvoj¢islim bud 02
nebo 12; obé mozZnosti pak vedou ke sporu s délitelnosti étyfmi,
popi. osmi. Mé-li 27 pravé tfi daldi nenulové dislice, jsou to 1,
1, 1. Cislo 27 je tedy aspoii ¢tyfciferné, a proto je n = 10. Jeho
posledni mozna trojéisli jsou 002, 012, 102, 112. Prvé tfi moz-
nosti opét vedou ke sporu s délitelnosti osmi. Déle ¢isla 1 112,
10 112 nejsou celociselné mocniny ¢isla 2, a proto nase ¢islo 27
je ve tvaru 10%¥ + 112, kde £ = 5. Z toho v8ak plyne spor s dé-
litelnosti ¢islem 32, nebot 32 nedéli 112.

Konci-li ¢islo 27 ¢islici 4, pak mé pravé jednu dal$i nenulovou
Cislici, a to 1. ProtoZe ¢isla 14 ani 104 nejsou celo¢iselnou moc-
ninou ¢isla 2, stoji tato Cislice 1 alespori na misté tisicovek, coZ
zase vede ke sporu s délitelnosti osmi.

ZAVER. Dan4 tloha mé jediné feSeni n = 5.

| B-1-2 I
2. Urcete viecky spolecné kofeny rovnic

2x5 — 13x4 4 24x3 — x2 — 28x + 12 = 0, 1)
2x* — 9x3 4 x2 4 36x — 36 = 0. @)

RESENI. Stupeti rovnice (1) pii zachovani jejich spole¢nych
kofendl s rovnici (2) lze sniZit, odecteme-li od ni rovnici (2),
jejiZz pravou i levou stranu vynasobime x. Dostaneme tak rovnici

—4x4 + 23x3 — 37x2 4 8x + 12 = 0. (1a)

Stupeii rovnice (la) sniZime jesté dale pfiftenim rovnice (2)
znasobené 2. Obdrzime rovnici

5x3 — 35x% + 80x — 60 = 0. (1b)

Rovnice (1b) a (2) maji ziejmé tytéZ spolecné kofeny jako rov-
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nice (1) a (2), pokud tyto spolecné kofeny existuji. Dvojice
rovnic (1b) a (2) je zcela obdobna dvojici rovnic (1) a (2), a proto
budeme déle postupovat obdobné. Z rovnice (1b) vyplyva rovni-

ce (nésobenim %x)

2x% — 14x3 4+ 32x2 — 24x =0,
kterou odecteme od rovnice (2). Dostavame tak rovnici
5x3 — 31x%2 4 60x — 36 = 0, (2a)

od niz odecteme rovnici (1b), abychom déle sniZili jeji stupei.
Touto upravou plyne rovnice
% —5x+6=0. (2b)

Rovnice (2b) mé kofeny x1 = 2, x2 = 3, které pfichzeji v ivahu
jako spolecné koreny rovnic (1) a (2). Dosazenim se presvédci-
me, ze Cisla 2 a 3 jsou skutecné spole¢nymi kofeny rovnic (1)
a (2).
Levou stranu rovnice (2) miZeme rozloZit
(x —2)(x —3)2x2 +x —6)=0.
Zbyvajici kofeny rovnice (2) jsou kofeny rovnic

2%x2+x—6=0,

70 %= —2, které vsak rovnici (1) nevyhovuji.

Rovnice (1) a (2) maji spoleéné kofeny 2 a 3 a zZadné jiné.

tj. x3 =

3. Urcete délky stran pravothelnika ABCD tak, aby to byla
pfirozena Cisla a aby se obsah pravouhelnika rovnal p-nisobku
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obvodu trojihelnika ABC; pfitom p je vhodné prvoéislo. Pro-
vedte diskusi poctu feSeni vzhledem k Cislu p.

RESENI. Ozna¢ime-li strany obdélnika ABCD a, b, m4 pro
tato Cisla platit

a.b=pla+ b+ a1 67).
To je ekvivalentni s podminkami
a.b—pla+b>0 ¢))
a?b? — 2abp(a + b) + p2.2ab = 0.
Ma4 tedy platit (1) a
a.b —2pla+b)+2p2=0. 2)

Z (2) dosadime do (1) za a.b a soucasné (2) upravime. Dosta-
neme

a+b—2>0, (a—2p)(b—2p)=2p% ©)

* Vzhledem k tomu, Ze je p prvocislo a Ze nezalezi na pofadi stran
a, b, je splnéna posledni rovnice pouze v téchto pfipadech (pfed-
pokladame a < b):

1) a—2p=1 b—2p=2p% atedy a+b—2p=2p+2p2+1

2) 2 p? 2p+p2+42
3) p 2p 5p
4) —2p2 —1 2p—2p2—1
5) - -2 2p—p2—2
6) —2p —? —P
Vzhledem k nerovnosti v (3) spliiuji dlohu jen dvojice

1) a=2p+1 b =2p + 2p?

2) 2p + 2 2p + p?

3) 3p 4p

Kdyby se prvni dvé feSeni sobé rovnala, muselo by byt
2+1=2+2 a 2+22=2p + 7%
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coz nemiize nastat. Podobné se zjisti, Ze také dvojice 1) a 3) jsou
riizné pro kazdé prvocislo p.
Redeni 2) a 3) jsou stejna pravé tehdy, kdyz je

2p+2=3p a 2p+p>=dp,

coZ nastane jen v piipad¢ p = 2.
Uloha ma tedy pro p = 2 dvé rtzné feleni, jinak vzdy tfi
riiznd reSeni.

I\ Obr. 12

B-1-4

4. Sestrojte lichobé&Znik ABCD
(kde AB//CD); jsou dany délky
jeho uhlopricek AC = e, BD = f
a velikost ¥ BAD = a, ¥ ABC =
p. Provedte diskusi.

RESENI. ROZBOR. Jestlize
a = f, pak je lichobéznik ABCD
rovnoramenny a také e = f. Zrej-
mé i obrdcené: Jestlize e = f, pak
a=pf.

Piedpokladejme, e @ # fae # faZe a -+ f < = (obr. 12).
Z podobnosti trojuhelnikdt A ASB ~ A CSD plyne

sc_sp
sS4  SB’
takze
SC + S4 SD + SB
sA  ~ SB M
z Cehoz vyplyva
sS4 e
SB  f°
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ProtoZe je e # f, lezi bod S na Apolloniové kruZnici /, jejiZz body
maji od bodt A a B staly pomér vzdalenosti rovny gslu~ |
Vedeme-li prisecikem S Ghlopficek pficku GH || AB, je

DC AacC BD DC

GS ~ AS  BC SH
a odtud plyne
GS = SH.

Bod S tedy lezi na téZnici VF trojihelnika ABV, kde V je
prusecik piimek AD a BC a F je stied strany AB.

KONSTRUKCE. I. Necht a 4 f < 7. RozliSme dva pfi-
pady:
a)Je-li a = f ataké e = f, pak « < 2. Zvolime usetku

BD = f a sestrojime kruZnici & pI‘OChaZC]ICl body BD takovou,
ze z kazdého bodu jejiho mensiho oblouku BD je vidét tdseCku
BD pod thlem 7 — a. Na tomto oblouku zvolime bod C.
Bodem B pak vedeme rovnobézku s CD a jeji prisecik s & ozna-
¢ime 4.
Cuytthelnik ABCD je potom hledany lichob&znik.
b) Je-li @ # B a tedy také e =~ f, pak pouZijeme nasledujiciho
postupu (obr. 13, kde e = 6, f = 9, a = 105°, f = 45°):
1. Zvolime tsecku AB’. V jedné z polorovin urenych pfimkou
AB'’ sestrojime A\ AB'V’ takovy, Ze ¥ B'AV' = aa
¥ AB'V' = .
2. Sestrojime téznici V'F’, kde F’ je stied strany AB'.
3. Sestrojime Apolloniovu kruZnici /', jakoZto geom. misto bodi
majicich od bodti 4 a B’ pomér vzdalenosti ? .
. Uréime pruseciky ¢S’ kruznice I” s téznici V'F’.
. Na polopfimce AiS’ sestrojime bod C takovy, ze AiC = e.

. Bodem C vedeme rovnobézku s AB’ a jeji prusecik s AV’
oznacime ¢D.
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7. Bodem ‘C vedeme rovnobézku s V’'B’ a jeji prusecik s AB’
oznalime ‘B.
8. Ctyfthelnik 4 B iC D je hledany lichob¥Znik.

II. Necht a + > 7w (aa < 7@, < 7). Oznatme A*= D,
B*= C, C*= B, D*= A. Pak na konstrukci lichob&Znika
A*B*C*D* lze pouzit bud postupu a), nebo b) z ptipadu I.,
nebot o*+ f*< 7w (a*= 7w — a, f*X=a — f).

IIL. Je-li @ + f = =, pak hledany Ctyfuhelnik ABCD je
rovnobéznik. Ke konstrukci tohoto rovnobéznika je tfeba umét
sestrojit A\ ABD. Jde vSak o zndmou tlohu — déna je strana

BD = f, x BAD = a a t&nice na stranu DB je AS — —2- .

V piipadé @ = f = i;— bude fefenim pravouhelnik.

ZKOUSKA. Zabyvat se budeme jen piipadem I.
a) Body A4 a C lezi vidy v opaénych polorovinich uréenych
piimkou BD, a proto ABCD je ¢tyithelnik. Z konstrukce déle
plyne, Ze ctyfuhelnik ABCD je osové soumérny podle osy
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usecky DC, a proto je rovnoramenny a ¥ DAB = ¥ ABC = a
aDB=AC =ce.

b) Podle 5. bodu je bod ‘C vnitinim bodem ¥ ‘DA B,
podle 6. bodu je AB//iDiC, takze A!BiC!D je lichob&Znik.
Podle boda 1., 7. je ¥ {BA!D = a, ¥ A'BIC = f. Z 5. bodu
vyplyva, ze AiC = e. Dale {B!D = f, coz plyne z toho, Ze podle
konstrukce je A\ AB'iS" ~ A\ AIBLS, kde S je prusecik uhlo-
pricek lichobéznika AiBiCiD; totiz A'S : iBiS = AlS' : B'i§'=
= e : fapodle (1) z rozboru je A4S : iBiS = ¢ : iB!D,

DISKUSE. Samozfejmé a < wa 8 < &, nebot v textu tlohy
se uziva symbolu %.

1. a) Je-li @ = fae = f, mi 1uloha nekoneéné mnoho fe$eni.
Za bod C lze totiz zvolit libovolny vnitini bod mensiho oblouku
DB kruznice k.

b) Je-li @ # fB a také e #~ f, je poclet feSeni udlohy roven
poctu spole¢nych bodi vnitiku usecky V'F’ a Apolloniovy kruz-
nice ze 3. bodu. Pocet feseni je tedy 0,1 nebo 2.

V ptipadech II a III je tomu obdobné jako v pfipadé I.
(V ptipadé III je oviem tfeba povazovat rovnobéZnik za zv1astni
pfipad lichobéznika.)

ZAVER DISKUSE:

1. Je-li a = f# a e = f, pak ma dloha nekone¢né mnoho FeSeni.
2. Je-li @ # B a e # f, pak mé tloha 0,1 nebo 2 feSeni.

3.Je-lia# fae=fnebo a = ff ae # f, pak tloha nemd
fedeni.

5. Dizky stran kvidra ABCDA'B'C’'D’ oznaéme a = AB =
= A'B' = CD = CD',b = BC = BC' = DA = D'4,
¢ =AA" = BB’ = CC’ = DD'. Vypocitajte odchylku priamky
B’D od roviny ACD’ pomocou jej sinusu.
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RIESENIE. Zavedme kartézsku stiradnicov stistavu tak ako
na obr. 14. Priamka DB’ je rovnobeznd s vektorom

.—> .
DB =B — D = (a, —b,c). (1)
Z
o C[a,6,q
I b
A
A, ! \\ BI
|\
|
~— % C=[q,6,0]
(@h,3)
ST
S X
A=[0,00] B=[,00]
Obr. 14

Dalej uréime vektor kolmy k rovin& ACD’. Nech (a, B, y) je
taky vektor. Potom musi platit

(@, 9).(C—A)=0a (af,7).(D'—A4) =0

Cize
(as B, 9).(a, b,0) = aa + pb =0, @)
(a5 B, 7).(0, b, c) = pb + ye = 0. 3
Rovnosti (2) a (3) mozno splnit napr. vtedy, ked poloZime
4 o 1 1
a= a’ - 7,"3 Y= ?:
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t. j. hladany vektor kolmy k rovine ACD’ je napr.

1 11
v (;: _?’:“) (4)
Ak je w odchylka priamky DB’ a kolmica k rovine ACD’, potom
podIa definicie skalarneho stcinu je vzhladom na (1) a (4)

1 1 1
(a: _b: C)' (;>“"7s‘;>

s @ = T 1 1°
Va2+b2+62-l/—a—2‘.+b—2+—62—
t.j
3
wa= T 1 1
Ve + 82 + 2. VF g g

Pre odchylku ¢ priamky DB’ od roviny ACD’ potom plati

sin @ = sin(90° — w) = cos w = 3(a? + b2 + c2)"V/2.

1 1 1 \-12
. (? + 7 + —;2-) .
POZNAMKY. 1. Pri hladani vektora kolmého k rovine ACD’
mozno pouZit tiez vektorovy sucin vektorov.
2. Zakladné poznatky o pocitani s vektormi a ich pouZiti pri
rieeni geometrickych tloh ¢itatel najde v zv. 28 Skoly mladych
matematikov (Budinsky, Smakal: Vektory v geometrii).

INE RIESENIE. Nech o je hladand odchylka, S stred
ABCD, P priese¢nik priamky B'D s rovinou ACD’, K kolmy
priemet bodu D do roviny ACD'. Potom P je priesecnikom
priamok B'D a SD’, &o sa lahko zisti, ak pretneme rovinu ACD’
rovinou DBB’, ktor4d obidve spominané priamky obsahuje
(obr. 15).
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CP

Obr. 15

Z podobnosti trojuholnikov PDS, PB'D’ vyplyva

PD :PB'=DS :BD =1:2, {ize PB'=2DP.

To viak znamen4, Ze plati

DP=%DB’=%]/a2+b2_+c2. 1)

vV

Ak K # P, je podla definicie bodu K ¥ DKP = 90° a preto
sin a = DK : DP. 2
Ked K = P,je a =90° sin @ = 1 = DK : DP ateda aj v tomto

pripade plati vztah (2). Sta¢i ndm preto vypocitat dizku dsecky
DK, ktora je vyskou ihlana ACD'D. Pre objem V tohto ihlana

1

abc = ?PACD'.DK,
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z ¢oho

abc

DK = 2 Picg’ 3

kde P4¢p’ znameni plo$ny obsah trojuholnika ACD’.

Vypotitame P = Pycp’ = | s(s — x) (s — ¥) (s — 2), kde
s=—;—(x +y+ o=t y=a@+ %= +02.

Zrejme plati:

P2 =[5 +9) 210 +5)— 2. [z + (x —9)].

1
fe— = =qg I +3)° — 2211 — (& — )] =
=11—6[2xy + x4+ 2 —22)] . [2xy — (52 + 32 — 22)] =
= T].6—(2x2y2 -+ Zyzzz + 22252 — x4 _y4 _ 24).

Po dosadeni za x, y, 2 a tiprave dostaneme

P= %l/azb2 + b%c2 + c%a?. 4

Zo vztahov (2), (3), (4), (1) vyplyva
3abc
Va2 + 82+ 2 . ]a%2 + b2c2 + c2a? '

I B-1-6 l

6. a) Ak vSetky Styri vysky Stvorstena prechidzaju tym istym
bodom, potom aspoii jeden z jeho vrcholov m4 tu vlastnost, Ze
péta vySky z neho spustenej lezi vo vnutri protilahlej steny.
Dokazte.

sin a =
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b) Zostrojte siet takého Stvorstena, ktorého kazda vyska ma
pétu mimo prislusnej steny.

RIESENIE. a) Nech ABC je stena, ktorej viiitro neobsahuje
pétu E vys$ky spustenej z vrcholu D. Vyska v, (priamka) spus-
tena z vrcholu 4 na rovinu BCD je kolma na priamku BC.
Preto priamkou v, mozno viest rovinu a kolmid k BC. Rovina a
pretne rovinu ABC v priamke 2," 1 BC a prechadzajicej
vrcholom A, t. j. vo vyske trojuholnika ABC. Analogicky zo-
strojime vy$ky vp’, v¢' trojuholnika ABC ako pravouhlé prie-
mety vysok v, v. Stvorstena ABCD.

Vysky va’, v4', vc' sa pretinaju v bode, ktory je podla doka-
zovanej vety patou E vysky vq. PretoZe bod E nepatri do vniitra
I\ ABC, je /A ABC tupouhly alebo pravouhly. Nech je napr.
% ACB tupy (obr. 16). Situécia v rovine p L AB a obsahujucej
vy$ku vg = DE na obr. 17. Pritom P oznacuje priese¢nik o, AB.
Pretoze bod P lezi medzi bodmi A, B, patri vnutro usecky DP
do vnutra trojuholnika ABD. Pretoze bod C patri do vnttra
odvesny PE trojuholnika DEP, lezi pita vysky e, t. j. kolmice
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spustenej z bodu C na preponu DP vo vntitri tseCky DP, t. j.
vo vnuitri trojuholnika ABD.

b) Zvolme za A\ ABC rovnostranny trojuholnik so stranou
dizky 1. Bod E (pitu vy3ky va) zvolme na osi uhla ¥ BAC tak,
aby bolo AE = 1. Kladnt dlzku vysky vg oznaéme DE = v
(obr. 18). Oznaéme este M stred strany BC. Situécia v rovine
o L BC a prechidzajicej bodom D je znizornena na obr. 19.

Obr. 18 Obr. 19

Pretoze bod M lezi medzi A a E a pretoze ¥ AED je pravy, je
¥ AMD tupy a pita F vysky vg, t. j. kolmice spustenej z bodu 4
na priamku DM, lezi
mimo usecky DM, t. j.
mimo A BCD.,
Zostava este doka-
zat, Ze pita G vysky
vy lezi mimo A ACD
a v dosledku symet-
rie $tvorstena ABCD
podla roviny p, Ze i
péta vysky oc lezi mi-
mo A ABD. Pravo-
uhly priemet vysky vp
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do roviny ABC je vyska vy’ trojuholnika ABC prechddzajica
stredom N strany AC. Situicia v rovine ¢ L AC a prechidza-
jucej vrcholom B je zndzornend na obr. 18, 19 a 20. Pritom Q
je prieseénik vySok AM, BN. Ozna¢me R bod roviny ACD,
ktory lezi na kolmici vztycenej v bode Q na rovinu ABC. Bod G
lezi na polkruZnici & zostrojenej nad priemerom BN. Ak zvoli-
me bod R vo vnutri vy$rafovaného polkruhu (¢o znamena volbu
vysky v), lezi bod G mimo dsecky NR, t. j. mimo A\ ACD.
Tym je ziadany Stvorsten zostrojeny.

3. KATEGORIE C

[C-I-1]

1. Je dén ¢&tverec, jehoZ strana mé velikost a. P¥imky, spoju-
jici stfedy stran s vrcholy protéjsich stran, déli Ctverec na
25 obrazcl, mezi nimiZ je celkem 5 navzijem neshodnych
druhti. Vypoctéte obsah kazdého z téchto péti navzajem neshod-
nych obrazci.

KOMENTAR A RESENI{. Uloha je ptikladem, ktery vy-
zaduje jistou dévku pfedstavivosti a kombinacniho smyslu.
V podstaté jde pii feSeni dloh tohoto typu o uplatnéni nékteré
z nasledujicich slozek nebo o jejich kombinaci:

a) urceni velikosti ur¢itych usecek a thlii metodami ryze geo-

metrickymi nebo trigonometricky nebo pomoci souradnic;

b) pouZiti vztahi mezi obsahy obrazci, z nichZ jsou sestaveny

" hledané obrazce.

Pfi postupu b) Casto uZivime véty (V): Jsou-li p1, p2 obsahy
dvou prekryvajicich se obrazct, g obsah jejich priniku, s obsah
jejich sjednoceni, pak plati

pr+p2=s+4qg.
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V nadi dloze budete postupovat asi polointuitivné; pravdépo-
dobné nedokézZete exaktné shodnost urcitych obrazc — rozum-
ny dikaz se opird o uziti shodnych zobrazeni (otoCeni) a ta
vam nejsou asi v potiebné mife bézna. OvSem tézisté ulohy je
jinde; presto bychom méli provést aspoii ndznak diikazu shod-
nosti. Vysledek zkouméni je tento:

Ctverec ABCD je rozdélen v 25 neprekryvajicich se obrazci,
a to (viz obr. 21):

(1) v 4 shodné Ctyiihelniky, z nichz jeden je APQ\R ; jeho
obsah je oznacen x;

(2) v 4 shodné ¢tyfuhelniky, z nichz jeden je KWTP; jeho
obsah je oznacen y;

(3) v 8 shodnych trojuhelnikdi, z nichz jeden je PTQ; jeho
obsah je oznacen z;

(4) v 8 shodnych trojuhelnikd, z nichZ jeden je ARN; jeho
obsah je oznacen u;

(5) v jeden osmitihelnik (na obr. 21 vysrafovany), jehoz obsah
je oznacen v.
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Prvnim krokem mtize byt napf. ureni obsahu #. Obr. 22
ukazuje, jak lze trojihelnik 4 BN rozd¢lit v 5 navzajem shodaych
trojuhelniki, z nichZ jeden je ARN; je proto

1 a? a?

Déle je napt. mozno rozdélit trojthelnik ABN ve dva troj-
thelniky ABT, ANT, které maji obsahy sobé rovné (je totiZ
BT = NT, nebot usecky AL, BN se navzijem puli). Je tedy

a2
u+y=—, @)
8
a? g
x+z+u=—§—. (3)

Z (2) a (1) se vypocte y; vyjde
=55 @

7

Pro x,  mame pak jen jednu rovnici; potfebujeme je$té rovnici-

dal$i. MiiZeme ji ziskat t¥eba dvojim vyjadfenim obsahu ¢tyi-

thelnika AKQON, jehoz thlopficky jsou navzdjem kolmé; pfi-
al2

tom je KN = %]/5, AQ = =3=, nebot body Q, S déli hlo-

pricku AC &tverce ABCD na tifi shodné tsecky, jak plyne
z trojuhelnik CDQ a ABS.

1 a5 42 a?
JetedyAKQN—x—}—Zu“E.EI/ S Tt
tj.
a®
x+2u=T. (5)



Z (5) a (1) vypocteme

a2
a konecné z (3)
a? .
=10 @
Zbyva obsah v; z rozdéleni ¢tverce ABCD dostaneme
4x + 4y + 8z + 8u + v = a?
a odtud
a? 8
V= ? . ( )

Vzorce (1), (4), (6), (7), (8) davaji feésni l'ilghy.
Jinak je mozno zvolit poloptimky AB, AD za kladné poloosy
soufadnic a vypoditat soufadnice nékterych bodu, napt. P, Q,
R, T, pomoci nichZ pak ur¢ime hledané obsahy. Zpravidla pfi-
tom potiebujeme vzorec pro vzdalenost dvou bodi; je to jedno-
ducha aplikace Pythagoro-
D M Cc Vy véty.

Reseni je dost trikové, jisty
systém se do ného vnese
E pouzitim metody soufadnic.
Rozhodné byste se méli pfi
feSeni ulohy C-I-1 sezna-
a L mit s vétou (V) a jejim po-
uzitim. Zde je tfeba zdtraz-
nit, Ze zpravidla znime ¢isla
b1, p2. V tomto piipadé vy-
pocteme to Cislo z Cisel g, s,
pro néz je vypocet jednodus-
§i, a zbyvajici z Ccisel g, s
Obr. 23 urcime podle véty (V).
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Ukazka souviséjici se situaci dlohy C-I-1. Je din &tverec

ABCD (obr. 23) a mame urcit obsah sjednoceni a priiniku troj-
2

thelnikts ABM, ADL. Zde je p1 = ps = —“2— Bude asi poho-

dlncj31 urdit obsah ¢ praniku vysSrafovaného ¢tyiuhelnika AFSE
neZ obsah s sjednoceni A ABM U A ADL.

Zvolime-li poloptimky AB AD za poloosy, uréime-li rovnice
ptimek AL, AM, DL, BM, vyjde S = [Eagza] ,E=

3°7°3
_[2 a; 4 al|,F= ) a | (v§imnéme si symetrie podle
- 5 > 5 ] — 5 5 y T p

pfimky AC a jejich dasledki!). Podle vzorce pro vzdélenost
dvou bodi vypocteme

R 2 s
=392, EFzgal/Z,

a;

a tedy

\

1 12
e _ —_— — _._—— 2
AESF =5 AS.EF = —. 2 al2. 24)2 a

V kazdém ptipadé vyZaduje tato tloha dosti Casu.

2. Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢&islo » > 10 sa dé rozloZit
aspoil dvomi spdsobmi na sucet dvoch prirodzenych Cisel tak,
Ze prvy scitanec je prvocislo a druhy scitanec je Cislo zloZené.

KOMENTAR A RESENT. Jde o jednoduchou tlohu z &-
selné teorie. Snad by bylo vhodné uvést ji nékterou obménou,
kterd by vam napovédé¢la zejména to, Ze se doporucuje rozlisit
licha a suda n.

Varianta: Dokazte, Ze kazdé prirozené ¢islo # > 10 lze vy-
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jadrit aspon jednim zpisobem jako soucet t¥i pfirozenych Cisel,
z nichZ dvé jsou prvocisla a tiel je Cislo sloZené.

Pokusime se zachovat prvocisla konstantni (pak oviem musi
byt mala).

a) Je-li n liché, zvolime prvocisla 2, 3; protoze je n > 10, je
n—2—3=mn—5>5 Mimoto je n — 5 ¢islo sudé, a tudiz
sloZené. v

b) Je-li n sudé, zvolime prvocisla 3, 5; protoze je n > 10, je
n—3—5=n—8> 2. Mimoto je n — 8 {islo sudé, a tudiz
sloZené.

Pii feSeni soutéZni tlohy je ovSem tieba hledat dva rozklady
¢isla n; pro n liché je snadno dostaneme pomoci Cisel n — 3,
n — 5,n — 7. Pro n sudé dostaneme jeden rozklad pomoci Cisla
n — 2; druhy najdeme z faktu, Ze pravé jedno z Cisel n — 3,
n — 5, n — T je nasobek tfi; napad dokazat tuto pomocnou vétu
je jednim z kli¢t k feSeni ulohy.

==y

3. Stejné velké utérky Ctvercového tvaru pokryvaji obdélnik
ABCD, aniz se navzijem piekryvaji. Povési-li se jedna tésné
vedle druhé na $iidiru, je potfebna délka $ndry rovna obvodu
trojuhelnika ABC. Kolik je utérek?

KOMENTAR A RESENT. Tato tiloha nileZi svou tematikou
do ¢iselné teorie, i kdyZ ma natér geometricky, popt. je to slovni
tloha, kterou lze formulovat geometricky.

Snad nejvhodnéj$im uvedenim do tlohy C-I-3 by byla jeji

Délky odvésen pravouhlého trojihelnika jsou pfirozena Cisla
a, b; jeho obsah je roven jeho obvodu. Urcete délky jeho stran.

Z textu ulohy plyne

%ab=a+b+l/a2—|—b2;
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odtud
a?b?
— a2b — ab? 4+ 2ab + a? + b2 = a2 4 b2

a nadale
ablab — 4a — 4b + 8) = 0.

Protoze jea %= 0,6 # 0,je ab — 4a — 4b + 8 = 0, tj.
(a—4)0b —4) =8. (1)

Upozoriiujeme na zplisob, jak se upravuje bilinedrni funkce
ab — 4a — 4b + 8 na soucin dvou linedrnich dvojclent dopl-
nény absolutnim ¢lenem.

Protoze a, b jsou Cisla pfirozend, jsou a — 4, b — 4 sdruZeni
délitelé cisla 8 (ne nutné kladni). Prehled o vSech moznych
feSenich dava tabulka:

a—4 | —8 | —4 -2 | —1 1 2 4 8
b—4 | —1 | —2 | —4 | —8 8 4 2 1
a —4 0 2 3 5 6 . 8 12
b 3 2 0| —4 12 8 6 5

Uloha ma tedy dvé feSeni: 6; 8; 10 a 5; 12; 13.

V sout&Zni uloze C. 3, kterd je jednodussi, zni zékladni rovnice
ab=a+b +Va2 + b2, JejifeSenijea = 3,b = 4neboa =4,
b = 3; pocet utérek je tedy vzdy ab = 12.

| C-1-4 I

4. Je dany kruh K so stredom S a polomerom r; mimo
kruhu K je dany rovnostranny trojuholnik ABC, ktorého strany
majt dizku a. Ozna¢me A'B’C’ trojuholnik, leZiaci v kruhu K,
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ktory vznikol posunutim trojuholnika ABC. Uréte a narysujte
mnozinu M vsetkych takto zostrojenych bodov 4.

KOMENTAR. Reseni tlohy vyZaduje nezbytng experimen-
tovani. Doporucujeme narysovat kruh K o poloméru » = 6 cm
a z tuhého papiru vystifihnout rovnostranné trojihelniky 4’'B’'C’
o strané 4 cm a A"B"C” o strané 9 cm; trojuhelnik A"B"C”
bude slouZit k opakovani pokusu.

Posouvanim trojihelnika A’'B’C’ vyexperimentujeme ,,eX-
trémni* polohy A1'B1'Cy’, A2’ Bs'Co', A3’ B3'Cs' takové, Ze body
Aty B, Bs', C3'y Co'y Ao’ lezi na obvodu kruhu K, body C1’,
A3’y By’ v jeho vnitiku a Ze usecky Ai'Bi’, B3'Cs' a Co'Ay’
vzniknou postupné posunutim stran 4B, BC, CA. Intuitivné
zjistime, Ze proménny bod A4’ vyplni trojihelnikovy obrazec P,

omezeny shodnymi kruhovymi oblouky A/l'\Az', A;’jéla’, A;’El’

c

Obr. 24
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(obr. 24). Pfitom oblouk Aﬁz' nalezi obvodu kruhu K, oblouk
A;’Z3' vznikne posunutim oblouku C;’Z‘g’, které je dano dvojici

Cy’ — Ay, oblouk Az’ A1’ vznikne posunutim oblouku Bs'By/,
které je ddno dvojici Bs' - As'.

Snadno se i dokaZe, Ze kazdy bod oblasti P, omezené tlusté
narysovanymi kruhovymi oblouky, je vrcholem A’ nékterého
z trojthelnikit A'B'C’ a Ze zadny bod z K P neni vrcholem
A’ takového trojuhelnika. Je tedy P = M.

I C-1-5 l

5. V roviné jsou dany body A, M, N, které nelezi v pfimce.
Sestiojte pravouhelnik ABCD tak, aby ptimky BC, CD pro-
chézely po fadé¢ body M, N a aby platllo AB : BC =2:5.

KOMENTAR. Jeden z principii feeni této tlohy (a snad
nejjednodussi) je pouziti obvodovych uhla. Ulohu lze uvést
obdobnou ulohou (U): Jsou dany tfi body 4, P, Q, které lezi
v pfimce, a to tak, Ze 4 oddéluje body P, Q. Mame sestrojit
&verec ABCD tak, aby pfimky BC, CD prochazely po fadé
body P, Q.

Princip FeSeni: Je ziejmé, Zze bod C ndleZi tfem mnoZinim
bodii: kruZnici M; sestrojené nad pramérem PQ, mnoZiné My
slozené ze dvou obloukt kruznic, definované takto:

M;={X;X#A4,P N\ ¥« AXP =45,
a mnoziné M3 vytvorené obdobné nad tseckou AQ.

Pii feSeni soutézni tlohy C-I-5 hleddme opét dvé mnoziny
bodi, jimZ nalezi vrchol C. Jedna z nich je kruZnice % sestrojena
nad pramérem MN. Druhi je mnozina M bodi X, z nichz je
vidét tseCku AM pod danym dhlem w. Je-li ¢ = x ACD, je
bud » = 90° + ¢, nebo w = 90° — . Mnozina M se tedy
bude skladat ze dvou shodnych kruZnic &1, k2 (bez bodu 4, M)
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se spole¢nou tétivou AM; kazda z kruZnic ki, k2 md mimo
bod M s kruznici % jesté jeden dalsi spole¢ny bod. Diskusi ulohy
nebudou asi feSitelé provadét exaktné, spokojime se s nézna-
kem. Musi si ovem uvédomit ob&é moZnosti = 90° + ¢,
® = 90° — @; jsou nadrtnuty na obr. 25 ab.

1M
/A [ D c__N
) o

:-M

/] B A B

Obr. 25a Obr. 25b

Jde jesté o urceni uhlu ¢. Ten zjistime, narysujeme kdekoli
pravouhly trojuhelnik KLP s pifeponou KP, pro ktery plati
KL : LP = AB : BC.

Impulsy, které vedou k feSeni tlohy C-I-5, budou asi tyto:

a) pomocna dloha (U);

b) vysetrem situaci: bod M nalezi polopfimce CB nebo polo-

pfimce opacné;

¢) urceni uhlu ¢.

Nezapomeiime na kontrolu: jako v tloze (U) mime i zde
téeti mnoZzinu bodu pro vrchol C; jsou to dvé kruZnice se spo-
le¢nou tétivou AN.

Uvedeme nyni jedté podrobné RESENT ULOHY &. 5:
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ROZBOR. Pfedpokladejme, Ze tiloha je vyfeSena a Ze C # M,
C # N (obr. 26). V komentéfi k tloze je uvedeno, Ze vrchol C
pak nalezi dvéma mnoZinim bodd. Jedna z nich je kruZnice %
(bez bodu M, N) sestrojend nad primérem MN. Druhé je mno-
zina M bodtl X, z nichZ je vidét usecku AM pod tGhlem o =
= 90° — @ nebo w = 90° + ¢, kde ¢ = ¥ ACD. Mnozina M
se sklada ze dvou shodnych kruZnic k1, k2 (bez bodt 4, M) se
spole¢nou tétivou AM.

Je-li C = M, pak podle obr. 27 je ¥ AMN bud ¢, nebo
180° — ¢.

Je-li C = N, pak podle obr. 28 je ¥ ANM bud 90° — ¢,
nebo 90° -+ ¢.

Obr. 26
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\ \ M
\ \
\ \
\ \
| 74 74
N' D C=M N D <N
Am!
Obr. 27 Obr. 28

KONSTRUKCE. Uhel ¢ se sestroji v pomocném pravo-
thlém trojahelniku, nebot z textu tlohy vime, Ze cotgp = % .

1. Vrchol C urcime jako bod priniku (2 \ {M, N} N M. Na
pnmce CN pak sestrolnne bod D tak, aby bylo AD /| MC; na
ptimce CM uréime bod B tak, aby bylo AB /| CN. Ctyithel-
nik ABCD je hledany pravouhelnik.

2. Pokud « AMN je ¢ nebo 180° — a nebo ¥ ANM je
90° — @ nebo 90° + ¢, dostaneme dalii feSeni podle obr. 27
a obr. 28.

ZKOUSKA. Ad bod 1. konstrukce. Cty¥ahelnik ABCD je
pravouhelnik, nebot byl sestrojen jako rovnobéznik a & DCB =
= ¥ MCN = 90°, nebot C € k, C * M, C # N. Podle kon-
strukce téZ piimky BC, CD prochézeji po fadé body M, N.
Pro ¥ ACM jsou dvé moznosti:

a) Je-li ¥ ACM = 90° + ¢, pak ¥ ACM > 90°, a proto M
lezi na polopfimce opa¢né k polopfimce CB, takze ¥ ACD = ¢,
t). AB : BC =2 :5.
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b) Je-li ¥ ACM = 90° — ¢, pak ¥ ACM < 90°, tj. bod M
lezi na poloptimce CB, takze £ ACD = ¢,1j. AB : BC =25,

K bodu 2. konstrukce. Z obr. 27 a 28 je vidét, Ze v téch-
to pripadech maji sestrojené pravouhelniky ABCD vsechny
vlastnosti poZzadované tlohou.

Obr. 29

Obr. 30
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DISKUSE.

I.Lezi-li bod A na k, pak jsou dvé moznosti:

a) X AMN = ¢ (tj. x ANM = 90°— @), pak jedna z kruz-
nic k1, k2 splyne s & (viz obr. 29). Pak ma tloha neko-
necné mnoho teSeni. Za vrchol C lze zvolit kazdy bod
kruZnice % rizny od bodu A.

b) ¥ AMN +# ¢ (tj. x ANM # 90° — @ ataké x AMN #
# 180° — ¢, ¥ ANM = 90° + @), pak tiloha #ne-
md teSent, protoze kruznice k, k1, k2 maji spolecné
jen body A, M (viz obr. 30).

II. NelezZi-li bod 4 na k,pak ma tloha vZdy dvé fefeni. Prinik
(k\_{M, N}) N M obsahuje nejvyse dva body. Pocet bodt
tohoto pruniku se zmensuje ze dvou vzdy o 1 bod pravé
kdyz:

a) Kruznice 2 mé s jednou z kruZnic &1, k2 dotyk v bodé M.
Pak oviem ¥ AMN je roven ¢, nebo 180° — ¢ (obr. 31a,
31b) a lze najit dalii jedno feSeni takové, Ze C = M.

b) Jedna z kruZnic ki1, k2 prochazi bodem N. Pak v3ak
¥ ANM je bud 90° — ¢, nebo 90° + ¢ (obr. 32a, b),
tj. 1ze najit dalsi jedno feseni takové, Ze C = N.

" Obr. 31a Obr. 31b
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Obr. 32a Obr. 32b

6. Je dana Ctvercova Sachovnice o 25 polich. Urcete pocet
vSech ¢tvercl, z nichz kazdy mé vSechny své vrcholy ve vrcho-
lech Ctverct Sachovnice.

KOMENTAR. Uloha nevyZaduje nic jiného ne? uréity
systém scitani ¢tverct. Tento systém mutZeme s Zéky probrat na
$achovnici s #2 poli pro n < 5, tedy n = 1, 2, 3, 4; pfislu$né
pocty Ctverct oznacime s,. Je zfejmé s1 = 1, s = 6 (viz obr. 33).
Pro n = 3 dostaneme mimo devét malych &tverct a jeden za-
kladni ¢tverec o strané 3, Ctyfi étverce o strané V2, Ctyfi ctverce
o strané 2 (Srafovany) a dva ¢tverce o strané VS; celkem tedy je

ss=1+4+4+4+2+49=20.

Pro n = 4 uZ se zacina objevovat systém. Nejprve spocteme
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&tverce slozené z poli $achovnice. Ctverce slozené z k2 poli
(R =1,2,...,n)lezi vn — k + 1 rGznych pasech slozenych
z k sloupct a zaroveil v # — k + 1 raznych pasech sloZenych
z k fad (zde miZeme uvaZovat zcela obecné pro libovolné #
a k = n). Pocet téchto Ctverci je tedy

12 422 432 4 .. 4 n
V pfipadé n = 4 dostaneme
12 4 22 4 32 | 42 = 30. (1)

Ostatni ¢tverce nema-
ji strany rovnobéZiné se

stranami poli Sachovnice.
/ Zvolime-li stranu pole za
jednotku délky, pak del-
ky primétu dvou soused-

nich stran ctverce jsou
pfirozena cisla a, b, pro

2 keer4 plati (viz obr. 34)
1
a+bs4
1 g V tvahu tedy pfichédzeji
jen dvojice ¢isel 3; 1, da-
Obr. 34 le 2; 2, 2; 1 a kone¢né
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1; 1. Pokud je a # b, urime dva Ctverce této vlastnosti a po-
souvame je ve sméru pfimek Sachovnice. Je-li ¢ = b, stadi je-
den vychozi Ctverec. Celkem tak dostaneme dalsi Ctverce podle
tabulky:

(a, b) (3,1) (2,2) ‘ (2,1) (L1
Pocet
étverct 2 1 I 8 9

Celkem dalsich 20 ¢tverct. Spolu s (1) dostaneme
s =20 4+ 30 = 50

&tvercl. Podle tohoto ndvodu mohou fesitelé vypocitat samo-
statné ss.

Lze odvodit obecnou rekurentni formuli p10 s, a z ni indukei
dokézat explicitni vzorec pro s.

Podrobné RESEN{ ULOHY ¢. 6:

Pio pfipady $achovnice s n2 poli, kde n = 1, 2, 3, 4, bylo
feleni provedeno v komentari. PfifeSeni soutéZni ilohy budeme
postupovat obdobné.

Nejdiive uréime pocet ¢tverct skladajicich se z poli $achov-
nice. Téchto ¢tverct je celkem

14224 32 442 + 52 =55, )

Ostatni ¢tverce nemaji strany rovnobéZné se stranami poli $a-
chovnice. Zvolime-li stranu pole za jednotku délky, pak délky
praméth dvou sousednich stran ¢tverce jsou pfirozena Cisla a, b,
pro ktera plati (viz obr. 35)

a+b=5.
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Je-li a # b, pak ¢tverci to-
hoto druhu je dvojnasobek
poctu Ctverct  skladajicich
se z (a + b)? poli Sachovni-
/ p CC (viz obr. 35). Je-li a = b,
pak ¢tverct tohoto druhu je
/ stejny pocet jako Ctvercl
; skladajicich se z (a + b)2 =
e }a = (2a)? poli 3achovnice.
Pocty vSech téchto ctvercid

T—bo——-—‘ zachycuje tabulka:

Obr. 35

(a; ) (4,1) \ (3:2) ‘ €AY \ (2,2) (2,1) ‘ (1,1)

ft“’f:rtcu 2.1=2|2.1=2;2.22=8; 2= 4 2.32=18{4’=16

Pocet vSech ¢tverct z tabulky je 50. Spolu s (1) je celkem vSech
Ctvercl
s5 = 55 + 50 = 105.

4. KATEGORIE Z

Z-1-1 |

1. Ve sklepé ¥ZD jsou dva sudy vina; v jednom je 80 litra
vina po 10,— K¢, v druhém 120 litrd vina po 8,— Kds.

a) Jaké stejné mnozstvi vina je tfeba vzit z kazdého sudu
a nalit do druhého sudu tak, aby v obou sudech vzniklo vino
téze ceny za jeden litr a jak4 bude cena za jeden litr smési pfi
zachovani celkové ceny vina?
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b) Reste tuto tlohu obecné: V sudé 4 je a litrd vina po
m K¢s, v druhém sudé B je b litr vina po n Ks.

KOMENTAR A RESENTI. Uloha néle?i do rozsahlé a obli-
bené kategorie tzv. slovnich dloh o smési. Casto vim asi piisobi
potize uz pochopcni samotné formulace textu (také text ulohy
Z-I-1 neni pravé ne]]asné]éi), nesnaze pusobi i matematicka
formulace ulohy, kterd je kli¢em k feSeni; matematickd formu-
lace se obvykle sklada z nékolika rovnic a dale z nerovnic, které
vyjadiuji pfipadné omezujici podminky. Domnivame se, Ze by
se pfi feSeni mély vice zduraznit grafické metody; i kdyZ gra-
fické metody nedavaji zpravidla numerické feSeni s potfebnou
presnosti, poskytnou fesiteli pfehled o situaci — predvadéji mu
totiz graficky model realné situace, podobné jako j je tomu napf.
u grafickych jizdnich rada.

Konkrétné v uloze Z-I-1 jde o toto: z mnozstvi a litrh vina
ceny ¢1 K&s za litr se ubere x litrti a pfida se stejné mnoZstvi
jiného vina ceny c2 K¢&s za litr. Tato situace se vyskytuje
v tloze b), kde je oznaceni m, n misto ci1, c2. Zakladni tloha
formulovana z této situace je asi tato: Jakd je cena y Kés za litr
smési?

Dvojice [x; y] tvofi ¢ast linedrni funkce

1
y=—(a@— ) + )
neboli

g — 0

y=¢a+——x; 1

fikdme ,,C4st* proto, Ze x, y jsou vazdny podminkami0 < x < a,
vy = 0. Zde je vhodna prilezitost zamyslit se nad defini¢nim
oborem funkce a nad oborem funkénich hodnot. Jisté by bylo
uzitecné sestrojit grafy funkci (1) pro rtizné hodnoty ,,konstant —
parametru a, c1, c2* a zkoumat piipady ¢1 > c21¢1 < ca.
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Chceme-li fesit ilohu b), uZijeme mimo funkci (1) jesté funkce

cl—-cz

=c2 + X, (2)

kter4 vznikne z (1), vyménime-li zéroveii a, b a c1, c2. Z (1), (2)
vyjde podle textu tlohy b)

Cc1 CI_CZ

X =c2+

61-*-‘:2

neboli
1,1\ .
(cl—cz)x(—a—-{-—b—)—q—t:z- ©))

Je-li ¢1 = c2, jsou feSenim rovnice (4) vSecka x z intervalu
0 =< x = min(a, b) (proc?). Je-li c1 # c2, ma rovnice (4) jediné
feSeni
ab

Spojenim (5), (1) nebo (5), (2) dostaneme spolecnou cenu y
smési vin
acy -+ bes

y:_—aﬂq——b*' (6)

Vzorec (6) plati i v pfipadé ¢1 = co.

Je pravdépodobne, Ze by bylo nejicelnéjsi studovat jako pra-
pravu linearni funkci (1), pak rozfesit ulohu b) a teprve nakonec
dlohu a). Zda se totiZ, Zze v tomto pripadé numerické FeSeni
cely postup spi§c zatemiluje nez zjednodu§uje. Zejména se pfi-
tom zcela ztréaci fakt, Ze mnoZstvi x zévisi jen na a, b a nikoli
na cenich ci, ca. Ulohu a) pak fe$ime dosazenim a 80,
b = 120, ¢c; = 10, ca = 8. Podle (5), (6) vyjde x = 48,
y = 8,8.

Pii grafickém feSeni sestrojime v soustavé pravothlych sou-

I
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fadnic grafy obou druhd vina podle obr. 36. Pocite¢ni stavy
obou druht vina a jejich ceny jsou zndzornény body B’, C.
Ubereme-li v obou pfipadech totéz mnozstvi vina x a doplni-
me-li je stejnym mnoZstvim druhého druhu, dostaneme stavy
znazornéné body B, C'. Tak vzniknou dva trojihelniky ABC,
A'B'C’, pro néz plati AB || A'B’, BC || B'C’, CA || C'4’
a mimoto jejich vySky na strany BC, B'C’ maji tutéz délku x.
Trojuhelnik A'B’C’ vznikne tedy z ABC rovnobéZnym posunu-
tim (4 - A', B - B’, C -» C’). Z toho plyne, Ze stfed dvojice
BC' a dvojice B'C je tyz bod M, nebot BCC’B’ je rovnobéznik.
Ma-li podle textu tulohy vzniknout v obou sudech smés téze
ceny za litr, musi leZet body P (pocatek soustavy soufadnic), B,
C’ v pfimce. Tato pfimka se da snadno sestrojit: je to pfimka
PM. Ptimkou PM jsou pak uréeny body B, C'.

Grafické feSeni je tak jako i u jinych tdloh o smésich zajima-

cena vina y=10x
v Kés y

400

2004

0 X
mnozstyl vina
Obr. 36 v litrech
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vou ukizkou pouZiti konstrukce pfi feSeni tloh z funkéni teorie,
tj. pfi manipulaci s grafy funkei, coZ je v tradi¢ni vyuce neob-
vyklé. Ucastnici olympiddy by si zaslouzili, aby se s témito
postupy bliZe seznamili.

2. Dokazte, Ze pro kazd4 dvé Cisla a, b nabyva vyraz
V = a* + b* — 2ab(b% — ab — a?)
nezéporné hodnoty.
V kterém piipadé je tento vyraz roven nule?

KOMENTAR A RESENTI. Jde o typovou tilohu na tipravu
tzv. algebr. vyrazii, kde se sméfuje k tomu, aby se dany vyraz
vyjadfil jako soucet druhych mocnin polynomi; na rozdil od
obdobné piipravné dlohy je dany vyraz V ¢tvrtého stupné v pro-
ménnych a, b, ale je homogenni. Autorské reSeni je toto (upra-
vujeme postupné):

V = a% 4 b%* — 2ab3 + 2a2b2% + 2a3b , (1)

V = (a* + 2a3b + a?b?%) -+ (a2b% — 2ab3 + b%),

V = a%(a? + 2ab + b%) + b2%(a? — 2ab + b%),

V = a*(a + b)% + b%(a — b)2. BN ¢)
Je tedy V' = 0 pro vSecka a, b. V predchézejicich upravach je
jeden trochu umély obrat - rozdéleni ¢lenu 2a%6? = a2b3H+ a2b?
a sdruZeni $esti clenti do dvou troj¢lend.

Zji$téni nutné a postacujici podminky pro to, aby bylo V' = 0,
je stereotypni. Plati podle (2):

V = 0 pravé kdyz a%(a + b)2 = 0 a zaroveil b%(a — b)2 = 0.
Z obou soucind dostdvame tyto ¢tyfi mozné kombinace

Ia2=0,62=0; III)(a 4+ 62 =0, 2=10
IMa2=0,(a@—52=0; IV)(a+b2=0, (a—b2=0.
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Ve viech ¢tyfech piipadech vyjde a = b = 0; to je skutecné
jedina dvojice a, b, pro kterou je V' = 0.

Bylo by vSak zdhodno vratit se jes$té jednou ke vztahu (1),
ktery vznikl roznisobenim daného vyrazu. Pii prvnim pohledu
na (1) nés asi napadne spi$e jina Gprava, nez je ta, kterou jsme
uvedli jako autorské feSeni; je to sdruZeni

V = (a* + 2422 + b%) + 2ab(a® — b2)
neboli
V = (a2 4+ 6%)2 + 2ab(a® — b2). (3)

Prvni ¢len (3) je nezdporny, druhy muige byt zdporny. Bude-li
vsak absolutni hodnota druhého ¢lenu mensi nebo rovna abso-
lutni hodnoté prvniho ¢lenu, bude urcité¢ ¥V = 0. Misto porov-
navani absolutnich hodnot miZeme vypocitat rozdil
V' = (a® + b2 — 4a%2(a® — b2)2 =
= (a* + 2a2b2 + b%)2 — 4a2b%(a* — 2a2b% + bY).
Po nedlouhém vypoctu dostaneme
V' = a® + 14a%b* + b8

Ziejméjevidy V' =2 O,tedyi V = 0. Je-i V = 0,je V' =0,
tj. (a* + b%)2 4- 12a%* = 0 a odtud plyne a = b = 0. Dosta-
vame tedy opét jedinou mognou dvojici a = b = 0, pro kterou
jeV=0.

Uvedeny zpiisob porovnani absolutnich hodnot obou ¢leni (3)
je v tomto ptipadé trochu sloZity, ale velmi Casto se ho pouZziva.
Vypocet lze vsak zjednodusit: dokaZeme-li, Ze je

la® + 82| 2 |2abl, |a® + b7 2 |a® — b7, ©)

bude platnost nerovnice ¥ = 0 dokdzéna. Misto nerovnic (4)
muizeme psat

a® + b2 = 2labl, a4 b2 = |a® — b?|. 5)
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Prvni z nerovnic (5) je ekvivalentni s nerovnicemi (a + b)2 = 0,
(@ — b)2 = 0, druhd je evidentni. Rovnost V' = 0 nastane
podle (5), pravé kdyz bude platit bud a = 0, nebo b = 0 (z druhé
nerovnice (5)) a pfitom zaroveti @ + b = O neboa — b = 0
(z prvni nerovnice (5)).

Domnivame se, Ze byste se mé&li vice zabyvat riznymi moz-
nostmi algebraickych tprav (a to oviem v I. kole), abyste ziskali
vétsi poctarskou rutinu.

3. Jsou déna &isla p, ¢ (p > ¢ > 0). Vypoctéte objem télesa
ABCA'B'C’ ohraniCeného trojuhelnikem ABC se stranami
BC = p2 + ¢2, CA = p? — ¢2, AB = 2pq, dile trojihelnikem
A'B’C’ alichobéZnikovymi sténami ABB'A’, BCC'B’,CAA'C’,
které jsou kolmé na rovinu ABC a maji zdkladny o délkich

AA =p —gq, BB =p, CC' =p +q.

KOMENTAR A RESENI{. Tato stereometrickd tloha je
opét ukazkou toho, Ze se vyplati Casto feSit ulohu obecnéjsi,
nebot jeji feSeni byva jednodussi a mimoto odhaluje podstatu
situace. A zde jde skute¢né o malou problémovou situaci: sefiz-
nuti kolmého hranolu rovinou a vypocet objemu torza hranolu.
Doporucujeme tedy Fesit tuto pripravnou slohu:

Je dan trojboky hranol ABCA'B’'C’, jehoZz podstava ABC
mé obsah P. Na jeho poboénych hranach AA’, BB’, CC’ jsou
zvoleny po fadé body 4", B”, C” tak, ze AA" = a, BB" = b,
CC" = ¢, a £ b £ ¢. Mame vypocitat objem torza hranolu
ABCA"B"C", které oddéli od hranolu fez rovinou A”"B"C”
(obr. 37). Budeme piedpokladat, Ze je a < b < ¢; vysledny
vzorec pak snadno ovéfime i pro zbyvajici pfipady.

Na hranich BB’, CC’ sestrojime body K, L tak, aby platilo
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BK = CL = a. Torzo hranolu
je sjednocenim kolmého troj-
bokého hranolu ABCA"KL a
Styfbokého jehlanu B’KLC"A",
jehoZ podstavou je ¢tyiuhelnik
(lichobéznik) B"KLC" a jehoz
vyska v vedena na podstavu ma
tutéz délku jako vyska trojihel-
nika A"KL nebo ABC vedena
bodem A", resp. A. Ozna¢me
jesté V objem torza, V1 objem ,
hranolu ABCA'KL, V> objem plc—"
jehlanu B"KLC"A", h délku
BC — KL. Pak plati \
Vi=aP, O

Vz=é—~BK}CJ“—.h.v. 2)

A Obr. 37

Protoze je BPBK =b — a,C"'L = ¢ — a, % hv = P, plyne z (2)

V2=§(b+c—2a). 3)

Spojime-1i (1), (3), dostaneme

V=V1+V2=§(a+b+c), )

coz je vysledny vzorec.

RozfeSena priipravni tloha je dosti tézka; predpokldda pri-
praveny model, zopakovani vzorci pro objem jehlanu, obsah
lichobéZnika, trojuhelnika a intuitivni ovéfeni rovnosti vysek
trojiihelniki A"KL, ABC a vysky jehlanu B"KLC"A".

Uplné feseni pripravné ulohy predpokladé i ovéfeni vzorce
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(4) v pfipadecha = b < ¢,a < b = ¢, a = b = c. Vhodnym
dopliikem je vypocet objemu torza ¢tyibokého hranolu, jehoz
podstava je rovnobéZnik; pfi oznaceni obdobném piedchozimu
dostaneme vzorec

P
=z(a—}—b+c+d),

ktery je mozno déle zobeciiovat pro libovolny kolmy hranol.

Po rozfeSeni pripravné tlohy je ROZRESENT SOUTEZNI
ULOHY Z-I-3 hratkou. Bud muZe fesitel sledovat predchozi
postup, tj. odvodit znovu vzorec (4) ve specidlnim ptipadé, nebo
muze prosté dosadit do vzorce (4). Podle textu tlohy je

a=p—gq, b=p, c=p+g; 5)

_ zde je skuteéné a < b < ¢, nebot p, g jsou kladn4 ¢isla, pro néz
plati p > g. Protoze plati

(o2 — 2 + 49°¢° = (° + 92,
je podle obrdceni Pythagorovy véty troluhehn'k ABC pravouhly
s pfeponou BC a jeho obsah je P = EAB . AC, neboli
P = pq(p®— ¢%). (6)
Spojenim (4), (5), (6) vyjde
V =p%q(p* — ¢?).
Uloha Z-1-3 je studijné vhodn4 nejen proto, %e cviti pro-

storovou predstavivost, ale také proto, Ze dava j f lezitost k al-
gebraickym vypoctim, které maji geometricky vyznam.

Z-1-4

4. V roviné je dana kruznice £ = (S; r = 6 cm) a bod M, pro
ktery plati MS = d = 2 cm.
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Sestrojte trojuhelnik ABC s vrcholy na kruZnici % tak, aby
bod M byl stiedem strany AB a piimka BS byla téZnici troj-
thelnika ABC. Kolik m4 uloha feseni?

KOMENTAR A RESENI. Uloha je v zadané podobg tzv.
tiloha zdchytnd, kterou mohou roziesit i slabsi fesitelé bez po-
moci. Sestroji nejprve tétivu AB kruznice %, jejimz stfedem je
bod M(AB L SM). Tteti vrchol C trojuhelnika ABC leZi na
ptimce m [/ BS, jejiz vzdalenost od pfimky BS je taz jako vzda-
lenost bodu A od ptimky BS. Pro dana Cisla d, r protne pfimka
m kruznici & ve dvou riznych bodech Ci, C: a tak dostaneme
dvé feseni tlohy: rovnoramenny trojuhelnik ABC; se zaklad-
nou AC; (AB = BC) a pravouhly trojuhelnik ABCs s pie-
ponou AC: (x ABC: je pravy). Oba tyto trojuhelniky jsou na-
vzdjem ruzné a tvoii I. skupinu feSeni. Vyménime-li oznaceni
vrcholtt A4, B, dostaneme dal$i dvé feSeni ulohy, ktera tvoii
II. skupinu; v daném numerickém ptipadé mé tedy uloha Ctyii
riznd reSeni (obr. 38).

Obr. 38
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Uloha je zajimava teprve tehdy, kdyz urcita &sla r = 6,
d = 2, nahradime parametry. Pak se ukédze, Ze je vZdy feSiteln4,

Ze prod = —% splynou obé feSeni I. skupiny v pravouhly

rovnoramenny trojuhelnik ABC s pfeponou AC; pravé tak

splynou obé feseni II. skupiny; uloha m4 tedy dvé reeni. Je-li
d # T/tz_— , jsou obé FesSeni I. skupiny i obé¢ feseni II. skupiny
navzajem riznd. Zbyva otdzka, zda muzZe splynout nékteré re-

Seni I. skupiny s nékterym feSenim II. skupiny; to miZe nastat
jen tehdy, je-li A ABC rovnoramenny se zakladnou AC i BC,

tj. je-li rovnostranny; pak je ovem d = % .V tomto piipadé

ma4 tloha tfi feSeni: trojihelnik rovnostranny a dva trojihelniky
pravouhlé s uhly 30°, 60°. )
Doporucujeme provést diskusi jako doplnék fedeni soutézni

tlohy nebo aspoii vysetiit piipady d = Vrz_— a d= % .
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IV. SataZné dlohy Il. kola

1. KATEGORIA A

1a. Dokézte, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > 1 plati

1 1 1 1 1 1
(tra-5-8) (55 2)

1 1 1\ (n+1)?
.(1—!—; ————— > = (6 bodov)

- 1 1 1
RIESENIE. Oznatme pn = TT (1 + o= ﬁ) ;

Zrejme plati:
‘ 1 1 1 1 1
‘ﬁ“ﬁ—ﬁ“(“z)(‘“ﬁ) =

1)\2 1

(1+§) .(1—%).

n 1\2
Preto je pp = 11 (1 —}-—)
k=2 k

(-
-LE (+3)] 5 (-5)
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Oznatme r, = II (1-}-%), sn= II (1—%—).

k=2 k=2
M G+1) Tk
, +
Plati: ro= Tt 221 _ 42 mhed
k=2 I I k
k=2 k=2
_n+1
=732

Analogickym vypoctom dostaneme s, =% . Z toho konecne

mame
n + 1)2
Pn = Tnz-sn = ( 4n )

¢o sme mali dokizat,

| A-II-1b I

1b. Uhlopricky konvexniho ¢tytthelnika ABCD se protinaji
v bodé M. Jsou dany velikosti thla &« DAM = 30°, ¥ ADM =
= 90°, ¥ ABM = 30°, ¥ BCM = 45°, Vypoctéte velikosti
vSech vnitinich ahla ¢tyithelnika ABCD. (6 bodt)

Obr. 39
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RESENT (obr. 39). Ozna¢ime délky tseéek AM = a, BM =
= b, CM = ¢, DM = d. Dale ozna¢ime ¥ CDM = ¢ a vy-
pocteme ¥ DCM = 60° — ¢, ¥ CBM = 75°, ¥ BAM = 30°.

Z N\ ADM, /\ ABM plyne

a=2, b=a.
Sinova véta pro /A CDM da

4 _ sin( —g)

c sin @
Sinova véta pro A BCM da

L. 5
b sin45° "’
Znisobenim (2), (3) dostaneme vzhledem k (1)
d _ sin (60° — @) sin 75°

a sin ¢ " sin 45°

a déle vzhledem k (1)

1)

@

©)

1 e .. sin 75°
7 (sin 60°.cotg @ — cos 60°) *<in 457
¢ili
; - (J@_ cotg ¢ — l) (sin 30° cos 45° - cos 30° sin 45°)
2)/2 2 2
¢ili
1 = = 1
—_— = 3. cot -1 + 3), ——
2T (/3. cotg o — 1)1 +1/3) b
&li :

V3 +13)cotgp =143 +2
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&ili - —

B+ )3 cotgp =3+ /3.
ProtoZe je 0 < ¢ < 180° a cotg ¢ = 1, je @ = 45°, Velikosti
vniténich dhla jsou @ = 60°, f = 105°% y = 60° & = 135°.

2a, V roviné je d4n kruh K. Uréete mnozinu vrchol A4 viech
vypuklych ctyfuhelnik ABCD, o nichz plati, ze AC < BD
a Ze celd uhlopficka BD lezi v kruhu K. (5 bodi)

RESENT. Nejprve dokézeme pomocnou vétu:

Necht ABCD je vypukly ctyfahelnik takovy, Ze AC < BD.
Necht X je nejblizsi bod tsecky BD k vrcholu 4 [podrobngji:
je-li pata Y kolmice spusténé z bodu A na pfimku BD na tsecce
BD, je X = Y; padne-li Y na prodlouZeni usecky BD za bod B
(popt. D), je X = B (popt. X = D).] Potom je AX < BD.

Diikaz. Je-li P prusecik uhlopticek AC a BD, pak je AX <
< AP < AC £ BD.

Je-li nyni ABCD c¢tyfuhelnik splitvjici podminky dlohy, je
BD £ 2r, kde r je polomér kruhu K. ProtoZe celd uhlopticka
BD lezi v K, je bod X z pomocné véty v kruhu K. M4 proto
podle této véty bod A od obvodu kruhu K vzdalenost mensi
nez 2r, tedy od stfedu S kruhu K vzdélenost mensi nez 3r.

Je-li obrdcené A takovy bod, ze AS < 3r, pak sestrojime
¢tyfuhelnik ABCD spliiujici podminky tlohy napf. takto: Pro
A = S staci zvolit ¢tverec o strané % r s vrcholem v 4. Necht
nyni A # S. Kruh K’ se sttedem A4 a polomérem 2r mi s K
spole¢ny néjaky bod P, ktery je vniténi i pro K i pro K’ a ktery
nelezi na pfimce AS. Pfimka SP protne hranici kruhu K ve
dvou protéjsich bodech B a D, polopiimka AP protne hranici
kruhu K’ v bodé C. Je pak ABCD vypukly ¢tyithelnik s prise-
¢ikem uhlopiicek P, ziejmé spliujici podminky tlohy.
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ZAVER. Hledani mnozina je vnitfek kruhu, ktery je sou-
stfedny s K a ma trojnasobny polomér.

2b. Je déna krychle ABCDA'B'C’'D’. Uréete mnozinu M
vSech bodl na povrchu krychle, které jsou soumérné sdruzené
s’ vrcholem C podle nékteré pfimky, kterd prochézi stfedem
useCky AB a je kolma k AB. (5 bodu)

RESENT (obr. 40). Oznaéme M stied hrany AB, x pfimku
prochézejici bodem M a kolmou k AB. Bod X sestrojime tak,
aby stied X' usecky (dvojice) CX lezel na pfimce x, a aby bylo
x L CX; pak MC = MX. Body X lezi tedy na kulové plose »

se stftedem M a polomérem CM = %]/5, kde a znaci délku

hrany dané krychle. Pfimky n! ¢!
x vypliuji rovinu soumér-
nosti usecky AB. Body X x| x/
proto lezi v roviné ADA’, “l /
tedy na kruZnici se sttedem A’ ‘|\ B’
A a polomérem a v roviné 6((
ADA'. Protoze X ma lezet >~
na povrchu krychle, je X na ~de
&tvrtkruznici DA’ této kruz- "7‘_'
nice. / /
UkaZme, Ze obrdcené kaz- 4 Fi
dy bod X této CtvrtkruzZnice A R B
vyhovuje tloze. / Obr. 40

Je toti skute&né MX = % |/5 = MC, takze trojtihelnik MXC

je rovnoramenny. O stiedu X’ usecky CX tedy plati, Ze MX' je
kolmé k XC a je tedy MX' osa soumérnosti usecky CX.
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ProtoZze X lezi v roving€ ADA’ a CX' = % CX, lezi stied X'

v roviné soumérnosti Gsecky AB. Proto MX'(X' # M, protoze
X lezive sténé¢ ADD’A’) je kolma k AB. Bod X tedy leZi v hle-
dané mnoziné M.

ZAVER. Mnozina M je étvrtkruznice s krajnimi body A’ a D
kruZnice o stfedu A4 a s polomérem AD ve sténé ADD'A’.

3a. Dokazte, Ze neexistuje trojica redlnych Cisel a, b, ¢ taka,
aby rovnica

ax?+bx +¢=0 1)
mala prave dva rdzne korene x1, x2 a stiCasne rovnica

bx2 +cx +a=0 2
mala prave dva rdzne korene x2, X3 a rovnica

cx2+ax +b=0 3)
prave dva rozne korene x3, x1. (7 bodov)

RIESENIE. Predpokladejme, Ze existuje trojica redlnych
Cisel a, b, ¢ taka, Ze (1) ma korene x1, X2, X1 7 X2; (2) ma korene
X2, X33 X2 7 x3 a (3) ma korene x3, X1 x3 7 x1. Z toho vyplyva,
7e musi byt a # 0, b # 0, ¢ # 0. Dalej stadial vyplyva, Ze &isla
X1, X2, X3 musia byt redlne. Ak by napr. x1 bolo nerealne kom-
plexné Cislo, potom musi byt xo = x1 (x znamena ¢islo kom-
plexne zdruZené k Cislu x), pretoZe st kofefimi rovnice s redlny-
mi koeficientami. Potom v$ak tieZ x3 = x2 = x1 = x1, €0 je
v spore s tym, Ze X3 # X1.

Zo znamych vztahov medzi korefimi a koeficientami kvadra-
tickej rovnice pre redlne Cisla x1, x2, x3 dostaneme:

b= —a(x1 + x2), ¢ = axix2, ¢ = —b(xz + x3),

a = bxaxs, a= —c(x3 + x1), b= cx3x1. O
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. Vylicenim ¢isel a, b, ¢ vZdy z dvoch rovnic, ktoré si v (4) napi-
sané pod sebou, dostaneme

x1xox3 + xo2x3 + 1 =0,

=0,

x1x2x3 + x12x9 + 1
x1x2x3 + x3%x1 + 1 =0.

®)

Vynéisobenim druhej, §tvrtej a $iestej rovnice zo (4) dostaneme
x12x92x32 = 1 Cize bud x1xex3 = 1, alebo x1xex3 = — 1.

Ak do (5) dosadime xi1xax3 = 1, dostaneme, Ze musi byt
x3 < 0, x2 < 0, x1 < 0, z ¢oho x1x2x3 < 0, ale to je spor.

Ak do (5) dosadime x1x2x3 = — 1, dostaneme, Ze aspoil jed-
no z Cisel x1, x2, x3 sa rovnd nule, ¢o opét vedie k sporu.

Tym sme dokazali, Ze trojica relnych ¢isel a, b, ¢ uvedenych
vlastnosti nemdZe existovat.

\
| A-TI-3b |

3b. Urcete viechny nekonecné aritmetické posloupnosti ce-
Iych cisel
QAps A1y Q25 <« oy Any o« -
takové, aby posloupnost
ag, —a1, A2, —A3y ...y (_l)n Any « -+«
obsahovala pravé 1972 dvojic stejnych ¢lent (Cisel). (7 bodi)
RESENI. PonévadZ {a,} je aritmetickd poslotpnost, plati

an = ap + nd, kde d je diference.
Budiz p, ¢, (p # ¢) dvojice indext takova, Ze

(—1fap = (—1)%aq,

tj. .
(—1)? [a0 + pd] = (—1)?[a0 + ¢d]. ey
Kdyby bylo p + ¢ sudé, plynulo by z (1)
Pd = qd,
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coz je mozné, jen kdyz d = 0 (nebot p # ¢). Potom viak jsou
vechna a, sobé rovna a tedy v posloupnosti ¢isel (—1)"a,
existuje nekonecné mnoho dvojic stejnych cisel.

Necht tedy p + g = s je liché. Z (1) pak plyne

) ay+ pd = —ap — qd,
tj.
2q0 = — (p+ ¢q)d = —sd.
Ponévadz s je liché, musi ap = rs, kde 7 je celé, takze
d= —2r.

Pfitom nutné ap # 0, a tedy i » 7 0, jinak by bylo d = 0; viz
predchozi pripad.
Budiz (j, k) jind dvojice indexd takova, Ze

(=1 = (—1Dkay.
Stejné jako vySe dostaneme
2a0=—(j+ k) d,

a tedy
Jt+kR=s.
S s 4w . % .s+1
Dvojic pfirozenych ¢isel p, ¢ s danym souctem s je 5 > to
m4 byt 1972 — tedy
e s+ 1=3944,
s = 3943.
Méme tak ay =3943r, d= —2r.

Vsechny posloupnosti {a,} s poZadovanymi vlastnostmi maji
tedy tvar
anp = 3943r — 2rn,

kde r je libovolné celé &islo.
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2. KATEGORIE B

1a. Do jednotkové kruZnice je vepsan vypukly pétidhelnik,
pro jehoz délky stran plati

alb<c<dZe

azaroveia = 1,d = Vf. Vypoctéte b, ¢, e a zjistéte, zda takovy
pétithelnik existuje.

RESENI. Oznatme a, f, y, 9, ¢ velikosti stfedovych thli
piislusnych po fad¢ k tétivam a, b, c, d, e. Podle textu tlohy je

asfsysdse, (1)
nebot vSecky tyto thly jsou duté. Zaroven plati
a = 60° 6 = 90°. @)
Je tedy podle (1), (2)
' 60° < =y =90° = ¢ < 1805 3)
a mimoto
f+y + e =360°— 60° — 90° = 210°. 4)

Kdyby aspoii jeden z dhla S, ¥ mél velikost > 60°, bylo by
B + v > 120° tj. podle (3)

B+ y + &> 120° + 90° = 210°,
coz je ve sporu s (4). Je tedy
g =7y =60°

Z (4) pak plyne ¢ = 90°. Délky stran jsou b = ¢ = 1, e = VZ_.
Existenci pétiihelnika prokdZeme konstrukei. Sestrojime rov-
noramenny lichobéznik ABCD s délkami stran AB = BC =
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= CD = 1, AD = 2 (primér kruznice) a v poloroviné opacné
k ADB k nému pfipojime rovnoramenny trojuhelnik ADE
s pravym uhlem AED.

[B-II-1b |

1b. Je dany trojuholnik ABC a nad jeho stranami AC, BC
v polrovinich opacnych k polrovindim ACB, BCA st zostrojené
rovnostranné trojuholniky ACD, BCE. Nad stranou 4B v pol-
rovine ABC je zostrojeny rovnostranny trojuholnik 4BF.

Ak je M stred trojuholnika ABF, je trojuholnik DME rovno-
ramenny a ¥ DME = 120°. Dokazte. (6 bodov)

RIESENIE (obr. 41). Oznaéme obvyklym spdsobom dlZky
stran a velkosti uhlov: a = BC,b = CA,c = AB, a = ¥ CAB,
p = ¥ ABC,y = ¥ BCA. Nech V je taZisko (stred) trojuhol-
nika ACD a U tazisko trojuholnika BCE. Otocenie okolo bodu 4

o uhol velkosti a prevedie polpriamku A_I7 do polpriamky A_AZ.
Otocenie okolo bodu B o uhol velkosti § prevedie polpriamku

—> >
BM do polpriamky BU. Preto je
*VAM = a, «MBU=§. 1
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Dalej plati

DV —av — -5, am—Bm — -5,
I3 E
BU = EU = 7“3? ©)
Podla vety% u %o podobnosti trojuholnikov vyplyva z (1), (2)
AN ABC ~ N AMV ~ A MBU . 3)
Z (3) dostaneme
VM=% —Eu, MU=-> _ V. (4)
/3 /3

Dalej je xAVD = 120°, x AVM = y, x EUB = 120°,
¥ BUM =y (pozri (3)). Su tri moznosti:
I. y = 60°. Potom lezi V medzi D, M, U medzi E, M a plati
podla (4)
DM = DV + VM = EU + MU = EM.
Okrem toho je

¥ EMD = 360° — xAMV — £« BMU — « AMB =
=360° — a — f§ — 120° = 240° — (a + pB) =
= 240° — 180° 4+ y = 120°.
II. y < 60° (pozri obr. 41). Potom je
¥ DVM =120° 4y < 180°, ¥ EUM = 120° + y < 180°. (5)
Zo (4) a (5) vyplyva podla vety sus
A DVM & N MUE (6)

a z toho EM = DM. Trojuholnik DME je teda rovnoramenny,
ako sme mali dokazat. Dalej je
¥ EMD = 360° — ¥« AMV — ¥ BMU — ¥ AMB +
+ (¥ DMV + « EMU) =360°— a —  — 120° +
+ (180° — 120° — y) = 120°.
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I11. y > 60°. Postupujeme ako v pripade II s tym rozdielom,
Zeje xDVM = X EUM = 360° — (120° + y) = 240° — y <
< 180°. DokéZeme opit, Ze plati (6), z ¢oho hned mdme EM =
= DM. Dalej pocitame « EMD. Pritom v$ak od¢itame
DMV + «EMU = 180° — (240° — y) = —60° + v, t. j.
pripo¢itame 60° — ¥, ako v pripade II. Vysledok je preto rov-
naky ako v pripade II.

2a. Naleznéte vSechna takova relna Cisla a, kterd maji tu
vlastnost, Ze pro kazdé realné Cislo x plati

2% 4 x — 1

ey A M

(7 bodii)

RESENI. Z definice absolutni hodnoty plyne, Ze (1) lze pre-
psat jako dvé nerovnosti: ‘
. b a—1
x2 —x +1

<a. 2

—a

Pro kazdé x je x2 —x + 1 > 0, a proto (2) je ekvivalentni
soucasné platnosti nerovnosti:

x%(a —2)—x(a+ 1)+ (@a+1)>0, 3)

x%a+2)—xa@a—1)+(@@—1)>0. 4)
Nyni rozliSme tfi pfipady:

a) Necht a — 2 = 0, tj. a = 2. Pak (3) ma tvar
—3x +3>0,

coz neplati pro kazdé x. Tedy hledané a # 2.
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b) Nechta + 2 = 0, tj. a = —2. Pak (4) m4 tvar
3 —3>0,

coz neplati pro kazdé x. Tedy hledané a # —2. (Podivime-li
se na (1), vidime, Ze a # —2 je samoziejmé, nebot je zfejmé
a>0) ‘

¢) Necht a # 2 a a # —2. Pak na levych stranich nerovnosti
(3) a (4) jsou kvadratické trojcleny proménné x. Nerovnosti (3)
a (4) jsou splnény pro kazdé redlné cislo x, pravé kdyz

a—2>0a(a+12—4@a—2)(a+1)<0 (5ab)
a zéroven
a+2>0a(@—12—4a+2)(a—1)<0. (6aDb)

Z (5a) a (6a) plyne, Ze '
a>2. M

Pak z (5b) plyne
(@+1) —4a—2 <0,
tj.
a> 3. @®

Dale z (6b) dostavame
(@—1)—4a+2<0,
a> —3. 9

Z podminek (7), (8), (9) plyne, Ze nerovnost (1) plati pro
kazdé x pravé kdyza > 3.

tj.
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2b. Najdéte feSeni soustavy linearnich rovnic

x —ady + a2z =1, (1)
ax — y +az=—1, 2)
a?x —ay +z=1 3)

s neznamymi x, ¥, £ a redlnym parametrem a. Provedte diskusi
fesitelnosti soustavy vzhledem k parametru a. (7 bodu)

RESENI. Eliminujeme z rovnic (1), (2), (3); z (3) plyne
z =1 — a2x + ay. Po dosazeni do (1), (2) dostaneme

(1 —aYx =1 —a?, 19
1—a?)y=1+a. 2)

Plati 1 — a* = (1 + a?)(1 — a?); protoZe je 1 4 a2 > 0 pro
vSechna redlna a, rozli§imc dva pfipady

N1 —a2+#0, 1 —a2=0{=)a=+1.
V ptipadé I) vypocteme z (1), (2')
1
TIre @
1 .
_adalez (3)
3
PRI ot . (6)

(1 —a)(l +a?

ZKOUSKA ukaze, Ze (4), (5), (6) dava feSeni soustavy (1), (2),
(3) pro kazdé realné a, pro které je 1 — a2 # 0.
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V piipadé II) dostaneme soustavy pro

a=1 x—y+z=1, a=—1: x+y+z2z=1,
x—y+z=-1, x+y+z=1,
x—y+z2=1; x+y+z=1.

Z nich prvni je nefesitelnd, druhd ma nekonecné mnoho feSeni.

| B-II-3a |

3a. Jsou-li a, b, c tfi takova ptirozena Cisla, Ze a3 + b3 + ¢3
je nasobek sedmi, je aspofi jedno z nich nisobkem sedmi. Do-
kaZte._ (6 bodtr)

RESENI. Délime-li ptirozené &islo x sedmi, je zbytek né-
které z Cisel 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Délime-li Cislo x3 sedmi, je zbytek
tyZ jako pfi déleni Cisel 03, 13, 23, 33, 43, 53 63, tj. nékteré z Cisel
0,1,6.

Délime-li soucet a3 + b3 + ¢ sedmi, jsou pro zbytky jed-
notlivych ¢lent tyto moZnosti

0;0;0; 0;0;1; 0;0;6; O;
0;1;6; 1;1;1; 1;1;6; 1;

Posledni ¢tyfi pfipady jsou nemozné, nebot pak by zbytek pii
déleni sedmi byl tyZ jako u souctu

14+1+4+1,14.3,
1+1+6,t.1,
1+6+6,t.6,
6+6-+6,t.4.

Nastane tedy néktery z prvnich Sesti pfipadd, tj. aspon jedno
z Cisel a, b, ¢ je ndsobkem sedmi.

-

>

5 05656
5 65656

-
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3b. a) Necht a, f§, y jsou velikosti vnitfnich dhld daného
trojuhelnika. Dokazte, Ze plati

cos a cos f3 cos y
- - . ) - - =2. (1)
sinf.siny = sina.siny = sina.sinf

b) Necht a, f, y jsou velikosti dutych tihla a necht plati (1).
Existuje trojihelnik, jehoZ vnitfni uhly maji velikosti a, f, y?
B (6 bodu)
RESENT. Jestlize Zadné z ¢isel a, B, y neni nasobkem 7z, pak
vzdy plati:
_ cosa cos 3 cos y -
Viapoy) = sin 8 sin y T Sina. sin y T Shia sin B
1 . . .
S nasm sy [(sin 2a + sin 2f) + sin 2y] =

S S .[sin(a + B).cos(a—p) +siny.cos y]. (2)

sin asin § sin y

a) Jestlize a, f, ¥ jsou velikosti vnit¥nich uhld daného troj-

thelnika, pak
y=an—(a+p),
takze z (2) plyne
Va, B,7) = m.(cos(a — ) — cos(a + B)) =

_ 2.sina.sinf _ 5
~ sina.sinp 7’
tj. (1) plati.

b) Necht a, B, y jsou velikosti dutych uhld a necht plati (1).
Podle (2) pak

sin(a + f).cos(a — f) + sin y.cos ¥ = 2sin a sin f.sin p,
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i sin(a + f).cos(a — B) + sin p.cos y =
= [cos(a — f) — cos(a + B)].sin y .
Po tpravé odtud plyne
cos(a — f).[sin(a + B) — sin y] + sin y [cos y +
" + cos(a + )] =0,

cosa——i_gﬂ.[cos(a p).sin —

ﬁ%"—”—]:o.

atboyy

-+ siny.cos

Tato rovnost zfejmé plati v pfipadé, Ze a + f + » = . Oviem
tato rovnost plati také pro ¢isla a, 8, y, které jsou feSenim sou-
stavy rovnic

7
a—p=-> 3)
Sarf-p =T
2 =
Soustava (3) méa napf. feSeni
5 1 1
a= g7 ﬂ—?n. Y=g 4)

Uhly majici tyto velikosti jsou zfejmé duté. Snadno se 1ze pre-
svédcit, Ze (1) pro né skutecné plati. Soucet Cisel (4) je vSak
vétsi nez zw. Lze tedy vyslovit zavér:

Plati-li pro velikosti a, 8, y dutych Ghl& rovnost (1), pak ne-
musi existovat trojihelnik, jehoZ vnitfni dhly by mély velikosti

a, B, y.
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3. KATEGORIA C

1a. Je dany rovnostranny trojuholnik POR. Uréte mnoZinu
vSetkych vrcholov A4 takych trojuholnikov ABC, ktorych strany
AB, BC, CA obsahuju v uvedenom poradi vrcholy P, Q, R
a pre dizky ich stran plati AB = AC = BC. (5 bodov)

RIESENIE. Priamky stran trojuholnika POR rozdeluji ro-
vinu (okrem tychto priamok) na sedem casti (obr. 42). Ak by
bod A lezal v Casti I, lezal by B v VI, C v IIT a bod 4 v IV,
¢o je spor. Analogicky sa zisti, Ze v I nemdzZe leZat ani bod B,
ani bod C.

Ak by bod A4 lezal v Casti 11, lezal by Bv IV, Cv VIl a 4
v IV (I je podla pfedchadzajucej tvahy vylicena), o je spor.
Napi$me vysledok tejto ivahy do tabulky a analogicky preberme
pripady, ked A lezi v ¢asti III, IV, V, VI, VII. Dostaneme:

4| B | c| 4 Obr. 42 vir
| 1v ‘ VII | 1V Q
1 | vl | I | IV
v | Il | I | IV U I

\Y% 1I III v

/
Vi | mr o m| v A P
VII | IV | VII | IV 7 \"
v

Z tabulky vyplyva, Ze je mozny len pripad, Ze A4 lezi v Casti IV.
Analogicky sa zisti, Ze ak lezi bod A4 na niektorej z priamok —
stran trojuholnika PQR, ale nie vo vrchole, potom A lezi bud
na opacnej polpriamke k PQ alebo na opacnej polpriamke
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k RQ. Ak je konelne A niektorym z vrcholov A POR, potom
mdze byt bud A = P alebo 4 = R, ale nemdze byt 4 = Q.

Z tejto tivahy vyplyva, Ze bod 4 moze lezat len v oblasti IV
a jej dvoch hrani¢nych polpriamkach (vCitane zaciato¢nych
bodov).

~ Obr. 43

Ak vyhovuje A ABC daliim poZziadavkdm tilohy, potom
zAB =z AC =z BCvyplyva,zey =2 ff = a. Teda

3a £ a+f+y=180%tj. a = 60°

Lezi teda bod A v oblasti IV mimo kruZnice & prechddzajicej
bodmi P a R a dotykajticej sa priamok QR a PQ alebo na vicSom
obliku tejto kruznice (obr. 43).

Ozna¢me M mnozinu tych bodov Casti IV so zapocitanymi
oboma hrani¢nymi polpriamkami, ktoré leZia mimo kruZnice %
alebo na obliku PR. Ako sme vyssie ukazali, lezi bod 4 vzdy
v mnozine M.

Ukazme obrétene, Ze kazdy bod mnoziny M je vrcholom 4
nejakého trojuholnika ABC vyhovujiceho podmienkam tlohy.

Ak je A = P, zvolime B = Q, C = R a /\ ABC vyhovuje.
Akje A = R,zvolime B=PaC=Q.Akjed #Pid # R,
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ale A4 lezi v M, obsahuje duty uhol ¥ PAR bod O a jeho velkost
a £ 60°. Priamka vedend bodom Q kolmo k osi tohto uhla
pretne polpriamku AP v bode, ktory oznacime B a polpriamku
AR v bode, ktory oznac¢ime C. Trojuholnik ABC opit spliiuje
poziadavky ulohy.

ZAVER. Hladani mnoZina je mnoZina M vysrafovani
v obr. 43.

1b. Je dén pravothly A ABC, bod D je stiedem jeho pie-
pony AB a bod § je stiedem jemu vepsané kruZnice.

Dokazte: Jestlize CS = DS, pak jeden vnitfni thel A ABC
m4 velikost 30°.

RESENI{. Oznaéme M, N, P po fadé body dotyku vepsané
kruZnice a stran BC,; AC a AB. Pak

SM = SN = SP. )

Z pravouhlého A CNS plyne, Ze CS > NS, a proto téz
DS > PS, takze P # D. Bod S je vnitfnim bodem A ABC,
a proto body S, D, P jsou vrcholy trojihelnika. Podle predpo-
kladu CS = DS, podle (1) je NS = PS, dile ¥ CNS =
= ¥ DPS = 90°, takZe trojuhelniky CNS a DPS jsou shodné
(Ssu). P¥imka CS je osa & ACB = 90°,a proto ¥ SCN = 45°,
tj. také ¥ SDP = 45°,

Bod P je vnitfnim bodem tsecky AB a pfitom P 7 D. Pro
bod P tedy mohou nastat dvé moznosti: bod P lezi bud mezi
body B, D, nebo mezi body 4, D.

Necht P je vnitinim bodem useCky BD (viz obr. 44). Pak

¥ BDS = 45° = & BCS, dile ¥ CBS = ¥ DBS = g,nebof
BS je osa ¥ ABC. Podle pfedpokladu CS = DS, takze
A CSB & A DSB,
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B Obr. 44

tj.
BC = BD = %AB.

Pak sin a =—;—, takze ¥ BAC = a = 30°.

Lezi-li bod P mezi body D a A, pak se zcela obdobné dokéze,
Ze

A CS4A = N DSA,

odtud plyne
AC = AD = %AB s
takze
* ABC = 30°.
C-II-2a

2a. Je dan mnohoc¢len f(x) = x3 4 ax2 + bx + ¢ s celodi-
selnymi koeficienty. Necht existuje celé &islo m tak, Ze Cisla
fm), f(m + 1), fm + 2) jsou nasobky ti¥i. DokaZte, Ze pro
kazdé celé ¢islo x je pak f(x) nésobek tfi. (6 bodur)

RESENT. Bud m takové celé ¢islo, ze f(m), f(m + 1), fim + 2)
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jsou nasobky tfi. Budiz x libovolné celé &islo riizné od m, m + 1,
m + 2. Pro kazdé cislo 2z plati

% —22=(x—2)(x + 2), 23— 2% =(x — 2)(x2 + xz + 22),
takze Cisla
f&x) = fm), f(x) —fm + 1), flx) —fm+2) (1)
jsou po radé nasobky cisel
x—my x—(m-+1), x—(m+2). (2)

ProtoZe (2) jsou tfi po sobé bezprostfedné nisledujici Cisla, je
pravé jedno z nich nasobkem tfi a k nému prislusné cislo (1) je
tedy nasobkem tfi. Protoze vSak také cisla f(m), f(m + 1),
f(m + 2) jsou podle pfedpokladu nisobky tii, je i f(x) ndsobkem
tii.

Tim je véta dokdzéna.

2b. Urcete viecky dvojice redlnych disel x, y, pro které plati
lx+1|+ly+1l=]x+y+1].
Reste tlohu graficky i vypoctem. (6 bodtr)
RESENI. Umocnénim rovnice dostaneme:
+D2+O@F+FD2+2|+ D+ D=
=x2 + y2 4+ 1 + 2xy + 2x + 2y,
2|+ Dy +Dl=2xy —1. ey

a)Prox+1=20ay+1=20nebox+1=0ay+1=50
dostaneme | (x + 1)(y + 1) | = (x + 1)(y + 1), tj. (1) nabude
tvaru

po tpravé

2 + Dy +1) =2xy — 1,
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po upravé
2x+2y+3=0. 2

K této rovnici jesté patfi nerovnice
x+120,y+1=20nebox+1=<50, y4+1=0. 2"

Z obraceného postupu vyplyva, Ze (2), (2") udavaji skute¢né
feSeni dané rovnice.

b)Prox+1=20ay+1=<0nebox+1=<0ay+1=0
dostaneme | (x + 1)(y + 1) | = — (x + 1) (y + 1), tj. (1) nabu-

de tvaru
2+ Dy+1D)=2xy — 1,
tj.
4xy +2x +2y+1=0
neboli
(2x+1)2y +1)=0. ©)
I2x +|1'=0 y
\ x+EI=0 I
N
N [0.0] Y
\ T 1
N .
E7-2] l.k 2y+1=0
TTTRARN] T T
N
N\ 2x+2y+3=0
| | N
Obr. 45 l \
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Rovnice (3) vak ve spojeni s prvni i druhou soustavou nerovnic
x+1=20ay+1=0nebox+1=0ay+1=20 (3)
dava reSeni

1 1
x=—§,y§—l, resp.x§—1,y=—§. @)

¢) Graficky (viz obr. 45). Redeni jsou zndzornéna viemi body
tlusté vytaZené Cary.

3a. Narodny podnik ma vyrobit urcity tovar v troch réznych
typoch v celkovom mnozstve 10 000 kusov. Celkové vyrobné
naklady maju byt 4 300 000 K¢s. Z kazdého typu sa mé vyrobit
aspoil 2400 kusov. Vyrobné néklady jedného kusa typu 4 su
450,— Kcs, typu B 420,— K¢s a typu C 400,— K¢s. Ceny vy-
robkov st stanovené tak, Ze zisk podniku ¢ini pri type 4 16 %,
pritype B 17 % a pritype C 18 % vyrobnych nikladov. Kolko
kusov tovaru z jednotlivych typov mé podnik vyrobit, aby do-
siahol maximalny zisk ? (7 bodov)

RIESENIE. Oznaéme x, v, 2 v uvedenom poradi pocet vy-
robkov typu 4, B, C. Potom plati

x +y + 2 = 10000,
(O]
45x + 42y + 40z = 430 000.

Cisla x, y, 2 st &isla prirodzené a plati o nich
2400 = x < 10000,
2400 = y < 10000, )
2400 = z < 10 000.
Vylicenim neznimej 2 zo ststavy (1) dostaneme
5x -+ 2y = 30 000.
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Druhy ¢len na Iavej strane a prava strana su deliteIné dvoma,
a preto aj ¢islo x musi byt nutne pérne, t. j.

x = 21,
kde ¢ je zatial bliz§ie neurcené prirodzené ¢islo. Pre y a 2 potom

dostaneme
y =15000 — 5z, =z = 3r — 5000.

Po dosadeni do (2) a jednoduchych tpravach dostaneme
1200 £ ¢ < 5000,
1000 < ¢t = 2520,
2466 < t < 5000.

Vietkym trom vyssie uvedenym nerovnostiam vyhovuji len tie
Cisla 7, pre ktoré plati

2466 <t = 2520.
Pocitajme teraz zisk Z podniku:

450.16 420.17
Z =552+ g (15000 —50) +
+ 4_01%01_8(3t — 5000) = 3¢ + 711 000.

Je zrejmé, Ze zisk bude maximalny pri z = 2520 a Cini vtedy
718 560 Kc&s. V takom pripade treba vyrobit 5 040 kusov vy-
robkov typu A, 2 400 kusov vyrobkov typu B a 2 560 kusov vy-
robkov typu C.

| C-II-3b |

3b. Je dan trojihelnik A;A42A43 o stranich délek ai, as, as.
Sestrojte mnoZzinu v§ech takovych boda M trojuhelnika 414243,
Ze pro obsahy plati

A ArAsM £ A AsAsM < A AsAiM. (T bodi)
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RESEN{. Hledanou mnoZinu oznaéme M. Zfejm& M obsa-
huje jen vnitfni body A 414243, nebot jinak by aspoii jeden
z trojﬁhelnikﬁ AlAgM, A2A3M, Az A1 M neexistoval.

Re$me nejdtive dilét ilohu: Uréete mnozinu N vech vnit¥nich
bodtt M trojuhelnika 414243 takovych, Ze pro obsahy plati

A Ar1AM £ N AsAsM. (1)

Trojuhelniky A142M a AsA3M maji spolecnou stranu A:M

Obr. 46 "]

(viz obr. 46). Ozna¢me Bj, Bs paty kolmic spusténych z vrcholu
A1, Az na AeM. Nerovnost (1) ziejmé plati, pravé kdyz

A1B1 £ A3Bs. @)

Ozna¢me C prise¢ik AoM a strany A14s. Ziejmé je C vnitfni
bod tsecky A1As. Necht By # Bs. Pak vznikne A A1CB; a
A A3CBs. Podle véty uu je A\ A1CB1 ~ A A3CBs, takie

A1By A:C

AsBa - A3C :
Nerovnost (2) tedy plati, pravé kdyz
A4:C = 45C. 3)

Ke stejnému z4avéru dojdeme i v pfipadé, Ze By = Bs.
Vyse formulovana diléi uloha je tak pfevedena na wlohu:
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Urlete mnozinu N vSech vnitfnich bodd M trojuhelnika
A1A2A43 takovych, Ze polopiimka AsM protinad Usecku 4143
v takovém bodé C, Ze plati (3). Mnozinou N je ziejmé vnitfek
A\ A142D a vnitiek usecky A2D, kde D je stred strany 41A4s.
Na zakladé feseni dil¢i ulohy se snadno zjisti, Ze hledana
mnozZina M je mnoZina vSech bodl trojuhelnika Ao TE s vyjim-
kou bodu jeho strany AE, kde E je stied strany A1z a T je
tézisté N\ A14243,t3. M = A ASTE \ us. AsE (obr. 47).

Obr. 47

4. KATEGORIE Z

1. a) VySetiete, kterou Cislici kon¢i zapis druhé mocniny prvo-
¢isla v desitkové soustave.

b) Je-li p prvocislo vét§i nez 3, pak Cisla p2 + 14 a p> — 14
nejsou ob¢ zaroveil prvocisla. Dokazte.

RESENI a) Pro prvocislo 2 mame 22 = 4, a tedy posledni
&islice j je 4. Zvlastni postaveni v naSem vysetrovam ma téz prvo-
¢islo 5. Plati 52 = 25 a posledni cislice je tedy 5. Kazdé jiné
prvocislo kon¢i bud ¢islici 1, 3, 7, nebo 9. Konci-li ¢islici 1, pak
druhd mocnina téz kon¢i Cislici 1. Kondi-li ¢islici 3, je posledni
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Cislice druhé mocniny 9. Kondi-li ¢islici 7, posledni islice je
téz 9. Konecné konci-li ¢islici 9, druhd mocnina ma na konci 1.

Miizeme shrnout: ve dvou pfipadech kon¢i druhd mocnina
Cislici 4, resp. 5, jinak druhd mocnina prvocisla konéi bud
Cislici 1, nebo 9.

b) Nyni ke druhé otdzce. Je-li p = 5, pak p2 + 14 = 39, coz
neni prvocislo. Zvolime-li libovolné prvodislo p vét§i nez 5, pak
p? konc¢i bud &islici 1, nebo 9. Konéi-li ¢&islici 1, pak p2 + 14
kon¢i ¢islici 5 a je to Cislo vét$i nez 5. Tedy je p? + 14 sloZené.
Konci-li p2 ¢islici 9, pak p2 — 14 kondi &islici 5 a je vétsi nez 5.
Proto p2 — 14 je ¢islo slozené. Tim je dtikaz podan.

2. Je dan ctverec ABCD. Uvnitt stran AB, BC, CD, DA
sestrojte po fadé body E, F, G, H tak, aby platilo

1 1 1
AE—-Z—BF=—3—CG—ZDH
D G ¢  aaby ctyfuhelnik EFGH byl
lichobéZznik.

RESENI. Pro jednodu-
chost ozna¢me AB = a,
AE = x, kde

Fooo<x< % (obr. 48).

a) Predpoklidejme nej-
prve, ze EH || FG. Potom

Obr. 48 ¥ AEH = % FGC,
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takZe z podobnosti A AEH a /\ CGF je (x # 0)

a — 4x a— 2x

X 3x
To vede k feSeni
9
=
b) Predpokladdme nyni, Ze EF || GH. Potom je
¥ BEF = ¥ HGD,
coz vede k rovnici
2x 4x

a—x a—3x"

Tato rovnice mé jediné nenulové feSeni
x = —a,
které ovSem nevyhovuje.
ZAVER. Jediné fefeni je AE = ;— AB. Konstrukce je pak

snadn4.

I Z-11-3 l
3. Dokézte, Ze pre kazdu trojicu Cisel a, b, ¢ je vyraz
V = a2 + a%? + b%2 — abc(a + b + ¢)

nezaporny. Pre ktoré hodnoty ¢isel a, b, ¢ sa tento vyraz rovna
nule?
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RIESENIE. Zrejme plati
V = a2 + a2c2 + b%2% — a%bc — ab2%c — abc? =
S %(Zazb2 + 2a%c% + 2b2%% — 2a%bc — 2ab%c — 2abc?) =

=%Kﬂw—mﬁc+ﬁﬂ44ﬁw—2w%+bmy+
+ (a%c? — 2abc® + b%c?)] =
= 2 1@ — 9% + Bc — a)? + cXa — B,

¢o je zrejme nezdporné pre kazdu trojicu Cisel a, b, c.
Rovnost V' = 0 nastane vtedy a len vtedy, ked sucasne plati:

ab —c¢) =0, blc —a)=0, cla—>b)=0.

Kombinéaciou podmienok, ktoré vyplyvaju z tychto troch rov-
nosti, dostaneme celkom osem pripadov, z ktorych vyplyva, Ze

V = 0 plati vtedy a len vte-
B dy, ked je splnend niektora
z tychto podmienok:

(]
Na
Q

= ¢,
= 0, ¢ Iubovolné,
= 0, a lubovolné,
= 0, b lubovoIné.

\. // D b) a
- o b
I d)c

QO oo

| T

e Z-11-4

- 4. Je dany pravouhly troj-
- uholnik ABC. Bod D je

e stredom jeho prepony AB
- a bod § je stredom vpisanej
B Obr. 49 kruznice.
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Dokézte: Ak ¥ BAC = 30°, potom plati CS = DS.

RIESENIE. Strana 4B je prepona, a preto ¥ ACB = 90°
a uhly ¥ BAC a & ABC su ostré. Podla predpokladu
¥ BAC = 30° (obr. 49). Ak zostrojime na polpriamke opacnej
k polpriamke CB bod B’ tak, ze CB’ = CB, potom A\ BB'A
je rovnostranny a tedy

BC=%BB’=%AB=BD. 1)

Ak vezmeme dalej do dvahy, Ze priamka BS je osou uhla
¥ ABC, potom dostaneme

xCBS = ¥ DBS. )

Trojuholniky CBS a DBS maju spolocnu stranu BS, a preto
podla vety sus z (1) a (2) vyplyva

/A CBS > A DBS,
takze
CS = DS,
¢o sme mali dokazat.

POZNAMKA. Rovnost BC = %AB dostaneme aj bez po-

mocného trojuholnika BB’A, ak pouzijeme to, Ze

sin écBAC=sin30°=%.
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V. SoutéZni ulohy Ill. kola kategorie A

(AT |

1. Doka?te, Ze pro viechna pfirozend Cisla n > 1 plati

(-D(-L) =) 1 o

(5 bodu)
RESENT. Pro viechna pirozena &isla n > 1 je
n3 > n?,
odkud vyplyva
1 1
l==—>1~= ol

Proto také plati

(3 > (-3 8)
AR

_pGEDE=D _ eADL =D 1 w41
. i2 . 2. (nl)? 2" an

=2

protoZze n > 1, je " _:1 >, atudiz
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1 n+1

2 n

1
> 7
Tim je dokédzéno, Ze pro kazdé prirozené Cislo » > 1 plati (1).
Resil JAN KNYTL

z4k 4.a gymnasia v Novém Ji¢ing

2. Je déna krychle ABCDA'B’'C’'D’. Budiz X obraz bodu C
v nékterém otoCeni kolem osy, které prevede vrchol 4 ve
vrchol B. Urcete mnozinu vSech takovych bodd X, které lezi
na povrchu dané krychle. (8 bodt)

RESENI. Pouzijeme véty, %e kazdé otoeni kolem osy o
v prostoru lze slozit ze dvou rovinovych soumérnosti, jejichZ

D' (ol
/I"E’!
1\
p .-\\l 7/ Y
‘{Ay I
kY {
A ;
/
/ !
/ s
/ /
A B
fo
Obr. 50
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roviny jsou riznobéZné a protinaji se v pfimce o0; za rovinu
soumérnosti jedné z nich lze zvolit libovolnou rovinu svazku o.
Otoceni, které prevadi vrchol A ve vrchol B (obr. 50), ma osu o
(prostorové) kolmou k pfimce AB. Proto pfimka o leZi v roviné
soumérnosti g Usecky AB. Soumérnost ¢o podle roviny pg
pfevede bod C v bod D. Vsechna otoceni prevadéjici 4 v B
dostaneme, slozime-li ¢o se soumérnosti (proménnou) ¢ podle
roviny 0; ¢ je libovolna rovina trsu (B), pro niz plati p ¥ go. Je
tedy vyloucena rovina BCB’. Paty vsech kolmic spusténych
z bodu D na roviny trsu (B) vyplni (podle obrdcent Thaletovy
véty) kulovou plochu I' sestrojenou nad pramérem BD.
Z plochy I' je tieba vyloudit bod C. Obrazy bodu C ve vSech
uvedenych otocenich vyplni kulovou plochu /™, kterd je obra-
zem plochy I v stejnolehlosti se stfedem D a koeficientem 2.
Je tedy I kulové plocha se stfedem B a polomérem BD. Z této
plochy I" je vylou¢en bod M = D pfimky CD, pro ktery plati
DC = MC.

Kulova plocha I, kterd mé stfed B a polomér BD, protne
povrch krychle ve tfech ¢tvitkruznicich: ¢tvrtkruznici k; lezici
v roviné A'B'C’ a omezené body A’, C’, ¢tvrtkruznici k2 v ro-
viné ADA’ omezené body A’, D a ¢tvrtkruZnici k3 v roviné
CDC’ omezené body C’, D. Je M =k U k2 U k3.

l A-TI1-3 |

3. Nech pre postupnost mnohoclenov
Po(x), Pi(x), Po(x)y «v.y Pu(x), ...
Pyx) =2, Pyx)==x

plati

a pre vietky » = 1 vztah
Pn+1(x) + Pn_l(x) = xPn(x). (1)
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a) N4jdite mnohoclen
On(x) = Pu(x) — xPu(x)Pn-1(x) + Pa?a(x),  (2)
pre n = 1972.
b) Vyjadrite mnohoclen [Ppy1(x) — Py-1(x)]? pomocou mno-
hoclenov 2,(x) a Qu(x).

RIESENIE®).
a) Pouzitim vztahu (1), ktory plati pre vetky z = 1, dostane-
me .
Py = x2 — 2, P3 = 3 — 3y, (3)

Dalej vypocitajme priamo z definicie mnoho¢lena Q, a zo vzta-
hov (3) mnohocleny Qi1, Oz, Q3. Dostaneme

O1r=x2—x.x.2+4=4—2x2
Qs = (x2 — 2)2 — x(x2 — 2).x + x2 =4 — x?,

Q3 = (23 — 3x)2 — x(x3 — 3x)(x2 —2) + (x2 —2)2 =4 — x2,
Tieto vysledky nas vedd k domnienke, Ze plati
Qn =4 — xz

pre kazdé n = 1. Pravdivost tejto domnienky potvrdime pouZi-
tim matematickej indukcie:

1° Pre n = 1 zrejme plati Q1 = 4 — x2.

2° Nech pre nejaké n = & = 1 plati Qr = 4 — x2. Doka-
Zeme, Ze potom plati Qx+1 — Qr = 0, t.j. Qr+1 = Q.

Dékaz. Podla vztahu, ktorym bol mnohoclen Q, definovany,
plati pre kazdé £ = 1

Qk+1 — Qr = Pry1?2 — x Ppy1 P + Pi2 — P2 4
+ xPgPg-1 — Pi-1%,

*) Argument x v oznaeni mnoho¢lenov budeme kvéli zjednodu-
Seniu zdsadne vynechdvat. Riesitel ho v3ak pisal.
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z Coho dostaneme po upravich
Ok+1 — Qk = (Pk+1 — Pi-1).(Pr+1 + Pr-1 — xPy).

PouzZitim (1) pre n = k (Co mdZeme urobit, pretoze k& = 1)
Iahko dostaneme Qi+1 — Qr = 0, ¢o sme mali dokézat.
Z predchadzajuiceho je zrejmé, Ze plati

Qn =4 — x2
pre kazdé n = 1. Je teda
Qo2 = 4 — %2

b) Ozna¢me
Rn = Pn+1 - Pn—l-

Podla (1) je pre kazdé n = 1

Rn=xPn‘—2Pn_1.
Teda
Rn2=x2Pn2—4xPnPn_1+4Pn_12. (4)

Zo vztahu (2) je zrejme
On — Pp? = —x PpPy_1 + Pp 2.
Dosadenim posledného vztahu do (4) dostaneme
Ry? = x2Pp? + 4(Qn — Pp?) = (x2 — 4)Py2 + 4 Qn.

PretoZe pre kazdé n = 1 plati O, = 4 — x2, ako sme zistili v a),
bude
an = (PrH-l - Pn—l)2 = Qn(4 - P”2)

pre kazdé n = 1.
Rie$il MILAN KOLIBIAR,
Ziak 3. tr. gymnazia Jura Hronca
v Bratislave
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I A-II1-4 |

4. Dokaézte, Ze existuje nekone¢ne mnoho prirodzenych Cisel a,
ktoré maju tito vlastnost:

Pre kazdé prirodzené Cislo n je n* - a Cislo zlozené. )

Udajte pét Cisel a, ktoré majii uvedent vlastnost. (6 bodov)

RIESENIE. Nech je a kladné &islo. Potom plati

x=n+a=n+2ma+a—2m2]a=

= (2 +a)2 — (]2 |/a)?

vev

Cl1ze
4 4
2= +|a+nl2)m + Va—nl2la. @

4
Ozna¢me V2" Va = 2b. Potom je

a = 4b%. ()
Rozklad (1) potom nadobudne tvar
x = (n? + 2b2% + 2bn)(n® -+ 2b% — 2bn). 3)

Oboch cinitelov stucinu (3) upravime
x1= 12 4 26+ 2bn = (n + B + B2,
xo = n2 + 2b% — 2bn = (n — b)2 4 b2

Ak zvolime prirodzené ¢islo b > 1, st podla (2), (4) ¢isla a, x1,
x2 prirodzené a plati x1 = 13, x2 = 4 a teda Cislo x = x1x2 je
pre kazdé prirodzené Cislo n zloZené. Dokézali sme tak, Ze pri-
rodzenych Cisel a, ktoré maju vlastnost (V) je nekone¢ne mnoho.

Ak dosadime do (2) b = 2, 3, 4, 5, 6, dostaneme pét Cisel
a = 64, 324, 1024, 2500, 5 184,

)

ktoré vietky maji uvedenu vlastnost (V).
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5. Kolik dvojic navzdjem disjunktnich podmnoZzin m4 mno-
Zina o n prvcich? (7 bodtr)

RESENI. Nejprve je tieba urcit pocet viech usporddanych
dvojic navzijem disjunktnich podmnozin dané mnoziny, kterd
mé n prvka., Ucastnici soutéZe fefili tento problém celkem
tfemi zpisoby.

1. 2piisob (takto postupovali téméf vSichni fesitelé).

Z dané mnoziny M o » prvcich mime vybrat dvé disjunkeni
podmnoziny A a B. Nejprve vybereme prvni z nich, A. Ta
miZe mit 0, 1, 2, ..., n prvkid; oznaéme % jejich pocet. Pii
daném k pak druhd mnozina B mize mit 0, 1, ..., n—Fk prvkd;
jejich pocet oznacme j.

Mnozinu A o % prvcich lze z dané mnoziny M o » prvcich

vybrat ( Z ) zplisoby. Mnozinu B o j prvcich lze ze zbyvajicich

n—k prvki sestavit < n;k > zpusoby. Celkem tedy bude

302

zplisobd, jak vybrat nejprve mnozinu A a pak mnozinu B.
Podle zndmého vzorce

je viak
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Potom podle binomického vzorce je

j (Z) ok — §<Z>1k2n~k_=(1+2)"=3n,
k=0 k=0

tj. usporadanych dvojic navzajem disjunktnich podmnoZzin mno-
ziny M je 39

2. zpisob. (Pouzil ho PAVEL FERST, 7k 2. d gymnasia na
Sladkovského ndmésti v Praze 3 - Zizkov.)

Predstavme si, Ze vytvafime uspofddané dvojice disjunktnich
podmnozin mnoziny M. Vezmeme-li libovolny prvek mnoZi-
ny M, pak pro néj mame pravé tfi moznosti. Bud se stane prv-
kem prvni podmnoziny, nebo prvkem druhé podmnoziny, nebo
nebude patfit ani do jedné z téchto podmnozin. Ma-li mno-
Zina M n prvka, pak tedy uspofddanych dvojic navzijem dis-
junktnich podmnoZin mnoziny M je

3n,

3. zpiisob. (Pouzil jej MIROSLAV KMOSEK, 74k 3. a gym-

nasia, tf. kpt. Jarose v Brné.)

Mnozina M o n prvcich mé pravé ( : ) k-prvkovych podmno-

zin. Vezméme jednu z nich a uvaZujme mnoZinu vSech jejich
podmnozin. Libovolnd podmnozina a jeji doplnék v oné k-
-prvkové mnoziné tvoii uspofddanou dvojici disjunktnich pod-
mnozin mnoziny M. Pro danou k-prvkovou podmnoZzinu exi-
stuje 2 jejich podmnozin, tedy i 2% uspofddanych dvojic jejich
disjunktnich podmnozZin, sjednocenim jejichZ prvk dostaneme
tuto k-prvkovou mnozinu. Je tedy hledany pocet uspoiddanych
dvojic disjunktnich podmnozin roven

k”%(z)?‘k:%
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ZAVER RESENI{. Kazdi neusporddand dvojice navzijem
disjunktnich podmnozin A, B mnoziny M je v poltu 3" zapo-
¢tena dvakrat — jednou jako [A, B] a podruhé jako [B, A].
Vyjimku tvofi pfipad A = @, B = @, kdy jediné je A = B.
Tedy 37 + 1 je pravé dvojnasobek poctu vSech dvojic dis-
junktnich podmnozin mnoZiny M. Hledany pocet je tedy

3n 41
2

! A-III-6 I

6. V iovine o st dané dva rozne body 4, S. Dalej st dané
kladné ¢isla d, w; & < 180°. Zostrojte vietky body X roviny g,
ktoré majui tdto vlastnost: ‘

Pri otoceni v rovine g okolo stredu S v kladnom zmysle o uhol
velkosti w® prejde bod X do takého bodu X', Ze XX' = d
a bod 4 lezi na usetke XX'. Akt podmienku musia spliiovat
cisla d, w, aby taky bod X existoval? (7 bodu)

RESEN{. ROZBOR. Podle obr. 51 piedpoklidejme, Ze
bod X je feSenim ulohy. Pak plati XX’ = d. Je-li S’ stied
useCky XX, je
sx=2, XSS’=-C—§—, SX=8X'=r=—

2 .
2sm—2-

d

b

fie i o R i
S§S§' =r =7.C05 - = . cotg -

Bod X tedy leZi na kruznici £ = (S r) a zaroven leZi na te¢né ¢
vedené bodem A ke kruznici I == (S, ).

Odtud plyne KONSTRUKCE. Sestrojime pomocny rovno-
ramenny trojuhelnik KLM se zikladnou LM = d a thlem

164



¥ LKM = w. Pak je zfejmé KL = KM = r a vy$ka z vrcholu
K na zékladnu m4 velikost # (obr. 52). V roviné o sestrojime
kruznice & == (S;7) al = (§; #'). Bodem A vedeme te¢nu ¢ ke
kruznici /. Praseciky te¢ny ¢ s kruznici & oznalime X, X’ tak,

2\
aby bylo XSX’ = w. Potom pokud bod A4 lezi na tisece XX',
je bod X hledany bod.

Obr. 52 L~ ~ ~M

ZKOUSKA. Z rozboru plyne, 7¢ XX’ — daze ¥ XSX' =

N
= o. Podle posledniho bodu konstrukce plati XSX' = w. Je
tedy bod X’ obrazem bodu X v otoceni okolo stiedu S v klad-
ném smyslu o thel velikosti w°. Podle konstrukce je téZ splnéna

podminka, Ze bod A4 leZi na usecce XX'.
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DISKUSE. KruzZnice % a [ lze sestrojit vzdy a plati v’ < r,
nebot ' = r.cos -623 a0 < % < 90°. K tomu, aby bod A4 lezel

na tétivé XX’ kruZnice & a aby bylo moZno jim vést te¢nu ke
kruzZnici /, je nutné a staci, aby platilo

< SA =,

tj.
2 . cotgﬁ £84 = 4 s P)
2 2 .
2sin—
odkud plyne
) )
2.SA.sm7§d§2.SA.tg7. P9

Tedy (P), resp. (P’), je podminka FeSitelnosti dlohy. Pro d =
=28A1tg % existuje jedno feSeni, nebot 4 €/ a tedy existuje

préavé jedna tecna ¢ ke kruznici /; pro
2SAsin%§ d< 2.SA.tg%

existuji dvé feSeni, nebot bodem A4 lze vést dv€ riizné tecny ke
kruznici /.
Resil KAREL HORAK,
zak 3.b gymnasia ve Strakonicich
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VI. Zprava o XIV. mezinirodni matematické
olympiadé

- XIV. mezindrodni matematickd olympidda (MMO) se ko-
nala ve dnech 5.—18. VII. 1972 v Polsku, ve VarSavé a v Toruni.
Jejim potadatelem bylo polské ministerstvo osvéty a vychovy.

Praubéh XIV. MMO odpovidal v podstatnych rysech tradic-
nimu programu MMO, jak se v minulych letech jiz ustélil.
Nejprve se 5. VII. sjela do Var§avy mezinarodni jury sloZena
z vedoucich delegaci zucastnénych zemi, aby pod vedenim
svého pfedsedy, jimz byl prof. S. Balcerzyk z toruiiské univer-
sity, vybrala tulohy, pfipravila soutéZ a fidila pak jeji dalsi
prubéh. Pfipravné price skoncily 8. VII. Mezitim piijeli do
Varfavy také zéstupci vedoucich a osmiclenna druzstva souté-
Zicich zaki. Zdci viak byli ihned od svych vedoucich oddéleni
a pfisné izolovani; pééi o né prevzali polsti pravodci — tlu-
mocnici. Jiz 8. VII. odjeli Zaci do Toruné. Tam je pozdéji —
oklikami a ve stalé izolaci — nésledovala také jury.

Vlastni soutéZ se konala v Toruni ve dnech 10. a 11. VII,
Po ni méli Zaci jiz volno a mohli se na velkém autobusovém
vyleté do severnich ¢asti Polska (OlStyn, Frombork, Malbork)
seznamovat s prirodnimi krasami a historickymi pamatkami
tohoto kraje. Jury mezitim hodnotila Zdkovska feSeni soutéZnich
tloh; hodnoceni vedoucich delegaci sjednocovali jako obvykle
koordinatofi z fad mladych polskych matematiki, vétsinou by-
valych olympionikti. Na zavére¢ném zasedani jury dne 14. VII.
bylo pak dohodnuto koneéné rozdéleni cen.

Po névratu zakid z vyletu odjeli vSichni tcastnici MMO na
druhy, spolecny vylet do Poznané. Cestou navstivili 1éZ praslo-
vanskou osadu v Biskupiné a mésto Hnézdno. Z Poznané se pak
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16. VII. vSichni vratili znovu do VarSavy, kde se 17. VII. ko-
nalo slavnostni zakonceni XIV. MMO spojené s rozdilenim
cen.

V pribéhu let vyrostla MMO postupné v rozsdhlou mezini-
rodni akci, jejiz vyznam daleko pfesahuje rdmec samotné mate-
matiky. Svédcila o tom téz kulturni a spolecenska ¢ast programu
XIV. MMO. Velkou pozornost vénovaly MMO polské orginy
$kolské spravy. Ministr osvéty a vychovy §. Kuberski ptijal
6. VII. vedouci delegaci a na zakonceni uspotadal 17. VII.
v palédci v Lazierikdch druhé ptijeti pro vedoudi i jejich zéstupce.
Na zahdjeni soutéze v Toruni dne 10. VII. byl pfitomen na-
méstek ministra J. Wolczyk. Také predstavitelé mésta Toruné
plné oceftovali vyznam MMO; setkali se s celou jury na piijeti
usporddaném 11. VII. v prostorich historické toruiiské radnice.

MMO se dostalo také patfi¢né publicity v polském tisku.
Toruiisky dennik Nowosci vénoval MMO pii zahdjeni znacnou
Cast své titulni strany dne 11. VII; varSavské deniky pfinesly
18. VII. po zakonceni MMO zpravu o jejich vysledcich.

XIV. MMO se zucastnily delegace ze 14 zemi, a to:
Rakouska (A), Bulharska (BG), Kuby (C), Ceskoslovenska
(CS), NDR (D), Velké Britinie (GB ), Madarska (H ), Mon-
golska (M), Holandska (NL), Polska (PL), Rumunska (R),
Svédska (S), Sovétského svazu (SU) a Fugoslivie (YU).
Kromé toho byla od 14. VII. pfitomna téz pozorovatelka
z NSR.

ZucCastnéné zemé vyslaly k soutézi vesmés osmiclennd Za-
kovska druZstva, pouze z Kuby pfijeli jen tii Zaci; celkem bylo
107 soutézicich. Ceskoslovensko vyslalo druZstvo osmi zaki
gymnasii, byli to:

1. Jan Brychta, Praha (Prazacka),

2. Pavel Ferst, Praha (Sladkovského),
3. fan Frynta, Praha (W. Piecka),

4. Karel Hordk, Strakonice,

5. Miroslav Kmosek, Brno (kpt. Jarose),
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6. Petr Slacdlek, Praha (W. Piecka),
7. Jaromir Szmsa, Ostrava (Smeralova),
8. Imrich Vrto, Rimavska Sobota.

Vedoucim &s. delegace byl dr. Frantisek Zitek, CSc., védecky
pracovnik Matematického ustavu CSAV v Praze, zistupcem
vedouciho byl dr. Jozef Moravcik, CSc., docent Vysoké Skoly
dopravni v Znhne

Vlastni soutéz XIV. MMO spocivala jako obvykle v feSeni
$esti matematickych tloh, které mezinarodni jury vybrala z ma-
teridld pfipravenych polskymi poradateli na zakladé navrha
doslych ze ziucastnénych zemi. Na rozdil od nékterych minulych
let jury tentokrate vyslovné opustila zasadu, Ze z jedné zemé
muZe byt pfijata nejvyse jedna uloha, a dala pfednost kvalité
dloh. To se nesporné pfiznivé odrazilo v koneéném vybéru.
I kdyZ dobrych navrha, zvlasté ze stereometrie, nebylo mnoho,
podatilo se pomérné brzy sestavit soubor Sesti tiloh dosti vyva-
Zeny, pfiméfené obtizny a odpovidajici vcelku tradicim MMO.
- Ptijaté dlohy byly rozdéleny do dvou skupin; pronf tfi tlohy
tesili zaci dne 10. VIIL., druhké tii dlohy 11. VII. Pronf den méli
na f'edeni dloh k dispozici 4 hodiny Cistého Casu, druhy den o pul
hodiny vice, nebot posledni, Sesta uloha byla povaZovdna za
zvlast obtiZnou.

Navrhy téchto uloh doSly ze Sovérského svazu (dloha 1),
Holandska (tlohy 2 a 4), Velké Britdnie (Glohy 3 a 6) a Bulharska
(aloha 5); ptivodni znéni Sesté ulohy vSak bylo v pribéhu pfi-
pravnych praci jury dosti pozménéno (zjednoduseno).

Obtiznost tloh ohodnotila jury body: za feSeni prvni tlohy
mobhli soutézici ziskat 5 bodi, za druhou tlohu 6 bodi, za Glohy
3,4 a5 po 7 bodech a za Sestou tlohu 8 bodii; celkem tedy
40 bodu.

O kvalité soutézicich svéd¢i, Ze osm dki ziskalo maximalni
pocet 40 bodu; ti byli oviem odménéni pronimi cenami. Ostatni
ceny rozdélila jury takto: 16 druhych cen Zédktm, ktefi ziskali

30—39 bodu a 30 tFerich cen zaktm, ktefi ziskali 19—29 bodu.
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Kromé toho byly udéleny 3 zovldiini ceny (za elegantni, resp.
originalni feSeni nékterych uloh).

Ctyfi Ceskoslovensti Zaci ziskali t¥eti ceny; byli to ¥an Brychta
(26 boddr), Imrich Vrfo (21 bodt), Faromir Simsa (20 bodd)
a Miroslav Kmosek (19 bodu). Celkem ziskalo celé Ceskoslo-
venské druzstvo 130 bodi, coZ v neoficialni klasifikaci druzstev
podle poctu bodd znamenalo devaté misto.

Celkové vysledky dosazené zicastnénymi druZstvy jsou shr-
nuty v zabulce na str. 171.

ULOHY XIV. MMO

V této Casti zpravy prinasime Ceské texty uloh XIV. MMO
a jejich feSeni. V nékterych pripadech jde o upravena feSeni
autorska, jindy zase o upravené verze feSeni, jak je podali sou-
tézici. Na rozdil od minulych let tedy nereprodukujeme feseni
predlozena Ceskoslovenskymi ucastniky MMO, a to z davoda
technickych a vécnych.

O naSem druzstvu jako celku lze fici, Ze (pomérné) uspélo
v uloze 1, 2 a 4, bylo slabsi v tiloze 3 a 6 a viibec si nevédélo
rady s dlohou 5. Pfi pfipravé ucastniki olympiady v pfistim roce
1972/73 bude nutno vyvodit z této situace nékteré zavéry, jako
napt. to, Ze bude tfeba vénovat vice Casu pfipravé elementd
analyzy. Stalym problémem je i — jak se letos znovu projevilo —
psychicka kondice a taktickd priprava.

1. Dokazte, Ze v libovolné mnoziné deseti rtiznych dvojcifer-
nych pfirozenych Cisel existuji dvé neprazdné disjunktni pod-
mnoziny takové, Ze soucty jejich prvki jsou stejné.

RESEN{. Libovolni mnoZina o deseti prvcich ma 1023 ne-
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Tabulka

Poclet cen
DruZstva ng:.lm
1 1I III zvl.
A 5 136
BG 2 120
c* | 14
cs 4 130
D 1 3 4 1 239
GB 2 4 179
H 3 1 3 2 263
M 49
NL R 51
PL 1 1 1 1 160
R 1 3 1 1 206
§ *%) 2 60
SU 2 4 2 270
YU 3 136

*) V druzstvu Kuby byli jen tii Zéci.
**) Jeden S$védsky Zdk se neztcastnil druhého dne soutéZe a nebyl
klasifikovan.
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prézdnych podmnoZin. Soulet nejvySe deseti dvojcifernych
cisel je nejvyse roven 990. Podle Dirichletova principu existuji
tedy vzdy dvé neprdzdné podmnoziny dané mnoziny deseti
Cisel, takové, Ze soucty jejich prvka jsou stejné. Vynechdnim
eventudlnich spolecnych prvka z obou mnozin dostaneme dvé
disjunktni neprazdné mnoziny s pozadovanou vlastnosti.

POZNAMKA. Byva zvykem na MMO, Ze prvni iloha je
pomérné lehka; zaci také vétsinou tuto ulohu vyfesili s maxi-
malnim ziskem bodi. Ztroskotali (zato Gplné) jen ti, kterym
nenapadlo pouzit Dirichietova principu (nebo jej neznali).

. Dokazte, Ze pro kazdé-pfirozené n = 4 plati:
azdy t&tivovy Ctyidhelnik 1ze rozdelit na tenvovych ctyr-
thelnika, 4 ole Mz ;/,(’\t,;,lv.( !\;\ )C

RESENI. Rozli§ime nékolik piipadi jednak podle tvaru da-
ného tétivového ctyithelnika, ]ednak podle Cisla 7.

I. Necht danym ctyfuhelnikem je rovnoramenny lichobéz-
nik. Ten lze snadno — pomoci (n — 1) rovnobézek se zaklad-
nami — rozdélit na n rovnoramennych lichobéznikd, a to do-
konce pro kazdé pfirozené n. Ponévadz kazdy rovnoramenny
lichobé&Zznik je tétivovy, je tim v tomto pripadé uloha rozfeSena.

II. Necht » = 5; dany tétivovy ¢tyfuhelnik muaZe byt libo-
volny. Jeho vrcholy ozna¢me po fadé 4, B, C, D, a to tak, aby

bylo ¥DAB < ¥ ABC.

Na strané AD najdeme bod E a na strané BC bod F (4 # E #
# D, B # F # () tak, aby EF || AB. Potom ¢tyfuhelnik
EFCD je opét tétivovy, nebot ma stejné whly jako ¢tyfuhelnik
ABCD.

Jestlice ¥DAB — ¥ ABC,
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je ABFE rovnostranny lichobéZnik; ten rozdélime podle I na
n—1 tétivovych ctyfuhelnikd. Spolu s EFCD budeme tedy
mit 7 tétivovych Ctyfuhelnika.
Jestlize vSak
¥DAB < ¥ ABC,

pak na strané AB existuje bod G(4 # G # B) takovy, Ze
xDGB = xGBC.

Je ztejmé, Ze GBFE je rovnoramenny lichobéZnik.

Budiz nyni S stfed kruznice vepsané trojuhelniku AGD.
Spustime z S kolmice na strany trojuhelnika AGD, ktery tak
rozdélime na tfi Ctyfuhelniky, z nichZ kazdy ma dva protéjsi
uhly pravé, takze je tétivovy.

Nyni uz staci jen rozdélit rovnoramenny lichobéznik GBFE
na n—4 tétivovych ctyfuhelnika (zptisobem popsanym v I), aby-
chom dostali rozdéleni ¢tyfuhelnika ABCD na

1+3+m—4)=n
tétivovych ctyfihelnikd.

II1. Necht n = 4. Necht S je stfed kruZnice opsané danému
tétivovému Ctyfihelniku a necht S lezi uvnitf tohoto ¢tyithel-
nika. Spustime-li z S kolmice na vSechny ¢tyfi strany Ctyftuhel-
nika, rozdéli jej na Ctyfi Ctyfdhelniky, z nichZ kazdy ma dva
protéjsi uhly pravé a je tedy tétivovy.

IV. Necht # = 4 a necht stfed S kruZnice opsané danému
étyfuhelniku nelezi uvnitf ného. Vrcholy ¢tyituhelnika oznaéme
po fadé 4, B, C, D tak, aby AB byla nejdelsi strana ¢tyfihel-
nika ABCD. Ponévadz S nelezi uvniti ABCD, jsou oba tihly
‘¥ BCD, ¥ CDA tupé. Lze tedy najit uvniti ABCD dva body
E, F s témito vlastnostmi:

(1) EC L BC, FD 1 AD;
(ii) EF || AB;
(iii) ECDF je konvexni ¢tyfihelnik.
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Z bodu E, F spustime kolmice na 4B, jejich paty oznaéme
G, H tak, aby EFGH byl obdélnik.
Tim mame dany Ctyfuhelnik ABCD rozdélen na &tyfi étyt-
thelniky
AGFD, EFGH, BHEC, CEFD.
Avsak:
1) EFGH je obdélnik, je tedy tétivovy.
2)Je EH 1| BH, EC 1 BC, takze ¢tyfthelnik BCEH mi
dva protéjsi uhly pravé — je tedy tétivovy.
3) Obdobné z FG 1L AG, FD L AD plyne, Ze ¢tyfuhelnik
AGEFD je tétivovy.
4) Dany c¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy, takZze
¥ ABC + < ADC = .

Ale
EF || AB, EC 1 BC, takze
¥ CEF = £ ABC + —;— 7
a zaroveni
¥ FDC = xADC — % 7.
Odtud vyplyvé rovnost

¥ CEF 4 x FDC = ¥ ABC + ¥ ADC = m;

ctyftihelnik EFDC je tedy také tétivovy.
Tim je tloha feSena ve vSech pripadech.

POZNAMKA. Na prvni pohled se tato tiloha jevi jako ¢a-
sové velmi ndrocnd. Je tomu skutecné tak; to je oviem osud
téméf vSech uloh z geometrie, kdy se maji slovné popisovat
konstrukce a podrobné vypisovat geometrické dvahy. To se
viak tyka hlavné Cistopisu — vlastni feSeni hledaji a odvozuji
Z4ci pfirozené na narysovaném obrézku, coz jde rychleji. Kromé
toho byla tloha zafazena na prvni den soutéZe spolu se snadnou
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tlohou prvni, na jejiz feSeni se naopak spotfebovalo méné Casu.

Z naSich zaka jen dva podali uplné feSeni druhé dlohy.
Vétsinou zapominali na to, Ze konstrukce uvedené v III. nelze
pouzit v pripadé IV.

Uvedené feseni neni oviem jediné. Ve skuteCnosti se v soutézi
objevilo téméf tolik variant a uprav, kolik bylo fesiteld. Proto
také tato tloha kladla nejvétsi naroky na koordinatory. Vysledné
bodové ohodnoceni Zakovskych feSeni bylo spravedlivé ve
smyslu rovnosti viech soutézicich, méné uz ve smyslu ocenéni
objektivni obtiznosti rozfeSenych ¢i nerozifesenych piipadi.
Prispéla k tomu i zdsada nedélitelnosti bodid pii bodovani.

| MMO-3 |

3. Pro kazda dvé celd nezdporna Cisla m, n je
(2m) ! (2n)!
mnl(m + n)!

celé Cislo; dokazte.
RESENI. Dikaz provedeme indukci. Tvrzenti plati pron = 0,

nebot
(2m)!0! _ (@Cm)t [ 2m
ml0l(m + 0)! ~ m!m! _< m )

je binomicky koeficient, a tedy celé ¢islo (pro kazdé m = 0).
Predpokladejme, Ze jsme tvrzeni dokdzali jiz pro vSechna
n < k, kde & je pfirozené Cislo a vSechna m = 0. Ozna¢me

(2m)!(2n)!

il (m + ] 0 -
Pfimym vypoctem snadno ovéfime, Ze pro kazdé m = 0 plati
m-+k

f(my k — 1) = f(m, k)—m,

175



fom+ 1k — 1) = fom, B 2L
takze
fom, k) = 4f(m, b — 1) — fim + 1, k — 1).

Avsak Cisla f(m, k — 1) af(m -+ 1, B — 1) jsou podle indukéniho
.pfedpokladu celd, tedy také f(m, k) je celé Cislo.

JINE RESENTI je zaloZeno na pouZiti vzorce zndmého z ele-
mentérni teorie Cisel. Je-li n pfirozené Cislo a p prvocislo, pak
»* d&li n! pravé kdyz

(%) a = S [pk] .

Pomoci tohoto vzorce se pak dokaZe pro kazdé prvocislo p, Ze
maximalni a takové, Ze p* déli ¢i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>