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Predmluva

Mili mladi pratelé, Gcastnici matematické olympiady.

v pfedmluvé k broZufe kazdého ro¢niku matematické
olympiady se k Vam obracime s nékterou otdzkou, ktera
vds muZe zajimat. Letos chceme stru¢né pohovofit o ko-
mentéfich k feSeni soutéZnich uloh.

KaZda ze Ctyf kategorii, v nichZ je matematickd olym-
pidda organizovdna, zalind prvnim, studijnim kolem.
Ucastnici tu dostanou jednak texty tzv. pripravnych uloh,
jednak text soutéinich uloh; TeSeni soutéZnich uloh ma
mimo studijni cile usnadnit i vybér ucastniki pro postup
do druhého kola. O poslani a vyznamu prvniho kola jsme
uz nékolikrat psali; sleduje se tu pfevazné velmi vazny cil,
aby se mladi zajemci pfiucili v matematice nécemu no-
vému, co jim bude uZite¢né nejen v dalsi soutéZi, ale
i pti dal¥im studiu a vzdélani. Reseni olympiddnich aloh
vétSinou neni jen reprodukovani nauCenych postupd, ale
je to tvofiva prace, ktera potiebuje ¢as a n¢kdy i pomoc.

asu pro feSeni uloh prvniho kola mate pomérné dost;
pomoc muZete zadat od svych uciteli matematiky. Aby
oni mohli pomdhat vam, snazime se pomoci my jim.
Pomoc vam — ucastnikiim olympiady — nezaleZi v tom,
Ze se vam predvede uplné feseni ulohy, ale v tom, Ze jste
uvedeni do metod feSeni zadanych uloh, a to vhodnymi
podnéty-impulsy. Pomoc ustfedniho vyboru MO vasim
ucitelim spociva v tom, Ze vyddvame uZ nékolik let ko-
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mentdre, ve kterych je nejen naznadeno feSeni (autorska
reSeni uloh se vydavala uz od prvaiho ro¢niku MO), ale
kde je i rozbor metod feseni, kde jsou zobecnéni i varianty
uloh apod. S vydavanim komentdfi — nejprve jen pro
kategorii Z — se zacalo v XIX. ro¢niku; pak pfistoupila
kategorie C, a protoZze se tato akce osvédCila, vydavaji se
od XXII. roéniku MO komentafe ke v§em tiloham prvni-
ho kola v$ech Ctyt kategorii.

Zdalo se nam vsak, Ze by bylo §koda, aby po probéhnuti
ro¢niku se komentafe odloZily jako véc nepotfebnd ; mohou
totiz i dale slouZit nejen uciteltm, ale i ucastnikim MO
jako jakasi ,,Skola metod feSeni matematickych aloh®.
Proto je po jistych Gpravach textu zatazujeme do broZur
jednotlivych ro¢niki MO. Najdete v nich ovSem i véci,
které prevySuji matematickou uroveil ucastnika té které
kategorie. Ale snad to nevadi: pfecte-li si napf. ucastnik
kategorie B komentafe k tuloze kategorie C nebo do-
konce Z, vnikne hloubéji do elementdrni tlohy, uvédomi
si moZnosti jejiho zobecnéni ¢i obménéni, které jsou uz
tfeba na trovni jeho kategorie nebo ji dokonce presahuji.
Uvédomte si totiz, ze ulohy niz$ich kategorii vznikaji
Casto jako specidlni nebo zjednodusené pripady uloh
obecnéjsich. A obraceny postup — generalizace (zobec-
fovani) — je opravdu podstatnou sloZkou prace mate-
matika. Konecné si jesté feknéme, Ze jistym stupném
tvofivého matematického vzdéléni je nejen umét fesit
predlozené problémy, ale umét také zajimavé problémy
tvofit; i tomu by se méli ucastnici MO piiucovat.

Uvedme nékolik konkrétnich pfipadi z XXII. roc¢-
niku MO.

Uloha Z—1—1 se tyka tfi¢lennych aritmetickych po-
sloupnosti, jejichZ ¢leny jsou vesmés prvocisla. Je to
v podstaté zvlastni pfipad problémové situace: vySetiovat
aritmetické posloupnosti prvocisel. Na toto téma miiZete
sami vymyslit mnoho tloh; feSeni nékterych bude zcela
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jednoduché, jiné budou obtizné. Obdobné najdete
v XXII. ro¢niku problémovou situaci ,,schodové funkce*.
Jsou to ulohy C—P—1, C—1-3, A—P—-2, A—1-2,
které se vSechny tykaji funkce ,,celd ¢dst 2 redlného Cisla‘,
jez naleZi mezi schodové funkce. Tyto Ctyfi Glohy snad sta-
¢i jako ukazky toho, jaké tlohy muZete na toto téma vy-
myslet. Konecné v kategorii B se vyskytuji dvé ulohy
na téma pocetnost konecnych mnozin, jejich prunika
a sjednoceni. Obé zadané ulohy se tykaji nejvySe tfi
mnozin; ihned je zfejmé, jaké dal$i problémy (podstatné
slozitéjsi) by se daly vytvaret, kdybychom vysli z vétSiho
poctu mnozin (obecné z #» mnoZin). Také tloha Z—I—1
je rozbéhem do rozsahlé, pro Skolu vhodné problémové
situace: urcenost funkce dané rodiny — zde linedrni fun-
kce lomené nékolika uspofddanymi dvojicemi hodnot pro-
ménnych. V komentafich, které byly v podstaté prevzaty
‘do této broZury, najdete podrobnéjsi vysvétleni.

Doufime, Ze vam, naSim Ctenartim a feSiteliim, bude
tato koncepce brozury vitand. Podafi-li se vdm sestavit
néjakou nevSedni a zajimavou tlohu, poslete ji do kon-
kursu ¥CSMF na souté?ni tilohy MO; muZete tak ziskat
1 penézitou odménu.

Mnoho tspéchtit v praci vdm preje

Ustiedni vybor matematické
olympiddy






I. Prab&h XXII. ro€niku matematické olympidady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Poradatelem soutéze XXII. ro¢niku matematické olym-
piddy byla op&t ministerstva $kolstvi CSR a SSR s Mate-
matickym distavem CSAV v Praze (MU CSAV)
a s Jednotou Cs. matematikii a fyziki (JCSMF) za spolu-
prace s organy Socialistického svazu milddeze (SSM).
ProtoZze pfipravovany novy Statut MO nebyl dosud
schvalen, fidila se soutéz XXII. ro¢niku MO opét podle
statutu, ktery byl uvetejnén ve Véstniku MSK, roé. XIX,
str, 126, 127, smérnice 37 ze dne 30. IV. 1963.

Zaci soutéZili celkem ve Ctyfech kategoriich: kategorie A
je urcena pro zdky III. a IV. ro¢nikt Skol II. cyklu,
kategorie B pro Zaky II. roCnikt a kategorie C pro Ziky
I. rocnika téchto Skol. V kategorii Z soutéZzi Zaci zaklad-
nich devitiletych $kol, pfedevS§im Zici 9. ro¢nikt. Bylo
ov§em mozné, aby zak soutéZil i ve vyssi kategorii, nez do
které patfil.

2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY
Ve slozeni UV MO, schvaleném MS CSR dne 18. led-
na 1971 a MS SSR dne 3. prosince 1970, nedoslo k pod-

statnym zméndm; zménil se jen zistupce MS CSR a
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Zdpadoslovensky kraj se rozdélil na dvé Casti: Bratislava -
mésto a zbyvajici Cast Zdpadoslovenského kraje.

Piedseda: doc. fan Vysin, CSc., v&decky pracovnik
MU CSAV, Praha

I. mistopfedseda: dr. fozef Moravcik, CSc., docent
V8D, Zilina

I1. mistopfedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
vedouci védecky pracovnik MU CSAV, Praha

I. jednatel : Viastimil Machdcek, odborny asistent peda-
gogické fakulty KU, Praha

II. jednatel: fifi Mida, odborny asistent pedagogické

_ fakulty KU, Praha

Clenové:

Zastupce MS CSR: Viclav Siila, usttedni $kol. inspek-
tor MS CSR, Praha

Zastupce MS SSR: Michal Zéldy, tUstfedni $kol.
inspektor MS SSR, Bratislava

Zastupce UV SSM: Jana Pomazalovd, profesorka
gymnasia, Brno

dr. FrantiSek Béloun, vedouci matematického kabinetu
KPU, Praha

Milo§ Franek, profesor gymnasia, Prievidza

dr. Jozef Gruska, Matematicky tstav SAV, Bratislava

dr. Milan Hejny, CSc., docent PF UK, Bratislava

FrantiSek Hradecky, odborny asistent MFF KU v. v.,
Praha

prof. dr. Milan Kolibiar, DrSc., profesor PF UK, Bra-
tislava

dr. Tvan Korec, odborny asistent PF UK, Bratislava

akademik Fosef Novdk, feditel MU CSAV, Praha

Vitazoslav Repds, feditel gymnasia, Bratislava

dr. FiFi Sedlacek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV,
Praha ‘

Firi Sidlo, zastupce feditele gymnasia, Praha
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Miroslav Smerda, ucitel ZDS, Bilovice n. Svitavou

FrantiSek Vesely, odborny asistent v. v., Praha

dr. Frantifek Zitek, CSc., védecky pracovnik MU CSAV,
Praha

Dalsimi ¢leny UV MO byli ptedsedové krajskych
vybord matematické olympiady:

prof. dr. Vidclav Pleskot, profesor CVUT, Praha

Ludmila Tréglovd, profesorka gymnasia, R1cany

dr. Ing. Lada Variatovd, profesorka gymnasia, Strakonice

Véra Rddlovd, profesorka gymnasia, Plzef

Karel Hnyk, odborny asistent pedagogické fakulty,
Ustin. L.

FJan Lastovka, vedouci kabinetu matematiky KPU, Hradec
Kralové

dr. Petr Benda, odborny asistent VUT, Brno

Josef Andrys, docent pedagogické fakulty, Ostrava

Katarina Hajtd$ovd, odbornd asistentka PF UK, Brati-
slava

dr. Oliver Ralik, odborny asistent pedagogické fakulty,
Nitra

dr. Ladislav Berger, odborny asistent VSD, Zilina

Koveta Honcarivovd, odborna asistentka PF UP]S, Kosice

Pracovni pfedsednictvo UV MO (PUV MO)
tvofili (v abecednim potadi): prof. dr. Miroslav Fiedler,
DrSc.; VI. Machdleks; Fivi Mida; dr. J. Morawcik,CSc.;
dr. ¥. Sedldéek, CSc.; doc. Jan Vysin, CSc.; dr. Fr. Zitek,
CSc., a zéastupci M.§ CSR a SSR.

3. SCHUZE UV MO

V uplynulém soutéZnim roce se konala opét dvé plenar-
ni zasedani ustfedniho vyboru MO. Na proni schiizi dne
7. a 8. prosince 1972 v Praze byl hodnocen prubéh XXI.
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ro¢niku MO, prodiskutovana pfiprava prazdninového
soustfedéni kategorie B a upfesnény terminy II. a ITI. kol
soutéZe XXII. ro¢niku. VSichni pfitomni uvitali znovu-
zfizeni kategorie C a velmi kladny vliv, ktery na jakost
soutéZe maji komentafe k ulohdm. Tyto komentafe zna-
menaji pro ucitele pfi fizeni soutéze velikou pomoc. Je to
dilezita akce, kterd do jisté miry vyrovnava neptiznivou
situaci, zpisobenou tim, Ze vétsina pobodek YCSMF ne-
Cerpa plné Castky uréené na prednaskovou ¢innost v ramci

Dal$imi body, projedndvanymi na plenarni schuzi
v prosinci 1972, bylo zhodnoceni soustiedéni v Trenciné,
zprava o XIV. MMO v Polsku a ptiprava na XV. MMO.
Diskutovalo se rovnéz o spolupraci s SSM a o doplicich
k novému statutu MO a FO, ktery ptipravil s. Zoldy
z MS SSR. Navrh bude rozeslin viem KV MO k vy-
jadfeni. Byla podédna téZ piehlednd zprava o situaci ve
vydavani edice Skola mladych matematikii a o stavu kon-
kursu JCSMF na ulohy pro MO. Doc. Vysin podal infor-
maci o navrhu osnov pro matematickd gymnasia, ktera
maji byt zfizena na 3 a% 4 mistech v CSSR. Komise slo-
Yend z dr. Bélouna, s. Smerdy a s. feditele gymnasia
Repdse ptipravila tento navrh témat, kterd by méla byt
probirdna ve cvifeni z matematiky v 7. a 8. ro¢niku ZDS:
1. Prvky logiky, 2. Uvod do mnoZinového pojeti mate-
matiky, 3. Nerovnosti a nerovnice, 4. Geometrie hrana-
tych téles, 5. Kombinatorika na ZDS, 6. Logaritmické
pravitko, 7. ReSeni konstruk&nich tloh, 8. Ulohy typu
»zebra®, 9. Ciselné soustavy. Je ticba najit autory pro
sepsdni vhodnych broZur, které by byly jisté¢ vzhledem
k souCasnému nedostatku literatury tohoto druhu na
ZDS ihned rozebriny.

Druhd plendrni schiize UV MO XXII. ro¢niku se ko-
nala u prileZitosti celostdtniho III. kola MO, kategorie A,
v Ziliné ve dnech 13. a 14. dubna 1973. Mimo obvyklé
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body jednani, jako jsou pfipominky k pribéhu soutéZe,
edi¢ni‘zaleZitosti (letaky, broZura se zpravou o uplynulém
roéniku, edice Skola mladych matematikii), konkurs na
ulohy MO a ptiprava soustfedéni kategorie B i druZstva
pro XV. MMO, se opét diskutovalo o ndplni matematic-
kych gymnasii a o ndvrhu na novy statut MO a FO.
Ustfedni vybor matematické olympiady upozornil za-
stupce MS CSR a SSR, %¢ v prosinci 1973 uplyne jeho
tfileté funkéni obdobi a Ze je tedy nutné zalit premyslet
o sloZeni nového UV MO.

Pri diskusi o spolupraci s SSM se rovnéz hovofilo
o putovnim poharu, ktery vénovala Mladd fronta vitézim
III. kola kategorie 4. K 25. vyro¢i MO by méla byt vé-
novana obdobna cena, napt. plastika, apod. Mladd fronta
bude o to pozadana a soucasné bude poZzadana i o to, aby
v edici SMM vydala jubilejni publikaci.

4. PRUBEH YEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

Organizace jednotlivych kol soutéZe nebyla v XXII.
ro¢niku MO nijak podstatné zménéna; byly upraveny jen
dil¢i terminy odevzdani dloh Ziky, resp. posunuty ter-
miny II. kola.

_ L. kolo, tzv. studijni, prob&hlo opét ve dvou etapich.
Ctyfi pfipravné ulohy odevzdavali soutéZzici vSech kate-
gorii svym ucitelim (referentim MO) do 15. listopadu
1972. Ulohy byly opraveny, ale neklasifikovany, takZe
kazdy zak mél moZnost se zcastnit soutézni Casti prvniho
kola. V této Casti soutéZe, koncici pro kategorii 4 15. ledna
1973 a pro kategorii B a C 15. tinora 1973, museli Zici
dle vlastniho vybéru vyfesit ze 6 Gloh aspon 3 na znadmku
aspoli ,,dobrou‘‘, aby mohli byt navrzeni do II. kola.
V kategorii Z bylo podminkou pro navrzeni do II. kola
vyfeseni aspon tfi tloh ze ¢tyf na znamku aspoti ,,dobrou‘‘.
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Podrobné vysledky 1. kola ve vSech kategoriich jsou
uvedeny v tabulkdch 1 a 2. Z nich je opét patrno, Ze sou-
téze MO se zulastniuji v kategoriich 4, B a C velkou
vétSinou sami vazni zajemci o matematiku, nebot pocet
uspésnych tesitelu Cini vice nez 80 9, vSech ucastniku.
Toto procento Gspé$nych resitelt v kategorii Z je pfiro-
zené niZ$i, nebot mnoho Glastniki ze ZDS byva ziskano
,naborem‘; to vSak nijak nesniZuje velky vyznam MO
pro kvalitu vyucovani matematice na ZDS.

Na piebledné tabulce P za posledni Ctyfi rocniky MO
potési neobycCejné vysoky vzrust ucasti v kategoriich
A a B. V kategorii A4 lze tento jev pficist tomu, Ze do ni
prislusi III. a IV. ro¢niky $kol II. cyklu, avSak v kate-
gorii B ucast, pred lety tradi¢né nizka, dosdhla jiZ témér
poctu spojenych kategorii B a C v XIX. a XX. ro¢niku
MO

V obnovené kategorii C ustalil se pocet Gcastnikil na
vy$i odpovidajici priméru dfivéjsich rocnika.

I1. kolo kategorie A se konalo 3. bfezna 1973 za po-
mérné vysoké ucasti (zabulka P a 3); v hlavni klauzurni
praci vSak uspélo jen asi 20 9, ucastnikii. Po obvyklé
piisné koordinaci klasifikace téchto vitéza II. kola vybralo
PUV MO ve smyslu ustanoveni statutu o MO a FO
celkem 75 ucastnikd celostatniho ITI. kola kategorie 4.

V kategorii B a C probé¢hla klauzurni II. kola v krajich
dne 7. dubna 1973 (sobota). V kategorii B (viz tabulka P
a 3) je patrny téZ potéitelny vzrust, a to jak Ucastniku,
tak i uspéSnych fesitelli, ovlivnény bezpochyby vysokou
ucasti v obnovené kategorii C v predchazejicim rocniku.
I v kategorii C je ucast pomérné vysoka a odpovida nej-
vys§§imu poctu dosazenému v ni pfed jejim zruSenim.

Klauzurni II. kolo kategorie Z potadaly OV MO
v okresich ve stfedu dne 7. bfezna 1973. Poclet ucastnika
i GspéSnych fesitelt ponc¢kud poklesl oproti maximu do-
sazenému ve XXI. rocniku MO. Vzrostl vSak pocet
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KV MO, které ve své kompetenci uspotddaly celokrajska
II1. kola kategorie Z. Byly to kraje Praha (35), Zdpado-
Cesky (13), Stiedocesky (36), Vychodocesky (44), Fihomo-
ravsky (47), Zdpadoslovensky (42) a Vychodoslovensky (36).
( 'V zavorkach je uveden pocet ucastnikt — vyhlaSeni
vitézové a uspéSni feSitelé tvofi jednu az dvé tfetiny.)
V nékterych krajich, jako napt. v kraji Stredoslovenském,
byla soutéz III. kola kategorie Z vlastné¢ pripravnym
soustfedénim nejlepsich zastupcti okrest pred jejich po-
stupem do vyssi kategorie soutéze MO. Tak KV MO
zalina pecovat o projevené talenty, eviduje je a upozor-
fiuje na né skoly II. cyklu, kam tito Zaci postoupi.

Celostdtni I11. kolo kategorie A se poradalo 13. a 14.
dubna 1973 z technickych pri¢in na dvou mistech —
v Ziliné a v Bratislavé. Obou soutéznich dnii se ztcastnilo
vSech vybranych 75 Zakt. VyhlaSeno bylo 20 vitézia
a 17 dalsich aspésnych fesitelt (viz piiloha B).

Na pripravné soustiedéni pred XV. MMO v Malesicich
od 25. do 30. cervna 1973 bylo povolano 10 vitéza III.
kola, ktefi i vzhledem k vysledkiim dosaZenym ve II. kole
méli nejlepsi predpoklady pro tUspéSnou reprezentaci;
soustfedéni se zucastnili jeSté dalsi 3 nahradnici. Na sou-
stfedéni prednaseli: prof. dr. M. Fiedler, DrSc., L. Herr-
mann, dr. . Hojdar, dr. J. Moravcik, CSc., dr. A. Vrba,
CSc., doc. ¥. Vysin, CSc., a dr. Fr. Zitek, CSc. Na zavér
soustfedéni vybralo PUV MO osmiclenné druZstvo pro
XV. MMO v Moskvé (podrobnosti ve zpravé v kapi-
tole VI).

5. POMOCNE AKCE
Centrum pfipravy vybranych uspéSnych fesitela MO
jako moznych reprezentantu na XV. MMO bylo opét

v seminafi, konaném na gymnasiu v Praze 2, ul. W. Piecka.
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Na tomto skoleni ptrednasel prof. dr. M. Fiedler, DrSc.,
doc. §. Vy§in, CSc., dr. §. Sedldcek, CSc., dr. J. Hojdar
a dr. A. Vrba, CSc., vsichni z Matematického istavu
CSAV v Praze. K piednaskdm byly vypracoviny sylaby
s texty uloh, které byly davany k dispozici 1 ostatnim
KV MO pro skoleni v jejich strediscich.

Od 25. do 30. Cervna 1973 se konalo piipravné soustie-
déni celkem 12 nejuspésnéjsich vitézh I11. kola kategorie A4.
Z nich bylo dne 29. Cervna na schiizi PUV MO vybrano
osmiclenné reprezentacni druzstvo pro XV. Mezindrodni
matematickou olympiddu v Moskvé. Na soustiedéni byla
probirana tato témata: Ulohy z geometrie (prof. dr. M.
Fiedler, DrSc., doc. J. Vysin, CSc.,), Rovnice a nerov-
nosti (dr. J. Hojdar), Kombinatorika, trigonometrické
funkce (dr. A. Vrba, CSc.), Posloupnosti a matematickd in-
dukce (dr. Fr. Zitek, CSc.,), Delitelnost celych cisel a dio-
Jfantické rovnice (dr. J. Moravcik, CSc.,) a Funkce (L. Herr-
mann).

Soustiedéni uspésnych vesitelit MO a FO kategorie Ba C
se konalo od 18. ¢ervna 1973 do 7. Cervence 1973 ve Zddru
n. Sdzavou. Byly opét vytvoreny tfi tfidy — matema-
ticka, fyzikalni a matematicko-fyzikalni. Matematicky
obsah Skoleni byl zajiStén témito pfednaskami:

a) Dr. Antonin Vrba, CSc.: Vybrané ulohy z kombina-

toriky _

b) Jozef Sramo: Geometrické konstrukcie

¢) Doc. dr. A. Kufner, CSc.: Nerovnosti a odhady

d) Dr. Rudolf Fiby: Geometrické konStrukcie

e) Dr. Jivi Jarnik, CSc.: O funkcich

f) Dr. J. Hojdar: ReSeni rovnic a soustav rovnic

6. STUDIJNI LITERATURA
SPN v Praze vydalo celkem vCas potfebné letdky jak
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pro kategorie A4, B, C, tak i pro kategorii Z, takZe bylo
mozno vypomoci v kategorii Z i slovenskym KV MO,
které dostaly letdky opozdene Rozhledy matematicko-
[fyzikdlni otiskly rovnéZ vcas texty aloh MO.

V Miadé fronté pokracovalo vydavani edice Skola
mladych matematikii; vysly tyto dalsi svazky:

€. 30: M. Koman — §J. Vysin: Maly vylet do moderni
matematiky

¢. 31: Oldrich Odvdrko: Booleova algebra

¢.32: J. Vysin — J. Kulerovd: Druhy vylet do moderni
matematiky

Byly recenzovany a do vyroby pfeddny dalsi svazky
této edice.

7. KONKURS JCSMF NA NAVRHY ULOH
PRO MO

Tento konkurs je téméf vyhradnim zdrojem tuloh pro
MO. Ve XXII. ro¢. MO bylo zaddno celkem 66 tuloh,
z nichz jich jen 5 nebylo ziskiano konkursem. Také cesko-
slovenska tloha na XV. MMO v Moskv¢ byla z konkursu.

Od vyhlaSeni tohoto nepfetrzité probihajiciho kon-
kursu v roce 1966 doslo do 1. XI. 1973 celkem 905 uloh
od 86 autorti. Recenze byla k témuZ datu ukoncena
u 810 uloh, z nichZ prijato a odménéno bylo 525.

Podminky konkursu jsou od XXIII. ro¢niku MO uve-
fejiiovany v letacich s ulohami.

Zajemce o konkurs upozoriiujeme, ze se zacind meénit
tematika tloh MO. Objevuji se ulohy z modernizované
Skolské matematiky. Téchto uloh bude jisté v MO stale
pribyvat. Pavodni ulohy z moderni matematiky maji
v konkursu znac¢nou nadéji, ze budou pfijaty a odménény.
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Prehledni tabulka P

Pocet soutézicich v 19., 20., 21. a 22. ro¢niku MO
Katego-
rieg 4 B c Z Skolni
rok
kolo|rot.] P | U| P | U | P |U| P | U
19.] 565 | 447 | 842 | 612 *) *) 8230 | 555069 —70
I 20.| 399 | 352 | 843 | 656 *) *) | 10366 | 7376 |'70—171
21.| 554 | 445 | 476 | 354 | 1115| 926 | 11090| 7870 |71 —72
22.1979 | 858 | 808 | 667 | 1194 | 975 | 10965 | 6989 |72—173
19.| 381 88 | 556 | 129 *) *) 4863 | 1790 69 —70
I 20.|341 | 58 | 613 | 162 *) *) 6770|3807 |[70—171
21.1429 | 170 | 342 | 122 | 844| 180 | 7275|3063 |71—172
22.1802 [ 152 | 637 | 225 | 897| 418 | 6226|2423 |72—173
19.| 44 | 24 69—170
1L | 20-| 42 20 Nekonaji se celostatné 70—-71
21.| 74| 33 71—-72
22.| 175 | 37 72—-173
P ... pocet vSech ucastniki
U ... polet tspéinych fesitela

*) ... kategorie C byla zruSena, Zici I. a II. ro¢niku $kol II. cyklu
soutézili ve spole¢né kategorii B
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Tabulka 2
Piehled ucastniku I. kola podle krajii v kategorii Z

Kategorie Z
KRAJ P Z toho U Z toho
divek divek

Praha - mésto 1064 537 666 316
Stfedocesky . 663 367 409 219
Jihocesky 556 291 352 165
Zapadodesky 408 236 286 156
Severocesky 661 297‘ 342 142
Vychodocesky R 633 315 465 219
Jihomoravsky 1287 B 647 769 388
Severomoravsky 1027 507 602 202
Bratislava - mésto 652 287 390 160
Zapadoslovensky 1501 875 1073 600
Stiedoslovensky : 1189 N 552 826 391
Vychodoslovensky 1324 641 809 412
Celkem 10965 5543 6989 3465

P = celkovy podet ulastnikti; U = podet uspéinych fediteld
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Tabulka 4

Prehled poctu ucastniki II. kola podle kraji v kategorii Z

Kategorie Z

KRAJ P Z toho U Z toho
divek divek
Praha-mésto 589 7 278 342 N 155
Stredolesky 346 181 203—‘ 102
Jihocesky B 3;1 ) 149 » 113 o 50
VtZépadoéesk;'r’ 7 190 | 96 N 35‘ ”‘"_1’7 )
Severotesky | 204 o | e | s
Vychododesky 426 193 286 134
Jihomoravsky _ 692 345 153 63 N
Severomoravsky 541 255 N 183 o ;?0_ N
Bratislava-mésto 373 150 135 - 49
Zapadoslovensky 965 475 336 161_
Stiedoslovensky 687 325 144 75
Vychodoslovensky ; 7802 407 359 185
Celkem 6226 2973 2423 1122

P = celkovy podet icastnikii;
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Priloha A

SEZNAM USPESNYCH RESITELU II. KOLA MO
VE XXII. ROCNIKU

(pokud neni uveden typ $koly, jde o gymnasium, resp.
SVVS)

PRAHA — MESTO
Kategorie A

Jan Trlifaj, 3.d, Praha 3, Sladkovského nam.; Ale$ Dra-
pal, 3.e, Praha 8, U libefiského zdmku; Jan Frynta, 4.f,
Tom4aS Chrz, 4f oba Praha 2, ul. W. Piecka; M.llena
Sidlova, 3.a, Praha 7, Nad stolou, Pavel Ferst, 3.d,
Praha 3, Sladkovskeho nam.; Alexander Fuchs, 3.a,
Praha 10, Pfipoto¢ni; Petr ]arolim, 4.f, FrantiSek Dras-
nar, 4.f a Petr Slacélek, 3. f, vSichni Praha 2, ul. W. Piecka.

Kategorie B

Richard Giirtler a Jifi Obenberger, oba 2.d, Praha 2,
ul. W. Piecka; Ludvik Reichert, 2.a, Praha 4, Ohradni;
Vladimir Kopp, 2.b, SPS strojni, Praha 5, Preslova;
Jiti Stérba, Jaroslav Flala, Dana Limova, Martm Bau-
mann, Nina Karpinskd a Michael Valasek, vSichni 2.d,
Praha 2, ul. W. Piecka.
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Kategorie C

Karel Suchomel, 1.d, Praha 1, Sté€panskd; Viclav Ko-
téSovec, 1.d, Praha 2, ul. W. Piecka; Jaroslav Dostal, 1.a,
Praha 4, Modfany; Zuzana Bartdkov4, 1.a a Jana Dud-
kova, 1.b, ob& Praha 7, Nad $tolou; Mojmir Churavy, 1.d,
Praha 2, ul. W. Piecka; Vlastislav Maixner, 1.d, Praha 3,
Sladkovského ndm.; Cestmir Stuka, 1.g, Praha 8, U li-
befiského zdmku; Erik Stérba a Jaroslav Zapotocky, oba
1.d, Praha 1, Stépanska.

STREDOCESKY KRA]J
Kategorie A

Toma$ Fiala, 4. ro¢., Pfibram; Jaromir Kukal, 4. roc.,
BeneSov; Ivo Safatik, 4. roc., Slany; Hana KrbusSkov4,
4. roc¢., Mnichovo Hradist&; Ivo Marek, 4. ro¢., Radotin;
Miloslav Joukl, 4. ro¢., Kutnd Hora; Jan Vétrovsky,
4. roC., Podébrady; Vladimir Meier, 3. ro¢., Mlad4d Bo-
leslav; Zdenék KfiZ, 4. roC., Sedl¢any.

Kategorie B

Karel Breiter, 2. ro¢., Mnichovo Hradi$té; Jifi Som-
mer, 2. ro¢., Nymburk; Ivan Rehof, 2. ro¢., Radotin;
Dagmar Stuksova, 2. ro¢., Ricany; Jan Prochdzka,
2. ro¢., Mlada Boleslav; Karel Karlik, 2. roé., Caslav;
Vlastimil Klima, 1. ro., BeneSov; Jaromir Stransky,
2. roC., Brandys n. L.; Jaroslav Hrasek, 2. roC., Beroun.

Kategorie C

Hana Janou$kovd, 1. ro¢., Sedl¢any; Jaroslav VoZeh,
1. ro¢., Hotovice; Vojtéch Zadrazil, 1. roc., Cesky Brod;
Zdenék Topfer, 1. ro¢., Mladad Boleslav; Ivan Vins,
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1. ro¢., Radotin; Miroslav Krob, 1. ro¢., Beroun; Miro-
slav Krejéi, 1. ro¢., Mnichovo Hradi$té; Miroslav Smej-
kal, 1. ro€., Sedl¢any; Petr Kucera, 1. roc., Kutnad Hora;
Ivo Drahorad, 1. ro¢., Brandys n. L.

JIHOCESKY KRAJ
Kategorie A

Karel Horak, 4.b, Strakonice; Pavel Kmdlmann,3 a,
K. 8., Ceské Bude]ov1ce, Josef Voldrlch 2. roc., Vim-
perk; Jifi Hanzilek, 4.a, K. S., Ceské Bude]0v1ce, Jan
Teska, 3.b, Mllevsko I Canda, 4.a, Pisek.

Kategorie B

Josef Voldrich, 2. ro¢., Vimperk; Zdenika Bervidova,
2.c, Tabor; Jana Chaloupkovd, 2.a, Prachatice; Jan Va-
fata, 2.b, Strakonmice; Miroslav Vicha, 2.b, Tabor;
eroslava Kochové, 2.a, K. Satala, Ceské Bude)ov1ce,
Karel Markvart, 2.b, Tabor; Jan Kozelka,” SPS strojni,
Pisek; Alena Rubesova, 2.a, K Satala,’Ceske Budéjovice;
Vladimir Drépalik, 2.a, Strakonice.

Kategorie C

Jiti Hofman, 1. roc, K. Satala, Ceske Budéjovice;
Eva SniZkova, 1. ro¢., SPS stavebni, Ceské Budg&jovice;
J. Vyhnal, 1. roc., K. Satala, Ceské Budgéjovice; Vladimir
Huna, 1. roé., Prachatice; Véra Cern4, 1. roc., Prachatice;
Zbynék Brtna, 1. roc Prachatice; Martin Bartos a Pavel
Zampach, oba 1. ro&., Trebon, Ladxslav Soukup, 1. roc.,
Vlmperk Emil Pltter, 1. ro¢., K. Satala, Ceské _Budéjo-
vice ; Ladislav Slipka, 1. roc., ]mdnchuv Hradec.
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ZAPADOCESKY KRAJ
Kategorie A

Magda Fortova, 4.d, J. Fucika, Plzeni; Jan Klaschka,
3.a, Marianské Lazné&.

Kategorie B

FrantiSek Pillmann, 2. a, J. Fucika, Plzen; Josef Pru-
ner, Vaclav Smrha, Lubo$ Odvarka, Vladimir Krisny
a Petr Matas, vSichni 2.a, J. Fulika, Plzen; Jaroslav Kr¢-
mar, 2.a, SuSice; Michal Svrcek, 2.b, Karlovy Vary.

Kategorie C

Milan Studeny, l.a, Maridnské Lazné; FrantiSek Sta-
nék, l.a, J. Fulika, Plzefi; Zuzana Martinkova, 1.b, So-
kolov; Karel Kubat a Pavel Sedlék, oba 1.a, J. Fucika,
Plzeni; Rudolf Ottis, Jifi Smejkal a Josef Biirger, vSichni
l.e, Plzen, ul. Pionyrt; Vladimir Sedlak, Jaroslav Stastny
a Daniela Rezni¢kov4, 1.a, J. Fudika, Plzen

SEVEROCESKY KRAJ
Kategorie A

Viclav Spacek, 4.c, ul. Cs. dobrovolcti, Teplice; Ivo
Mrizek, 2.b, SPS chem., Ustin. L. -Stfekov; Jan Palacky,
4.c, Jeronymova, leerec Jan Holub, 4.c, ul. Cs. dobro-
volct, Teplice; Jifi Svoboda, 4.c, ul. Cs. dobrovolcu,
Teplice; Vitézslav Sve]dar, 4.b, Komenského nam.,
D&¢&n; Ji¥i Hora, 4.a, Zatec.

Kategorie B
Ivo Mrazek, 2.b, SPS chemicka, Usti n. L.; Vaclav
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Soukup, 2.c, Liberec; Pavel Koberle, 2.a, Lovosice;
Martin Miiller, 2.a, Litvinov; René Hladik, 2.b, SPS che-
micka, Usti n. L.; Jifi Maryska, 2. rod., ]ablonec n. N.;
Jan Maly, 2.a, thomence Jifi Skutchan, 2.a, thvmov,
Jiti Svoboda, 2.c, Liberec; Martm Kapoun, 2.a, Ustin. L.

Kategorie C

Jifi Sluka, 1.b, Jablonec n. N.; Pavel Vondrik, l.a,
Usti n. L., Leo$ Tomlcek 1. ¢, leerec Milan Durana,
Miroslav Oktabgc, Jiti Dlouhy a Jiri C1p1n, vSichni 1.c,
Teplice; Véra Svarcbachova, 1.b, Litoméfice; Jaroslav
Holomek, 1.c, Liberec; Ivan Chudomel, 1.a, Litvinov.

VYCHODOCESKY KRA]J
Kategorie A

Vladimir Bergl, 4.a, Pardubice-Spofilov; Jan Mandel,
4.b, Néchod; Jifi Limpouch, 4.g, J. K. Tyla, Hradec Kra-
lové; Jifi Svoboda, 3.a, Pardubice-Spofilov; Jaroslav Sulc,
4 .a, Turnov; ]osef ]ezek 3.a, Pardubice-Spofilov; Zde-
nék Drabek, 3. rod., Lan$kroun; Miroslav Siksl, 4.a,
Prelouc; Pavel Kouba, 3.2, Vysoké Myto.

Kategorie B

Jiti Hulka, 2.g, Hradec Kralové; Vladimir Fedr, 2.a,
Policka; Tomé$ BlaZek, 2.a, Pardubice; Josef Pavel,
9.a, ZDS Rychnov n. Kn., Komenského; Pavel Kubat,
2.a, Havli¢kuv Brod; Stanislav NoZicka, 2. g, Nova Paka;
Petr Holan, 2.2, Novy BydZov; Rastislav Jakubicek, 2. roc.,
Policka; Ludék Némec, 2.a, Pardubice; FrantiSek Stary,
2.5 SPS elektrotechnickd, Pardubice; Ivan Sup, 2.a,
Prelouc,
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Kategorie C

Miloslav Kalous, 1.a, Rychnov n. Kn.; Petr Novék,
l.a, Pardubice; Milo§ Ferjenlik, Jifi Dvofdk a Radim
Ptacnik, vSichni 1.a, Pardubice; Zdenék Rudolf, 1.a,
Trutnov; Miroslav Pétek, l.a, Trutnov; Jan Sugl, l.a,
Rychnov n. Kn.; Jifi Salac, 1.a, Pardubice; Josef Nosek,
l.ro¢., Semily; FrantiSek Rozkot, 1.a, Rychnov n. Kn.;
Pavel StoviCek, 1.a, Pardubice.

JIHOMORAVSKY KRAJ A BRNO—-MESTO

Kategorie A

Miroslav Kmosek, 4. ro¢., Brno, tf. kpt. Jarose;
Ales Moravec, 4. ro¢., Brno, tf. kpt. ]arose Jiti Pavel,
3. roC., Jihlava; Pavel Sandera, 4. ro&., Brno, Kifenova;
Jiri Brabec, 3. ro&., Zdar n. S.; Karel Kozmik, 4. roc.,
Kromériz; Petr P1stek 4. roc, Brno, Kifenova; AleS
Chramosta, 3. ro¢., Brno, tf. kpt. Jaro$e; Karel Meduna,
3. roC., Brno, Lerchova; Vit Tichacek, 4. ro¢., Kroméfiz.

Kategorie B

Jan Hollan, 2. roc., Brno, tf. kpt. JaroSe; Josef Geb-
rich, 2. ro¢., Brno, tf. kpt. JaroSe; Zora VICkova 2. roc.,
Brno, Lerchova; Zdenka ProkeSova, 2. ro¢., Brno, Ko-
névova; Zdenék Pticek, 2. rol., Kromériz; Jifi Havel,
2. ro€., Jihlava; Vladimir Pisk, 2. ro¢., Ttebi¢; Jaroslav
Cervenka, 2. ro¢., Uhersky Brod; Alena Mal4, 2. roc.,
Brno, Konévova; Jaromir Trubelik, 2. ro¢., Kromé&fiz.

Kategorie C

Zdenék Ondrik, 1. rol., Tiebi¢; Jindfich Petruska,
1. ro¢., Brno, Elgartova; Milan Trnka, 1. ro¢. Brno,
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Kfenova; Jan Jirkd, 1. roC., Zdar n. S.; Eva PivniCkova,
1. roé., Znojmo; Jana Hladka, 1. roC., Brno, Kfenova;
Ludék Tomek, 1. ro¢., Brno, Lerchova; Zuzana Braz-
dova, 1. roc., Brno, tf. kpt. JaroSe; Zdenék Marczy-
niszin, 1. ro¢. Bfeclav; Pavel Knébl, 1. ro¢., Gottwaldov;
Josef Zielinski, 1. roC., Znojmo.

SEVEROMORAVSKY KRA]J

Kategorie A

Jaromir Simsa, 3. ro&., Ostrava I, Smeralova; Antonin
Otéhal, 3. ro¢., Ostrava-Zabieh, Volgogradska; Vladislav
Macejovsky, 3. roC, Ostrava I, Smeralova; Rostislav
Mezihorik, 4. ro¢., Rymarov, Jelinkova.

Kategorie B

Leszek Gajdzica, 2. ro¢., polsky vyué. jazyk, Cesky
TéSin, Havlickova; Miroslav Lycka, 2. roc., Vsetin;
Marie Kuznikovd, 2. ro¢., Havifov, Tojovského; Dane§
Cervinka, 2. ro¢., Opava, Komenského ; Michal Novotny,
2. ro¢., Olomouc-Hej¢in, Tomkova; Karel Lichy, 2. roc.,
Opava, Komenského; Vladimir Hruska, 2. ro¢., Valasské
Mezitfi¢i; Lumir Gatnar, 2. ro¢., Opava; Jifi KoZusznik,
2. ro¢., Ttinec; Miroslav Prchal, 2. roc¢., Ostrava I,
Smeralova; Lubomir Balanda, 2. ro¢., Cesky Té&Sin.

Kategorie C

Viéclav Keral, 1. ro¢., Unicov; Jifi Navratil, 9. roc.,
ZDS, Olomouc-Repéin; Ladislav Senky#ik, 1. roc., Olo-
mouc, Jifiho z Podébrad; Jan Vopatecky, 1. ro¢., Opava;
Tomas Hudec, 1. roc., Ostrava-Zabteh, Volgogradska;
Kristian Walach, 1. roc., Ostrava-Zabteh, Volgogradska;
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Zdenék Krchak, 1. roC., Vsetin; Hana Miinzova, 1. roc.,
Valasské MezifiCi; Josef Krmela, 1. roC., Ostrava-Zabrieh,
Volgogradska; Josef Precek, 1. ro¢., Olomouc-Hejcin.

BRATISLAVA — MESTO

Kategoria A

Jan Krajcik, 2. roc., Pavol Zlatos, 3. roc., Lubor Kol-
lar, 3. ro¢., Milan Kolibiar, 4. ro¢., Pavol Meravy, 3. roc.,
Jozef Siran, 3. roC., Jan Kré, 3. roC., Pavol Poliak, 3. roc.
a Vladimir Raj¢ak, 4. roC., vietci Bratislava, Novohradskd;
Martin Breza, 3. ro¢., Bratislava, Cervenej armady.

Kategoria B

Jan Kraj¢ik a Jan Slodicka, oba 2. roc., Bratislava,
Novohradskd; Tibor Bednarik, 2. roC., Bratislava, Cer-
venej arméady; Jan Kudera a Peter Krejci, oba 2. roc.,
Bratislava, Novohradskd; Miroslav Poliak, 2. roé. SPS
elektrotechnicka, Bratislava, Zochova; Ivan Janetka a Mi-
lan Kiacek, oba 2. ro¢., Bratislava, Novohradskéd; Lubo-
mir Sestdk, 2. roC., Bratislava, Cervenej armady.

Kategoria C

Michal Jancina, 1. roC., Bratislava, Metodova; Ondrej
Nather, 1. roC., Bratislava, Novohradskd; Eva Gon-
dovia, 1. roC., Bratislava, Cervenej armady; Michal Zika,
Igor Kossaczky, Pavol Krchndk, Juraj Waller, Pavol
Kossey, Jozef Kiss a Miroslav Drkos, vSetci 1. roc.,
Bratislava, Novohradska.
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ZAPADOSLOVENSKY KRA]J

Kategoria A

Kamil Hanuliak, 4. ro¢., Trnava; Frantisek Sindler,
4. roc., Zlaté Moravce; Peter Hrosso,4 ro¢., Topol¢any;
Stefan Knutelsky, 3. roc., Nitra, Parovska; leor Kantor,
4. ro¢., mad., Komarno Jan Helbich a Karol Palacka,
oba 4. roé., Peter Pet’ovsk}’r, 3. roC., vsetci slov., Ko-
marno.

Kategoria B

Peter Starke, 2. ro¢., Trenéin; Jozef Kocan, 2. rod.,
Trnava; Ivan Ostadal, 2. roC., Nové Mesto nad Viahom;
Viera Zajacova, 2. roc., Banovce n. Bebravou; Vladimir
Dzurak, 2. ro¢., Nové Mesto n. V.; Roman Ormandy,
2. roC., Trnava; FrantiSek Palkovié, 2. roc., Holic;
Pavol Kristl a Ivan Kubik, oba 2. roc., Nové Meston. V.;
Karol Durenec a Milo$ Mlkula, oba 2. roC., Trencm,
Milan Potoddr, 2. ro¢., Senec; Zoltan Téglas, 2. roc.,
mad., Komadrno.

Kategiria C

Milan Svetozar, 1. ro&., SPS elektrotechnick4, Piestany;
Daniel Madlenidk, 1. ro¢., E. Gudernu, Nitra; Janka Ho-
zékové, 1. roé., Nitra, Parovska; Jiti Krél, 1. ro¢., Tren-
¢in; Hana Stachova, 1. roc., Nove Mesto n. V.; ]an Bre-
zov1cky, 1. roC., E. Gudernu, Nitra; Lubomu’ Skrlecka,
1. ro¢., Trendin; Ildikéd Holocsyova,l ro¢., mad., Samo-
rin; Edlta Horvathova, 1. roC., mad., Samorm, eroslav
Bebjak, 1. roc., Partizdnske; ]én Sudek, 1. ro¢., Senec;
Jana Tokarova, 1. roC., Trnava; DuSan Uhrin, 1. roé.,
E. Gudernu, Nitra.
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STREDOSLOVENSKY KRA]J

Kategoria A

Imrich Vrto, 4. ro¢., Rimavska Sobota; Marian Mikl4s,
3. ro€., Prievidza; Marian Kaniansky, 3. ro¢., Handlova;
Valter Petrii, 3. roC., Zilina, Horny Val; Ivan Meciar,
3. roc., Prievidza; Jozef Dalzuffo, 3. roc., SVS, Lucenec.

Kategoria B

Peter Malicky, 2. ro¢., Prievidza; Martin Valovié,
2. roc., Vrﬁtky; G. Gyorgyova, 2. roc., Velk)'f Krtis;
J. Kordik, 2. roC., Prievidza; Vilo Mlich, 2. ro¢., SPS
elektrotechmcka, Llpt Hradok; Zoltan Rafa, 2. roc.,
SPS strojnd, Kys. Nové Mesto; V Technovsky, 1. roc.,
Zvolen.

Kategoria C

V. Technovsky, 1. roc., Zvolen; Karol Pekar, 1. roc.,
RuZomberok; Anna Rojkova, 1. ro¢., Povazska Bystrica;
Pavol Hmira, 1. ro¢., Kysucké Nové Mesto; Jozef Kobza,
1. ro¢., Ilava; V1. Hladek, 1. roc., Martm, Lub. Sotular,
1. ro¢., Martin; P. Makov1cky,1 ro¢., Zilina, Horny Val;
Mﬂan Cermak 1. roé., Zvolen; Stefan Bracok, 1. roc.,
RuZomberok.

VYCHODOSLOVENSKY KRA]J
Kategoria A

Karol Pehkan, 4. roc., Tibor Lefkovi¢, 3. roc., Peter
Vysnyi, 4. ro€., vsetci Kos1ce, Srobarova 46; Jan Som-
varsky, 3. roc¢., Kosice, Smeralova 9; Jan Smrek 3. ro¢.,
Humenngé; Jan Krivos, 3. ro¢., Kosme, Smeralova 9.

30



Kategoria B

Peter Kopcansky, 2. ro¢., Humenné; Vladimir Matej,
2. roC., Kosice, Kovacska 28; Imrich Harbula, 2. roc.,
Secovce; Tibor Kollar, 2. ro¢., T. Sevéenka, PreSov.

Kategoria C

Ondrej Cako, 1. rod., Kogice, Smeralova 9; Vojtech
Bardiovsky, 1. ro¢., SPS elektrotechmcka, Kos1ce Valéria
Barili¢ova, 1. roc., Vranov, Viera Kacuarovd, T. Sevcenka,
Presov; Dusan Malenc1k 1. ro€., Kosice, Smeralova 9;
Stanislav Adzima, 1. roc., Kosme, Srobarova 46; Marlan
Pilat a Tibor Tejgiszer, oba 1. ro¢., SPS elektrotechmcka,
Kosice; Svetlana Kra]nakova,l roé., T. Sevéenka, Pre-
Sov; Marta Mlynarcikova, 1. roc., Poprad
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P¥iloha B

SEZNAM VITEZU A USPESNYCH RESITELU
III. KOLA KATEGORIE A VE XXII. ROCNIKU

1.
2.
3.
4.—5.
4.—5.
6.—8.
6.—-8.
6.—8.
9.—11
9.—11
9.—11
12.—13
12.—13
14.—17
14.—17
14.—17
14.—17
18.—20

MO V ROCE 1973

Vitézové

Faromir Simsa, 3. b, Smeralova, Ostrava 1
Karel Hordk, 4.b, Strakonice

Miroslav Kmosek, 4.a, tf. kpt. JaroSe, Brno
Pavel Ferst, 3.d, Sladkovského, Praha 3
Petr Slacdlek, 3.1, ul. W. Piecka, Praha 2
Tomds Chrz, 4.f, ul. W. Piecka, Praha 2
Pavel Kindlmann, 3. a, Ceské Budg&jovice
Imrich Vrito, 4. ro¢., Rimavska Sobota

. Lubor Kolldr, 3. ro¢., Novohradska ul., Bratislava
. Ales Moravec, 4.d, tf. kpt. Jaro$e, Brno

. Frantisek Sindler, 4. ro¢., Zlaté Moravce

. Pavol Meravy, 3. roC., Novohradska ul., Brati-

slava

. Pavol Zlato$, 3. roC., Novohradska ul., Bratislava
. Frantisek Drasnar, 4. f, ul. W. Piecka, Praha 2
. Jan Frynta, 4. f, ul. W. Piecka, Praha 2

. Tibor Lefkovi¢, 3. ro¢., Srobdrova ul., KoSice
. Peter Visnyi, 3. roC., Srobarova ul., Kosice

. Magda Fortovd, 4.d, nam. Odborati, Plzen



18.—20.
18.—20.

21.—24.
21.—24.
21.—24.
21.—24.
25.

26.—30.
26.—30.
26.—30.
26.—30.
26.—30.
31.—35.
31.—35.
31.—35.
31.—35.
31.—35.
36.—37.
36.—37.

Josef Sirdsi, 3. ro., Novohradskd, Bratislava
Ondrej Steffl, 4. f, ul. W. Piecka, Praha 2

Dalsi uspésni Fesitelé
Tomds Fiala, 4. roC., Pfibram
Jan Mandel, 4.b, Reznitkova ul., Néchod
Ivo Mrdzek, 2.b, SPS chem., Usti n. L.-Stiekov
Karol Pelikdn, 4. roc., Srobarova ul., KoSice
Josef Voldiich, 2. ro¢., Vimperk
Perr Jarolim, 4.f, ul. W. Piecka, Praha 2
Jdn Krajéik, 3. ro¢., Novohradska ul., Bratislava
Jiri Méska, 3.d, Sladkovského, Praha 3
Petr Paukner, 4.1, ul. W. Piecka, Praha 2
Dalibor Volny, 4.f, ul. W. Piecka, Praha 2
Jaroslav Fiala, 2.d, ul. W. Piecka, Praha 2
Petr Hejl, 4.c, Stépanska ul., Praha 1
Tomd§ Simdcek, 4.f, ul. W. Piecka, Praha 2
Vitézslav Svejdar, 4.b, Komenského nim.,
Décin
JanTrlifaj, 3.d, Sladkovského ndm., Praha 3
Tomds Burian, 4.a, Nad §tolou, Praha 7
Milan Kolibiar, 4. roC., Novohradska ul., Brati-
slava

Pozndmka. Pokud v adrese neni uveden druh $koly, jednd
se o gymnasium, popt. na Slovensku o SVS.
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Il. PFipravné ulohy I. kola
(Komentarf a feSeni)

1. KATEGORIA A

| A-p-1 |

Urdite vSetky prirodzené Cisla x, pre ktoré je vyraz
x* — 23x% 4 42 delitelny Cislom 83.

_._.¥_

Tato tloha mé tematiku na prvni pohled béZnou, ale
je tu prece néco nového, totiZ tzv. kvadratické zbytky.
Dany trojclen

xt — 232 + 42 (1)

rozloZime v soudin
(x% — 21) (x® — 2);

protoZe 83 je prvocislo, je Cislo (1) nasobkem 83, pravé
kdyZ je asponi jedno z Cisel x* — 21, x> — 2 nasobkem 83.
Ziejmé stali vySetfovat Cisla x = 0 az x = 82, tj. hledat,
jaké zbytky dava cislo x® pfi déleni Cislem 83. Mohli
bychom pomoci tabulky druhych mocnin pfezkouset
vsech 83 pripadu. To je vSak pfili§ pracné, proto se sna-
Zime pocet vySetfovanych pfipadd sniZit; tim zaroven
vnikneme trochu do teorie tzv. kvadratickych zbytki.
Predné dokdZeme pomocnou vétu (lemma L,):
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(L,) Jsou-li x;,x, dv€ rizna cela Cisla z intervalu {0; 82)
takovd, ze x} — 21, x; — 21 jsou nédsobky prvocisla

83, pak je x;, + x, = 83.

Obrdcené: Je-li x celé Cislo z intervalu <0; 82), pro
které je x2 — 21 nasobkem 83, pak je také (83 — x)* — 21
nasobkem 83.

DUKAZ: a) Nechtje x2 — 21 = 83k;, x2 — 21 = 83k,,
kde 0 = x, < x;, = 82. Pak je

(x3 — 21) — (x3 — 21) = 83(k, — &) ,
tj.

(2 — x5) (1 + x5) = 83 (ky — ky) .
ProtoZe je 0 < x; — x, = 82, je 83 délitelem Cisla x; + x5}
protoZe je x; + x, < 2. 82 = 164, je x; + x, = 83.

b) Necht je x2 — 21 = 83k, kde 0 = x = 82. Pak plati
(83— x)?—21=832—-2.83.x+ x*— 21 =
= 83(83 — 2x) + 83k = 83m,
tj. (83 — x)* — 21 je nasobkem cCisla 83.

Je zfejmé, Ze v lemmatu (L;) muZeme nahradit ¢islo 21
libovolnym pfirozenym cislem, napf. Cislem 2; také
prvocislo 83 miZeme nahradit jinym prvocislem.

Druhé lemma zni:

(Ly) Plati-li pro prirozena Cisla x, x;, X, vztah x = x;x,
a déavaji-li pri déleni Cislem 83 cisla x2, x3, x3 po
fadé zbytky 2z, 2;, 2., je Cislo 2 — 2,2, ndsobkem
Cisla 83%).

DUKAZ: Nechtje x2 = 83k, + 2, x2 = 83k, + 2y,
x? = 83k + z; pak je x* = x} . x3 = 83(83k.k, + ky2y +
+ ko2) + 2129, 1.

*) Obé lemmata se vyslovi mnohem pfehlednéji, uZijeme-li pojmu
,kongruence®.
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) 83k + 2 = 83m + 22,,
tj.
83(m — k) = 2 — 2,2, .

Z lemmatu (L,) vyplyva, ze staci vySetfovat kvadratické
zbytky Cisel 0 aZ 41. Dalsi moZné zjednoduSeni dostaneme
tak, Ze vypolteme kvadratické zbytky prvocisel mensich
nez 42 pti déleni Cislem 83. Jsou uvedeny v tabulce:

(T
x |’2|3|5r7|11]—13{17‘19’23\29\31“7!41
2 ”4’9|25l49|38|3}40\29‘31‘11’48’4”2{

(2 je zbytek pfi déleni Cisla x? Cislem 83). Pak muZeme
(s pouzitim tabulky 7;) pocitat zbytky zbyvajicich sloZe-
nych ¢isel od 1 do 20, tak%e dostaneme tabulku (7,):

(Ty)
3|4[5 |6 |7 |8 ]9 [10]11[12[1314]15 1617 |18 19 |20
z||1]4 o |16[25 |36 \49 164]81 \;7 |38 la_lm]é |30|59 7 40|75 29‘68

8
—
[N

A dale s pomoci tabulky (7,) urCime ostatni kvadratické
zbytky. Napft. 36 = 2. 18, tj. 362 = 22. 18%; zbytek 2 je tyz
jako pro 4 .75 = 300, tj. 51. Anebo 26 = 2. 13, 262 =
= 2%, 132%; zbytek z je tyZ jako pro 4.3 = 12. Nebo
39 = 3.13,39% = 32. 13%; zbytek je tyZ jako pro 9 . 3 =
= 27 atd.

ZAVER : Kvadraticky zbytek 2 nedostaneme pro Zadné
Cislo x z intervalu <0, 82) a kvadraticky zbytek 21 dosta-
neme jen pro Cisla x = 41, 42.

Uloha m4 tedy dvé t¥idy feseni:

x, = 41 + 83n,
%, — 42 | 83n., &)
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kde n probiha viecka nezaporna cela Cisla. Je tfeba )este
provést ZKOUSKU, %e viechna &isla (2) skutené maji
tu vlastnost, Ze &islo (1) je nasobkem cisla 83.

Pro predvedem postupu by bylo asi vhodné zvolit
misto prvocmla 83 mensi prvocislo, napi. 41. Pak by se
oviem mél zménit i dany trojélen; ULOHA by mohla
znit napf. takto:

Urcete vSecka pfirozena Cisla x, pro kterd je vyraz
x* — 35x% 4+ 66 délitelny Cislem 41.

Urcete vSechna redlnd &isla x, ktera spliiuji rovnici

_2‘q_c__~1_ n dx + 17 5xm—é
][]

pfiCemZ symbol [a] znamend celou Cdst redlného Cisla a,
to je celé Cislo, pro které plati

[al=a <[a] + 1.
_._..(‘

Tato uloha patfi do skupiny tloh o funkci ,,cela Cdst
z Cisla. . .“. Uloha téZe tematiky je také mezi pfipravny-
mi alohami kategorie C (C-P-1). Pfi feSeni tilohy A-P-2

uvazte, ze Cislo

je celé; feSeni x 1ze tedy hledat jen

mezi raciondlnimi Cisly. PouZijeme substituce

5x — 4 .
3 =y (yeeld) ©)
z (3) dostaneme
x = 3 +4 ;L 4 . 4)
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Vyjadiime
2x——1:2y+1 dx +1 4y 47

3 5 2 6 10
Misto dané rovnice pro x mame pak fe$it rovnici
2y + 17, [49+7] _

a to v mnoziné C vSech celych Cisel. Pri feSeni mtZeme
kombinovat (tak jako pfi C-P-1) pokusy s deduktivni
tvahou. Pokusy nidm daji tuto tabulku:

y —a|-3l-2|-1]o |1 |2]3|4a|5]6
[23’;“ 1] —2|—1f-1]=1]ofo |1 1|1 ]2 ]2
[‘?J’Tj)"l] —1|=1]-1| olo |1 |11 |22 |3

Tabulka ndm da pét feSeni rovnice (5), ktera jsou tlusté
zaramovana. Rovnice (4) da pét feSeni dané rovnice
(o spravnosti vypoctu se presvéd¢ime zkouskou)

% = —0,4; x, = 0,2; x3=0,8; x4 = 1,4; x5 = 2.
Zbyva dokazat to, co naznaCuje horni tabulka, Ze totiZ

rrrrrr

dan4 rovnice, resp. rovnice (5), nema jiné feSeni. Tabulku
doplnime tvahou: Pro y =5 je

[2y+1]£2y+1_4y+2 a [4y+7]<4y+1

5 | =75 10 0 | = 10
a dale

29+ 1] [y +T] _8+9_4 9

[ 5 ]+[ 10 ]: 0 ~5Yt10~
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4
5y+y3/

Rovnice (5) tedy skuteCné nemd Zadné feSeni y = 5.
Obdobny dukaz provedeme proy = —5.

Doporucujeme, abyste fesili rovnici (5) graficky. K tomu
gelu je vyhodné odvodit POMOCNOU VETU:

(L) Pro kazdé ce C a te R\ C (tj. pro kazdé celé
Cislo ¢ a redlné nikoli celé Cislo #) plati vzorec:
c—[t]l=[c+1—1].

DUKAZ: Vyjdeme z definice ,,celé &isti z A*. Lze to
zapsat dvojim zptsobem; bud [4] = A4 < [4] + 1, nebo
A—1<[A4] = A. Z této definice plyne

c—t<[c+1—t]<c—t+1. (6)
Na druhé strané vsak plati

—[l-1<—-t=—1[l,

tj.

c—t=c—[t]<c—1t+ 1. ©)
Vzhledem k predpokladu o cisle 7 nemtZe nastat rovnost
ani v (6) ani (7); ob& tyto podminky jsou tedy totoZné.
ProtoZe vSak v otevieném intervalu (¢ —t, ¢ — ¢t + 1)
lezi pravé jedno celé Cislo, je lemma (L) dokazano.

Pfi feSeni rovnice (5) rozlisime nyni dva pfipady:

9 2rlee, [ igc.

V ptipad¢ a) zjistime, Ze musi byt y = 57 4 2 (n e C).

Vypodteme _yLl =2n 41, &%1 = 2n +—;— .
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Rovnici (5) pak prepiSeme do tvaru
[2n + 1]+[2n+%] =5n+ 2.
Odtud dostaneme 7n = 0, coz dava jedno feSeni y = 2.

V pripadé¢ b) uZijeme pomocné véty (L) a dostaneme
misto (5)

49+ 7 2yt
B

¢ili

Y+ 7 [+ 4.
Po ][5 ®
odtud dostaneme zbyvajici feSeni y = —2, —1, 0, 1.
Rovnici (8) si snadno rozfesite sami.

| A-P-3 |

Ak plati v trojuholniku ABC vztah o = 2§, potom
plati a® = b* + bc. DokaZte a zistite, Ci plati aj obratena
veta.

S ,.,7 =
Uloha A-P-3 je v pravém slova smyslu ,,cvi¢na®;

nevyzaduje v podstaté zadny napad. Z podminky « = 2/
odvodime ihned y = = — 3f a podle zndmych vét

a c _sin3f o, ae 20
5= 2cosf, b snf 3 — 4sin®f = 4cos’*f — 1.
Odtud dostaneme eliminaci
a 1 =5 (9)
b? b’

40



neboli
a* = b*+ bc. (10)
Obracené z podminky (10) plyne (9) a odtud podle si-
nové véty
sin (« + ) sinf = (sinx + sinf) (sinaz — sinf)
neboli

sin (o -+ ) sinff =
+B.  x—F —f 2+ B

. . o
= 2sin 5 cos 3 - 2sin 5 cos 5

neboli
sin (o + ). sinf = sin (« + ). sin (e« — ).
ProtoZe sin (« -+ f§) = siny =+ 0, je
sinfi = sin (& — f) .
Odtud plyne bud f= o« — f, nebo © — f = o — f.
Druha rovnost vede ke sporu o = =5 je tedy f = « — f,
tj. o = 2p.

Tuto ulohu muZete fesit bez pomoci. Bylo by vhodné
doplnit ji otazkou: Které trojuhelniky s celociselnymi dél-
kami stran maji vlastnost ,,oo = 2p“?

- Ze vztahu a? = b% + bc neboli a® = b(b + ¢) snadno
dokazeme, Ze Cislo b je druhd mocnina celého ¢isla, pokud
ovsem predpokladiame, Ze Cisla a, b, ¢ nemaji spolecného
délitele vétsiho neZ 1. (Je-li p prvocinitel ¢isla a, pak p/b \/
\ pl/(b + c); kdyby bylo p/b )\ p/(b + ¢)*), bylo by p
délitelem vsech tfi Cisel a, b, c. Je tedy
b=u? b+ c=2%,
tj.
a=uv, b =u ¢c= v —u*. (11)

*) Symbol p/b se Cte ,,p déli b, tj. Cislo p je délitelem C&isla b.
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Obracené zvolime-li dvé nesoudélni disla u, v, pro
ktera plati
1=u<ov<2u,
daji vzorce (11) feSeni tlohy. Podminka v < 2u vyplyva
z trojuhelnikové nerovnosti a + b > ¢. Podrobné feSeni
dopliikové tlohy je velmi poucné.

[A-P-4]

Na priméru MN kruZnice 2 = (S;r) jsou didny body
A # S, B # S, které lezi na opanych polopfimkach vy-
tatych na MN bodem S. Na kruZnici k& urcete vSechny
body X takové, aby osa tthlu A XB prochizela bodem S.

Také tato uloha je velmi jednoduchd a ma jediné po-
slani: pfipomenout feSitelam tzv. Apolloniovu krusnici
(Apolloniovo vytvofeni kruZnice) spolu s jistou vlastnosti
osy uhlu trojuhelnika. Tato vlastnost je vyslovena vétou:

(L,) Je-li U takovym bodem strany AB trojahelnika

AU AC
ABC,7ze &t ACU = <. BCU, pakplatlBU BC"
Véta o Apolloniové krugnici zni:
(Ly). Jsou-li P, Q dva rtzné body roviny o a 4 1
kladné cislo, pak mnoZina vSech bodi X € ¢, pro které

lati PX
plati QX

Véta (Ll) se dokaze snadno sinovou vétou nebo z po-
dobnych trojuhelnikt. Na obr. 1 je CU osa thlu <t ACB;

= 1, je kruZnice, jejiZ stfed leZi na pfimce PQ.
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V jetakovybod,%e <. CAV = Obr. 1
= L CBU, pak je
X CUB = < AUV =
= S AVU = ¢.
Z podobnosti trojuhelnika
NACV ~ ABCU plyne
AC _ BC,
AV~ BU’
AC
protoze AV = AU, je %~ BC =

Jinak je véta (L,)

U
~ BU"
evidentnim désledkem pou- Voo~
%iti sinové véty na AAUC, ABUC. |
Lemna (L,) se dokdZe metodou soufadnic nebo pouZi-
tim véty (L,). Dikaz obou vét (L,), (L,) i doplnéni (L,)
otazkou o pripadé¢ 4 = 1 pfenechavame Ctenaftm.

Pii feSeni tlohy A-P—4 rozli§ime dva pfipady; bod S je
sttedem tseCky AB; bod S neni stfedem useCky AB.
V druhém pfipadé uZijeme véty (L,), hledané body jsou
pruseliky dané kruZnice s Apolloniovou kruZznici. V prv-
nim pfipadé je Apolloniova kruZnice nahraZena pfimkou.
Musime ovSem v obou pfipadech dokdzat, Ze vzniknou
dva priseciky.

Prehlédneme-li tedy soubor pfipravnych tloh pro ka-
tegorii A, vidime, Ze se tu klade diraz na Ciselnou teorii
(tlohy A-P-1, A-P-2 a doplnék k tloze A-P-3); geo-
metrické lohy jsou zcela jednoduché.
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2. KATEGORIE B

[ B=P-1 |

Tti konecné mnoziny M;, M,, M, maji po fadé n,, n,, n,
prvka; mnozina M, U M, U M3 md s prvku.

Dokazte: a) Je-li n; + ny + ny = 2s + 1, ma pranik
vSech tfi mnozin alespoil jeden prvek.

b) Ma-li pranik vSech tfi mnoZin alespoti jeden prvek,
jen, + ny +ng =5+ 2.

Dokazte dale, Ze podminka b) neni postalujici pro to,
aby tfi mnoziny mély neprazdny prunik.

Tato tloha zahajuje sérii tloh, jejichZ tematika je Cer-
pana z nového obsahu uciva. JiZ nékolik let se uéi na
gymnasiich podle komentafi k ucebnicim matematiky,
a tim pronikd nové ucivo ze strukturalni matematiky do
vyuCovani. Zaciname proto zafazovat tlohy s tematikou
z naivni teorie mnozin, kterd poskytuje mnoho prfilezi-
tosti k manipulacim s Vennovymi diagramy. Pokud jde
o konecné mnoziny, nardZime velmi Casto na vzorce
0 poctu prvki koneénych mnoZin, jeZ jsou specidlnimi
pripady vzorct z teorie miry. Zvyknete-li si s nimi pra-
covat, absolvujete tak propedeutiku pro vypocet obsahi
a objemu geometrickych utvart i pro zaklady pravdépo-
dobnosti. Mdme na mysli zejména tyto tfi vzorce: Necht
jsou M;, M,, M, tfi kone¢né mnoZiny, které maji po radé
1y, N9y Mg prvki., Oznacime $;p, Sog, S315 Spo3 POCty prvki
mnozin M, u M,, M,uM;, MU M, M, UM, UM, a di-
le Pyys Poss Pas Pros POCLy prvkil mnoZin M, n My, M,
n M;, M;n M;, M; n M, n M;. Pak plati

ny + Ny = S;p + Pra s
S198 = Si2 T So3 + S31 — (my + g + m3) + Prag, (1)
Sis3 = My + Ny + 1y — (P2 + Pas + Par) + Pros -
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Prlslusny Vennuv diagram, pom0c1 kterého si muzeme
ovéfit vzorce (1), je zndzornén na obr. 2; pocty prvku
S195 Sa> Sg1> S123 M€jSOU K piisluSnym mnoZindm pfipsany.

Pfi feseni uloh B-P-1 a) i b) potfebujeme jesté nerov-
nosti

S12 = S198> S23 = S1a3> Sz = 1o - 2
~Jeli Min len M% # 0,
je p1as = 1 a obricené. M, M,

V dloze a) tedy vyjadfime
P1o3> napf. z druhé formule
(1),a pokusime se dokazat, Ze
P12s = 1. SkuteCné je

Pros = (S1o3 — S12) + (5103 —
— Sg3) + (S193 — S31) + 1y +
+ 712 + n3 - 23123 .

Podle (2) je tedy

DPiaz = My + Ny + 1y —

— 25193 =1.

V dloze b) vychazime z pred- Obr. 2

pokladu p,5y = 1 a uzijeme tfetiho vzorce (1) a vzorcu
Pi2 = Pros> P23 = Progs Pyt = Pres - 3)

Dostaneme

S1o3 = My + Ny + My + (Prag — Pro) + (Pras — Pas) +
+ (P123 - Psl) — 2Pyo3 -
Podle (3) vyjde
S1o3 = My Mg My — 2Pyay3
a tedy za pfedpokladu, Ze p,,; == 1, plati
2 = 2pyp3 =1y + Ny + My — S5
Protipfiklad v uloze b) najdete sami, poradime-li vam,
abyste se snazili pouZit takové trojice mnozin, u kterych
maji priniky co nejmensi pocet prvka; vSecky tfi mno-
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ziny mohou mit dokonce stejny pocet prvka. Ale i na to
vie miiZete pfijit sami. PfisluSny Vennuv diagram pak je
zndzornén na obr. 3. Zde je n, = ny, = ny = n:

Obr. 3 Obr. 4

Pras = 0, 153 = 32 — 3, 1.
ntng+n=3n>3n—1=sy+2.
Doplitkem k uloze B-P-1 muZe byt zjisténi, zda pod-

minka
ny + ng + ng = 25153 + 1
je nutna pro to, aby bylo p = 1. Protipfiklad zde vyZa-
duje situaci, za které maji pruniky co nejvétsi pocet prvkii,
napf. (obr. 4): pak je n, = ny, = ng = 2k + 2, pps = 1,
S103 = 3k + 4, a tedy
n o+ ny+n3 =06k +6 <6k+ 9 =25, +1.

Je dédna funkcia
P+ A+ 1
Vo) = w1 5
realnej premennej x. Néjdéte vietky celé Cisla p, pre ktoré
funkcia V,(x) nadobuda kazda z hodnot —2, —1 a 0.
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Uloha B-P-2 je dost obtiZna; tyka se mno¥iny funkcf
0 jedné proménné x s parametrem p nebo funkce o dvou
proménnych x, p. V textu tilohy nejsou explicitné uvedeny
kvantifikatory, na nichZ vSak velmi zileZi. Bylo by asi uZi-
te¢né formulovat tlohu mnoZinové s pfisluSnymi kvanti-
fikatory. Oznacme M, mnoZinu vSech celych cisel p,

2
pro které funkce V,(x) = (? tf_)f 4;Lix2‘jl nabyva
hodnoty 0, tj. pro které existuje aspoii jedno redlné
Cislo x tak, Ze V,(x) = 0.
Symbolicky:
M,={peC; IxeR; V,(x) =0} .
Obdobné zavedeme mnoZiny M_;, M_,. Re$enim tlohy

je mnoZina
M,nM_ nM_,,.
Hledejme nejprve mnozinu M. Cislo p € C nileZi do M,
pravé kdyz existuje aspoil jedno Cislo x € R tak, Ze plati
P+ +4x+1=0 (4)
a zarovenl neplati
x2—4x +2p=0. (5)
Snadno se lze presvédclit, Ze —4 € M,. Piedpoklide;j-
me, %¢ p #* —4. Pak (4) je kvadratickd rovnice a ma
aspofi jedno realné ieSeni x, pravé kdyz je jejim diskrimi-
nantem nezaporné ¢islo, tj. kdyz
16— 4(p + 4) = 0,

neboli kdyz

p=0.
Je-lip < 0ap =~ —4, ma rovnice (4) vidy dva razné ko-
feny, z nichZ aspoii jeden neni kofenem rovnice (5); jinak
by totizbylo p + 4 = —1 A 1 = —2p, coZ je nemoZné.

Je-li p = 0, ma rovnice (4) jediny kofen x = —5 ten
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neni kofenem rovnice (5). Z toho vyplyva, Ze vSecka ne-
kladna cela ¢isla tvofi mnozinu M,;
My= {peC; p=0;.
VySetfime mnoZinu M_;. Cislo p e C nileZi do M_,,
pravé kdyz existuje aspoil jedno Cislo x € R tak, Ze plati
P+4x*+4x+ 1= —x2+ 4x — 2p (6)
a zaroven neplati (5). Z (6) dostaneme
(p+5%+20+1=0. 6)
Rovnice (6") ma asponi jeden redlny kofen, pravé kdyz
(p+5 @2p-+1) =0 azirovei p + 5 # 0, neboli kdyz
2P2 ’}‘ 11P ’{‘ 5 {; 0:
neboli kdyz

—4<p§—%. (7

Je-li p z intervalu (7), ma rovnice (5) vidy dva ruzné ko-
feny *), z nichZ aspoii jeden neni kofenem rovnice (6")
neboli (6). Z toho vyplyva, Ze viecka celd ¢isla z intervalu
(7) tvofi mnozinu M ;3

M, = {—1, -2, -3, —4}.
Nakonec vySetiime mnoZinu M_,. Cislo p € C nilei do
M _,, pravé kdyZ existuje aspoii jedno Cislo x € R tak, Ze

plati
P+ +4x + 1= —2x* 4 8x — 4p (8)
a zaroveti neplati (5). Z (8) dostaneme
(p+6x2—4x +4p+1=0. 8"
Rovnice (8') ma aspoil jeden redlny kofen, pravé kdyz
16 — 4(p + 6) (4p + 1) = 0, neboli kdyz
4 +25p+2=0,

*) Kofeny splynou jediné pro p = 2.
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neboli kdyz B
62 =2 - 593

—25 + /593
==

lIA

0,08.

9)
Je-li p z intervalu (9) a je-li p + 6 +* 0, ma rovnice (5)
vzdy dva ruzné kofeny*), z nichz asporfi jeden neni kofe-
nem rovnice (8"), neboli (8). Je-li p = —6, ma rovnice

=9

(8") jediny kofen x = — ktery neni kofenem rovnice

4 >
(5). Z toho vyplyva, Ze vSecka cela Cisla z intervalu (9)
tvori mnozinu M_,;
M,={-1,-2,-3,-4,—5,-6} .

Je tedy

MynM, Moy = {—1, -2, -3, -4} .
Postup, kterého jsme pouZili, dava vlastné feSeni obec-
n¢jsi ulohy. Jestlize v textu ulohy nahradime slova ,,celd
Cisla p“ slovy ,,redlnd Cisla p* a oznaCime-li pfislusné
mnoziny K, K_, K_, misto M,, M_;, M_,, zistane
postup feSeni beze zmény jen s tim rozdilem, Ze misto
mnozin M,, M_;, M_, dostaneme intervaly K, K ,,
K.s;

Ko=1{peR;p=0},K,=1peR; -5 <p§—;—},
25— 5% _ <:.?ﬁ@}_

K-2 = {P € R; 8 = 8
Ziejmé je
Kin K, nK,=K,=(-5;-0,5)
a to je feSeni zobecnéné ulohy.
Domnivame se, Ze vhodnym uvedenim do feSeni tlohy
by bylo napf. feSeni této varianty:

*) KO%C’n); splynou jediné pro p = 2.
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Je dana funkce
(4t 4x+ 1
Vo) = x2 — 4x + 2p

realné proménné x. Najdéte vSecka redlnd Cisla p, pro
ktera funkce V,(x) nabyva kazdé z hodnot 0 a 1.

NajdlhSou a najkratSou stranou dotyc¢nicového licho-
beznika su jeho zdkladne. Dokazte.

i'__

Uloha B-P-3 je svym vysledkem mélo zajimava; po
sestrojeni nékolika nacrtka lze nejen z ndzoru zjistit, Ze
tvrzeni véty je pravdivé, ale lze objevit i princip dikazu,
ktery se opird o nésledujici pomocnou vétou:

Necht vidime kruZnici % se stfedem S z bodu X jejiho
vnéjsku pod uhlem ¢ a z bodu Y jejiho vnéjsku pod
uhlem v (obr. 5). Pak plati

SX>SY<=p<yp.*

Obr. 5

*) Pii oznaceni podle obr. 5.
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Domniviame se, Ze toto lemma je postacujicim impulsem
pro feSeni tlohy. Dtkaz lemmatu lze provést trigono-
metricky nebo s pouZitim pravouhlych trojahelnika SXX’,
SYY’ se shodnymi odvésnami SX' = SY’. Pfi vlastnim
odtivodnéni (oznaceni podle obr. 6) volime oznaceni Ghla
pii vétsi zékladné AB tak, aby platilo

= (10)
Mimo to je (protoZze AB > CD)
at+pf<my=n—p 0=n—a. (11)
Z (10) a (11) plyne dale
a<m—f=p, f<m—a=394. (12)

Podle lemmatu dostaneme z (10) a (12)

AT = AW = BT — BU,
AT = AW >CU = CV, (13)
BT = BU >DV = DW .

Z nerovnosti (13) plyne

AB = AT + BT > AW + DW= AD,
AB = AT + BT >CU + BU = BC,
CD = CV + DV < CU + BU = BC, (14)
CD = CV + DV < DW + AW = AD.

Z (14) dostaneme
CD < BC < AB, CD < AD < AB. (15)
Nerovnosti (15) vyjadfuji tvrzeni tlohy B-P-3.

I B-P—4 l

Je dan Ctyfstén ABCD. Body B’, C’ jsou po radé stfedy
hran BD, CD. Oznatme R bod polopfimky opacné
k polopfimce AB, pro ktery plati AR = n . AB, kde n je
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ptirozené Cislo. Déle oznatme A’ prisetik hrany AD
s rovinou B'C’R. Vyjadfete objem Ctyfsténu A'B'C'D
pomoci objemu Ctyfsténu ABCD a pomoci Cisla 7.

Ulohu B-P—4 lze fesit
na zakladé Menelaovy vé-
ty. Snad by bylo vhodné,
abyste se s touto vétou
seznarmll, nebot mi vel-
mi  Siroké  uplatnéni
v mnoha geometrlckych
tlohach. VETA  zni
(obr. 7):

' Je déin trojithelnik
Obr: 7 M. 4BC, v jeho rovind

\ " pfimka p, kterd protini
\ pfimky AB, BC, CA po
radé v bodech C’, A, B,
z nichZ Zadny nesplyne s Zadnym z vrcholt 4, B, C. Pak
pro délici poméry plati:
(ABC").(BCA").(CAB) = 1. (16)
(Stoji za upozornéni, ze délici poméry jsou ,tvofeny
cyklicky*.)
Ne]elegantne)31 DUKAZ Meneclaovy véty se opird
o Mongeovu vétu o skladani stejnolehlosti. Je tfeba si
ovSem uvédomit, Ze konstantu homotetie se stifedem S,
ktera prevadi bod X = S do bodu X' £ S, je délici
pomér (X'XS) (v tomto uspofadani boda). Jak je vidét,
predpokldda tato partie geometrie pevné zakotveni pojmu
déliciho poméru a jeho vlastnosti.
Sestrojime tedy dvé stejnolehlosti H;, H, dané stfedy
a dvojicemi:
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H,(C’ - C', B+ A), Hy(B'~> B’, A~ C);
jejich konstanty jsou », = (ABC’), », = (CAB’). Sloze-

nim téchto dvou homotetii vznikne podle Mongeovy véty
zobrazeni H, H,, které je stejnolehlosti, nebot plati

H,H, (4’ >4, B> C).

(H,H, nemize byt ani identitou ani posunutim.)
Stejnolehlost H;H, ma konstantu »; = (CBA’), pro
kterou podle Mongeovy véty plati

) . My = Ky .
Je tedy

(ABC’").(CAB’) = (CBA') .
ProtoZe vsak

1

(CBA) = goay

plati (16) .

Dukaz Mongeovy véty lze provést snadno metodou
soufadnic (nejlépe s komplexnimi &isly); méné vhodné
jsou jiné dikazy, pfi kterych je tieba rozliSovat rtzné
ptipady podle vzdjemné polohy bodu (napf. vSechny tii
body A’, B’, C’ mohou leZet vné trojihelnika ABC).

V dané stereometrické tloze vyjdeme pfi feSeni z roz-
boru; viz obr. 8. Vyjdeme z takové stény Ctyisténu
A'B'C’'D, aby na ni kolmé vyska byla v jednoduchém
vztahu k nekteré z vySek daného ctyrstenu ABCD. Je
snadne pfijit na to, Ze takova sténa je A'B’D. Oznacime-li
totiZ o’ velikost na ni kolmé vySky Ctyfsténu A'B'C'D
a oznadime-li v velikost vy$ky Ctyisténu ABCD spusténé
z vrcholu C na sténu ABD, plati

o' =—=v, (17)
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Obr. 8

nebot C’ je stied GseCky CD. Vzorec (17) si dokaZete
snadno z podobnych trojuhelnik.

Oznalime-li po fad¢ V, V' objemy ¢tyisténia ABCD,
A'B’'C'D, plati

V= %AABD o, V= % AA'B'D . v,

tj. podle (17)

V' AA'B'D

V — 2AABD’ &)
pfitom AABD, AA’B’'D znali obsahy pfislu§nych troj-

Uhelnikt. PouZijeme véty Menelaovy (obr. 9), a to na
ARBB'’ a ptimku AD. Pak plati pro délici poméry:

_ (RBA).(BB'D).(B'RA) =1,
o (—n).2.(B'RA) =1,
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Obr. 9

tj. podle vlastnosti déliciho poméru postupné
(BRA)=—, (RBA) = —2n,

(RA'B) =1+ 2n,

RB" =(@2n+1).A'B". (19)
Dile je podle (19) 4

AA'BD A'B 1

ARBD RB 2n+1°
rp’ _ 1 ’ o 1

AA'B'D = m'ARBD 30n + l)ARBD
. n + 1

=300 1) AABD,
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neboli
AA'B’'D n+ 1
AABD 22n + 1)° (20)
Pfitom uzivame stale VETY: Maji-li dva trojuhelniky
strany délek s, s, leZici v téZe pfimce a maji-li spoleény
vrchol proti témto stranam, pak jejich obsahy jsou v po-
méru s; : S,.
Spojenim vzorcu (18), (20) dostaneme vysledek.
Chceme-li se vyhnout Menelaové vété, odvodime vzo-
rec (19) zpusobem obdobnym odvozeni vlastnosti téZnic
trojuhelnika; je uziteCné provést jesté dalsi zobecnéni.
V nasi situaci je postup nasledujici (obr. 10) *): Protoze
je AD || BE, BB' = DB’, je také A'B’ — B’E. Na druhé

*) Bod B nemusi byt stfedem strany BD; stFedovou symetrii pak
vystiidd homoretie.
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strané plyne z pfedpokladu a z podobnosti trojihelnikt
ARAA’', ARBE vztah

RA" RA ;
AE AB 7’
RA =n.AE=2n.AB,
RB' = RA" + AB = (2n+4 1). A'B,
coZ je vzorec (19).
Zpusobem, ktery je naznacen na obr. 10, mizeme od-
vodit Menelaovu vétu.

3. KATEGORIE C

[C-r-1]

a) Sestrojte graf funkce
vy =[x+ 2] + [2x — 1].
b) Urcete vSechna feSeni rovnice
[ +2] F[2x— 1] =[x].
Pritom symbol [a] znadi ,,celou Cdst = Cisla a““, tj. takové
celé Cislo b, pro které plati b = a < b | 1.

Tato dloha otvira tematiku funkce ,,cela ¢ast z realného
Cisla®. Je to tematika, kterd je na hranici funkéni a ¢i-
selné teorie.

Promyslete si definici funkce x |- [x]; [x] je celé Cislo,
pro které plati [x] = x << [x] + 1. Timto pfedpisem je
kazdému redlnému &islu x pfifadéno jediné Cislo [x]. Jde
tedy o relaci, ktera je funkci (zobrazenim). Jeji definini
obor je R (tj. mnozina vSech redlnych disel), obor jejich
funkénich hodnot je mnoZina vSech celych ¢isel. Kartéz-
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Obr. 11 sky graf funkce x | [x]

y jsou  zndmé ,,schody‘
T (obr. 11).
G Levy krajni bod kazdé
P useCky naleZi grafu fun-
B kce x |- [x], pravy nikoli.

Jesté si uvédomime, Ze
—*—*—**—4'5-;—+—+—+— moderni vyklad matema-
._J tické analyzy na stfedni
Skole by mél vychézet
z topologickych pojmiu a
G0 T zejména ze dvou duleZi-
tych typu funkci: schodo-
vych funkci (fonctions en
escalier), které jsou zo-
becnénim funkce x | [x],
a z nich odvozenych etdfovych funkci (fonctions étagées).
Pfedstava budouciho vyucovani matematice nds nuti,
abychom — aspoil v matematické olympiadé — vénovali
pozornost funkci x |— [x].
Ulohy a), b) z C-P-1 na sebe navazuji. V uloze a) ne-
pfedpokladame, Ze byste uméli napsat formuli pro funkci

x = [x + 2] 4+ [2x — 1] v intervalu <%~, “+ 1) Je
ovSem patrné, Ze ,,schody* budou mit délku —;— a Ze

v uvedenych intervalech bude funkce konstantni. Prvni
kol bude formulovan asi takto: urcete funkéni hodnoty
vysetfované funkce v intervalech

R
S e
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O3 )2 G5

Snad bychom jesté mohli urcit, kdy je ,,sk0k* funk¢nich
hodnot 1, kdy 2.

Pro feSeni tlohy b) sestrojime jesté do téhoZ obrazku
graf funkce x |- [x] a zjistime prianik obou grafti. Dosta-

neme vSecky body [x;—1] pfislusici k intervalu —% =

=x<0.

Pak bychom méli dokézat, Z¢ mimo uvedeny interval
neni Zadné feSeni rovnice z tlohy b). Vypoclet vychazi
z definice funkce x | [x] a je asi nasledujici:

O =[x+ 2]+ [2x — 1] — [x] >

>x+14+2x—2—x=2x—1, (1)

— D =[x]—[x+2]—[2x— 1] >
>x—1—(x+2)—Q2x—1)=—2x—2. (2

Podle (1) pro vSechna x > % je2x —1 >0,t. @ >0.

Podle (2) pro vechna x < —1 je —2x —2 >0, tj.
—® >0.

v ’ o v 3 1 /_ b _1_\
Reseni maZeme tedy hledat jen v intervalu < 18 )

Grafické provedeni je na obr. 12.

| c-P-2 |

Urcite vSetky také kvadratické funkcie f(x), ktoré pre
vietky redlne &isla x splitujd podmienku

fx + 1) = 4f(—x) .
____‘__
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Obr. 12

Uloha C-P-2 se tyka dal$i diileZité kategorie funkci —
funkci polynomickych. Mame nalézt v§echny kvadratické
* funkce f(x), vyhovujici funkciondlni rovnici

f@x + 1) = 4f(—x). €)
Impulsem k feSeni je zopakovani véty o rovnosti dvou
polynomickych funkci. Rovnost
anx" + @y x" 1 L+ ax +ag =

= byx? 4 by xP 14 ... +-bx 4 by
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plati pro vSecka x, pravé kdyz

n=p, ay==by ay=1"5y,..., ay=2=,.

Budiz f(x) = ax* + bx + ¢c,a #0.

Podminka (3) zni pak po Gpravé (nahradime x postup-
né vyrazy 2x + 1, —x)

(4a + 6b)x + (a +b—3¢)=0.

Refenim je mno%ina funkci x|>c.(9x2 — 6x + 1),
(I{\Ie#z;)p;)meﬁte na ZKOUSKU! Bylo by uzitetné fesit
i variantu funkciondlni rovnice (3), napf. f(2x | 1) =

= flx — 1) + x=

| c-p-3 |

a) Zjistéte, kolikrat pfipadl, resp. pfipadne, v letech
1601 az 2000 Novy rok na jednotlivé dny tydne.

b) Najdéte stejné udaje pro léta 1801—2200. (Pred-
pokladame, Ze nedojde k reformé kalendafe.)

Tato tloha je v podstaté hrou s kalendafem — matema-
ticky se zbytkovymi tfidami modulo 7. Oznaéme x den
v tydnu, na ktery pfipadl 1. leden 1601 (rok 1601 je uz po
zavedeni gregorianského kalendate, tj. 15. 10. 1582).
Dalsi dny v tydnu budeme oznalovat x + 1,...,x + 6.
Napi. je-li x pondé¢li (a tak tomu skutecné bylo), plati
tabulka:

x| p2]at3)ats

Po| U | s ¢ P S| N

x4+ 5

x -+ 6
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Pocet dni v nepfestupném roce je 365 = 7.52 -+ 1,
v prestupném roce 366 = 7 .52 + 2. Proto ,,umisténi‘
Nového roku v letech 1601 az 1628 bylo nasledujici:

(Ty)

1601 x |1605/x+5 |1609|x+3 |1613|x+1 |1617|x+6 |1621| x+4 | 1625 x+2

1602|x+1 1606/ x+6 |1610|x+4 |1614|x+2 |1618| x |1622|x+5 |1626/x+3

1603|x+2 [1607| x |[1611|x+5 |1615(x+3 |1619(x+1|1623|x+6 |1627|x+4

1604|x+3 [1608| x+1 |1612|x+6 |1616/x+4 |1620|x+2 |1624| x [1628/x+5

Doporucujeme vypsat tuto tabulku. Pro dalsj skupiny
po 28 letech 17. stoleti se ,,umisténi Nového roku opa-
kuje. ProtoZe 100 = 3. 28 -+ 16, dostali bychom pfi ro-
zepsani pro celé 17. stoleti tfi shodné tabulky (T,) a jesté
prvni Ctyfi sloupce — ovSem s upravenymi zapisy leto-
poctt. (Posledni Ctyfi sloupce by zahrnovaly roky 1685
az 1700.)

V kazdé tabulce (T;) se vyskytuje kazdy z dni x az
x + 6 pravé Ctyfikrat; pripojime-li je§té prvni Ctyfi sloup-
ce tabulky (T,), tj. 1éta 1685 az 1700 — je vyskyt dni x,
x + 1,..., x + 6 jako Novych rokt v 17. stoleti dan ta-
bulkou (T,).

(T)
x x+1{x+2|x+3|x+4({x+5|x+6

1601 —1684 12 12 12 12 12 12 12

1685 —1700 2 3 2 3 2 2 2

1601—1700 14 15 14 15 14 14 14
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Zaclina-li rok 1601 dnem x, zacind rok 1701 dnem
x -+ 5, rok 1801 dnem x -+ 3, rok 1901 dnem x + 1; to
vyCteme z tabulky (T,). Je tedy umisténi Nového roku
v letech 1601 az 2000 toto (x je Novy rok 1601):

(Ts)

~__ Novy rok '

\ x |[x+1|x+2|x+3|x+4|{x+5(x+6
Stoleti

17. 14 15 14 15 14 14 14
18. 14 15 14 14 14 14 15
19. 14 14 14 14 15 14 15
20. 14 14 15 14 15 14 14
Celkem 56 58 57 57 58 56 58

Zbyva zjistit, ktery den v tydnu je x. Uréime 1.1. 1901;
je to den x + 1. Proto také 1. 1. 1957 je x + 1. Podle
tabulky (T,) jsou Novymi roky 1957 aZ 72 postupné dny:
x+1Lx+2,x+3, x+4|x+6,x,x+1, x + 2|
x+4 x+5 x+6, x|x+2, x+3, x+4, x+5.
Protoze podle kalendéfe pro rok 1972 je x + 5 sobota, je

x pondéli.

ODPOVED podle tabulky (T,): V letech 1601 a% 2000
je Novy rok 56krat v pondéli a v sobotu, 57krat ve stfedu
a ve Ctvrtek a 58krat v utery, patek a v nedéli.

Domnivame se, Ze tloha, ktera se fe$i spojenim pokust
a dedukce je velmi vhodna pro kategorii C. Impulsy
bylo tfeba dat pro tabelovani- ¢asteénych vysledka (viz
tabulky T;, T, T3). Snad by bylo i uZite¢né seznimit se
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s mechanismem, pomoci néhoz muZzeme urcit den v tyd-
nu, na ktery padne libovolné datum v minulosti 1 budouc-

nosti (plati dokonce i pro
c data julianského kalenda-
te). V kazdém piipadé je
uloha C-P-3 vhodnou
prileZitosti k zopakovani
nejdilezitéjsich znalosti o
kalendafi (napf. prechod
od julidnského kalendare
ke kalendari gregorianské-
mu 15. fijna 1582 a duavo-
dy k tomu).

Obr. 13

Ak pre dizky strén a uhloprie¢ok konvexného $tvor-
uholnika ABCD plati

AC? + BD? = AB® + BC? + CD? + DA?,
‘ potom je tento Stvortholnik rovnobeZznikom. DokaZte.
ﬁ.__

Prupravou pro feseni této ulohy by asi mélo byt uve-
deni formule pro délku té€Znice trojahelnika, coZ je zvlaStni
pfipad véty Stuartovy. Na obr. 13 je a << b, useCkami CD,
CE jsou znazornény téZnice a vys$ka trojuhelnika ABC.
Plati

c
== X

4 .
AE =7 + %, BE= |-

(4)
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Vztahy (4) plati, i kdy% je <¢ ABC = 90°. Podle Pythago-
rovy véty je

c . c .
t2=v2+x2,a2:v2—l—(5—-x),b2::f02—|—(E—P—x).

®)
Seltenim druhé a tfeti rovnosti (5) dostaneme
a2—{—62=202+-62i+2x2. (6)
Spojenim prvni rovnosti (5) a (6) vyjde
RN
a odtud hledana formule
= (@B — et )

Ovétime jesté, ze (7) platii proa > b,a = b(vyména a, b,
resp. vy$ka rovnoramenného trojuihelnika).

Pomoci formule (7) D Obr. 14
muZeme napf. vysetfo-
vat mnoZinu vSech bo-
dt v roviné, které maji
od dvou pevanych bodi
(A, B) stily soucet
druhych mocnin vzda-
lenosti.

Formule (7) a obr.
14 mohou byt dosta-
tenym podnétem pro

feseni Glohy C-P-4. Na obr. 14 je AM = CM = %
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BM = v;, DM = v,, BD = v. Podle (7) dostaneme
2“"'1- 2 |- b2 1 2 y2A~1 2 2 1 2.
O = 2(“ + b%) — 3% Vs '~—2—(c +d)~74—u,
seCtenim

'vi+v§=%(a2+b2+02+d2)—%u2. ®)

Podle pfedpokladu je
w4+ 02 =a%+ b% | ¢ | d% ©)
spojenim (8) a (9)
o] + v} = % %, (10)

Podle neostré trojuhelnikové nerovnosti je v, + v, = v,
tj.
o} + 3 + 20,9, = 2%, (11)
Spojenim (10), (11) dostaneme
(o — o2 <0,
tj. v, — v, = 0, a déle podle (10)
v
'v]_ - 7)2 S E .
Dokézali jsme, Ze whlopfitky konvexniho Ctyfdhelnika
ABCD se navzijem puli; ABCD je tedy rovnobéZnik.
Méli byste sami zjistit, kterou charakteristickou vlastnost
rovnobéZnika je tfeba zvolit, abyste dokazali, Ze konvex-
nim ¢tyfahelnikem spliiujicim podminku (9) je rovno-
béZnik. Zjednoduseni ditkazu se dosdhne kosinovou vétou,
ktera vSak nepfichdzi v ivahu pro kategorii C.
Dejme si jesté otazku, zda plati véta obrdcend, tj. zda
kazdy rovnobéznik spliiuje podminku (9). MoZn4, Ze by
bylo vhodné, zacit touto otazkou.
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4. KATEGORIE Z
I Z-P-1 I

Nejmensi pfirozené Cislo x, pro které je 1260x treti
mocninou prirozeného Cisla, je

a) 1470, b) 12602, c) 7350.
Rozhodnéte, ktera z odpovédi a), b), c) je spravna.

Uloha Z-P-1 m4 pfipomenout vyznam rozkladu pfiro-
zeného Cisla v soucin provocinitelt pro feSeni nékterych
jednoduchych tloh z Ciselné teorie. Vyjdeme z VETY:

Pfirozené Cislo pl pk ...pMn je k-tou mocninou pfiro-
zeného Cisla (¢ pfirozené), kde p,, ps,. - ., pu jSOU navza-
jem raznd prvocisla, pravé kdyZ vSecky exponenty 7,
Aos. . .5 Ay jsOu nasobky Cisla &.

V jednom sméru je véta evidentni; jeji obraceni se do-
kaze nasledujicim zptisobem: Je-li

Py P pir = (g g g ey
kde prvodlisla p;, pos. .., pn 1 prvocisla ¢,gs,- - -» ¢, jsou
navzajem raznd, upravime (1) na tvar

VPR . Par = g g
Z véty (V) o jednoznatném vyjadfeni pfirozeného Cisla
jako soucinu mocnin prvocinitelt vyplyva

n=ms P = qi Po=qas-5 P = qn

(pfi vhodném oznaceni)

A=k, Ay = Rtgy. . .3 Ay = Rpty, .
Tim je dokdzdna obracena véta.

Pfi této prilezitosti vénujte trochu pozornosti vété (V),
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kterou znate a které béZné uZivate napf. pfi vyhleddvani
nejvétsiho spole¢ného délitele a nejmensiho spolecného
nasobku nékolika cisel.

Celkem snadno muzeme piedvést obdobnou situaci,
za které jednoznaCnost vyjadfeni neplati; tak se ukaZe,
ze véta (V) neni tak samoziejma, jak se na prvni pohled
zda.

Mnozina S vsech kladnych sudych Cisel obsahuje pod-
mnoZinu Z vSech ¢isel tvaru 2k, kde % je kladné liché
cislos

Z-— {2,6,10,14,18,22, ...} .

Prvky mnoziny Z nazveme zakladnimi Cisly (je to obdoba
prvocisel). Kazdé Cislo x e S\NZ je sloZené, tj. da se
vyjadfit jako soucin asponi dvou zdkladnich cisel. Toto
vyjadfeni v8ak neni vZdy jediné, jak ukazuje priklad:

60e6SNZ;60=2.30=10.6.

MuzZeme jesté rozieSit obdobnou ulohu jako Z-P-1,
napf.: Mdme urcit nejmensi pfirozené Cislo x, pro které
je 720 . x3 ¢tvrtou mocninou pfirozeného Cisla.

Plati 720 = 2% . 3%.5; ma-li byt Cislo x co nejmensim
Cislem poZadované vlastnosti, bude mit jen prvocinitele
2,3 a 5. Necht je x = 2%3%5¢; pak je x3 = 2343%53¢ 3 dile

720x3 — 24+3a _32+3b 5lidc )
Pfitom a, b, ¢ jsou nezdpornymi celymi Cisly, z nichz
aspoti jedno je kladné. Na pravé strané (2) je Ctvrtd moc-
nina pfirozeného Cisla, pravé kdyz kazdy z exponentd
4 + 3a, 2 + 3b, 1 4 3c je co nejmensim ndsobkem Ctyf.
Odtud dostaneme tfeba experimentdlné a = 0, b = 2,
¢ = 1 a odtud x = 45. Skute¢né je

720.45% — 24,32 5 (3%, 5)8 — 24, 3% 5% —
— (2.32.5)4 = 908,
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Ulohy tohoto druhu jsou i vhodnou prileZitosti k procvi-
Covani vypoltll s mocninami.

Formulace ulohy Z-P-1 je dost obvykla v zahranici:
z nékolika odpovédi se ma vybrat spravnd, popfipadé
oduvodnit nespravnost ostatnich. Nékdy byvaji mezi uve-
denymi odpovédmi dvé spravné, nékdy jsou vSecky ne-
spravné. Néktera odpovéd svadi fesitele, aby ji chapal (ne-
opravnéné) jako spravnou, napf. v Gloze Z-P-1 odpovéd
b); Cislo 12602 neni nejmensi Cislo poZadované vlastnosti.
Celkem rychle lze také zjistit nespravnost odpovédi
a): dekadické vyjadieni soucinu 1260 . 1470 kondi troj-
Cislim 200; takové Cislo vSak nemiZe byt tfeti mocninou
Cisla, jehoZ dekadické vyjadieni konéi nulou.

Uloha Z-P-1 je podnétem k formulovani ulohy obec-
néjsi a ke zjisténi, zda je feSitelnd. Jsou dana pfirozena
Cisla N, r, s; mame zjistit, zda existuji pfirozena Cisla x, y
tak, Ze plati

N . x" = y°.

[Zz-P-2]

Zdenék a Jirka bydli v domech A, B ve dvou navzajem
kolmych ulicich; domy A, B jsou od kfizovatky K obou
ulic po fadé vzdaleny 500 m a 400 m. V témZe okamziku
vyjedou oba chlapci na kolech od svého bydlisté po
ulicich AK, BK smérem ke kiiZovatce, kterou projedou.

Zdenék jede prumérnou rychlosti 4 m/s, Jirka pru-
mérnou rychlosti 3 m/s.

Za kolik vtefin od startu bude jejich vzdu$na vzdale-
nost nejmensi a kolik metra to bude?

Tato uloha je jednou z variant znamé dlohy. Po dvou
riznobéZnych primkéch se pohybuji (zpravidla rovno-
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mérnym pohybem) dva body; médme urdit jejich vzda-
lenost v daném okamZiku. Na obr. 15 je zndzornéna situ-

ace; v Case ¢ = 0 jsou oba pohybuyjici se body X, Y
v polohach A, B, jejichZ vzdalenosti od pruseciku P da-
nych piimek jsou AP = a, BP = b(a >0,b >0).V Case
¢ vykonal bod X drahu x > 0, bod Y drahuy > 0. Dané
primky pokladame za osy soufadnic s poéétkem P; pak je
poloha bodu X, resp. Y, v Case ¢ urCena soufadnicemi
a — x,resp. b — y. Oznacxme—h w velikost thlu <t APB

je @ = 90° a podle Pythagorovy véty plati

=(@—x2+0®—-y? . €)

Vzorec (3) plati i v pfipadé, kdy je jedno z Cisel a — x,
b — v nekladné nebo kdy jsou obé nekladna; to si snadno
ovérite, uvazite-li, Ze thel <t APB pak nahradime Ghlem
vedlej$im nebo vrcholovym.

Pohyb bodu X i pohyb bodu Y je rovhomérny s rych-
losti 4 m/s, popf. 3 m/s; proto plati x = 4z, y = 3z (¢ je
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¢as v sekunddch) a po dosazeni do (3) za a = 500 a b =
= 400 vyjde 22 = (500 — 4r)* + (400 — 3r)?neboli 2* =
= (5t — 640)? -+ 400. Funkce 2% i z nabude nejmensi
hodnoty pro 5¢ — 640 = 0, tj. t = 128 vtefin. Nejmensi
vzdalenost bodt X, Y je pak z = |/400 = 20 (metrd).

Pro vyspélejsi Ctenafe rozieSime tlohu jesté v pripadé,
kdy je @ # 90° (obr. 15). Pak plati podle kosinové véty
22=(a—x2+®—y?—2a—x)(b—y)cosw. (3"

Je-li pohyb bodu X i pohyb bodu Y rovnomérny
s rychlosti v,, resp. v,, je X = 1, y = v,t a po dosazeni
do (3’) dostaneme

22 = Rkyt® + kot + kg, 4)
kde
ky = 0% + 0% — 29,9, cos w,
ky = 2(av, cos w + by, cos w — av, — bv,) ,
ky = a® + b® — 2ab cos w .
ProtoZe

ky = (v, — 05)% + 20,95(1 — cos w) =
w

= (v — vy)* + 40,0, sin® 2

je k, = 0, pravé kdyZ v, = v, a sin % = 0, coZ pro

0 < w < = nikdy nenastane. Je tedy funkce (4) vidy
kvadraticka (to je dulezity teoreticky vysledek).
MiuZeme rozresit jesté jednodussi dlohu: drahy boda

budou opét kolmé pfimky, AP = 500(m), B = P, v, =
= 4(m/s), v, = 3 (m/s). Vyjde

2% = 250 000 — 4 000z - 25¢2
neboli

22 = 25[(t — 80)% + 3600] .
Minimum nastane pro ¢ = 80 vtefin a je to 2=
— ]/25.3600 = 5.60 = 300 (metrd).
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I Z-P-3 l

Jsou dany dvé soustfedné kruznice k; = (S3r;) a
ky = (S;1s), kde r, < r,. Na kruZnici k, zvolime dva
ruzné body A4, P a sestrojime pfimku kolmou k AP pro-
chazejici bodem P. Priseciky téZe pfimky s kruZnici &,
ozna¢me B, C.

Vyjadrete

PA? 4 PB? 4 PC?
pomoci 7y a 7.

Uloha Z-P-3 pifimo vybizi k podrobnéj§imu vysetfo-
vani tétiv dvou soustfednych kruZnic. Jsou-li dany dvé
soustfedné kruZnice k;,k, 0 polomérech 7y, ry (ry < 1),
je-li BC tétiva kruZnice k,, ktera obsahuje bod P kruZnice
ky, pak plati

PB.PC =12 —r%, (6)

Vzorec (6) plyne z urceni
mocnosti bodu P vzhledem
ke kruZnici k,, ale 1ze ho od-
vodit primitivnéji.

Plati pfioznacenizobr. 16:
PB = BR — PR, PC =
= CR + PR = BR + PR,
PB.PC = BR* — PR* =
=7r — SR — (r} —
— SR?) =1} —1r}.
Vzorec (6) plati i v pripadé,
kdy tétiva BC obsahuje stied
Obr. 16 S. Pifi feSeni ulohy Z-P-3
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byste méli zkoumat zvla§tni pfipad, kdy S € AP. Zde vyj-
de bezprostfedné

AP? 4+ BP? 4 CP* — 2(r3 + 13). (7

NemiiZe vSak byt S € BC, nebot by nemohly vzniknout
dva riizné body A, P na kruZnici %, jak zada text ulohy.
Kdybychom vsak pfipustili 4 = P a pfimku AP nahra-
dili tecnou kruZnice &, v bodé P, bylo by AP = 0, BP =
=ry, — 1, CP = r, + r,, platil by tedy opét vzorec (7).
K tomuto pfipadu bychom se méli na konci vrétit
z hlediska spojitosti (obr. 17a).

Obr. 17a Obr. 17b

V pfipadé nazna¢eném na obr. 17b vznikne podle obra-
ceni Thaletovy véty pravouhly trojuhelnik APQ
s pfeponou AQ délky 2r,. Plati

AP? 4 BP? + CP?*= AP*+ (CP — BP)* 4 2BP.CP =
= AP? + (CP — CQ)? + 2BP . CP =
= AP* - PQ? - 2BP . CP. (8)
Podle Pythagorovy véty je AP* 4 PQ* = AQ?* = 4r};
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podle vzorce (6) je BP.CP = rj — r}; dosadime-li do
(8), dostaneme

AP? + BP® 4 CP? = 4% + 22 — 2r2 = 202 + 12),

coZ je opét vzorec (7).

Tim je dokazano, ze pfi libovolné poloze seny AP
kruZnice %, plati (7); plati vSak (v dusledku spojitosti)
i tehdy, kdyZ se¢na AP piejde v teCnu kruZnice %;.

Tento zpusob odvozeni vzorce (7) se zda dosti umély;
pfi ném vsak ziskdme zajimavy vzorec (6) a pfiucime se
Casto pouZivanému obratu ve vypoltu (8). Mame-li po-
stupovat takto, musime vy¢lenit lemma (6), uvédomit si
trik (8) a vySetfit specidlni pfipady.

Primitivnéj$im zptisobem je prosty vypocet pomoci sou-
fadnic (to ovSem tucastnici kategorie Z vétSinou neuméji)
nebo je moZno obejit tento postup prostym planimetric-
kym vypoctem.

Oznacime R patu kolmice spusténé z bodu S na pfimku
BC (R je stfed useCky PQ, viz obr. 17b). Oznacime-li
jesté AP = x, je podle vlastnosti stiedni pficky trojuhel-

nika SR — 323 Dile je

PB=RB — PR, PC=RC+ PR=RB+ PR. (9)
Pak je podle Pythagorovy véty
RB? = r} — SR?, PR? = r} — SR*. (10)
Spojime-li (9) a (10), dostaneme
PA? + PB? 4 PC? = x* + 2RB? + 2PR? =

x2 x?
—wtoay-T -3,
tj.
PA? + PB* + PC? = 2(r3 + rd).
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NepouZijeme-li metody soufadnic, musime oviem zvlast
vySetfit pfipad S € BC, tj. S = R.

I Z-P-4 I

Je dan pravouhly trojuhelnik ABC s prfeponou AB.
Ke kazdému bodu D kruZnice opsané trojuhelniku ABC
(D # A, D # B) sestrojime bod E soumérné sdruZeny
s bodem C podle pfimky AB a bod F soumérné sdruZeny
s bodem C podle pfimky AD.

Vysetite geometrické misto a) bodut E; b) bodu F.

__._.__
Tuto snadnou ulohu muZete fesit v podstaté bez po-

moci. Uvédomite si, Ze pfimka AB je pevna, a tudiz i bod
E je pevny; naproti tomu pfimka 4D probiha svazek se

Obr. 18
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sttedem A4 s vyjimkou pfimky AB a teCny ¢ vedené
v bodé A4 ke kruZnici £ opsané trojuhelniku ABC. Bod F
probéhne tedy kruZnici » se stfedem 4 a polomérem AC
s vylou¢enim dvou bodu: bodu E a bodu G soumérné
sdruzeného s bodem C podle pfimky ¢ (obr. 18).

Lze rozfesit i obdobnou ulohu: za stejné situace vy-
Setfit mnoZiny vsech bodt a) E’, b) F’, kde E’, resp. F/,
jsou paty kolmic spusténych z bodu C na piimku 4B,
resp. AD.

Jesté lepsi by bylo ukazat si vySetfenj takovéto upatnice
na uloze hodné zobecnéné, napf.: Je dan trojuhelnik
ABC, ve vnitfku poloroviny opacné k BCA je dina
kruZnice k,. VySetite mnoZinu M vSech pat kolmic X',
spusténych z vrcholu C na pfimky AX, kdyz bod X pro-
bihd kruZnici k.

MnozZina M je v tomto pfipadé prunikem kruZnice se-
strojené nad prumérem AC s uhlem < 77A4T,, kde
Ty, T, jsou body dotyku tecen vedenych z vrcholu 4 ke
kruznici k,. Misto pat kolmic miiZzeme zvolit jako v tloze
Z-P-4 body soumérné sdruzené s vrcholem C podle
pfimek AX. Uloha pfipousti velké mnoZstvi rtznych
snadnych variant.
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l1l. Sout&Zni dlohy I. kola
(Komentar a feSeni)

1. KATEGORIE A

Je dana posloupnost {a,}, kde a,, = 7" — 3"*+4,

a) Rozhodnéte, zdali je tato posloupnost rostouci nebo
klesajici.

b) Urcete mezi Cleny a, nejmens$i a nejvétsi (pokud
existuji).

c) Urcete, pro kterd n plati a, = 0.

d) Dokazte, Ze pro kazdé prirozené Cislo n plati: a, je
délitelno Ctyfmi.

Tato tloha se da fesit pomoci rekurentniho vzorce pro
¢leny posloupnosti, ktery vyjadfuje porovnani ¢lent roz-
dilem. Mimoto uZijeme je$té¢ porovnani podilem. Vy-
pocteme

Apyy — Ay = (7n+1 — 3n+5) — (771 - 3n+4> >
tj.
Apyy — Ay = 6(7" — 3n+3) : (1)
Pro rozhodnuti v otdzce a) je tfeba zjistit, pro ktera »n je
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Ap — a, =0 a pro kterd je a,.; — a, = 0. Porovnanf{
cisel 7" a 3"*3 podilem dava

™ 1T\ 1,
Fﬁ—ﬁ(g) >2ﬂ7.2. (2)

Pro vseckan =5 16217“ 2% > 1,1, 7" — 3"13 > 0.

Pro n =4 je 7* — 37 = 2401 — 2187 > 0. Plati tedy
nerovnost a,,; — a, > 0 pro vSecka n = 4. Zbyva vy-
Setfit » = 1,2,3. Sestavime tabulku pro n» — 1,2,3,4,5,
kterou budeme potfebovat pro otdzku c).

n 1\2'3 4 | 5

' )

a, =T — 3"+ —236 ’ —680 ‘ —1844| —4160| — 2876,

Z tabulky (3) je vidét, Ze posloupnost {a,} je klesajici pro
= 4 a rostouci pro 7 .
Kladne a zaporné cleny najdeme z tabulky (3) timto
vypoctem:

(LN N A I U SR
3T+i"‘ﬁ'(3) ~81 2" ~gg2? @

ProtoZe pro n = 6 je 2,3" >> 140, dostaneme ze (4) pro
n==6

7" 140 5 _ 1

CITR VU T
tj. pron = 6 je

a, = 7" — 3nt4t >

Nejmensi Clen je a4, nejvétsi ¢len neexxstuje.
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Otézka d). Protoze 7" — 3" 43 je sudé pro vSecka n, plyne
z (1)
Apyy = Gn -+ 40, , (b, celé).
Je-li tedy a, niasobkem cCtyft, plati to i pro a,,,. Podle
tabulky (3) je a, nasobkem Ctyf, proto je kazdé a, né-
sobkem Ctyf (indukce).
Resitelé mohou rozhodovat o znameni &isla 7% — 3#+3

(viz (1)) pomoci logaritmii: je totiz
n
7n—3"+3<0¢(1) Y PRMPL £

3 “jog7 _ log3"

V roviné ortonormadlnich soufadnic x,y zobrazte mno-

zinu v$ech bodi, o jejichZ soufadnicich x,y plati:
N ol + 1y < 4
a zaroven
8=+l =y =m,
kde symbol [a] znali celou ¢ast redlného Cisla a. V této
mnoZiné urcete vSechny body, jejichZ soufadnicemi jsou
celd cisla vyhovujici vztahu
y =0 —lx].
___.__

Uloha A-I-2 pokraduje v tematice schodovych funkci
a funkci z nich odvozenych. Nejdfive byste mohli sestro-

jit po fadé grafy funkci x |- [x], x |- V8 — x2, x |>
> (V8= a2], x 1> 1] — |l

Tyto grafy jsou na obr. 19, 20, 21, 22. Pak uz zbyva jen
sestrojit prunik graft relaci |x| + |y| = 4 (obr. 23) a
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y
y X — [X] xr+—> {8 —y2
' | X X
— [212, 0] [0o]  [22,0)
L ]
Obr. 19 Obr. 20
J7
y \
x> [18x2] [ x> |- x|
4[0,2] \/
[0.1] X / / /
Farz,0] pio] (22,4 [0 0]
Obr. 21 Obr. 22

[/8 =] =y = [x] (obr. 24). Poznimka: irkované
useCky a body vyznaCené bilymi krouZky nepatii pfi-
sluSnym grafim.
Koneénym vysledkem je dvoubodova mnoZina
{[050], [—152]} .
Uloha A-I-2 je spise &asové niro¢na ne% myslenkové ob-
tizna.
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M f04)

[xl+ 1yl £ 4
Ixi+1yl £ 4 .
&)=y = 1
Obr. 23 Obr. 24

Nech je dany pravidelny n-aholnik 4,4,. ..A4, vpisany
jednotkovej kruznici. Vypoditajte

r 2
> A .
i,j=1
i<j
.__
_ Tato uloha se fesi asi nejvhodnéji komplexnimi ¢isly.
Resitel si jen potiebuje uvédomit vzorec pro vzdélenost

bodi A = [«], B = [f], kde «, p jsou komplexni Cisla.
Plati

AB=|a—f,AB*=|a — B |* = (« — B) (x — B), (5)
kde «, f jsou &sla komplexné konjugovani k o, 8. Na
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prvni pohled je vidét, pro¢ sahame po komplexnich
¢islech: kdybychom pouZili ortonormalnich realnych sou-
fadnic, méli bychom misto jednoduchého vzorce (5) slo-
Zit&j$i vzorec

AB* = (o — B1)* + (g — B2)?>
kde «;, B; jsou (redlné) souradnice bodi A, B.
Na obr. 25 oznacuje 2 komplexni ¢islo, jehoZ obrazem

A=[22)
A =[z]
A=[29
' A
\ [00] [
A=[29]
As=(2¢]
As=[29]
Obr. 25

je ten vrchol A, pravidelného n-uhelnika A4,4,...4,,

ktery leZi v prvnim nebo druhém kvadranté a je nejblizsf

vrcholu A, = [1;0] (na obr. 25 je n = 7). Ztejmé je
A, = [3*] a ddle plati 2 — 1 =0, 2 # 1, tj.

g1l Lgm 2L 1L 2z+1=0. (6)

Je vhodné uvédomit si, jak si miZeme pomoci geo-

metrickou tivahou: uvaZime, Ze hledany soucet S je soud-
tem druhych mocnin délek vSech stran a viech uhlopfitek
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n-uhelnika A,4,...A4, (kazd4 je vzata jen jednou, coZ
vyplyva z podminky 7 << j). Proto plati

S = 5 (Al + Al + ... + Ay 14B).
Pouzijeme-li vzorce (5), vyjde

S:%((z—l)(z“— D4+ (2—1)(—1)+ ..

cee F (2 — 1) (2" — 1)) .
ProtoZe zk — zn* (k=1,...,n—1), je
S=%(n—1——2(z+z2+ coo 2% 4 n— 1),
neboli podle (6)

S=nn—1)—n(z+22+ ... +2"")=
=nn—1)+n=n.

Resitelé ulohy A-I-3 by se méli sezndmit se souvislosti
teorie pravidelnych mnohouhelnik s kofeny binomické
rovnice x® = 1 (Kreisteilung). Je to sice klasicka partie,
ale pfitom je to estetické a uZiteCné pouZiti aritmetiky
komplexnich ¢isel. MoZna, Ze by takové stru¢né pouceni
bylo nejleps$im uvedenim do problematiky tlohy A-I-3.

Dokazte:
a) V tétivovém pétithelniku s vnitfnimi uhly oy, oy,. . .,
o (v tomto pofadi) plati
o 4 oy + g + g + o5 = 37,
o ooy ST, g 0y >, g+ g >,
g+ oy >, o5 ooy >
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b) Jsou-li oy, oty ..., g duté thly (tj. 0 < oy < )
spliujici vSechny uvedené vztahy, pak existuje tétivovy
pétithelnik s témito vnitfnimi thly (v tomto potadi).

Uloha A-I-4 je pro fesitele kategorie A velmi snadna.
Pro rozieSeni jeji prvni ¢asti staci uvédomit si dvé skutec-
nosti:

(a) Kazdy tétivovy pétiahelnik je konvexni a soucet
velikosti jeho vnitfnich Ghlu je 37;

(b) s pomoci vztahu oy + o, + oy + a; | a5 = 37
1ze vypocitat velikosti v§ech thlt na obr. 26.

Obr. 26

s w7

Obr. 26 zaroveii také vede k rozfeSeni druhé Casti ulohy.
Sestroji se A A;A,Ag, jehoZ uhly maji velikosti uvedené
na obr. 26; tento trojuhelnik se da sestrojit, nebot je
oy + oy >, 0y g > T, 0 oy g oy f oo =
— 3m. Déle se sestroji v poloroviné opacéné k A,A4;A4,
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trojuhelnik A4,A4,A4;, jehoz thly maji velikosti uvedené
na obr. 26 (Ghly o, o, jsou duté). Protoze je

* Asd Ay = — 5 AsAzA,
tezi podle znamé véty V bod Az na kruznici & opsané
trojuhelniku A,4,4;, tj. vSecky Ctyfi body A, A,, A3, Ay
lezi na kruZnici k. V poloroviné opacné k A;A4,4, se dile
sestroji trojuhelnik A,4,4, tak, aby jeho thly mély veli-
kosti uvedené na obr. 26. Podle véty V leZi bod A4, na
kruznici opsané trojuhelniku A,4;4;, coz je kruznice k.
Lezi tedy vSech pét vrcholu 4,, 4,, A;, A,y A5 na kruz-
nici k.

Kli¢em k feseni je véta V, kterou si mizeme zopakovat
napt. v souvislosti s Prolemaiovou vétou nebo nékterou
konstrukeni ulohou o tétivovém Ctyfthelniku. Tuto vétu
lze pouzit i pfi feseni tlohy A-I-6.

[A-1-5 |

V mnoziné vSech realnych Cisel je dana binarni operace
xXy=x+y-+xy.
Zjistéte, pro které trojice redlnych cisel x, y, 2z plati
(xXy) ¥ z=(x%2) % *2)
(distributivnost operace % vzhledem k operaci -%).
,,7,._”_‘

Uloha je z oblasti strukturalni matematiky. Nezvyklé je
snad to, Ze jde o distributivitu operace k ni samé. Prepi-
Seme-li danou operaci podle jeji definice, dostaneme na-
konec rovnici

z14+2)0+x0+y) =0,
kterd ovSem neplati pro vsechna x,y, z. Operace % neni
tedy distributivni sama k sobé, '
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Do tematiky ulohy vnikneme tak, Ze feSime #lohu:

Ur¢it konstanty a, b tak, aby operace
xVy=ax | by
byla distributivni sama k sobé. Rovnici
xVINVz=xV2VQYVs2
prepiSeme postupné takto:
(ax 4 by) V 2 = (ax + b2) V (ay + b2),
a(ax + by) + bz = a(ax + bz) + b (ay + bz2),
tj.
: ba+b—1)z=0. @)
Vztah (7) plati pro vSechna x,y, z, pravé kdyz je b = 0
nebo a + b = 1. Prikladem operace, kterd je distribu-
tivni sama k sobé, je tedy tfeba
xVy=ax+ (1 —a)y,

kde a # 0.

| A-1-6 ]

Je dan konvexni ¢tyfahelnik A BCD, jehoZ prodlouZené
prot¢jsi strany se protinaji v bodech E, F. Dokazte:

a) KruZnice k,,k,,k5,k,, které jsou opsany po fadé troj-
thelnikim AED, BEC, ABF a DCF, prochazeji tymz
bodem G.

b) Stiedy O,,0,,0,,0, téchto kruZnic lezi na kruZnici
prochézejici bodem G.

¢) Paty kolmic z bodu G na vSechny strany Ctyfuhel-
nika ABCD lezi na téze ptimce.

Je to uloha tradi¢ni, ale pfitom zaludna. Rozhodné je
tfeba o ni podrobnéji hovofit. Jde totiZ o vyhledani vhod-
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ného aparatu. PonévadZ je to tloha polohovd, zda se pfi-
rozené uzit metody soufadnic. KdyZ to vSak zkusime,
pozname, Ze i kdyZ se pouZiji komplexni soufadnice
v roviné, vyjdou sloZité vyrazy; proto tak radéji postupo-
vat nebudeme. SloZité je, Ze v uloze je smés prvkd pro-
jektivnich (Ctyfroh) a prvkia metrickych (kruznice). To
vede zcela prirozené k mySlence pro;ektlvxzovat alohu, tj.
nahradit kruZnice kuZeloseCkami a pak uZit prostfedki
projektivni geometrie. Tato cesta je vSak skoro vSem
stfedoskolakum nedostupnd. Nezbyva tedy neZ se vratit
k aparatu elementdrni geometrie, ale snaZit se cestu trochu
usnadnit. Ti, kdo znaji zaklady kruhové geometrie, si jisté
uvédomi, Ze v tloze jde o konfiguraci kruhovych kifivek
v Mobiové roviné. Pfibereme-li k sedmi bodam A4,B,C,D,
E,F,G (G je spole¢ny bod vSech Ctyf kruZnic ky,ks,ks,k,)
jesté nevlastni bod N~ Mobiovy roviny *), dostaneme
konfiguraci osmi boda a osmi kruhovych kfivek (jsou to
pfimky AB, BC, CD, DA a kruznice ky, ky, ks, ky).
Kazdym bodem konfigurace
r={A,B,C,D,E,F, G, N>,
AB, BC, CD, DA, ky,ky, ks, ky}

prochézeji pravé Ctyfi jeji kruhové kiivky (coZ je spoleCny
nazev pro prlmku a kruin1c1) a na kazdé jeji kruhové
ktivce leZi prave Ctyfi jeji body. Cist a) tlohy A-I-6 z4d4
vlastné diikaz existence konfigurace I

Pro elementarni dikaz této existence mame k dispozici
jen vétu o obvodovych uhlech, resp. vétu V o tétivovém
Ctyfuhelniku; je v8ak zndmo, Ze G¢innym prostfedkem
v kruhové geometrii je zobrazeni, zvané kruhovd inverze.

*) Jak znidmo, ma Mdbiova rovina jediny nevlastni bod, kterym
prochizeji vSecky pfimky, ale kterym neprochdzi Z4dnd kruZnice.
Nejndzornéj$im modelem Mdobiovy roviny je kulové plocha, jejiZ jeden
vyznaény bod je obrazem nevlastniho bodu.
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Doporucujeme vam, abyste se pfi této pfileZitosti s jeho
zakladnimi vlastnostmi sezndmili.

Misto abychom dokazovali, Ze existuje bod G, kterym
prochazi kazda z kruZnic &,, ks, k;, k4, zménime kruhovou
inverzi situaci tak, Ze
budeme dokazovat ob- D' : Obe. 2
dobnou vlastnost pro
dvé kruZnice a dvé
primky.

Zvolime bod A4 za
stred inverze; jeji moc-
nost zvolime libovolné
(tfeba tak, aby vSecky
body B, C, D, E, F le-
zely vné zakladni kruz-
nice).

Oznacdime-li p =
= AB, ¢ = AD a A
oznalime-li  Carkova-
nim obrazy bodu v inverzi, dostaneme situaci naznacenou
na obr. 27. Pomoci tohoto obrazku provedeme vypocet:

{C,G,D, — @:C’FIDI = 7 — {C/F/A -
—n—(n— XCBA) = ¥ CBA = 4 CBE =
—n— 3 CGE.

Prvni rovnost vyplyva z véty o obvodovych uhlech, tfeti
a Sestd z vlastnosti tétivového Ctyfuhelnika (véta V).
Z rovnosti

S CGD =7 — X CGE (8)

plyne, Ze body D’, G', E’ jsou kolinedrni, tj. Ze pfimka k;
prochazi bodem G’. K uplnému dikazu je tieba ovSem
jesté doplnit tvahu o uspofadani bodli na kruznicich,
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Vyménou oznaceni (k, < k, p' < ¢, E' & F',B' < D’)
dostaneme z (8) rovnost
‘i CIG/BI = T — <a: CIGIF/;

z ni vyplyva, Ze také F Obr. 28a
ptimka k; prochdzj bo- R
dem G’. Pifejdeme-li
inverzi zpét k necarko-
vanym bodum, je Cast
a) ulohy A-I-6 rozfe-
Sena.

Principem  dukazu
Casti b) je odiivodnéni,
ze Ctyrahelnik
0,0,GO; je tétivovy
(zménou oznaceni pak
dostaneme, Ze 1 Ctyi-

thelnik 0,0,GO, je
tétivovy a tim bude
¢ast b) rozieSena). Po-
névadz obé kruZnice %,
k, prochazeji body E,
G, je 0,0, | GE; na
zakladé toho vyjadiime
< 0,0,G (obr. 28a).
Ponévadz kruZnice &,
prochazi body A4, B,
G, F, vypolteme
< 0,0,G (sttedovy
thel) pomoci < AFG
(obvodovy thel).

Pomoci obr. 28ab
jsme tedy ziskali:
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< OlozG = ¢ == é ) G()Zb = T — l GBE = © —

— X GCE= ¥ GCD,
3 0,0,G = % ¥ A0,G =  AFG = < DFG.

Protoze Ctyithelnik DFGC je tétivovy, je < GCD +
+ X DFG = = ,tj. < 0,0,G + <% 0,0,G = m, tj. také
tyfahelnik 0,0,GO; je tétivovy, coZ jsme méli dokazat.

Jako impuls pro feSeni ¢asti ¢) ulohy A-I-6 by snad
mélo stalit upozornéni, ze kazdd kruZnice sestrojena nad
n€kterym pramérem GF, GD, GC, GE obsahuje pravé
dvé& paty kolmic spusténych z bodu G na piimky 4B,
BC, CD, DA. Pokud zna fesitel Simsonovu vétu, je Cast
c) trividlni. Nebot bod G leZi napf. na kruZnici k, opsané
trojuhelniku ADE, a proto paty kolmic spusténych z bodu
G na pfimky AD, DE, EA lezi na Simsonové piimce.
Snad by bylo nejvhodné&jsi, kdyby si fesitel tuto vétu
pfedem odvodil*), napt. vypoétem pomoci komplexnich
Cisel (stfed opsané kruZnice se zvoli za potatek soufadnic;
vrcholy trojuhelnika pak jsou obrazy komplexnich jed-
notek &y, &, &, bod, z n€hoZ spoustime kolmice, je obra-
zem komplexni jednotky &).

Uloha A-I-6 je dosti rafinovan4 a niro¢nd; muzZete se
vSak na ni naucit hodné véci z tradini geometrie.

*) Viz téz Ptiklad 14 na str. 69 v 15. svazku SMM — M.Koman:
Jak vy$etfujeme geometrickd mista metodou soufadnic.
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2. KATEGORIE B

Dokazte, ze pre kazdé dve realne cisla a, b plati

la+ol _ |laf 10|

T+ja+b ~1+1a " T+
Zistite vSetky pripady, v ktorych nastane rovnost.

+

Tuto ulohu muZeme fesit velmi primitivné, jedinym
pouzitim zndmé nerovnosti |a + b| = |a| + |b|, kterd
plati pro vSecka realna Cisla a, b. Pfedpokladame, Ze dana
nerovnost plati pro jistou dvojici a, b; vynasobime ji
kladnym ¢islem (1 + |a]). (1 + |8]) . (1 + |a + 8]); do-
staneme

la + &l (1 + lal) (1 + b)) =
=lal(1+|a+ b))+ [5]) +
+ 161 (1 + la + &) (1 + |al) (1)
a dale po upravé
(la| + 18] — |a + b]) + 2|ab] + |a + b| . |ab] = 0.(2)

Tento vypocet (rozbor tlohy) je vlastné hledanim vSech
mognych feSeni nerovnice

la + bl ;; !al__ w!., _____lél - (3)
[Flatbl =T+a  T+8"
Ukazalo se vsak, %e nerovnice (2), odvozena z (3), ma za

feSeni vSecky dvojice realnych ¢isel a, b. Da se tedy oce-
kavat, Ze totéZ bude platit pro nerovnici (3). To se dokdze
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obracenim postupu: pro libovolnou dvojici redlnych Cisel
a, b plati (2); z (2) lze odvodit (1); délime-li (1) kladnym
cislem (1 + |a)) . (1 + 16]).(1 -+ |a 4 b|), dostaneme z (2)
nerovnost (3).
Tento postup, 1 kdyz trochu téZkopadnéjsi, je priroze-
néjéi nez takové triky, jako je napf. secteni vztaht
la + b = |a| + (b,
la + b| (la| + [6]) = |a + bl(lal + b))

a dal$i umé¢lé upravy, tj. pouZiti nerovnosti

o _ lal
T la] + 6] = 1+ [a]
B bl

1+ |al + (6] = 14 |b]
Také na dalsi otdzku tlohy snadno odpovime. Rovnost
v (3) nastane, pravé kdyZz plati rovnost v (2). Rovnost
v (2) nastane, pravé kdyz je
o lal + 18] — |a + 8] = 0
a zaroveil
lab] = 0,
tj. pravé kdyz aspoii jedno z Cisel a, b je rovno nule.
Domnivame se, Ze by se méla prevést danad dikazovd
uloha na ulohu urcovaci a méla by se fesit upravami (1),
(2), tj. feSeni nerovnice (3) by se mélo prevést na feSeni
nerovnice (2) a méla by se prokdzat jejich ekvivalence.
Pripojujeme jesté tuto pozndmku: Uloha B-I-1 svadi
k tomu, abychom se zminili o funkcich konkdvnich a kon-
vexnich.
Funkce f(x) jedné redlné proménné x se nazyva kon-
vexni, resp. konkdoni v otevieném intervalu I, pravé kdyz
pro kazda dvé Cisla x, x, € | plati

7% ) = 5 (e + A=)
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resp. »
FE5") = 5 (fe + fw)

Typicky graf konvexni a konkavni funkce ukazuji obr. 29
a 30.

Y 2

i
{ |
- | I x
! Z T B J
0| | X X1+X2 X
I 1 7 2
J
Obr. 29 Obr. 30

Mai-li funkce f v kazdém bod¢ intervalu | prvni a dru-
hou derivaci, je konvexni (konkdvni), pravé kdyz f"'(x) =
= 0 (f"(x) = 0) pro vSecka x € I. Podle tohoto kritéria
snadno poznime, Ze napf. funkce x |- x* je konvexni

v kazdém otevieném intervalu, funkce x - 1 — o je kon-

kavni v intervalu (0; + co).
Studujeme funkci f: x | Tj|if||7| neboli

X1 —+—— .

Pro kazdé dveé realna Cisla a, b plati
a+b _ la+b @
l+la+ b — 11 la +8]°
2
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kdyby se tedy podatilo dokéazat konvexitu funkce f v in-
tervalu (—oo; -+ o0), tj. platnost formule

a -+ b‘
2] 1 (_Ia] I 1] ‘) ,
U
2
neboli
lat+b _ lal 1B
RIS RN T Rk ®)

2

vyplynula by z (4), (5) dokazovana nerovnost. Bohuzel
viak funkce f neni konvexni pro vSecka x.To ukazuje
jeji graf na obr. 31.

Obr. 31

Studujeme-li konkdvni a konvexni funkce, miZeme si
dokazat 1 Fensenovu formuli jako zajimavé cviceni na praci
s nerovnostmi a na velmi zajimavy a neobvykly zptsob
uziti matematické indukce. (Viz napt. Meschowski: Unge-
16ste und unlésbare Probleme der Geometrie, Berlin,
Springer-Verlag.)
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Dokazte, ze pro kazdé « plati

sin o = (—l)[;] 1= cos?x,
kde [x] je celé ¢islo vyhovujici vztahlim
Kl=x<[x]+1.

Naleznéte obdobny vztah pro vyjadfeni cosax pomoci
sinc.
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Uloha B-I-2 vyZaduje, abychom dokazali uptesnéni
formule z goniometrie. Vzorce

sine = 4 |/1 — cos2x nebo [sinz| = |/T — cos«

vivy

se maji nahradit urcitéj$i formuli

o

sino = (-~~1)["] - J/T = cos?«.
Jinymi slovy: pomoci funkce x |— [x] (cela ¢ast z x) se
ma vyjadrit, v kterych intervalech je funkce « |+ sino ne-
zaporna, a v kterych je nekladna.

Doporudujeme, abyste sestrojili graf podle obr. 32, na
kterém je patrno, kterymi ¢astmi roviny probihd sinuso-
ida. Jsou to vySrafované Casti roviny. Hranice k nim ne-
musime pocitat, nebot pro vSecka celd ¢isla & je sin kx = 0.

Naobr. 32 je dale zakreslen graf schodové funkce x |+ [—i%]
Ziejmé je
(— 1)[51 — 1pro [%] sudéa (— 1)[5] — —1pro [:] liché;
to plati, i kdyz je Cislo [%] zdporné.

Analogicky se odvodi vzorec pro kosinus:

cosa = (— 1)[%i§] -1 = sin%x-

Toto odvozeni je nepatrné sloZitéjsi; v obou pfipadech se
doporucuje sestrojit graf schodové funkce; oviem v prv-
T ol . e
nim pfipad¢ je funkce « |- [;] déna, v druhém pfipadé
, . 1 o < v .
musime funkci o [ 5 + — nejdrive najit.
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Obdobné Ize upravit dalsi skupinu dvou goniometric-
kych vzorcii

o = 1 — cosa
sin . — (_1)[21:] . V_ZCO— , (62)
cos — = (— )[1 a] . “/l—j;-?géq— . (6b)

Mimoto je mozné odvodit ze vzorcu (6a), (6b) pfislusny

VzZorec pro tangentu.

Ze 100 osob koupilo na predvanoénim trhu 80 lidi
textilni zbozi, 70 lidi knihy a 55 lidi elektrotechnické vy-
robky. Kolik osob nejméné koupilo vyrobky vsech tfi
druha? Jestlize kazda z uvedenych 100 osob si koupila
asponi jeden z uvedenych vyrobkd, kolik osob nejvyse
koupilo vyrobky vsech tfi druha?

Tato uloha naleZi do oblasti tiloh z naivni teorie mno-
zin. Kli¢em k jejimu fesSeni jsou Vennovy diagramy a jeden
ze vzorcu o poctu prvka tfi kone¢nych mnoZin, jejich pra-
niki a sjednoceni. Oznalime-li n,, Ngs Mg pocty prvka
mnozin My, My, Mg, piy, pos, ps; polty prvku prunikd
M; n My, M, 1M, M 0 My, 5, 555, 53, pocty prvkit sjed-
noceni M;uU M,, M2U M3, M, U M, a koneln& o3, S5
pocty prvkﬁ priniku M; n M, nM; a sjednoceni M, U
U M,U M,, plati vzorce:

Si93 = My + My + Ny — Pra — Pog — P + Praz> (72)
Sias + My + Mg - 3 = S35+ Sa3 + Sg1 + Pros . (7b)
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PouZijeme vzorce (7b). Dostaneme

Pres = My + gy + ng — 25355 + K,
kde
K = (5323 — $19) + (S103 — S23) + (5123 — 831) = 0.

.Proto

Pios = My + Ny + ng — 28393 8)
V nasem pripadé€ je s;p3 = 100, 7, = 80; ny, = 70, n3 =
= 55. Z (8) pak plyne

Doz =5. )

Odhadujeme p,,; (polet zakaznikd, ktefi koupili vy-
robky vSech tfi druht), a to zdola pro prvni otdzku, shora
pro druhou otdzku.

Omezeni shora dostaneme z upravené formule (7a). Je

Si93 = My + Ny + Ny — 2P1pe + Z,
kde

Z = (Pras — P12) + (Pros — Pas) + (Pros — Ps) = 0.
Je tedy

. ny + ny + g — 2P1ag = Sy93
neboli

1
Pros = 5 (ny + ny + 13 — S19). (10)

V nasem piipadé da (10)
1 105
Pros = 5(80 + 70 + 55 — 100) = 5>
tj.
Pz = 52. (11

Hlavni mySlenka feSeni je asi tato: Je tfeba znat for-
mule (7a), (7b) a upravit je tak, aby obsahovaly jednak
vyraz K = 0, jednak vyraz Z = 0; tak dostaneme odhady
Pro py.3 shora (11) a zdola (9).
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Zbyva otazka, zda obou hranic (9), (11) pro p;,; muze
byt dosazeno; také tuto otdzku bychom meéli studovat.,
Ma-li byt py3 = 5, musi byt K = 0, tj. musi platit
S19 = Sg3 = Sg; = Sy93 = 100. Pak je podle zndmého vzorce
Pra =y + ny — 5, = 80 4 70 — 100 = 50; obdobné
Doz = 25, Py — 35. Vennuv diagram s polty prvki je
na obr. 33.
Obdobné se postupuje pfi zkoumdni situace pyp; = 52;
vyjde napf. diagram jako na obr. 34.
Nakonec otdzka: Pro¢ nemuZe mit diagram na obr. 34
néktery z téchto tvarii jako na obr. 35?
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[ B-1-4]

V roviné je déna kruZnice k£ a na ni bod 4. Najdéte
mnozinu vrcholi B vSech trojuhelnikt ABC, u nichZ
bod C lezi na kruznici k a o nichZ plati BC = AB = AC.

_.__

Uloha B-I-4 vy%aduje urdit sloZitéj$i mnoZinu bodi
v roviné, a to jednak intuitivné, jednak provedenim pii-
sluSnych dikaza. Pred-
nosti ulohy je, Ze neni na
prvni pohled patrné, co je
hledanou mnoZinou M
vrchold B. Vyslednd
mnoZina M je ohranicena
vesmé&s kruhovymi oblou-
ky; na obr. 36 je vySrafo-
véana. Hranice k ni patii —
vyjimku ¢ini body 4,C,,
které omezuji priamér da-
né kruZnice & se stfedem
S. Hranice mnoZiny M se

N\ N
skladd zobloukda AT, AT,
kruZnic k,k, se stfedy
S1,Sy,  které  vzniknou
otoCenim kruZznice & o 60°
kolem bodu A4, a to
v kladném i zaporném smyslu. Dalsi ¢asti hranice mno-

Ziny M je oblouk T,C,T, kruznice A se stiedem A.
(Body T;,T, jsou body dotyku kruZnic k,, 4, resp. &y, 4.)

Mnozinu M vySetfite intuitivné. MuZete postupovat
napf. takto: Zvolite-li libovolny bod Cek, C # A4, je
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mnozina v§ech pfislu$nych vrchol B uzaviend kruhova
use¢ U, kruhu se stfedem A4 a polomérem A4C, omezeného
osou o usecky AC; z
ni jsou vypustény bo-
dy usecky AC (obr.
37). Nebot pro vSecky . A& o
body usece U, a jen
pro né plati
BC = AB = AC.

Poloha U, usete U,
je use¢ T,ST,C,T.
KdyZ bod C probihd Obr. 37
nékterou polokruZnici

6‘:;1, probihda C; polokruZnici f;?l a C, polokruznici

T,A. Odtud lze oduvodnit, Ze useCka C,C, nélezi vidy
vysrafovanému obrazci. ProtoZe podle obraceni Thaleto-
vy véty kazda z pfimek C,C, prochazi bodem S, lze
snadno dokazat, Ze kazdy bod X, ktery leZi v pruniku
vysrafovaného obrazce a poloroviny 7;7,A4, nalezi mno-
ziné M, s vyjimkou bodu 4. Pro body X bilé ,,Co¢ky‘ to
dokazat nelze (proc?).

Ze skuteCnosti, Ze vSecky body C, C,, C, naleZi vysSra-
fovanému obrazci a Ze ¥ C,AC, = 120°, plyne, Ze kazda
z use¢i U, nalezi vySrafovanému obrazci. Oddélené je
tfeba prozkoumat hrani¢ni body. Ziejmé je A ¢ M;
kdyby bylo C, e M, tj. C, = B, bylo by AB = AC, =
< AG, tj. B = C, coZ je nemoZné.

V pfedchozim je ovSem jen ndstin feSeni. Je moZné, Ze
nékdo z fesiteltl zvoli metodu soufadnic. Je-li polopfimka

AS Kladn4 poloosa x, AS = 1, vede vySetfovani mno-
ziny M k analytickému vyjadfeni

x+y 21, (1+ 92 +y0) <4,
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kde ¢ je redlny parametr. Zkoumadni téchto nerovnic viak
asi presahuje moZnosti vétSiny stfedoskolaki.

I B-I-5 I

V mnoziné vSech redlnych Cisel je dana binarni operace
xXy=x+y-+xy.

a) Zjistéte, zda je tato operace komutativni a asocia-
tivni a zda mé neutrélni prvek.
b) Urcete vSechna redlné Cisla x, pro ktera plati

a * (x % x)=>b % x;

provedte diskusi vzhledem k redlnym parametrum a, b.
_._—

Také tato uloha vnasi do XXII. ro¢niku MO jisté prvky
strukturalni matematiky, tj. studium vlastnosti bindrnich
operaci. ZjiSténi komutativity a asociativity je véci jedno-
duchého vypoctu; je tfeba zduraznit kvantifikaci: pro
vSecka x,y, 2 musi platit

XKy =y hx (xKy) Kz—xK(y ).

Pri dikazu asociativity vypocteme
xXy)Xz=E+y+xy) ¥X2z=
=x+y+xyt+z+x+y+a)z

Xy *2=x+@*2)+x(y*2)=

=x+yv+z+yz+x2(y+ 2+ y2).

Operace % je tedy komutativni a asociativni.
Neutralnim prvkem muZe byt jen takovy prvek e, Ze pro
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viecka x plati e X x = x X ¢ = x, neboli vzhledem
k tomu, Ze operace je komutativni, plati

x+e-+t xe=x,
j.e(l | x) — 0,t.e— 0. Cislo 0 je skute¢né neutrlnim
prvkem.

Rovnice a X (x % x) = b X x je ,,kvadratickd‘‘, nebot
obsahuje vyraz x % x. Klicem je opét prevedeni operace
2% na operace -, . ; vyjde

at+x+x+x+alx+x4+x2)=>b+ x4 bx
neboli
I4+ax®+@Q2a—b+1)x+(@a—b)=0.
Vysledek diskuse miiZeme shrnout do tabulky:

b=—1 | bs—1

a= —1 vSecka x x = —1

a#+#—1 |x=—1 |x=—1, ——

| B-1-6 |

Ak mozno lichobeZniku vpisat kruZnicu, potom geo-
metricky priemer diiqk oboch jeho ramien je vicsi ako
geometricky priemer dlZok oboch jeho zakladni. DokaZte.

Nepouzijeme-li pfi jejim feSeni trigonometrie, odvo-
dime pomocnou vétu o teCnovém lichobéZniku; ta je
klicem k feSeni ulohy.
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LEMMA. Budiz " C Obr. 38
ABCD te¢novy licho-
béZnik se zakladnami
AB = a,CD = c ara-
meny BC = b, AD —
= d. Budte x, vy, 2, ¢
délky tecen vedenych
po tadé z vrcholu A4,
B, C, D ke kruZnici
vepsané lichobéZniku 4
ABCD. Pak plati
(obr. 38).

Xt = yz . (12)

DUKAZ. ProtoZe je AB || CD, je spojnice dotykovych
bodu obou zikladen s kruZnici vepsanou primérem této
kruZnice. Vyjadfime dvojim zptusobem vysku lichobéZnika
ABCD:

O+2P—0—2=E+0)—(x—1?.

Odtud plyne (12).
Nyni vypolteme rozdil druhych mocnin geometrickych
praméra |/ac, |/bd; je tedy

bd —ac=(x+0)(y+2)—x+yE+1)=
=Xxy + 3t —yz — xt,

bd —ac=(x — 2)(y —1). (13)

Ziejmé je x + 2, y # t; je-li totiZ napf. y = 1, plyne
z (12) x = 2z a ABCD je rovnobéznik. Zvolme oznaceni
tak, aby bylo x > 2; pak je y > . Nebot kdyby bylo
t > v, platilo by tx > yz, coZje ve sporu s (12). Je-li vsak
X >,y >t,je podle (13) bd > ac.

TRIGONOMETRICKE RESENT. Na obr. 39 je opét
teCnovy Ctyfuhelnik ABCD a jemu vepsana kruZnice se

tj.
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Obr. 39

sttedem S a polomérem ¢. ProtoZe je <t BAD -+

+ ¥ CDA ==, je < SAD + qADS:%,
X ASD = g Obdobné je < BSC = % Je-li tedy

L CSD = ¢, je = ASB = © — ¢. Plati tedy pro dvoj-
nasobné obsahy trojahelnikt ABS, BCS, CDS, DAS:
AS .DS = dp, BS.CS = bp, AS . BS . sing = ayp,
CS.DS .sing = cp.

Odtud
(bd — ac) 0> = AS.BS.CS.DS (1 — sin%) >0,
nebot je 0 << ¢ << . Protoze je (bd — ac) 0* >0, p* >0,
je i
bd — ac > 0.
Druhé feSeni je trikové: klicem k nému je vyjadieni
obsahti trojuhelnikt ABS, BCS, CDS, DAS dvojim
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zpusobem. Prvni feSeni je pfirozenéjsi; klicem je uvedené
lemma.

3. KATEGORIE C

[ CI-1 |

Mnoziny M;, M,, M,;, M,, M;u M,u MU M, maji
po fad& my, ny, ny,m,, s prvka; pfitom plati M, n My =
= M, n M, = 0. Dokazte, Ze plati

2s = ny + ny + ng | ny.

MuzZe nastat rovnost a v kterém piipadé?

Uloha C-I-1 uvédi i do kategorie C tematiku mnoZi-
nové algebry a Vennovych diagrami, kterou uvedla do
kategorie B uloha B-P-I.
M Uloha C-I-1 je leh¢i, by-
y M; lo by vhodné doplnit ji
ulohou, ktera je uvedena
dale. Ostatné ani uloha
B-P-1 neni pro ucastniky
kategorie C nedostupna.
Asporii tvod k feseni ulo-
hy B-P-1 by si méli pte-
Cist 1 WCastnici soutéZe

M M. kategorii C.
Pro feSeni tlohy C-I-1
Obr. 40 si zopakujeme tytéZ tii
formule jako pfi feSeni tlohy B-P-1 a nakreslime dia-
gram (obr. 40), kde uplatnime pfedpoklady M, n M, —=
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= 0. Oznalime s, 5,, polty prvkll mnoZin
,U My, evidentné plati

~ . ~
§ == S35 5 = Sus

S13 Ny mgy o Sy = ny | ony . (1)

M, nM,
U ’

ﬁ1 M:})

Se¢tenim prvnich dvou
a druhych dvou vztahi
dostaneme  dokazovanou
nerovnost.

Rovnost 2s = n, -+
-+ ny + ny + n, nastane
jen v pfipadé, kdyZ nasta-
ne rovnost v prvnich
vztazich (1). Z rovnosti
s = 5,5 plyne, Ze obé bilé
Casti diagramd mnoZin
M,, M, znadi mnoZiny
prazdné; obdobné je to- Obr. 41
mu s rovnosti s = s,,. Diagram pak je na obr. 41.

Dopliikova tloha, o které jsme se zminili, se tykd ome-
zeni Cisla s shora. Oznalime p’ pocet prvka priniku
(MU M,) n(Myu M,). Podle prvniho vzorce z feSeni
ulohy B-P-1 je

S+ p =513+ Su (2)

(vzorec jsme aplikovali na mnoZiny M, U My a MU M,).
Z (2) plyne
$ =83+ So e 3)

Z poslednich dvou vzorct (1) a z (3) dostaneme
s=mn + ny - ny -+ ny. 4)
Uhrnem % (n, + 1y + 1y + 1) <5 = n+ny+ny+n,

Rovnost v (4) nastane, pravé kdyz kazdé dvé z mnoZin
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M,, M,, M;, M, jsou disjunktni (z rovnosti se odvodi po-
moci (3), (2) p’ = 0).

Vypocitajte sucet vsetkych Sestcifernych Cisel, z ktorych
kaZdé ma dekadicky zapis obsahujuci vSetky cislice 1, 2, 3,
4,5, 6.

Tato uloha je vlastné jistym predbéhnutim kombina-
toriky. Elementy kombinatoriky jsou vSak tak pfistupné
a zajimavé, ze se mohou probirat na zakladni Skole.
Domnivame se, Ze by se feSitelé méli seznamit pii prile-
zitosti feSeni ulohy C-I-2 s nazvem ,,permutace’* jako
zkratkou pro ,,uspofddanou z-tici prvka‘‘ (v naSem pri-
padé Sestici).

Postup:

a) Uvédomime si,jak vypsat v§ecky permutace 3,4 prvkda.
b) Na zakladé tohoto systému odvodime vzorec pro vy-

pocet po¢tu vSech permutaci » prvka (n = 2, 3, 4, 5,

6); nazvu ,, faktoridl a prisluSného znaku (6!) nemu-

sime uZzivat.

c) UvaZime, jak zjistit, kolikrat se vyskytuje jista cifra

na jistém misté ve vSech permutacich cifer 1, 2, 3, 4, 5,

6(etol.2.3.4.5krat), tj. 120krat.

Pocet vSech vySetfovanych Cisel je 1. 2. 3. 4. 5.6 = 720.
Na prvnim misté se objevi kazda z cifer 1, 2, 3, 4, 5, 6
pravé 120krat. Tyto cifry vzhledem ke své mistni hod-
noté prispéji do celkového soultu sCitancem

120.1.10% 4 120.2.10% 4 120.3.10° +
+120.4.10° 4 120.5.10% 4 120.6 . 108,
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t.

120.105(1 + 2 +3 +4 +5 + 6) = 120.10°.21.
Obdobné tomu je na 2., 3., 4., 5. a 6. misté; pfislusné
prispévky jsou

120.10%.21, 120.103.21, 120.10%.21,
120.10.21, 120.21.

Zidany soucet je tedy
§— 120.21(105 | 10* | 10° | 10 |10 | 1) —
=120.21.111111.

Soucet s je Gctyhodné Cislo 279 999 720.

Zde mame dobrou prileZitost ocenit vyhodu spekulace
a dedukce oproti bezduchému mechanickému pocitani.
Piipustime, Ze by poctar byl velmi rychly a absolutné
spolehlivy. Napsani 720 Sesticifernych cisel ,,pod sebe*
by mu trvalo asi 36 minut (pfedpoklddime napsani
20 ¢isel za minutu). Secteni jednoho sloupce by mu trvalo
asi 24 minut (predpokladame seCteni 30 jednocifernych
¢isel za minutu). Celkovy vypocet by tedy trval

6.24 4 36 = 180 (minut) ,

tj. nejméné tfi hodiny.
Jak by vypadal vypocet pomoci kalkulacky ?

Reste graficky a poletné v oboru redlnych &isel rovnici
Bx +2] =[x + 1];
pfitom [a] znadi celou Cast Cisla a.
___‘ —
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Uloha C-I-3 néle?i do tématu ,,schodovyich funkci®,
které jsou jednim z hlavnich témat XXII. rocniku MO.
Uloha C-I-3 navazuje na ulohu C-P-1. Pfi jejim fesSeni
miZeme pouit VETY: Je-li ¢ Cislo celé, pak plati pro
vSecka t:

[c+tl=c+[1]. (5)

Tato formule se dokdZe snadno pfimo z definice ,,celé
cdsti‘‘. Plati totiz
c+)—1<[c+t]=c+t, (6)
t—1l< ] <1, \
a tedy
tt+c—1<[t]+c=t+c. @)
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PonévadZ podminkdm 7 -+ ¢ — 1 << x = t - ¢ vyhovuje
jediné celé cislo x, plati vzhledem k 6) a (7) vzorec (5).
Danou rovnici upravime na tvar

Bx] +2=[x] +1
[3x] = [x] — 1; (8)

rovnice (8) mé podle (5) taZ feSeni jako dana rovnice.
Text ulohy Zad4, abychom ji feSili nejdiive graficky

a pak teprve pocetné. Grafy funkci x |- [3x], x |- [x] — 1

jsou dvoje schody; ,,vyska stupné“ je vidy 1, ,,délka

neboli

stupné*“ je u prvni funkce ; , u druhé 1. Obé ,,schodi§té*
stoupaji zleva doprava, a to prvni strméji, druhé poma-
leji. Grafy (obr. 42) ukazi také ,,setkani‘ obou ,,schodist®.
To si ovéfime vypoctem podle nasledujici tabulky (T).

(T)

x | =3|—2|—1|_2|_1] ol X 2| 1| 2] 3
3|73 3| 3

Bx] | —9|—6|—3|—2|—-1] of 1| 2| 3| 6| 9

[x] — 1| —4| —3| —2| —2| —2| —1| =1 —=1] o] 1| 2

Podle grafu i podle tabulky (T) jsou feSeni dané rovnice
vSecka Cisla x, pro néz plati

2 1
—— —
3_x< 3"

Snadno dokdZeme, Ze rovnice jind feSeni nemad: radime
vam, abyste odtvodnili to, co vidite na obr. 42, napft., Ze
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pro vSecka x = — %je [3x] > [x] — 1. Skute¢ng, je-li

——;—éx< 0,je —1=3x<0, tj. 3x] = —1,

[JC] —1=—1—1=-2; ic-lix?O,je [3JC] ~3x—1>
Sr 1=

Obdobné dokazeme, Ze pro vsecka x < ‘% je [3x] <

< [x] —1.

C-1-4

Nech AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d su dizky
stran dotycnicového Stvoruholnika ABCD.
Ak plati a®> + b* = ab + c¢d + bc + ad — ac — bd, je
ABCD deltoid. Ak okrem toho plati
b* 4+ ¢ =bc + ad + ¢d + ab — bd — ac ,
je ABCD kosoltverec. Dokézte.

Klice k feSeni této Glohy jsou dva:
(a) Znalost véty: soucty délek protéjsich stran te¢nového
Ctyfuhelnika jsou si rovny; vzorec a + ¢ = b + d.
(b) Charakteristika deltoidu a kosoCtverce: vypukly Ctyi-
uhelnik je deltoidem, pravé kdyZ néktera dvojice soused-
nich stran jsou shodné usecky a zbyvajici dvojice soused-
nich stran jsou také shodné tsecky; (vypukly) ¢tyfuhelnik
je kosoltvercem, pravé kdyZ jsou vsecky jeho strany
navzdjem shodné.
ReSeni ulohy zaleZi v tom, Ze vyuZijeme prvni dané
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rovnosti a rovnosti @ 4 ¢ = b + d. Danou rovnost upra-
vime na tvar

ala+¢)+bG+d)=(@+c)b-+4d).
Dosadime b + d = a + ¢; vyjde
(@a+c)(a+b)=(a+tc). )

ProtoZe je a +¢ >0, plyne z (9) a + b =a + ¢ {j.
b = ¢, a = d. Podle véty (b) je tedy ctyruhelmk deltoid.
Druha z danych rovnosti vznikne z prvni cyklickou zd-
ménou: a—>b-—>c—>d->a. Proto muzeme obménit
cyklicky i vysledek: mimo vztahy b = ¢, a = d budou
platit jesté vztahy ¢ = d, b = a . Podle véty (b) (druha
Cast) je tedy v tomto pfipadé Ctyfuhelnik kosoctverec.

C-1-5

V roviné je dana
Ztvercova sit slozend z ,
jednotkovych cCtverct.
Zvolme libovolny pra-
vouhly trojuhelnik T,
jehoz vrcholy lezi ve
vrcholech sité a odvés-
ny v primkach sité.
Ozna¢me p obsah troj- a
uhelnika T, %, resp. v,

pocet vrcholu sité, kte-

ré jsou na hranici, resp. ve vnitfku trojahelnika T. Do-
kazte, ze plati

Obr. 43

2p—h—20+2=0;
.. _
113



Uloha C-I-5 podobné jako C-I-6 vnasi do soutéZe
téma z kombinatorické geometrie.
Pri feseni ulohy C-I-5 zatneme experimentovat napf.
s pravouhlym trojuhelnikem o odvésnidch a = 6, b = 4
(obr. 43); a, b jsou obecné ¢isla celd, jejich nejvétsiho spo-
le¢ného délitele oznacime 6. Na Cisle 6 zfejmé zaleZi;
jsou-li a, b nesoudélnd, nelezi na pfeponé mimo vrcholy
Zadny mfiZovy bod. Prvni impuls k feSeni tlohy bude te-
dy odvozeni vzorce
h=@—1D+0G-1D+0G—-1)+3,
tj.
h=a+b+ 4. (10)
Dalsi poznamka se tykd odvozeni vzorce pro 2v; pod-
nétem je doplnit trojuhelnik na pravouhelnik (obr. 43).
Uvnitf pravouhelnika je (¢ — 1) (b — 1) mfiZovych bodu;
zfejmé vsak plati
@—1D0G—-1)=20+06—1,
neboli
20=ab—a—b—0+2. (11)

primky sité

primky sité

Obr. 44
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Proto%e 2p = ab, dostaneme z (10) a (11)
2p—2v—h=
=ab—ab+a+b+06—2—a—b—56=—2.
Pokusime se rozsifit odvozeny vzorec pro libovolny
miiZovy trojihelnik, tj. trojuhelnik, jehoZ vSecky tfi
vrcholy jsou mifiZové body. Dostatecny podnét dava

obr. 44.
] C-1-6 |

V roviné je dan vypukly pétithelnik 4,4,4;4,A45 a
uvnitf ného bod A, ktery neleZi na Zadné uhlopricce.
Kolika rtznymi zpusoby lze sestrojit dva trojuhelniky
s vrcholy v bodech 4; tak, aby trojuhelniky nemély Zadny
spole¢ny bod? (Diskuse.)

Tato tloha se muze
vyfesit v podstaté expe-
rimentalné. Naértneme
konvexni pétithelnik
A, A,A;4,45 a sestro-
jime  vSechny jeho
uhlopficky (v poltu 5).
Tim se rozdéli péti-
uhelnik celkem na 11
Casti obr. (45) tii typt;
tyto typy oznalime £2,,
,, 2,. Na obr. 45 jsou
oblasti typu 2, vysra-
fovany, oblasti typu 2,
jsou vyteCkovany, ob-
last typu £, je bild a
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ohraniCena tlustou carou. Oblasti jsou oteviené (bez hra-
nic) a bod Ag naleZi jedné z nich.,

Lezi-li bod A4 v oblasti 2, jsou Zzadané dvojice troj-
thelnika 3, napi. (4,444, A3A3A44), (A1AgAs A3A4A5),
(AyAsdgy A;A3A3). Polointuitivné ovéfime, Ze tyto
dvojice vyhovuji. M¢li bychom si uvédomit, %e vSech
dvojic trojuhelnikd je 10 (stali zvolit tfi vrcholy tak, aby
mezi nimi byl 4g). Snadno ovéfime, Ze zbyvajicich sedm
dvojic trojuhelnikii, mezi nimiz jsou trojthelniky A;A4;A;,
AzAdAg, AyA5Ag AyA4Ag, A1AzAg, AzAzAg, AA4As,
nevyhovuje.

LeZi-li bod A4 v oblasti 2,, jsou Zadané dvojice troj-
uhelnika 4, napt. (A, 4,44, A3A4A45), (A1 A5Ag, AyA3Ay),
(Agdsdyy ArAyAs), (AgAusy AyAsdy). S
b Lezi-li bod Ag v oblasti 2,, je Zadanych dvojic troj-
uhelnikd 5, a to (Agd,1 4y A3AuAs), (AgAsAs, A1ALA5),
(Ao Asdys Ay AsAy), (Ao As, A, AsAr), (A dsAy, AyAyA,).

Tim je zéroven provedena diskuse feSeni.

4. KATEGORIE Z

Dokazte, Ze existuje jediné prvocislo p takové, Ze p,
P -+ 2, p - 4 jsou prvocisla.

Vysetfovani aritmetickych posloupnosti, jejichZ vSecky
¢leny jsou prvocisla (nazveme je p-posloupnosti), je pro-
blémova situace, ze které lze vytézit fadu péknych uloh.
P-posloupnost s diferenci 2 miZe obsahovat nejvyse tfi
Cleny. Jsou-li totiz x, x | 2, x -|- 4, x -| 6 Ctyfi Cleny
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p-posloupnosti, jsou pro zbytky pfi déleni tfemi tii moz-
nosti uvedené v nasledujici tabulce ve tfech fadcich:

x x+2 x + 4 x4+ 6
0 2 1 0
1 0 2 1
2 1 0 2

Protozeje x =2,jex +2=4,x+4=6,x+ 6 = 8.
V kazdém fadku tabulky je tedy aspoil jeden ndsobek tif
vétsi neZ 3 a to je Cislo slozené.

Omezime-li se jen na posloupnosti tf¥i¢lenné, prichazi
v Gvahu jen prvni fadek tabulky a prvni ¢len musi byt
ndsobek tfi, ktery je prvocislo, tj. x = 3; déle je x + 2 =
=5, x + 4 = 7, coz je feSeni nasi ulohy.

Omezime-li se jen na posloupnosti dvojclenné s dife-
renci 2 — tj. na tzv. prvociselna dvojcata, pfichdzi v Gva-
hu jen p-posloupnost 3, 5 a pak p-posloupnosti podle 3.
fadku tabulky, napf. 17, 19 nebo 29, 31 nebo 41, 43 atd.
Prvni ¢len x dvojice nemuZe koncit v dekadickém vyja-
dfeni trojkou, pokud je x > 3; nebot pak by druhy ¢len
kon¢il pétkou a pfitom by platilo x 4 2 > 5, tj. druhy
¢len x + 2 by bylo ¢islo sloZené. Jak je znamo, neni do-
sud rozfeSena otdzka, zda mnoZina prvociselnych dvojcat
je nekonelna.

Do série tloh z této problémové situace patfi napft.
uloha nalézt vSecky p-posloupnosti aspoil tficlenné s di-
ferenci 4. (Diference p-posloupnosti, kterd m4d aspon tfi
¢leny, nemuze byt Cislo liché — proc¢? Jak je tomu u dvoj-
¢lennych posloupnosti ?)

Sestavme tabulku pro ¢tyfclennou p-posloupnost s di-
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ferenci 4; do tabulky zapisujme zbytky pfi déleni tfemi

(jsou tfi moZnosti, uvedené ve tfech fadcich tabulky).

rx x+4_: x+ 8 x 4+ 12
0 1 2 0
1 2 0 1
2 0 1 2

ProtoZe je x = 2,jex +4=6,x + 8 =10, x 4 12 =
= 14. V kazdém fadku je tedy aspon jeden nasobek tfi
vétsi nez 3, tj. Cislo slozené. Zdvér: neexistuje ctyrilennd
p-posloupnost s diferenci 4.

Omezime-li se na tfiClenné p-posloupnosti s diferenci
4, pfichazi v tivahu jen prvni fadek a prvni ¢len je x = 3;
dalsi Cleny jsou x + 4 =17, x + 8 == 11.

Omezime-li se na dvoj¢lenné p-posloupnosti s diferenci
4 a vyloucime-li posloupnost 3, 7, pfichdzi v vahu jen
druhy fadek tabulky. Sem patfi ,,dvojcata““ 7, 11; 13, 17;
19, 23; 97, 101 a dalsi. Snad i téchto dvojcat je nekonecné
mnoho.

Uloha o p-posloupnostech s diferenci 4 by mohla byt
avodem k tuloze Z-I-1. Bylo by moZné vySetfovat ob-
dobnym zpusobem i p-posloupnosti s diferenci 6; zde
bychom vypsali do tabulky zbytky pfi déleni péti. VSecky
tyto tlohy jsou vhodnou pfileZitosti k procviovani dal-
§iho pojmu elementarni ¢iselné teorie — k pojmu zbytku,
resp. zbytkové tfidy.
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[z12]

V pisemné praci se vyskytl lomeny vyraz

ax +b

x+c ;
a, b, ¢ byla urcita Cisla. Ludék si pamatuje, Ze pii dosazeni
x = 1 dostal vysledek 1, pfi dosazeni x = —1 dostal —1,

kdyZ dosadil x = 2, zjistil, Ze se neda hodnota daného
vyrazu vypocitat. Pomozte mu najit Cisla a, b, c.

__.__
Z textu ulohy dostaneme
at+b 1 —a+b b 1
1+¢ 7 =1 4 ’

Hodnotu vyrazu nebylo mozno vypocitat pro x = 2, pro-
toZe jmenovatel byl roven nule, tj. ¢ + 2 = 0. Z uvede-
nych rovnic dostaneme
a:—zrbzly C:—‘Z.
Lomeny vyraz, s kterym se Ludék potykal, byl tedy
1—2x
x—2°
A nyni pfipojime k tuloze Z-I-2 komentaf, ktery je
urCen pro vyspélejsi ucastniky MO.
Uloha Z-I-2 je uloha na uréenost linedrni lomené
funkce. Jde o funkci tvaru
ax + b
et d m
kde a, b, ¢, d jsou konstanty. Zpravidla jesté predpokla-
dame, Ze je ad — bc +# 0.
Z teorie vime, Ze tfemi dvojicemi Xx; —> ¥y, Xy —> Vs,
X3 — y3, kde x; jsou navzajem ruzna Cisla a y; jsou na-
vzajem ruznd Cisla, je urCena funkce (1) jednoznacné; tj.
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jednoznacné jsou urceny poméry a : b : ¢ : d. Pomoci této
véty lze vytvofit libovolné mnoho tuloh takového typu,
jako je tiloha Z-1-2.

Napt. je-li x, = 0, x, = 1, x3 = —1, dostaneme pro
koeficienty a, b, ¢, d rovnice
£~ at+b —a+b . )
d =i #c+d_y2’ —————C—I—d_—y‘s'

. . b
Protoze je Pl

(Pro¢?) Z (2) pak dostaneme
b=y, a+ty =0y +yy —at+y=—cy+3.0)

=1y, je d#0 a muzeme wvolit d — 1.

Sectenim poslednich dvou rovnic (3) vyjde
2y1 = c(¥2 — y3) + Y2 + 3
a odtud

o — 291 — Y2 — Vs . (4a)

Vs — Vs
Z druhé rovnice (3) pak vypoclteme

g Y2 205ty (4b)
y — Y3

Podle (4a), (4b) je

( y.;) (yz - .yl) = ),

ad — bc = a — ¢y, = 2
$ vyz““y:s

Jedna ze tii podmmek muZe byt nahrazena jako v uloze
Z-1-2 tim, Ze k urCitému x nelze vypocitat pfislusné y.
Necht je napf. opét x, = 0, x, = 1, x3 = —1, y; vSak

120



nelze vypocitat, tj. —c¢ 4 d = 0. Podminky pro koefi-
cienty tedy jsou

b_, atb_

d = cF d"*yza
Muzeme opét zvolit d = 1; pak je

d=1b=y,c=1,a=2y,—
Opétje ad — bc = 2(y, — ¥;) # 0. Funkce

y = 2y, —y)x +n
x+1

skute¢né spliiuji dané podminky.
Uloha obdobného typu, kterd miZe byt uvedenim do
této tematiky, zni:

—c+d=0.

Koeficienty funkce y — gx iz jsou takové, Ze se medd

vypocitaty pro x = 1 a Ze pro £ddné x nevyjdey = 1.

ax -+ b_
—x+ 1
Uplatnime druhou podminku: poloZime y = 1 a budeme

se snazit vypocitat x. Dostaneme rovnici —x | 1 =
= ax -} b neboli

Prvni podminka vede pfi d = 1 k vyjadieniy =

x(1 4a)=1-—0». (5)

Rovnice (5) je nefeSitelnd, pravé kdyz a = —1, b # 1.
Danym podminkim tedy vyhovuje nekonené mnoho
funkci

 —x+b
y—m, b?é]..

Urlenost linedrni lomené funkce (1) tfemi dvojicemi
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[x5¥] je v souhlase se skute¢nosti, Ze pfi ¢ # 0 je grafem
funkce (1) rovnoosd hyperbola, jejiz asymptoty jsou rovno-
béZné s osami soufadnic (ortonormalnich). Sméry asymp-
tot urluji oba nevlastni body hyperboly a je tedy tfeba
jesté tfi dalSich bodu. Zvolime-li tyto tfi body tak, Ze
lezi v pfimce, napf.

(3501, [053], [251], (6)

d4 ndm znidmy postup tyto koeficienty: a = —1, b = 3,
¢ =0, d = 1; linedrni lomena funkce prejde ve funkci
polynomickou

y=—x+3,

jejimz grafem je primka obsahujici vSecky tfi body (6).
Linedrni lomena funkce m4 vSak jesté jiny geometricky
vyznam. Zvolme soustavu ortonormdlnich soufadnic;
mimo osy soufadnic zvolme bod S. Promitneme-li pro-
ménny bod X = [x; 0] osy x z bodu S do (proménného)
bodu Y = [0; y] osy v, pak plati

ax + b .
= & d’ (1bis)
A kde a, b, ¢, d jsou
y Obr. 46 vhodné redlné kons-
tanty, ad — bc # 0
(obr. 46). Obracené
vSak neplati, Ze kazda
linedrni lomena funkce
(1bis) vyjadfuje pro-
mitnuti osy x do osy y.

0 X=[x0] CISELNY PRIi-
KLAD. Budiz § =
= [2; 1]; pak bod A4 = [3; 0] se promitd do bodu B =
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= 0;3]abod P = [0; 0] se promitd sam do sebe. Plati tedy

b ~3a+ b N

Posledni podminka (7) vyjadfuje, Ze bod [2;0] nema zadny
prumét na ose y. Zvolime-li d = —2 (a to mazeme), daji
nam rovnice (7)

a=1,b=0,c=1,d= —2
a vyjadreni funkce (1 bis) je

0:

X

y:x—2

Jak je vidét, poskytuje tloha Z-I-2 mnoho moZnosti
k davérnému seznidmeni s linedrni lomenou funkci,
s jejim uZitim v geometrii, k procviCovani soustav tfi
linedrnich rovnic v souvislosti s vétou o urcenosti linedrni
lomené funkce tfemi dvojicemi [x;y]. Velmi doporucujeme
interpretovat linedrni lomenou funkci jako analytické vy-
jadreni zobrazeni (projektivniho) — viz posledni feSeny
priklad; véta o urcenosti linearni lomené funkce se pak
jevi jako analyticky prot€jSek Staudtovy véty o urenosti
projektivity. V zadané uloze Z-I-2 je lomeny vyraz de-
homogenizovan, koeficient pfi x v jmenovateli je totiZ
roven 1.

| Z-1-3 |

Je-li bod O libovolny vnitfni bod trojihelnika ABC
a jsou-li 4,,B,,C, po fadé pruseciky pfimek 40, BO, CO
s proté&j§imi stranarni, pak plati
ocC,
cC,

a) 1+ Ly 1;

BBI
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A0  BO | CO
b) BB, T e, =

44, " BB, e

Dokazte.
.*,.i__

1. V této tloze jde o poméry délek, coz napovida, Ze
jde o ulohu z afinni geometrie. Pro star$i Ctenafe bude
uziteCné, uvedeme-li feSeni, které se opird o wlastnosti
délictho poméru; znalost zakladnich vlastnosti déliciho po-
méru totiz umoziiuje sestrojit si mnohé varianty ulohy.
Resitelé kategorie Z najdou jednoduché feseni na str. 127
odst. 5, 6.

2. Jsou-li X, Y, Z tfi rizné body v pfimce, definujeme
délici pomér (XYZ) tak, ze

volime znaménko -, leZi-li bod Z vné Gsecky XY, a zna-
ménko —, lezi-li bod Z wwnité useCky XY.

Utvorime-li z danych kolinearnich bodt X, Y, Z vSech
Sest permutaci, dostaneme Sest hodnot déliciho poméru:

(XYZ}xlAYXZ):;?(XZY);14~L

, 1 1 21
(ZXY) = 1= (YZX) = 1 —a="a

@YR)=1— ;to=ate ()

3. Dalsi dulezité vlastnosti délicich pomért vyjadiuji
véty Menelaova a Cevova.

VETA MENELAOVA. Je dén trojuhelnik ABC
a pfimka p jeho roviny, ktera neprochazi Zddnym z vrcholi
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Obr. 47
A, B, C a protina ptimky AB, BC, CA po tadé v bodech
C,, A,, B,. Pak plati
(ABC,) . (BCA,) .(CAB,)) = 1.

VETA CEVOVA. Je dén trojuhelnik ABC a bod S
jeho roviny, ktery nelezi na Zzddné z pfimek AB, BC, CA;
pfimky AS, BS, CS necht protinaji piimky BC, CA, AB
po fadé v bodech A,,B,, C,. Pak plati

(ABCz) . (BCA2) . (CABz) . ‘—1 .

Ob¢ situace ukazuje obr. 47. Pfipomindme jeSté, Ze
délici poméry jsou tvofeny ,,cyklicky“ a Ze obé véty lze
obratit.

4. ProtoZe v uloze Z-1-3 leZi bod O uvniti ABC, plati
(obr. 48)

04,
aq oA,

e,
BB,

oC
- (OBB,), -~2=(0CC). (2
(0BB), ‘GGt = (0CC). @)
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Obr. 48 _ Aplikujeme Menelaovu vétu
¢ na AABA, a piimku OC;
' vyjde

(ABC)).(BA4,C).(4,40) =1

\p, 2 déle podle (1)

'/"’///// (A4,0) — (ABC,).(BA,C),
i .:IIIII///////////////,/////ll/{{{‘ (A4,0) = (ABC) [1 —
7 meay. 3)
Podle (1) je '
(044d) = (AOlAl) T 1 (jmlo)' @

Oznacime-li
(ABC,) = 43, (BCA,) = A, (CAB)) = 4,,
prepiseme (3) a (4) ve tvaru
(AA,0) = 25(1 — A) = A3 — A5,
1

(OAAI) - m. (53)
Cyklickou zaménou dostaneme
1
(OBB) = y—7—71° (5b)
1
LOCG) =5 Ay b= Ash
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4 ¥ v T 941 e
Podle (2), (5a), (5b) vypocteme soucet 2,44, (zapis
znamena soucet tfi pfislusnych ¢lent)
04, 1 1
AA, 1 — 23+ 1123'*‘ 1 — N+ A +
1
T4, F Ak
ProtoZe je podle Cevovy véty 1,4,43 = —1, rozSifime-li
prvni zlomek Cislem 4,, dostaneme
OA A, 1
Ad, Tk =1 T LT Ak
Ly 1 2 243 2 2/3
1
T L F AR
04, 1— 2 1
AA, 1 — A, + 1213+ 1 — A4+ 44" ©)

Prvni zlomek na pravé strané (6) rozsifime cCislem 4,;
vyjde

S 04, P

AA, Y — MAy—1

Tim je dokazana prvni rovnost.

5. Protoze je AO = AA, — OA,, je

1— 2, 1

+1~%+A@:L

40 _ | 04,
A4, AA,’
a tedy
N40 . NTo4
£, A4, £, A4, '
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40
A4,

Tim je dokdzdna druhd rovnost. Pfitom zépis S
et

znamena soucet prislusnych
tfi Clend.

6. Ponévadz obé dokazo-
vané rovnosti vyjadfuji vlast-
nosti, které se zachovavaji
podobnym zobrazenim, daji
se dokazovat jednak pouZi-
tim podobnosti, jednak po-
moci obsaht. VSimneme si
dvou podobnych trojuhelni-
ki A4,4AQ, A,0P (které se
mohou redukovat na usecky
AA,, OA,, je-i AA, |
| BC) — viz obr. 49. Pri
oznaceni z tohoto obrazku
dostaneme

04, u, au, ABCO
AA, v, av, ABCA’
0B, 0G,
BB,’ CC,
neme prvni rovnost; druhou rovnost dokazeme jako diive
(viz odst. 5).
Tento zptsob je na prvni pohled jednodussi, ale prvni
zpusob (odst. 4) ukazuje obecnéjsi metodu, které se da
pouzit i v pfipadé, Ze napf. bod O lezi vné trojuhelnika
ABC; pak oviem podily

04, 0B, 0G,

AA,’ BB,’ CC,

Cyklickou zaménou urcime . Sectenim dosta-

se musi nahradit prislusnymi délicimi poméry.
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Je dén kvadr ABCDEFGH se stfedem S, jehoZz hrany
maji délky AB = a, AD = b, AE = ¢. Uvnitf kvadru je
dan bod X.

a) Vyjadiete soudet druhych mocnin vzdilenosti bodu
X od vsech vrchola kvadru pomoci a, b, ¢, SX.

b) Plati vysledek odstavce a) i pro body leZici vné
kvadru nebo na jeho povrchu?

___.___

Tato tuloha nevyzaduje vibec vynalézavost — je to
drilova uloha na algebraické vypocty. Kvadr ABCDEFGH
rozdélime na osm kvadrd, které maji vidy jeden vrchol X
a za prot&§i vrchol jeden z vrcholi daného kvidru.
Vzdélenosti AX, BX, CX, DX, EX, FX, GX, HX jsou
délky télesovych uhlopficek téchto osmi kvadra; tyto
vzdalenosti vypocteme pomoci délek hran téchto kvadru.

Oznadime-li vzdélenosti bodu X od stén ADHE, ABFE,
ABCD po fadeé x, y, 2, jsou tyto délky hran

XY, 2 a— % b—y, ¢c— 2z, @)
Pak se vyjadfi
AX?: = x4 y* + 22, BX?*= (x — a)® +y* + 22,
CX2=x—a)+(y—0b2+2%4...,HX? =
=2+ =05+ (z— ) ©)

SXE=(—SP+O— P tE— 5. O

Pritom uZivime rovnosti (x — a)? = (¢ — x)%,(y — b)? =
=0 —yP@E—P=(c—2"
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Hledany soucet je podle (8)

o=8(x>+y*+ 2> —ax — by — cz) + 4(a® + b + c?).
(10)

Z (9) plyne

B2t+yr+—ax—by—cz= SX*—é(a2 452 + ).

(11)
Spojenim (10), (11) dostaneme Feeni tlohy a)
o =8 S8X?%+ 2(a®+ b + ¢?). (12)

LeZi-li bod X na povrchu nebo vné kviddru, nahradime
v (7) rozdily @ — x, b6 — ¥, ¢ — 2 absolutnimi hodnotami
la — x| = |x —al,|b—y| =]y —bl,lc — 3| = |z —cl|;
dalsi vypocet i vysledek (12) zGstdvaji nezménény. Tim
je rozfeSena uloha b).

Je patrno, Ze cely postup, zejména pfi feSeni Ulohy b),
je v podstaté obchdzenim metody sourfadnic. Domnivdme
se, Ze olympionici by se méli s timto principem sezndmit;
jde zejména o vzorec pro vzdalenost bodua [xi,y;, 2],
[%25 V25 25]

d? = (% — x2)* + (01 — ¥2)* + (51 — 20)*.

Musime ovSem zdiraznit, Ze plati — obdobné jako
vzorec pro délku télesové uhlopficky kvadru, z néhoZ
vlastné vznikl — jen v soustavé ortonormalnich soufadnic.
Dile musime zduraznit, Ze vzorec plati, at jsou Cisla x;, v;,
z; jakdkoli — nezdpornd Ci zdpornd; to je jeho hlavni
prednost.

ProtoZe mezi pfipravnymi Glohami neni obdobna uloha
stereometrickd, bylo by vhodné rozfesit si nejprve tuto
ULOHU:

Jsou dany dva rtzné body A, B; mame vysetfit mno-
Zinu vSech bodlt X v prostoru, pro které plati AX? -
+ BX? = k, kde % je kladna konstanta.
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Oznadime M stied tGseCky AB a dokdZeme, e MX je
konstantni; je tfeba diskutovat feSeni vzhledem k para-
metrim k, AB. Za urcitych pfedpokladi je hledanou
mnoZinou kulova plocha.

Slozitéjsi je uloha, kde jsou dany tfi nekolinearni body
A, B, C a vySetfuje se mnoZzina vSech bodi X v prostoru,
pro néZ plati AX? + BX? + CX?* = k, kde % je kladna
konstanta. Vysledkem je za urcitych predpokladu opét
kulova plocha, jejimzZ stiedem je tézi§té trojuhelnika A BC.

KdeZto pfi feSeni prvni tlohy se vystaci ,,s planimetric-
kymi vypocty*, pfi druhé tloze se neobejdeme bez sou-
fadnic.
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IV. Soutéini Glohy Ii. kola

1. KATEGORIE A

V mnoziné vSech celych kladnych ¢&isel jsou zavedeny
dv€ operace: x My je nejvetsi spolecny délitel Cisel x, y;
x Ly je nejmensi spolecny nasobzk Cisel x, y.

1. Dokazte, ze kazda z operaci M, U je komutativni

a asociativni.

2. Dokazte, Ze kazda z operaci M, L je distributivni

vzhledem k operaci zbyvajici.

3. Najdéte vSecka celd kladnd Cisla x, pro ktera plati

xM(aux) =bu(brx);

pfitom a, b jsou dand cela kladna Cisla.

(6 bodu)
'3 3 PES iy i3 2, ! 2

RESENL 1. Budiz x = p}'...p/"y =pp'...p" 2=
= p...p;" kde pi,...,p, jsou vSecka prvocisla, kterd se
vyskytuji v rozkladu aspoii jednoho z ¢isel x, v, =z (expo-
nenty »x;, 4; ¥; jsou nezadporna Cisla celd).

V rozkladu cisel x My a yrx jsou i-ti souCinitelé
printGa k) pmin@ix) o je tedy xMy =y M x a komu-
tativita operace M je prokazina. Obdobné tomu je u ope-
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race LJ; zde je -ty soucinitel rozkladu Cisel x Ly iy L x
Cislo pimax Ga» )

Asociativita obou operaci se prokaZze tak, Ze i-ty souCi-
nitel v rozkladu x M (ym2) i (xmy) Mz je pipin i i v
i-ty soucinitel v rozkladu x L (y i 2) 1 (x uy) LI 2 je

max (%, 4;s ¥;)
Pi R

2. Duikaz distributivity: i-ty soucinitel v rozkladu Cisla
(xmy)uzije

])imux ((minsx;, 4;), ;) (1)
v rozkladu Cisla (x L1 2) M (y L 2) je
Pimin (max (x;, v; ), max (4;, v; ))- (2)

Rovnost exponenti (1), (2) dokdZeme napi. pomoci
Ciselné osy; je celkem 6 moZnosti (obr. 50).

2 2 A, 2 <A

o , v

t } R ——
Ai ®; %x A
: v 1 W
Ai % % Y
; . o U ‘ LY
A ® % A

Obr. 50

Obdobn¢ se dokaze distributivita operace M vzhledem
k.

3. Re$eni rovnice
xM(adx)=>bu (brx). 3)
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Operace rm je distributivni vzhledem k operaci LJ, a proto
xMfaux)=@xMa)u(xmMx).
ProtoZe je x M x = x a Cislo x M a déli x, je
xM(aux)=x. (4)
Dile je podle (4) pfi nahrazeni x |- b, a |- x
bu@mnx)=0Gubndux)=>bn(xubd) =>b.(5)
Spojenim (4), (5) dostaneme jediny moZny kofen (3)
x=>b.
ZKOUSKA potvrdi, Ze b je opravdu kofenem rovnice (3).

A-II-1b

Je dan pravidelny Ctyfstén o hrané délky % a primka p.
Oznaéme A, B, C, D pravouhlé praméty vrcholt daného
Ctyfsténu na pfimku p. DokaZte, Ze plati

AB* + AC?* 4 AD? -+ BC? -+ BD? 4 CD?* = 2h* .

(6 bodir)

RESENTI (podle PAVLA FERSTA ze tiidy 3. d gym-
nasia na Sladkovského ndm. v Praze 3).

Zvolime ortonormalni soufadny systém tak, aby
vrcholy daného ¢tyfsténu A, B’, C’, D’ mély soufadnice
A" =[0,0,0], B' = [a,a,0], C" = [a, 0, a],

D = [03 a,al,

1 —
kde a =5 & J/2. Na ptimce p pak zvolime jednotkovy

vektor v = (&, B, ), o>+ 2+ 92 =1.
Obecné plati, Ze velikost pravouhlého priamétu libo-
volné useCky XY na pfimku p je rovna absolutni hodnoté

—_—
skalarniho soucinu vektoru XY s vektorem v.
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V nasem pfipadé tedy mame
AB? + AC? + AD? + BC? + BD? + CD? =
— (A'B .V} + (AC VP + ...+ (CD .V =
=a(a+ P+ @+ +B++ 00—+
+ =P+ (B — )Pl =
= a?[a? 4 2af 4 % + o® + 20y + 2 + B* + 2By +
+ P+ =28y + By — 2ay + o+ B2 — 208 +

2
—|—a2]:4a2(o<2+l32+7/2)=4a2=4'2'2=2h2,

coZ jsme méli dokazat.
|A—11—2a|

Je dano pfirozené Cislo a; vypoctéte soucet
1973
[k
ik
k=1

Pozndmka. Pro kazdé redlné x znaci [x] jeho celou Cast,
tj. celé Cislo, pro které plati [x] = x << [x] + 1.

(6 bodi)
RESENI. Plati

a—1 2a—1
S Sl
L la a
k=1 k=a

3a —1 k

Z[;]wZﬂ, ...... 5

k=2aq
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a

M
| |
| 2
ed
I
—
Q=
| N

k=a[ﬁ]
a,
kde m je pocet pfirozenych Cisel ne vétsich neZ n, ktera

vl Twr o owe oy n ,
maji pfidéleni Cislem a celou ¢ast rovnou [a_] splatim =
n
=n—al- 1.

Dostavime tedy:

Sl v (@) )bl

5{E- )]+ Bl
b ()

Pro n = 1973 odtud dostavame soucet Zddany tlohou.

l

|A—I1—2b]|

Budte Ag, 4;, Ay, A5 Ctyfi po sobé bezprostfedné na-
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sledujici vrcholy pravidelného sedmiuhelnika. Pak plati

1 1 1

Aoy, " Ay " ALA,

dokazte. (6 bodu)
Obr. 51

RESENI. Ozna¢me
¢ komplexni jednotku
T
7 Pak
lze zvolit soustavu or-
tonormalnich soufad-
nic tak, Ze vrcholy A,,
Ay, Ayy Ag jsou po fadé
obrazy komplexnich ¢i-
sel 1, &2, &4, &8

$ argumentem -

(54,84, =
= JA,SA4, =
2
= X A4y = T %

pritom S je stied kruz-
nice opsané danému sedmithelniku). Situace je zndzor-
néna na obr. 51. ProtoZe podle véty o obvodovych thlech

je X AjAgAs = < AsAyAs = ? , pievede otoceni ko-
lem stéedu 4, o thel 7 polopfimky Agd;, dod, po fad

—

v polopfimky A,A,, AgAs. Je tedy pii oznaleni z obr. 51

a“»—lz%e(az—l),
¢))

6 ___ :ﬁz 2 o
€ 1 as(e 1).
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Tyto rovnice vyplyvaji z posunuti soustavy souradnic,
které prevede soufadnice bodi A4y, A,, 4, Az po fadé
v &isla 0, &2 — 1, * — 1, &8 — 1. Cislo ¢ je (primitivnim)

korenem rovnice &’ = —1 neboli ¢ 4 1 = 0; plati tedy
8 — et —Bte2—e4+1=0. (2)
Z rovnic (1) plyne (je totiZ &% 5= 1)
e+ 1= —b~a,
a
' €)

e 1=
a

Rovnici (2) upravime na tvar
S+ 1—e(t+e2+1)=0,
kam dosadime z druhé rovnice (3). Po tupravé vyjde

s4+(1—s)§:o. o)

Vylou¢ime-li ¢* z druhé rovnice (3) a z (4), dostaneme
po upravé

82———c—£+1—0 (5)

cC— a

Vylou¢ime déle &2 z rovnice (5) a z prvni rovnice (3);

vyjde
(2o
c—a a

a odtud ac -+ ab = bc, coZ je dokazovana rovnost.

JINE RESENI (podle MILENY SIDLOVE ze tfidy
3.a gymnasia v ulici Nad Stolou v Praze 7). Rovnost
1 1 1
44, ~ 4,4, T 4.4, (1)
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plati, pravé kdyz

ad, T a4, =1 2)
Ziejmé je
Aod, = 4345 a Agd, = A1 4,,
takZe (2), a tedy také (1), plati, pravé kdyZ
A Al 1A2
A4, T A4, b 3)

—_—

Vektory A,4,; a A5A3 jsou souhlasné orientovany, nebot
AyA, || AzA; abody A, a A; lezi v téZe poloroving uréené
pfimkou A4y4;. Tudiz

—> A4, —

AOAl - A:A; . A5A3 . (4)
Podobné zjistime, Ze

Ad = g A, 5)

Jak znamo, v roviné daného sedmitihelnika lze zvolit
ortonormalni soustavu soufadnic tak, Ze existuje takova
komplexni jednotka z, Ze vrcholy A, 4y, Ay, As, Ay A5,
Ag jsou po fadé obrazy komplexnich jednotek 2° —
=1, 2, 2%, 23, 24, 35, 28, Potom z rovnosti (4) a (5) vyplyva

i ‘40‘41 3 5
1= [3[5.(2 2%, (6)
A A
2 — 1fce 3 __
z A, (= 1. (7)

Z rovnosti (6) a (7) dostavame -
A()Al 1A2 . o = 1 ;iz — 2 o
AgA5+A0A g Sl Bt
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LEDE D EE
. D)

~ TR - J g ] o ~
o i e i

nebot 27 = 1 a 2% = z. Plati tedy rovnost (3), a tedy také
rovnost (1), kterou jsme méli dokazat.

DALSIE RIESENIE. Nech pravidelny sedemuholnik
je vpisany do kruznice s polomerom r (pozri obr. 51). Pre
dizky tseciek A,A4,, AgAyy AyA; zrejme plati:

AgAy = 2r sin — 7 AyA, = 27 sin 27—7‘:, @))
AyAz = 2r sin%r-r.
Zo zakladnych vlastnosti funkcie sinus vyplyva
sin 1-177? = sin %,73 . 2

: , v, . 2m W
Z rovnosti (2) po vyndsobeni Cislom sin e # 0 a pouziti
vzorca pre sinus dvojnasobného uhla dostaneme:

.21 . 4m P T T 3
Sin *;7" Sln~7— - Sin 7 COS 7 sin 7 5

z Coho podla vzorca pre stucet hodnot funkcie sinus dalej
mame

.2 . 4 . w /. 2 . 4xm
sm—7—sm7—sm 7(sm7+ sin —7—) 3)
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7 (3) po vyuziti (2) dostavame

in 2% 'n3—n—— sin — si i + sinlt—sin'z’—TE
sin = sin =~ = = $in = Z =
-1
z ¢oho po vynasobeni ¢islom (2r sin % sin 2711: sin 37775) #

# 0 vzhladom na (1) dostaneme

S S
AOAI n AOAZ A0A3 ’

¢o bolo treba dokézat.

Riesil JOZEF SIRAN, 3.b tr.
Gymn. Bratislava, Novohradska ul.

Nech N, znamena mnoZinu v$etkych nezipornych
celych Cisel. Oznaéme A = {x; x = x? + x3,x;,x,€ N},
A; = {tx;xe A}, kde re N, B = {tr; A, = A}. Do-
kazte, 2e A = B . (7 bodov)

~ RIESENIE. DokéZeme najskor, ¢ A < B.Nech e A,
tj.
tlz 13 + 13, t;,t, € Ny Potom pre kazdé x e A je
tx = (1 + 13) (xF + x3) = (1%, + 1205)% + (8122 — Lo%y)* =
= 2% + 22, kde 2, 2, € N,. Teda zx € A, o znamena, Ze
A, < A lize teB.
Nech teraz e B, tj. A, = A. Kedze 1 — 0% + 12€ A,

vyplyva z toho, Ze tiez z. 1 = z € A,. Plati preto aj inkla-
zia B = A atym je rovnost A —= B dokazana.
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V kruhu o poloméru 1 leZi konvexni mnohothelnik.
Dokazte, Ze v tomto mnohouhelniku existuje takovy bod,
ktery mé od vSech jeho ostatnich boda vzdélenost mensi
nebo rovnu jedné.

(7 bodtr)

RESENT. Jestlize stied kruznice S leZi v mnohotthel-
niku M, je S hledany bod a dtikaz je hotov. Necht tedy S
nelezi v M. Pak existuje v M takovy bod T, ktery ma
od S mezi viemi body M nejmensi vzdalenost. DokaZzeme,
ze T ma poZzadovanou vlastnost. Budiz 4 libovolny bod M,
nejprve takovy, Ze nelezi na pfimce S7. TrojuhelnikS7TA4
ma thel u 7 pravy nebo tupy. Kdyby totiZ byl ostry, byly
by nékteré body strany 7°A4, ktera celd leZi v M, blize k S
nez bod T, coZ odporuje definici 7. Je proto T4 < S4 =
= 1. BudiZ nyni B # T bod z M, leZici na pfimce ST.
B neleZi mezi S a T, protoze by byl blize k S neZ T. S ne-
lezi mezi B a T, protoZe podle konvexity by bylo S v M
proti pifedpokladu. Je tedy 7" mezi S a B,a Bjeblizek T
nezk S, TB << SB = 1.

2. KATEGORIE B

V oboru vsech pfirozenych cisel zavedme operaci *
takto:
) Vx:ix Xx1=1%x=1;
b)je-li x >1 ay >1ajsou-lix=p,...pp
Y = qy...q, vyjadfeni Cisel x,y jako soulinii prvo-
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Cinitelti, pak definujeme x % y jako soucin vsech
souCt p; + = 1,..., 4, k=1,..., p).

Dokazte, Ze operace % je distributivni vzhledem k na-
sobeni a uvedte ¢iselné priklady.
(5 bodit)

RESENI. Budiz 2 = r, ... r, vyjadfeni &isla 2 jako
soucinu prvocinitel ; pak je (xy) % 2 soucin vSech soultil
pit+riagetr (z—l cohk=1,..,uj=1,...7),
nebot xy = p;...p,. . je vy)adrem Cisla xy 1ako
soudinu prvo(:initelﬁ. Tentyz vysledek d4 (x % z)
.(y % 2), nebot prvni Cinitel je soufin vSech souctl
pi -+ rj, druhy je soucin vech soultl g + r;. Snadno se
presvédcime, ze podle a) je

(xy) ¥ 2 = (x ¥ 2).(y % 2) (D
i v tom piipadé, kdyZ nékteré z &isel x, y, 2 je rovno 1.

CISELNE PRIKLADY:

I x=12,y=15, 2=8;x=22.3,y=3.5,2 =23,
Jexy = 22.32.5 = 180; (xy) % 2 = (2 + 2)8.
L2 2P . (34 2P. (3 2. (5+ 2)F = 48,58,
78 = 212 58 73 ddlejex % 5 — (2 4 2)8. (2 4 2)3.
LB 2)8 — 45,58 =212 53y K g — (3| 2)3.
. (5 ++ 2)® = 53 . 73. Plati tedy skutecné (1).

. x=18,y=1,z2=25;x = 2.3% 2z = 5%
]e(xy) %z— (2.3? % 52 — 2+52.3+5t=
= 72,2 dilejex ¥ 2= (2.3%) %52 =
—(245) (3+5)4y%z—1%52:1 Plati
tedy skutetné (D).

Do kruznice o stfedu § je vepsan konvexni ¢tyitthelnik
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ABCD tak, Zze S neleZi uvnitf n¢ho, Potom &tyfhelnik
ABCD ma jedinou stranu maximalni délky ; dokazte.
(5 bodu)

RESENT. JestliZe S lei na nékteré strané &tyFihelnika
ABCD, je tato strana primérem kruznice, v§echny ostatni
strany jsou pak nutné kratsi.

Jestlize S lezi vné ctyfuhelnika ABCD, pak mezi
Ctyfmi pfimkami AB, BC, CD, DA existuje jedna, kterd
oddéluje S od ostatnich dvou vrcholt Ctyfthelnika;
zvolme oznaceni tak, aby pfimka 4B méla tuto vlastnost.
UkéZeme, Ze je pak nutné AB > BC, AB > CD, AB >
> DA. Skute¢né, body C, D leZi oba na krat§im z obou
oblouktt 4B a tusetka AB je nejdelsi moZnou tétivou
s koncovymi body na tomto oblouku. Tétivy AD, CD,
BC jsou nutné krat$i, nebot body 4, B, C, D jsou vesmés
rizné (jsou to vrcholy konvexniho Ctyfihelnika).

] B-1I-2a I

Najdite vietky dvojice celych &isel x, y, ktoré spiiiaja
nerovnost:
3x* —2)+(v—12=6.

Vysledok rieSenia zndzornite v pravouhlom stradnicovom

systéme.
(6 bodov)

RIESENIE. Dant nerovnost 3(x* — 2) + (y — 1)2 <
= 6 upravme na tvar 3x% + (y — 1)? =< 12 a odtial je:

ly — 1] = |3 — %)

Defini¢nym oborom danej nerovnosti st zrejme x, pre
ktoré je 4 — x> = 0. Tu vyhovuju tie x, pre ktoré je
%] =< 2.
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Rozli§ujme tieto pripady: Obr. 52
a) x| =2, b) |x} = 1, ¢) x| = ¥
=0

e [ I )

Ak |x| = 2, potom |y — 1| =

< 0. Tu plati len znamienko o 4o &
rovnosti. V obore celych cisel je
x:2, —2ay: 1. Tak dostdvame o 4o &

tieto dvojice Cisel, ktoré vyho-
vuju danej nerovnosti: (2, 1), ¢ ¢ &; o o
(=2, 1).

Ak |x| = 1,potom |y — 1| =

I~

5 3. Tejto nerovnosti vyhovu- 2 -1 01 2
ja y, pre ktoré plati: —2 = ¢ %5 @

< ¥ = 4. V obore celych sel

jex: 1, —lay: —2,—1,0,1, s 4-w

2, 3, 4. Danej nerovnosti vyho- 1

vuju tieto dvojice: (1, —2), (1,
—1), (1 0), (1, 1), (1, 2), (1 3), (1, 4), (—1, —2), (—1,
"‘)3 10)3( 11):( :):( >>:(_' )

Ak |x] =0, potom |y — 1] = 2]/3 V obore celych
¢isel moZeme poslednit nerovnost nahradit nerovnostou
|y — 1] = 3, pretoze 2]/3 = 3,5. Potom v obore celych
Cisel je x:0 a y: —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4. Danej ne-
rovnici vyhovuju tieto dvojice: (0, —2), (0, —1), (0, 0),
(0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4).

Spolu teda nerovnost dand v tlohe je splnend pre
23 celodiselnych dvojic x, y. Grafické znazornenie rieSenia
je na obr. 52.

V prostoru je dana pfimka p a useCka AB takova, Ze
primky p a AB jsou ruzné, nejsou mimobézné a nejsou
na sebe kolmé. Zvolme na usecce AB libovolny bod Q
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a dile zvolme libovolnou rovinu = , v niz lezi pfimka p,
a ozna¢me X patu kolmice vedené bodem Q k roviné .
Naleznéte mnoZzinu vSech bodi X, kdyz bod Q pro-
biha Gsecku A B a kdyZ zérovei rovina = probiha svazkem
rovin, jehoZ osou je pfimka p. Diskuse.
(6 bodu)
RESENI. A. Zvolime na tiseéce AB libovolny bod Q.
Pak mohou nastat dva pfipady:

(a) Necht Q ¢ p. Zvolme rovinu p patfici do svazku
rovin o ose p (obr. 53). Vedme bodem Q kolmici z k ro-

Obr. 53

viné p; patu této kolmice oznaéme R. Necht R ¢ p,
R # Q. Ptimka p leZi v roviné o, a proto n | p. Tedy
kolmice » leZi v roviné o, kterd prochazi bodem Q a je
kolma k pfimce p. Oznacme P prusecik roviny o a pfim-
ky p. Pak < PRQ = 90°. Odtud podle Thaletovy véty
vyplyva, Ze kazda pata R kolmice n vedené bodem O
k nékteré z rovin svazku rovin o ose p lezi na kruZnici &,
ktera lezi v roviné o a jejimZ pramérem je tseCka PQ.
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Obracené, je-li R libovolny bod kruZnice %, pak mohou
nastat ti1 pripady:

]e—li R = P, pak pfislusnou rovinou svazku s osou p,
na mz je prlmka RQ PQ kolmi, je ta rovina tohoto
svazku, jejiZ prusecnice s rovinou o je te¢nou kruznice &
v bodé P.

2. Je-li R = Q, pak pfislusnou rovinou svazku s osou p
je rovina pQ, a kolmici k ni, kterd ma patu R = Q, je
teCna ke kruznici k2 v bodé Q.

3. Je-li R+# P a R = Q, pak pfislusnou rovinou
svazku s osou p je rovina pR, a QR je zfejmé kolmici na
tuto rovinu, nebot p | oa - QRP — 90°.

V piipadé, Ze QO ¢ p, je tedy mnoZinou vsech pat vSech
kolmic k rovindm svazku rovin o ose p, které prochazeji
bodem Q, vySe popsand kruZnice k.

(b) Je-li Q € p, tj. jestlize Q je prgsemkem piimek AB
a p, pak mnozinou vSech pat X vSech kolmic k rovindm
svazku rovin o ose p, které prochdzeji bodem Q, je
zfejmé mnozina {Q}.

B. Na zakladé cCasti A. muZeme vyfeSit nasi ulohu.
Piimka AB neni kolma k pfimce p, a proto body 4 a B
nelezi v téze roviné kolmé k pfimce p. V pfipadé, Ze
A ¢ p (B ¢p), ozname ky (kp) mnoZinu vSech pat viech
kolmic na roviny svazku o ose p, jeZ ptislusi k bodu A(B).
Pfi reSeni nas$i dlohy muZe nastat pravé osm pripadd.
Na obr. 54 az 57 jsou zakladni Ctyfi ptipady, dalsi dva
obdrzime zdménou bodi A4 a B na obr. 55 a 56, dale
situace na obr. 57 muZe byt tfi typu podle toho, zda
kruznice k4 a kp maji tentyz polomér nebo zda polomér
kruZznice k4 je vétsi (mensi) neZ polomér kruZnice kp.
Hledanou mnoZinou je vzdy plast P téles na téchto obraz-
cich. Vyplyvé to z nasledujicich dvou vlastnosti plasté P
kazdého z téles na obr. 54, 55, 56 a 57.

1. Kazd4 rovina o kolmé k primce p a prochazejici
bodem Q leZicim na use¢ce AB protina plast P v kruZnici

147



Obr. 56 Obr. 57

ky resp. v bodé Q, kdyz Q € p. Je-li P priseCikem pfimky p
a roviny o, pak tsecka PQ je prumérem kruZnice k.

2. Kazdy bod R € P bud lezi na p, nebo leZi asponl na
jedné kruznici k, ktera lezi v roviné o, jeZ je kolma k p,
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pficemz pro % plati: Oznacime-li P prusecik pfimky p
a roviny o a Q prusecik usecky AB a roviny o, pak PQ
je pramérem kruznice k.

Tyto vlastnosti vyplyvaji v pfipadé vélce na obr. 54 z
vlastnosti rovnobézZného posunuti kruznice k4 ve sméru
pfimky p, v pripadé téles na obr. 55 az 57 se k dukazu
téchto vlastnosti uZzije stejnolehlosti o stfedu V, kde V je
prusecik primek p a 4B.

Pro kazdé realné Cislo y oznacme R(y) pocet feSeni
rovnice
[x] = xy — 1973. (1)
Dokazte tato tvrzeni:
(i) je-liy >2,je 1 =R (y) = 2;
(i) je-li0 < 1974y < 1,je R(y) — 0;
(iii) existuje y, pro které je R(y) = 1973.
(7 bodu)

RESENI. Pfi daném reilném y hledejme feSeni rov-
nice (1). Podle definice celé ¢asti [.] je rovnice (1) ekviva-
lentni nerovnostem (soucasné platnym)

xy — 1973 = x < xy — 1972, (2)
Pritom je z (1) vidét, Ze xy musi byt celé Cislo.

Je-liy >1, tj. y — 1 >0, dostaneme ze (2) pfimym

vypoctem nerovnosti

»1 7_., ./' << _197§_.
y—1 """y-1’
tj.
_.y_ -~ < 9 _L‘
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Priy > 1 je 5}—_{——1 > 1, takZe v mezich danych nerov-
nostmi (3) lezi vZdy alespoii jedno celé Cislo xy; proy > 1
je tedy R(y) = 1.

Je-i y >2, je 37%_1 << 2, takZe v mezich danych
nerovnostmi (3) lezi vzdy nejvySe dvé cela Cisla; pro
y > 2 plati tedy R(y) = 2.

Tim je dokazano tvrzeni (i).

Je-li 0 << 1974y < 1, je ovSem také 0 << y << 1, tedy
y — 1< 0. Z nerovnosti (2) dostaneme obdobné ne-
rovnosti

v
19721 =5 < xy = 1973 e 4
Jestlize je 0 << 1974y < 1, potom
oy 1.
0<7 —y 1973’
podle (4) ma byt
— Y ey <1973
0\19721vy < xyz;l9731_y ~ 1.

Je ztejmé, ze zadné takové celé Cislo xy neexistuje, tj.
R(y) = 0 — plati tvrzeni (ii).

PonévadZz xy ma byt celé Cislo, jsou nerovnosti (3)
ekvivalentni nerovnostem

Yl r1=xy< Y
[1972 = 1] F1=ay < [1973 . 1] NG

Priy > 1je tedy

R(y) = [1973 yL_l—] . [1972 y—{i] ©)
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PoloZime specidlné y = %g% > 1. Je pak

—2 1973
y—1
a podle (6) je
R(y) = [1973 . 1973] — [1973 . 1972] —
= 1973 (1973 — 1972) = 1973;

plati tedy tvrzeni (iii).

V roviné su dané dva
rozne body A a D.
Nech ABC je ostro-
uhly trojuholnik tej
vlastnosti, Ze usecka
BC obsahuje bod D.
Najdite  geometrické
mie (o stredov strin
BC vietkych takych | Obr. 58
trojuholnikov ABC.

(7 bodov).

RESENT. Je-li v takovém trojuhelniku ABC bod S
stfedem strany BC (obr. 58a), pak
SB=S8C< 84, €))
jak plyne z rovnobéZniku ACA’'B, v némz thel < CAB
je ostry.
Je proto také

SD < SA4, 2
nebot SD < SB.
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Dile je zfejmé, Ze bod S muZe leZet na pfimce AD jen
tehdy, je-li S = D.

Tim jsme dokazali, Ze bod S lezi v té oteviené poloro-
viné vytaté osou useCky AD, kterd obsahuje bod D, a
pfitom na pfimce AD leZi jen v pfipadé¢ S = D .

UkaZme, Ze¢ tim je popsidna hledand mnoZina. Je-li
S = D, existuje zfejmé ostrouhly trojuhelnik ABC, pro
ktery je bod D stfedem strany BC (napf. rovnostranny).
Necht S je nyni bod uvedené poloroviny, neleZici na
ptimce AD. Pak pfim-
ka SD neprochazi bo-
dem A, a pfitom SD
< SA. KruZnice k& =
= (835 SA) tedy obsa-
huje bod D uvnitf a
protind pfimku SD
v bodech, které ozna-
¢ime B’ a C’' (obr.
58b). Trojuhelnik
AB'C’ je pravouhly, s
pravym uhlem u vr-
cholu A, bod D lezi
uvnitf strany B'C" a S
je stfedem B’'C’. Zvo-
lime-li tedy na strané
B'C’ body B a Ctak, ze BB’ = CC’ je dostateCné malé
(aby trojahelnik ABC byl ostrouhly , a aby usetka BC
obsahovala bod D) dostaneme trojuhelnik vyhovujici
aloze.

ZAVER. Hledani mnoZina se sklid4 z poloroviny vy-
taté osou useCky AD, z niZ jsou vynaty body na pfimce
AD, s vyjimkou bodu D, ktery je ponechdn.

‘ Obr. 58b
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3. KATEGORIA C

V Skolskej kvizovej sutazi obsadili prvé Styri miesta
Dusan, Milan, Tomas a Viclav. Pri hadke ich priatelov
o poradi, v akom skon¢ili, odzneli tvrdenie:

Cyril: Prvy bol Dusan, druhy Milan, treti Tomas,
Stvrty Vaclav.

Emil: Vyhral Viclav, Tomas bol druhy, DusSan treti,
Milan §tvrty.

Ivan: Milan bol prvy, Tomd$ druhy, Viclav treti,
Dusan stvrty.

Je pravda, Ze Tomas$ nezvitazil. Z vyrokov Emila a Ivana

je pravdivy préave jeden, z Cyrilovych vyrokov ani jeden.

Aké bolo teda skuto¢né poradie?
(5 bodov)

RIESENIE. Z uvedenych tdajov vyplyva hned, Ze
zvitazil Vaclav alebo Milan a Tom4$ obsadil bud druhé
alebo $tvrté miesto.

Predpokladajme, Ze zvitazil Vaclav. Potom z toho, ¢o
vieme o Emilovych vyrokoch, vyplyva, Ze Tom4s nebol
druhy. Musel preto obsadit §tvrté miesto. Druhé a tretie
miesto zostdva pre DusSana a Milana. Z nepravdivosti
Cyrilovych tvrdeni vychddza, Ze DuSan bol druhy a Milan
treti. Takto zistené poradie vSak nestihlasi s tym, Ze prave
jeden z Ivanovych vyrokov je pravdivy.

Z toho vyplyva, Ze prvy bol Milan. KedZe posledné tri
vyroky Ivana su nepravdivé, musel byt Toma§ Stvrty.
Pre DusSana a Viclava nam zostava druhé a tretie miesto.
Véclav vSak na zaklade nepravdivosti Ivanovho tretieho
vyroku nemohol byt treti, o znamend, Ze bol druhy
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a tretie miesto DuSana potvrdzuje aj jediny Emilov prav-
divy vyrok.
Skutoc¢né poradie teda bolo: Milan, Vaclav, Dusan,

Tomas.
l C-II-1b l

Jsou dany dvé kruZnice &, = (Sy37) a ky = (S35 72)s
pro né€Zz plati §;S, >nr +r,.

Narysujte obrazek pror; = 3,5cm,r, = 2cma §,S, =
=9cm.

Ozna¢me 4, B, C, D body, z nichZ kazdy je prasecikem
jedné vnitini a jedné vnéjsi te¢ny danych kruZnic.

Dokazte, ze body A, B, C, D, S, a S, leZi na téze
kruZnici. (5 bodt)

Obr. 59

RESENI. Jestlize existuje kruZnice k& prochdzejici body
A, B, C, D, S,, S, pak z osové soumeérnosti dvojic bodii
A, B a C, D podle ptfimky &, S, plyne, Ze jeji stfed leZi na
pfimce S;S,. KruZnice %, pokud existuje, je tedy kruZnici
opsanou nad primérem S,S,. Tvrzeni obsaZené v uloze
tudiZ bude dokdzano, jestlize dokdZeme, Ze pro kazdy
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prusecik X jedné vnéjsi a jedné vnitfni teCny kruZnic k,, &,
plati

X §; XS, = 90°.

Posledni tvrzeni dokdZeme napf. pro prisecik B tecen z,

a t, (obr. 59). Body E a F jsou po fad€ body dotyku tecen
ty a ty s kruznici k. Uhly EBF a FBC jsou vedlejsi.
Pfimky S;B a S,B jsou zfejmé osy téchto dvou uhld,
a proto

X §;BS, = 90°.

[ C-11-2a_|

Podla gregorianského kalendédra je priestupny kazdy
- rok, ktorého poradové Cislo je delitelné Styrmi s vynim-
kou posledného roku tych storoci, ktorych poradové Cisla
nie s Styrmi delitelné. 29. februar 1972 pripadol na
atorok.

a) UrCte, na ktory defi tyzdna pripadol 29. februar
najzriedkavejSie od reformy kalendara roku 1582 do roku
1973.

b) Ako sa podelia o 29. februar jednotlivé dni tyZdia
v rokoch 1973 aZ 2400, ak nedojde k reforme kalenddra.

(6 bodov)

RIESENIE. Kvéli zjednoduseniu zapisu rieSenia na-
zvime 29. februdr diiom V a jednotlivé dni tyzdna oznad-
me Cislami takto: pondelok — 1, utorok — 2, streda — 3,
§tvrtok — 4, piatok — 5, sobota — 6, nedela — 7.

a) V priebehu storocia prejde od jedného diia V po
druhy 4.365 + 1 dni, tj. 208 tyzdiiov a 5 dni. Deni V
pripada preto v priebehu storo¢ia na jednotlivé dni tyZzdiia
v tomto poradi (zapiSeme si poradie poslednych 8 prie-
stupnych rokov):

2,7,5,3,1,6,4,2.
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Pri prechode zo storocia, ktorého poradové Cislo nie je
Styrmi deliteIné, do nasledujiceho storocia prejde od
posledného diia V' jedného storo¢ia do prvého dia V
nasledujiceho storodia 8. 365 -+ 1 dni, tj. 417 tyzdiiov
a 2 dni.

V storoci, ktorého poradové Cislo je delitelné Styrmi je
celkom 25 dni V, v ostatnych storociach je o jeden deit V'
mene;.

Z vyssie uvedenej tvahy vyplyva, Ze poradie doteraj-
Sich 18 dni V' 20. storo¢ia zacind pondelkom, tj. ¢islom 1
a den V pripadol na 1, 6, 4, 2 po trikrat, na 7, 5, 3 po
dvakrat.

Postupnost 24 dni V' 19. storoCia koncila sobotou, tj.
Cislom 6 a zalinala Cislom 3 (streda), priCom sa v nej
vyskytli 3, 1, 6 po Styri razy a 4, 2, 7, 5 po tri razy.

Postupnost 24 dni V' 18. storoCia koncila Cislom 1,
zacinala Cislom 5 a vyskytovali sa v nej Styri razy 5, 3, 1,
po trirazy 6, 4, 2, 7.

V 17. storo¢i sa postupnost 24 dni V' koncila ¢islom 3
a zaCinala zrejme cislom 7, priCom sa v nej vyskytuje
7,5, 3 po styri razy, 1, 6, 4, 2 po tri razy.

Zostava nam eSte zistit, na ktoré dni tyZdila pripadol
deit V od reformy kalendara roku 1582 do roku 1600.
Bolo to celkom 5 dni V, ktoré za sebou nasledovali
v tomto poradi: 3, 1, 6, 4, 2.

Zistené vysledky zapiSeme do tabulky, ktord udiva,
kolko raz pripadol defi V' na jednotlivé dni tyZdnia od roku
1582 do roku 1973 (viz tabulka str. 157).

Ako priamo z tabulky vyplyva, najzriedkavejsie za
uvedené obdobie pripadol 29. februar na nedelu.

b) Od roku 1973 do konca 20. storoCia zostava este
7 dni V, ktoré budt nasledovat v poradi: 7, 5, 3, 1, 6,
4, 2. Postupnost dni V' v 21. storo¢i zalne teda opit Cis-
lom 7 (nedela), ako tomu bolo v 17. storo¢i a za predpo-
kladu, Ze nedojde k reforme kalendéra, sa v rokoch 2001 —
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17.

19. 20. Spolu

Den tyzdna 16. 18.
stor. stor. stor. stor. stor.

1-pondelok 1 3 4 4 3 15
2-utorok 1 3 3 3 3 13
3-streda 1 4 4 4 2 15
4-§tvrtok 1 3 3 3 3 13
5-piatok — 4 4 3 2 13
6-sobota 1 3 3 4 3 14
7-nedela - 4 3 3 2 12

2400 bude presne opakovat situacia z rokov 1601—2000.
Pri rozdeleni dni V' na jednotlivé dni tyZdila dostaneme
preto po od¢itani prvého stlpca (16. stor.) a po pripo-
¢itani jednotky v kaZdom riadku (dm V' do konca 20.

storocia) tento vysledok:

pondelok; utorok | streda

Stvrtok | piatok | sobota | nedela

SEEE
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|_C-11-2b |

Jsou dény kruhy K;= (S;;70 mm) a K; = (S;;
15 mm), pficemz §,S, = 85 mm. Diéle je dén bod M
takovy, ze MS; = 35 mm, MS, = 50 mm.

Bodem M vedme pfimku o tak, aby kruh soumérné
sdruZeny s K, podle o leZel v kruhu K.

a) Jakou c¢ast roviny vyplni vSechny tyto piimky o?

b) Jakou &ast roviny vyplni vechny tyto kruhy ?

(6 bodu)

RESENI. Sestrojme jednu piimku o0 bodem M jako na
obr. 60 a podle ni k S, soumérné sdruzeny bod S;. Pak

Obr. 60
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plati MS, = MS;. Proto v§echny body soumérné sdru-
Zené k S, podle primek svazku M leZi na kruZnici m =
= (M, MS,). Kruh K; soumérné sdruzeny s K, podle
pfimky svazku M se bude v krajnim pfipadé dotykat
kruZnice k; uvnitf; jeho stfed pak leZi na kruZnici / =
= (85 1, — r, = 55 mm). Vzhledem k vzdjemné poloze
kruznic m a / jsou takové body dva: P a Q na obr. 60.
Osy uhld <t SMP a <2 S;MQ jsou krajni pfipady os
soumérnosti vedenych bodem M, podle nichZ prejde
kruh K, v kruh leZici je$t¢ v kruhu K,; nazveme je po
radé p, g.

a) Primky p, ¢ jsou v nasem pripadé raznobéiné a vy-
tvori dvé dvojice vrcholovych ahla. Kazda pfimka svazku
M, ktera patfi Ghlim o, f neobsahujicim kruh K,, je
osou soumérnosti podle podminek tlohy.

b) Kruhy soumérné sdruzené s K, podle pfimek leZi-
cich ve vrcholovych uhlech «, f vyplni atvar, ktery je na
obr. 60 vysrafovan; sestiva z vyseCe mezikruzi a dvou
ptlkruhu.

| C-1I-3a |

Dokazte, Ze pro kazdé¢ redlné ¢ > 2 ma rovnice

(1) . [,1?7_3_t_?€ ]

c

alespon jedno a nejvyse dvé feSeni.
(7 bodu)

RESENI. Mé-li rovnice (1) fe$eni, musi byt x celé
Cislo. Podle definice celé Casti musi pak platit nerovnosti
) x < 1973 +x _

x+1
c T s
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tj. zdrovenl
(c — Dx < 1973
a
(c—Dx >1973 —¢.

Celé cislo x musi tedy spliiovat nerovnosti
1973 — ¢ _ 1973
(3) | <X = pog

Obracené necht x je celé Cislo, které pri daném ¢ > 2
vyhovuje nerovnostem (3). Potom vyhovuje také nerov-
nostem (2), takZe skute¢né plati (1): toto Cislo x je feSenim
rovnice (1).

Zbyva tedy jen zjistit, kolik celych ¢isel vyhovuje ne-
rovnostem (3). Ponévadz ¢ >2 >1,je

1973 1973 —c| ¢

c—19¢—1 *c—1>1’

takZe nutné aspon jedno celé &islo lezi v mezich udanych
nerovnostmi (3). Na druhé strané je vSak pfic > 2

c
c—1

takze v téchto mezich leZi nanejvys dvé cela ¢isla. Rovnice
(1) ma tedy skutecné pfi libovolném ¢ > 2 alespont jedno
a nejvyse dvé reseni.

< 2’

| C-11-3b |

V roviné je dano pét boda 4,, 4,, As, Ay, Ay, z nichz
Zadné tfi nelezi v jedné pfimce. Kolika zplisoby je moZno
vybrat Ctyfi z nich tak, aby tvofily vrcholy konvexniho
Ctyfuhelnika? Diskuse.

(7 bodu)
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RESENT. Rozligujeme t#i piipady. Prvni je ten, Ze dané
body jsou vrcholy konvexniho pétithelnika. Pak vy-
pusténim kteréhokoli z nich dostavame Ctvefici, jeZ ma
pozedovanou vlastnost. V tomto pfipadé mda uloha
5 teSeni.

V druhém ptipadé probereme situaci, v niz ¢tyfi z da-
nych bodu (feknéme A,, A,, A;, A,) jsou vrcholy kon-
vexniho ctyfihelnika a zbyvajici (bod As) leZi uvnitf
Ctytfahelnika. Bod A5 nemuZe leZet ani na Ghlopfic¢ce 4,45
ani na A,A4,. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, Ze
Ay je uvnitf trojuhelnika A,4,B, kde B je pruselik 4,4,
a A,A,. Pak vypusténim jednoho z bodu 4,, 4, nebo 4,
vznikne pozadovand Ctvefice. V tomto pfipadé ma uloha
tfi feSeni.

Posledni pripad vede k diskusi, Ze tfi body (feknéme
A,y Ay, As) jsou vrcholy trojihelnika, zbyvajici dva (body
A,y Ap) jsou uvnitt, Primky A, A4, A,A4 AzA, rozdéli
trojuhelnik A4,4,A4; na Sest trojuhelnikii. Bez ujmy na
obecnosti 1ze predpokladat, ze A; leZi uvnitt trojuhelnika
A,CA,, kde C je pruseCikem pfimek 4,4, a A;d,. Pak
vypu$ténim bodu A, ze zikladni pétice vznikne poZado-
vany konvexni Ctyrahelnik. Zde existuje jen jediné feSeni.

SHRNUTI. Uloha mé4 bud 5, nebo 3, anebo 1 feseni
podle toho, jak jsou dané body v roviné umistény.

4. KATEGORIE Z

I Z-11-1 I

Naleznéte nejmensi prirozené &islo x takové, aby kazdé

z Cisel x, 616, 700, 924 bylo délitelem soucinu ostatnich
tii.
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RESENI{. Necht x je takové ptirozené dislo, %e kazdé
z Cisel x, 616, 700, 924 déli soucin zbyvajicich tfi. Plati

616 = 23.7.11,
700 = 22.52.7, (1
924 =22.3.7.11.

Z (1) plyne, ze Cislo 924 déli souin 616 . 700 . x, pravé
kdyZ existuje pfirozené Cislo a takové, Ze

x=3a. (2)

Dale podle (1) plati, Ze Cislo 700 déli soucin 616 . 924 . x,
pravé kdyz

X =5 b, (3)
kde b je prirozené Cislo.
Cislo 616 déli soucin 700 . 924 . x, jak vyplyva z (1) pro
kazdé ptrirozené Cislo x.

Nejmensi pfirozené Cislo x vyhovujici zaroveii pod-
minkam (2) a (3) a délici pfitom soucin 616 . 700 . 924 je
ziejmé Cislo

3.55=175.

l Z-11-2 l

Je dina tiseCka A B a kruZnice m opsana kolem stredu M
useCky AB polomérem vét§im neZ je polovina usecky 4B.
Necht S je stfed kruZnice opsané trojuhelniku ABC.

a) VySetfete geometrické misto boda S, kdyz bod C

probiha kruZnici .

b) Jaké bude toto geometrické misto, kdyZ polomér

kruZnice m bude rovny poloviné délky usecky AB?

RESENT. a) Stfedy kruZnic, opsanych trojuhelnikéim
ABC musi leZet na ose o Gselky AB, ktera je spoleCnou
stranou viech uvaZovanych trojuhelniki (obr. 61).
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Je otdzka, zda obrd-
cené kazdy bod piimky
o patfi hledanému geo-
metrickému mistu, kte-
ré nazveme G. Do G
patfi body S, S,, které
jsou stiedy kruZnic
opsanych rovnoramen-
nym  trojuhelnikim
ABC; a ABC, (kde C;,
C, jsou pruseiky o
s m).

Kazdy bod X vni-
ttku  aseCky  S,C
(popt. S,C,) je stie-
dem kruZnice x = (X

0 AX), kterd protne
kruZnici m ve dvou bo-
Obr. 61 dech (vzniknou tak do-

konce dva uvazované trojuhelniky). Z trojihelniku 4S; X
plyne AX > AS,. Protoze AS, = $,C; a §,C, > XC,,
je AX > XC,. Kruznice (X; AX) tedy protind kruz-
nici m.

Proto bod X patfi do G. Také kazdy bod Y prodlouZeni
uselky S,C, za bod C; (popt. S,C, za bod C,) patii do G,
nebot kruznice y = (Y'; AY) protne vzdy kruZnici m.

Naproti tomu bod M do G nepatfi, nebot kruZnice
(M; MA) a m se neprotnou.

Je-li Z bod vnitfku useCky MS, (popi. MS,), pak
z trojuhelnika AZS, plyne AZ < AS,. Dile plati A4S, =
= §C; a §,C, < ZC,. Proto je AZ < ZC,, takze kruz-
nice m a 2 = (Z3; AZ) se neprotnou. Bod Z do G tedy
nepatfi.

b) Je-li polomér kruZnice m roven %AB, splyne m
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Obr. 62 s kruznici opsanou kazdému
trojahelniku  ABC. Pak G
obsahuje jediny bod — stied
M kruznice m.
ZAVER. V piipad¢ a) tvo=
i G dvé polopfimky S,C; a
A 12 g S:C, (viz obr. 61), v piipadé
b) jediny bod M (viz obr. 62).

Bod M lezi uvniti A ABC a je PQ || AB, RS || BC,
TU || CA (viz obr. 63). Dokazte, Ze

PO RS  TU
AT BCTCA™

Obr. 63

RESENI. Z podobnosti trojahelniki A ARS ~
~ A ABC plyne

'BC = :{de . (1)
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Z podobnosti trojahelnika A UBT ~ A ABC plyne

Ur UB
AC T 4B @
Podle (1) a (2) plati
PQ TU PQ+ AR + UB

ABF—~+ 7B €)
Ctytuhelniky AUMP a RBQM jsou rovnob&zniky, a proto

. AU = PM a RB = MQ,
tj.

PQ — PM + MQ = AU + RB. (4)
Dosadime-li podle (4) do (3), dostdvime
PQ +_%+Q (4U + RB) + AR | UB
AB o AB a
(AU + UB) + (AR - RB) _ AB + 4B ~2Wb':1
- Az~ 4B
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JINE RESENI{. Oznaéme po fad& A’, B’, C’ prise&iky
piimek AM, BM, CM (obr. 64) s prot&j$imi stranami.
Podle feSeni tlohy Z-I-3 b) pak plati

AM BM  CM

a2 TBF oo~ 2 %)
Z podobnosti A ARM ~ A ABA'a A ARS ~ A ABC
dostavame

AM AR AR RS

A4~ 4B’ AB ~ BC’

takZe
AM _ RS
AA’ BC*
Podobné dokaZeme, Ze
BM _TU  CM _ PQ
BB’ CA’ CC'  AB°
Plati tedy
PQ RS ,TU CM  AM , BM
4B " BC "ca~cc T aa " BB”
tj. podle rovnosti (%)
PQ RS TU
4B " BC TCAd~

l Z-11-4 l

Je déan rotacni vélec V' s vyskou v a polomérem pod-
stavy r. VySetfujme vSechny rotacni vélce V’, jejichZ po-
lomér podstavy je r -+ m a vySka je v — m, kde 0 << m <<
< o. Urcete Cislo m tak, aby povrch vélce V'’ byl dvojni-

2.
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sobkem povrchu vélce V. Jaka je podminka feSitelnosti?

RESENI. a) Vilec ¥ ma povrch

S=2nr42nro.
Viélec V' méa polomér ' = r + m a vyS$ku v’ = v — m.
Povrch vélce V' je tedy
S'=2n(r+mP+2x(r+m).(v —m).
Podle textu ulohy plati
§'=2.85,
tj.
2n (r + m)? + 2n (r + m) (v — m) =
=2.Q2nr?* + 2nrv).
Po tpravé dostavame
2n(r +m).[(r + m) + (v — m)] = 4nr (r + v),
odkud vyplyva
(r+m).(r +v)=2r(r +v).
Ziejmé r | v + 0, a proto
r-+m=2r,
tj.
m=r.

ZKOUSKA. Prom=roplati?' =2rao =o —r.

Potom je
S'=2n@2r2+2n.2r(v—1r)=
=8nr:+4nrv — 4dnr? =
=2.Q2rr* 4+ 2nro) =2.8.

b) Je-li dan libovolny vilec V o poloméru podstavy r
a vysSce v, pak podle odstavce a) ma vialec V' splitujici
podminky uvedené v textu tlohy " = 2r a vySku o' =
= v — r. Velikost vySky musi byt kladné Cislo, a proto
valec V' existuje, pravé kdyz

v >r.
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V. Reseni soutéinich uloh Iil. kola

KATEGORIE A4

I A-III-1 l

Plati-li pro velikosti vnitfnich uhla trojahelnika
sin® « - sin® f + sin®y = 2, (D
je tento trojuhelnik pravouhly. Dokazte.
(5 bodu)
RESENI. Podle vzorce 2sinx — 1 — cos 2« plyne
z dané rovnosti
cos 2a -+ cos 2f3 - cos 2y + 1 =
Podle vzorce pro cos 2o + cos 2/ a podle vzorce 2cos?y =
= 1 - cos 2y dostaneme
2 cos (« + f) cos (¢ — p) + 2 cos’y = 0.
ProtoZe je o -} f = m — y, dostaneme dale
cosy (cosy — cos (x — f5)) =0,
neboli

cosy (cos (x -+ ) + cos (e« — B)) = 0.

Pouzijeme znovu vzorce pro cos (« - ) + cos (« — f);
vyjde
cosc . cosfy . cosy = 0. (2)

168



Je tedy bud o = —721, nebo ff = —275, nebo y = —g— .

POZNAMKA. Uvedené feSeni 1. tlohy je feSeni
autorské. SoutéZzici, ktefi tuto ulohu uspésné vytesili,
vétSinou uzivali v podstaté stejného postupu, tj. dokazali,
e z rovnosti (1) plyne rovnost (2). Jejich dtkazy vsak

vevs

| A-III-2 |

Je dan Ctyfstén. Oznaéme v; (1 = 1, 2, 3, 4) jeho vysky
ag; 1 =1,2,3,4) poloméry kulovych ploch vné vepsa-
nych tomuto Ctyfsténu. Pak plati

1 1 1 1 1
ifemter b S e b
(1 Vs, Uy Vs 0y L’z 03 0
Dokazte.
(6 bod)

RESENI. Oznaéme vrcholy ¢&tyisténu A; (@ = 1, 2,
3,4). Budiz S, stfed a p, polomér vné vepsané kulové
plochy podle schematického obr. 65. Oznatme P;, P,,
P, P, po fadé obsahy trojuhelnika A AyA;4,, A A,A3Ay,
A A1A:4, N A1A,As. Potom pro objemy Vi, Vig, Vs,
Vi Ctyfstént A, 434,48y, A1 434,48, A1 A, A4Sy, A14,458,
plati

“Vu =+ Vlz e V13 + V14 =V, (1)
kde V je objem Ctyfsténu A;4,A54,. Plati viak
VH-P‘Q‘ (i=1,2,3,4);
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po dosazeni do (1) dostavame

S (—P+P+P+PY)=V,
z Cehoz

1 P+ P+ P+ P
o 3V '
Cyklickou zaménou dostaneme:

1 P1~P2+P3”’{‘P4

0s 3V ’
1 _ PA+P,—P+P
03 3V ’
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1 P {P,+P—P

o 3V
Je tedy
_1_+_i_'__l+_l:_2_' P1+PZ+P3+P4.(2)
51 Q2 03 04 3 V
Daile plati
V:fg“ (i=1,2,34),
z Cehoz
|
o 3V (i=12,3,4),
a tedy

2(_14_|_L,+_l_|__.1‘)_7__ 2 . P1+P2+P3+P4‘
v, Uy Uy 0,
Z rovnosti (2) a (3) vyplyva

1 1 1 1 1 1 1 1
2F+~+—+ﬂ:—+—+ +—,
U1 Uy Vs Uy
c.b.d. Resil Petr Sladalek,
3. f, gymnasium, ul. W. Piecka, Praha 2

JINE RESENI{. Polomér kulové plochy » vepsané
dovnitf daného Ctyfsténu ABCD (schematicky obr. 66)
oznalme ¢ a obsahy jednotlivych stén S;, S, Ss Sy
Pro objem V' daného Ctyfsténu plati

St S st S5+ S.g=V,
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Obr. 66

z ¢ehoZ po upravé mame

1 818 1S+ S,

Dile vime, Ze pro objem V plati

V- 4 V. N v
V;Sl.—:‘si;—SZ.‘a_z"—‘—' S3."3""'—’b4.—34‘,
takze
3V 3V 3V 3V
Slz-a—,sz——a,s'g—rv—a‘, S4—v—4.
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Po dosazeni za S, S,, S;a S, do (1) dostdvame rovnost

1 1 1 1 1 ,
0 vy I Uy { Uy | vy )
Vysetfujme kulovou plochu », o poloméru p, vepsanou
do trojhranu A(BCD) tak, Ze se dotyka roviny BCD a lezi
v opatném poloprostoru urfeném rovinou BCD nez
bod A. Tato kulova plocha x, je stejnolehld s kulovou
plochou % vepsanou dovnitf Ctyfsténu ABCD. Stredem
stejnolehlosti je bod A. Vedme rovinu s || BCD (¢ = BCD)
tak, aby se dotykala plochy #x,. Ze vzdalenosti rovin o
a BCD urc¢ime koeficient stejnolehlosti, ktery se musi
rovnat poméru poloméri:

o _ 20Ty
1% (41 '
Odtud dostavame
1 1 1
—— 2, 3
01 e Uy ( )

Obdobny vztah jako (3) plati zfejme i pro 04, 253 04, V45
045 V4. Z téchto vztahii tedy plyne

E A S SRS S Y )
(%1 02 03 04 0
Po dosazeni z rovnosti (2) dostavime rovnost
1 1 1 1
L oY AL N
01 09 03 04 Uy Uy Vg Vg
ktera se méla dokazat.
Resil JAN FRYNTA,
4.f, gymnasium, ul. W. Piecka, Praha 2
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I A-III-3 I

Je dana postupnost redlnych Cisel ay, agy. . .5 apy. - -
taka, Ze pre kaZdé & > 1 plati a;—; + @y = 2ay.
Pren=1,2,3, ... oznaCme

1
AIL —t }/i (al “]“ a2 “{‘ N _{" an) .

Potom pre kazdé n > 1 plati tieZ
Ay + Apia = 24,3 (1)
dokazte. (8 bodov)

RIESENIE. Vypoditajme rozdiel R, = A, + Ay —
— 2A4,. Lahko sa vidi, Ze
R — 2@, +as+ ...t ay) —nn+ Da, +n(n—a,,
" nn—1)(n-+1). ’
Je zrejmé, Ze (1) plati pre kaZdé prirodzené Cislo » > 1
vtedy a len vtedy, ked pre kazdé n > 1 je R, = 0, ¢o je
ekvivalentné s nerovnostou
2(a,+as+ ... +ay)+nn—1a,, =
=nn+1)a,. 2)
Pravdivost nerovnosti (2) dokidZeme uplnou indukciou:
1. Pre # = 2 ma nerovnost (2) tvar
2 (a, + ay) + 2a5 = 6a, CiZe a; + a3 = 2a,,
o je splnené podla predpokladu.

2. Predpokladajme, Ze pre nejaké prirodzené d&islo
n > 1 plati (2). Podla podmienok tlohy plati pre kazdé
prirodzené Cislo n > 1 tieZ

Ay + @p+e = 2a,+,, 2 Coho hned dostaneme
nn+Da,+nn+1ags=2n(n+1)a,+. (3)
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Séitanim (2) a (3) po jednoduchej Gprave dostaneme
2@, +ay+ ... +a,+apy) +nln+1)aysy =
=m+ D0+ 2)aun,
¢o je nerovnost, ktord dostaneme z (2), ak v nej nahradime
n Cislom n - 1.
Tym sme dokazali spravnost nerovnosti (2) pre kazdé
prirodzené Cislo » > 1 a vzhladom na ekvivalenciu ne-
rovnosti (2) s nerovnostou (1) tieZ spravnost tejto ne-

rovnosti. .
Riesil PAVOL ZLATOS, 3.b tr.
Gymn. Bratislava, Novohradska ul.

JINE RESENI{. Utvofme nejprve posloupnost koefi-
cientli definovanou rekurentné takto:
bl = 1, bz . 3, blc = 2[7]3».1 - bk<,2 '[“ 1 .
Matematickou indukci snadno dokéZeme, Ze pro kazdé
pfirozené Cislo % plati

L 1)

I. Pro £ = 1 a k = 2 rovnost (1) skutecné plati. Necht
k = 3. Podle definice je

by=6—-1+4+1—6
a podle (1) je také

by = ~2— =6
II. Necht (1) plati pro néjaké pfirozené &islo 2 = 3.
Pak
kR+1.k k.(R—1
bk+l=2bk—bk—1+1=2-( +2) — (2 )—I—lz
= (k + 2)2(k + 1) , c.b.d.
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Podle ptedpokladu pro kazdé £ > 1 plati
ag 4+ apy = 2a; . (2)

Secteme n — 1 nerovnosti (1 je libovolné zvolené pfiro-
zené Cislo, n > 1),

bl.(a1~2ao,+a3)20,
bq.(dg—‘zag + d4) go:

....................

by (@ — 2a, + ayy) =0,

kter¢ plati podle (2) a proto, Ze podle (1) je b, >0 pro
kazdé £ = 1. Soucet je

ab, + ay . (—2b + by) + ay . (b, — 2b, + bs) + a,,
c (b —2by + b)) + ... + ap. (bpy — 264 + by) +
+ oo+ auy . (s — 26,5 + by-y) +

s Ay - (bn—z - 2bn —l) + Apt1 + bn~1 =0. (3)
Z rekurentni definice posloupnosti {5} plyne
by — 2bgy + by = by — 2byy + 2b, — by, +

+1=1.
Tedy nerovnost (3) nabyva tvaru
aby + ay (—2by + b)) +az+ay+ ... Fap+ ... +
+ana+ @y (bpg — 2b,4) + @y . by = 0.

Dosadime za koeficienty b, z definice a z (1); dostavame

2—n®—n

aqt+a+...4+a, 1+ a,. = 5 1

9
n® —n
‘|’an|1"'2 -=0,
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tj.
2.(a; + as + ...+ ayq)+ 2a,— 2n%a, + (n* —n)a, +
+(n2_n)an+1 =0,
¢ili
n2—mn).a,+ n®>—mn).ay, =
=-2.(a; +ay+ ... + a,) + 2n%,,.
K obéma strandm posledni nerovnosti pficteme 2r? (a;
+ ay + ... + a,_,), nalevé pfi¢teme i ode¢teme 7 (a; +
+ ay, + ... + a, 1). Po Gpravé dostdvame
m4+n).(@+a+ ... +Fa,q)+ 0@ —n).
sl +ay+ o Fayy) =) (@t apn) =
=2m —1).(a, +ay+ ... +ay,).
Tuto nerovnost znasobime kladnym vyrazem
1
nmn—1)(n-+4 1)

a dochdzime k nerovnosti

1 1
n—1 (@ +asgt ... + apy) + P

1
Say +ap + ... +an+l)22.»’—z—(a1 +as+ ...+ a,)

COZ je nerovnost
Anvl + An+1 2 2. An >

kterou jsme méli dokazat.

Resila MAGDA FORTOVA
4.d, gymnasium J. Fucika, Plzeii
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| A-I11-4 |

Je-li n = 2 pfirozené Cislo, urcete

n*—1

[1'%].

k=1
(6 bodn)

RESENTI. Pro kazdé ptirozené ¢islo n = 2 plati

[~ 1] =n—11,
nebot
n—1=snt—1<m—1)+1.
MnozZinu
M= {1,)2, ...,)n*— 1}
tedy miZzeme rozloZit na » — 1 disjunktnich podmnoZin
A, definovanych takto:
A, = {xeM;[x]=1},ie{l,2,...,n— 1}.

Nyni zjistime pocet prvku ||A;|| mnoZziny A; pro kazdé
ic{l,2, ..., n— 1}. Nejmen$im prvkem mnoZiny A;
je zfejmé prvek

oy = Vié 5
nejvétsim jejim prvkem je prvek
po=JG T,
Ziejmé je A; = {a; 0 + 1, ..., fi}, a proto
1A= G+ P — =2+ 1.
Z ptedchazejicich tvah plyne (7 = 2):

n*—1 n—1

> F1= 3 i lIAd = 3 @it i) =2. 3 it 3 .

i=1
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Pro kazdé pfirozené ¢islo » plati
n

Zi=%n(n+ 1) a ?z?:%n(n—l— H@2n+1),

" —

i=1 i=1

a proto

n*-1

< e 2 1
Z[]/k]zg(n—1).n.(2n—1)+7(n—1).n.
k=1

Po upravé dostdvame

n*-1

Z[Vk] :%n(n —1)@n+ 1),
k=1

coZ je hledany vztah. 5
Resil JAN TRLIFA]J,
3.d, gymnasium, Sladkovského ndm., Praha 3

| A-III-5 |

Je dana rovina g. Jsou-li P, Q dva body z g, oznacme
P + Q stied dvojice P, Q a P.Q bod roviny p, ktery
dostaneme otoc¢enim bodu Q okolo bodu P o 90° v klad-
ném smyslu.

a) Jsou tyto operace komutativni ?

b) Jsou diny dva pevné navzijem ruzné body 4, B
roviny g¢. Rovnice

Y. X=A4.X)+B (1)
urluje zobrazeni X | Y.

Urcete o jaké zobrazeni jde.

c) Sestrojte vSechny samodruZné body tohoto zobra-
Zeni. (8 bodu)
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RESEN{. a) Operace ,,+“ je zfejm¢& komutativni.
Operace ,,.* komutativni v mnoZiné ¢ neni. Zvolime-li
si totiz v roviné ¢ dva razné body A4, B, pak vidy plati

A.B#+B.A.

b) Zvolme v roviné p libovolny bod X. Bod Y, pro
ktery plati rovnost (1), pak ziskdme nasledujicim postu-
pem. Nejprve sestrojime bod U = 4 . X a potom bod

= (4 . X) + B. Nyni je téeba rozlisit dva pfipady:

o) Necht X = T. Potom Y = X. (Problémem, zda
tento pfipad nastdva,

se budeme zabyvat pii AX=U
reSeni Casti c¢) dané /\ v~ (AX+B=T
ulohy.) I \ TR

f) Necht X # T ~__ 7 MNT
(obr. 67). Potom je 7 X f L/B
bod Y vrcholem pra- i<
vouhlého rovnoramen- A"~ \\ ' /“ X
ného trojihelnika s S/ /
pfeponou X7, v ném b ——

bod X prejde do bodu

T otocenim okolo boduY o 90° v kladném smyslu.
Z popsané konstrukce bodu Y vyplyva, Ze rovnici (1)

je ke kazdému bodu X e p pfifadén jediny bod Y € o.
Druh zobrazeni urlime tfeba pomoci komplexnich

¢isel. Umistime soustavu ortonormalnich soufadnic v ro-

viné o tak, aby body A, B byly po radé obrazy dcisel 0,1

(strucne budeme psat A = [0], B = [1]). Daéle oznalime
= [2]; pakje A . X = [iz],
i 1
T:(A.X)JF—B:[Ez—{—E-]. (2)

Na druhé strané je T = Y . X; oznaime-li Y = [2'], je
T=[24+i(z—2)]=[1—1)2 +ig]. (3)
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Porovninim (2) a (3) vyjde

PR | 1
(1—1i)z +1z_—é-z —I—?,
tj.
SRS ST S
S ¥ 6 g
a po upravé
, 1 —i 141
=y + 5 4)
Rovnici (4) je urcena piima podobnost. To zjistime,
1—i| 1
vyjadfime-li napf. —4— =k.e kde k= ]—--4—— _V—g,
&= V~2 (1 —1i).
Zobrazem [2] I-> [e2] je otoCeni kolem bodu [0], zobrazeni
[e2] |—>[ ez + —+ ] je stejnolehlost s konstantou k.
A c) Budiz’X = Y sa-
Bi— — modruZny, bod podob-
T X=T7 \ nosti (4); pak je X .
\ /7’\(‘\\\\ v\ . X = X, a tedy bod
\\:;>// \\\\ ;\/ ~» X je feSenim rovnice
v U=AX X=(A4.X)+ B.

ob Situace pro samodruz-
r. 68

ny bod X je naznacena
na obr. 68; zde je A XAU ~ A XVB, AU = AX =
=VX= BV UX = BX. Pro pomocny bod V tedy plati

AV = 2 BV, {AVB:%, V.X = B;
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témito podminkami je bod V jednozna¢né uren; bod X
sestrojime z Gdaje X =4 + V.

POZNAMKA. U 5. tlohy je uvedeno autorské feseni.
I kdyZ nékolik ucastnik 3. kola ziskalo za tuto ulohu
plny pocet bodl, zaddné z téchto feSeni se nehodilo

k otiSténi,
I A-III-6 I

Ve &tverci, jehoZ strana mé délku 50, je ddna lomend
¢ara L tak, Ze kazdy bod ¢tverce mé od nékterého bodu
Cary L vzdalenost nejvySe 1. Dokaite, Ze délka Cary L
je vé&tsi nez 1248,

(7 bodur)

RESENI{. Necht 4B je libovolna tsetka ¢ary L. Uva-
Zujme mnoZinu vSech bodu roviny daného Ctverce, které
maji od této tseCky vzdilenost men$i nebo rovnou 1.
Touto mnoZinou je ziejmé sjednoceni vSech kruhii ohra-
ni¢enych kruZnicemi &, = (X3 1), kde X probiha usecku
AB, tedy utvar sloZeny z pravouhelnika, jehoZ dv¢ strany
jsou rovnobéZné s useckou AB, maji od ni vzdalenost 1
a druhé dvé strany obsahuji body 4, B, a z dvou ptulkruht
se stfedy A, B ohraniCenych stranami pravouhelnika kol-
mymi na AB (obr. 69). Je-li délka usecky 4B rovna d, pak
obsah nalezeného utvaru
(dale jej budeme nazyvat T

ovilem) je Iy |
2d + 7. Ap————5
UvaZujme vSecky ovaly l1 '

nad vSemi useCkami tvo- |
ficimi ¢aru L. Tyto ovaly
musi podle zadani tlohy Obr. 69

pokryt cely dany ¢tverec. Kdyby totiz néjaky bod uvazo-
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vaného Ctverce leZel vné kazdého z téchto ovald, mél by
od kazdého bodu ¢ary L vzdalenost vétsi nez 1.

Obsah priniku ovalt nad dvéma sousednimi GseCkami
Cary L se spoleCnym koncovym bodem K je ziejmé vétsi
nebo roven obsahu kruhu ohranieného kruZnici k; =
= (K; 1), ktery je obéma ovalum spoleény (obr. 70).

Obr. 70

Pro obsah P utvaru vzniklého sjednocenim ovala sestro-
jenych nad vSemi tseCkami Cary L pak plati:

n n
P=>Qdi+m)—(n—1).n=mn+2.>dy (1)
i=1 i-1
kde d;, 1 = 1,2, ..., n, jsou délky vSech tsecek tvoficich
Caru L.
Predpokladejme, Ze existuje Cara L, ktera vyhovuje
podminkam tlohy a je krat$i nebo rovna 1248. Pak

Ddy=1248.
i=1
Z nerovnosti (1) tedy vyplyva
P = 7 + 2496 < 2500 = 507 .
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Avsak vyse bylo dokdzéno, Ze utvar vznikly sjednocenim

vSech ovalti nad tseckami Cary L pokryva cely dany Ctve-

rec, takZe P = 502, coZ je spor. Délka Cary L je tedy vétsi
nez 1248.

Regil PAVEL KINDELMANN,

3.a, gymnasium, Srémkova ul.,

Ceské Budéjovice
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VI. Sprdva o XV. medzindrodnej matematickej
olympiade

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

Pri odchode z VarSavy po skonceni XIV. MMO urcite
ani jeden z jej uCastnikov netusil, Ze o rok povedu cesty
matematickych nadeji do hlavného mesta ZSSR —
Moskvy, ktord bola dejiskom MMO uz v rokoch 1964
a 1968. Sovietski sudruhovia sa totiZz podujali na nelahka
ulohu usporiadania XV. MMO az na sklonku roku 1972,
ked sa ukézalo, Ze ani jedna z krajin prichadzajacich do
uvahy organizaciu MMO pre rok 1973 nepripravuje. O to
viac prekvapuje, ze - XV. MMO, ktora sa konala 5.—16. 7.
1973 sa zucastnil rekordny polet druZstiev — 16: Rakiisko
(A), Bulharsko (BG), Kuba (C), CSSR (CS), NDR (D),
Franciizsko (F), Velkd Britdnia (GB), Madarsko (H),
Mongolsko (M), Holandsko (NL), Polsko (PL), Rumunsko
(R), Svédsko (S), Finsko (SF), ZSSR (SU) a Juhosldvia
(YU). S vynimkou Kuby, ktoru reprezentovalo 5 Ziakov,
boli vSetky druZstva osemclenné.

Ministerstvo $kolstva ZSSR poverilo organizovanim
sutaze Akadémiu pedagogickych vied ZSSR, ktorej vice-
prezident prof. A. I. Markusevi¢ bol predsedom organi-
zatného vyboru olympiady a jej vedecky pracovnik prof.
I. Ja. Vercenko bol predsedom medzindrodnej jury, kto-
ra riadila XV. MMO. Jeho zistupcom a pravou rukou
bol I. S. Petrakov, inSpektor — metodik ministerstva
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Skolstva ZSSR, ktory nechybal na Ziadnej z MMO
od r. 1962.

Veduci delegécii, ktori tvorili medzinarodna jury, sa
schadzali do Moskvy vo §tvrtok 5. 7. Svoju pricu zacali
v piatok 6. 7. v 68. $pecidlnej strednej Skole na Slavian-
skom bulvdri v moskovskej $tvrti Kuncevo. Tato §kola bola
nielen miestom prace jury, ale aj dejiskom vlastnej sttaze.
Na prvom zasadnuti jury sa veduci delegacii po stru¢nom
zoznameni sa s programom XV. MMO dozvedeli texty
14 uloh, ktoré prislu$nd komisia organiza¢ného vyboru
vybrala z navrhov doslych z 11 kra]m Styri z tychto tloh
boli v diskusii zamietnuté s tym, Ze nicktori delegati
poznali ulohy s blizkym ndmetom, ktoré boli publiko-
vané. Zostavajucich 10 uloh mali si ¢lenovia jury moz-
nost premysliet do nasledujiceho diia. Na rozdiel od
predchadzajucich rokov nemali pritom k dispozicii autor-
ské rieSenia tuloh, Co im umoZilovalo naplno vyuZit
vlastny dovtip a tvorivost. K diskusii o ulohich vy-
uzili aj mald popoludnajsiu autobusovu exkurziu po Mo-
skoe.

Na svojom sobotnaj$om zasadnuti jury pomerne rychle
vybrala 5 tloh pre stta%. TaZkosti nastali a% pri vybere
Siestej ulohy. Rozsiahlu diskusiu o tomto probléme ne-
dokézalo urychlit ani silné hromobitie a prietrZ mracien,
ktora zurila nad Moskvou pocas popoludiiajSieho zasad-
nutia jury. Ked neziskala potrebnu vacsinu (asponi 10 hla-
sov) ani bulharskd ani franctzska tloha na geometrické
miesto bodov v priestore, presiel napokon navrh polského
delegata na preformulovanie polskej ulohy o grupe afin-
nych transformdcii priamky, ktora sa v pdvodnom vybere
14 uloh nevyskytovala prave preto, Ze pouzivala pojem
grupy, ktory sa do obsahu $kolskej matematiky vacSiny
zuCastnenych krajin zatial nedostal. Tym sa stalo, Ze
v tématike tloh XV. MMO chybala stereometrie a kedZe
sa nenaskytla ani vhodna tloha zo Skolskej tedrie Cisel,
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ktora snad na ziadnej z doterajsich MMO n chybala,
zrodil sa tento netradiény vyber:

/ \ l Bod O leZi nd priamke / {51{, bPz, . OP sa jed-
n()tkove vektory také, Z body % rra e 2 &5 hy lezia
| vSetky v rovine obsahujit ej priamku / a nachadza]u sa

?Vsetky po, te] istej strane tejto priamky. e by )‘m‘
.

,/

/ QP1 L OP, + .
kde [OM | znamena dizku vektora OM (CSSR, 6 bodov)

+OP\»>1

2 Rozhodmte, (i existuje v trO)rozmernom priestore
koneénd mno%ina M ~pezes;a¥a;uea z bodov neleZiacich

v jednej rovine, ktord mé nasledujicu vlastnost: ———>

Ku kazdym dvom bodom A, B € M existuju body C,
D e M tak, Ze priamky AB a CD su rovnobeZné a nesply-

vajl. (Poksko; 6 bodov)

™ ’/«(
3. N4jdite minimalnu hodnotu suctu a? - b% 7’/k a, b
_su reélne c1sla' pre }nge_ ma rovnica
: x4+ax3i%bx2 +ax 1=
aspoii jeden redlny koreti. (5vedskz,~8 bodov)
e
.

4. Zenista ma preX;m ¢i sa vyskytujaiminy na po-
zemku,-ktory-ma- tvar ovnostranného troluholmka {vra-
tane jeho hranice). K d1sp021cu mi detektor,| polomer
ulinnosti ktorého sa rovna poloviCnej vyske trojuholnika.
Na prleskum vychadza z niektorého vrcholu trmuholmka
Akl cestu si ma zvolit, aby presicl najmensiu moznud
vzdialenost a preskimal pritom cely pozemok?

(Fuhosldvia, 6 bodov)
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5. Neprazdna mnozZina G nekonStantnych funkcii f
redlnej premennej x tvaru f(x) = ax + b, kde a # 0,
b st redlne Cisla, ma nasledujice vlastnosti:

a) ak f, g € G, potom g o f € G,kde (g o f) (x) :g(f(x));

b) ak fe G, kde f(x) = ax | b, potom tieZ inverzni
funkcia f~1 € G, kde f(x) = x ; 2 i

c) ku kazdej funkcii f € G existuje x; tak, Ze f(x;) = x;.

Dokajte, Ze existuje(k\také) Ze f(k) = k pre vietky
feG. . o (Polsko, 6 bodov)

6. Je danych » kladnych realnych cisel Ay, Ay .- 8y

a redlne Cislo gtakéyZe 0 <g < 1. —

Néjdite 7 rehlnych &sel by, by, . . ., b, s tymito vlast-
nostami:

a) ap << by pre vSetky k = 1,2, ..., n;

b) ¢ < k+L<lprevéetkykzl,Z,...,nMI;
by q
1
C) by + byt ..o by < T-}Z (@ + ay + ...+ an).

(Svédsko, 8 bodov)

V zatvorke za textom ulohy je uvedend krajina, ktora ju
navrhla a pocet bodov, ktorym jury rozhodla hodnotit
jej uplné rieSenie. Tu uvedena formuldcia tloh je presnym
prekladom oficidlnej formuldcie v ruskom a anglickom
jazyku. Formulovanie textov tloh je uZ tradi¢ne jednou
z Casove najndrocnejsich povinnosti jury. I tentoraz si — aj
napriek tomu, Z%e sa oficidlna formuldcia textov schvalo-
vala len v spominznych dvoch jazykoch — vyZiadala celé
nedelné predpoludnie (8.7.). KedZe este v nedelu do ve-
Cera bolo treba rozmnoZit texty Gloh v potrebnom pocte
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exempldrov v jazykoch jednotlivych krajin a na tito pracu
boli veduci delegicii tentoraz sami, neuskutocCnila sa ani
planovand navsteva Kremla.

Fednotlivé drugstvd na Cele s pedagogickymi vediicimi
prichddzali do Moskvy v sobotu 7. 7. Ubytovani boli
v hoteli Universitetskaja, pricom na rozdiel od poslednych
troch MMO boli pedagogicki veduci ubytovani spolu
s druZstvami, kym veduci delegacii byvali v hoteli Ukra-
Jina na kutuzovskom prospekte.

V nedelu predpoludnim sa Ziaci a pedagogicki veduci
zucastnili na autobusovej exkurzii po Moskve a popoludni
oddychovali.

Slavnostné otvorenie siutaZe sa konalo v pondelok 9. 7.
0 09,30 hod. v aule 68. $pecialnej strednej Skoly. Po krat-
kom neformalnom prejave predsedu XV. MMO prof. A. I.
Markusevica sa Zziaci rozisli do 8 tried, aby riesili proé tri
#lohy pocas Styroch hodin Cistého casu. Ako je to na MMO
obvyklé, nedozvedeli sa bodové hodnotenie za uplné rieSe-
nie jednotlivych tloh a na rozdiel od X7V, MMO mali
mozZnost po precitani textov vyjst na chodbu a poZiadat
vedtcich delegacii, ktori tam Cakali, o vysvetlenie pri-
padnych nejasnosti v texte.

Po otvoreni stutaZe sa uskutoCnilo prvé spolo¢né zasad-
nutie jury so sovietskymi koordinitormi, na ktorom sa
predbeZne prediskutovali rieSenia prvych troch uloh a ich
hodnotenia. Na tomto zasadnuti sa zCastnili tieZ peda-
gogicki veduci jednotlivych druZstiev, ktori potom spolu-
pracovali s veducimi delegacii pri hodnoteni Ziackych
rieSeni. Tym doslo k poruseniu tradicie poslednych rokov
i pokial ide o izoldciu veducich delegécii od tych, ktori
prichddzali do styku so Ziakmi, aZ do druhého diia sttaZe.

S hodnotenim rieSeni prvych troch tloh sa zacalo hned
v pondelok popoludni, zatial Co Ziaci absolvovali vylet
lodou po rieke Moskve.

Druhi trojicu tloh riesili Ziaci v utorok 10. 7. a k dispo-
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zicii mali opét $tyri hodiny cistého ¢asu s moZnostou
dostat vysvetlenie k pripadnym nejasnostiam v texte
kratko po obdrZani textov. Po otvoreni druhého dila su-
taZe sa opit konala diskusia Clenov jury a pedagogickych
veducich s koordinatormi o rieSeniach druhej trojice loh
a po nej pokracovalo hodnotenie rieSeni a koordindcia
hodnoteni. Tejto praci boli venované i nasledujice dva
dni (11. a 12. 7.). Troj¢lenné skupiny koordinatorov pre
jednotlivé ulohy viedli: 1 — Andrej Leontovié, 2 — Andrej
Toom, 3 — Viktor Gutenmacher, 4 — Andrej Jegorov,
5 — Leomid Mitjusin, 6 — Georgiyj Dorofejev. Vediicim
celej skupiny koordinatorov bol Nikolaj Vasiljev a nie-
kolki z koordindtorov boli byvali ucastnici MMO. Svojej
ulohy sa zhostili velmi uspe$ne a nedoslo prakticky k Ziad-
nym vicSim nedorozumeniam medzi nimi a veddcimi
delegacii. .

Zdverecné zasadnutie jury sa konalo v piatok 13. 7.
predpoludnim. Po schvileni bodovych hodnoteni jed-
notlivych ucastnikov rozhodlo o stanoveni hranic pre
jednotlivé ceny takto: I. cena 40 — 35 bodov, II. cena:
33 — 27 bodov (34 bodov neziskal nikto), III. cena:
26 — 17 bodov. Pri stanoveni hranice pre tretie ceny
zohrala vdZnu ulohu skutoCnost, Ze najlep$i kubansky
Gcastnik ziskal 17 bodov. Celkom bolo udelenych 5 prvych,
15 druhych a 48 tretich cien, tj. spolu 68 cien, ¢o je cca
o 6 viac ako polovica z celkového poctu ucastnikov
XV. MMO, ktorych bolo 125. V dalSej Casti zasadnutia sa
diskutovalo o jednotlivych tlohich z hladiska udelenia
$pecidlnych cien autorom origindlnych a zvla$t elegant-
nych rieseni. V tomto smere bola jury tohto roku skupa,
pretoZe z niekolkych ndvrhov na Specidlne ceny predlo-
Zenych veducimi delegicii, resp. koordindtormi, ani jeden
nepresiel.

Na zdver zasadnutia sa prihlésil o slovo veduci dele-
gacie NDR prof. dr. Helmut Bausch, ktory pozval vietky
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zCastnené krajiny na XVI. MMO, ktort hodla uspo-
riadat NDR v Erfurte od 4. do 17.7. 1974, priCom zave-
reny ceremonidl sa bude konat v Berline. Vsetkym dele-
gaciam rozdal ndvrh statitu XVI. MMO a ramcovy pro-
gram sutaze. Jeho pozvanie sa stretlo so suhlasom vSet-
kych Clenov jury.

V piatok 13. 7. vo vefernych hodinach prijal vedtcich
delegacii vo svojej pracovni viceprezident Akadémie peda-
gogickych vied ZSSR a predseda organiza¢ného vyboru
XV. MMO Alexej Ivanovic Markusevi¢. V srdeCnej be-
sede sa hovorilo o vysledkoch XV. MMO i o niektorych
otazkach organizicie budicich MMO. Veduci franctz-
skej delegacie predlozil navrh, aby sa stanovili tieto zdsady:
a) Ziaden Ziak sa nemoze zucastnit MMO viac neZ dva-
krat, b) ten Ziak, ktory na MMO ziska 1. cenu, sa viacej
nemdze na MMO zucastnit, c) na MMO sa nepovoluje
ucast Ziakov starSich ako 19 rokov. Stanoviska veducich
delegécii k tymto ndvrhom sa znacne rozchadzali a ako
z besedy vyplynulo, pri pripadnom hlasovani by bol ziskal
vacsinu iba treti ndvrh. Pred svojim odchodom obdrZali
veduci delegicii od zastupcu hlavného redaktora soviet-
skeho populdrno-vedeckého C‘asopisu »Kvant® M. L.
Smoljanského kolekciu Cisel tohto Casopisu s venovanim
Clenov red. rady prof. Kolmogorova a prof. MarkuSevica.

Kym veduci delegécii so svojimi zdstupcami (ped. ve-
dicimi druZstiev) hodnotili 1ieSenia a koordinovali hod-
notenia, mali Ziaci moZnost navstevy miizea A. S. Puskina
s bohatou kolekciou obrazov a inych umeleckych diel
(10. 7. popoludni), navstivili dedinu Archangel’skoje
(11.7.), boli v mauzoleu V. I. Lenina (12.7.) a prehliadli si
Vystavu dspechov ndrodného hospoddrstva ZSSR ako aj
nadvoria a palaca Kremla (13. 7.).

V sobotu 14. 7. bola spolo¢na exkurzia vsetkych ucast-
nikov XV. MMO do Zagorska. (Pravoslavna cirkevna
architektara, historicky klastor Troicko-sergijsky.)
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Sldvnostné zakonlenie olympiddy sa uskutolnilo v ne-
delu 15. 7. o 11.00 hod. vo velkej sale Paldca pionierov.
Okrem sutaZiacich Ziakov, ¢lenov jury a ¢lenov organizac-
ného vyboru XV. MMO sa na tiom z(castnila tieZ sekre-
tdrka moskovského vyboru Komsomolu a niekolko dalSich
hosti. ZavereCny ceremonidl riadil predseda organizac-
ného vyboru XV. MMO prof. A. I. Markusevi¢, ktory
v uvode predniesol kratky neformdlny prejav. Po fiom
prehovoril zdstupca hlavného redaktora ¢asopisu ,, Kvant‘
pre matematiku M. L. Smoljanskij, ktory vyzval pritom-
nych Studentov k spolupréci s tymto populdrno-vedeckym
Casopisom. Za zahrani¢nych ucastnikov XV. MMO pre-
hovoril veduci delegicie NDR prof. dr. H. Bausch, ktory
podakoval sovietskym hostitefom za velmi dobra organi-
zéciu i napriek kratkemu Casu, ktory mali na pripravu,
pripomenul bliZiaci sa X. svetovy festival mladeZe a §tu-
denstva v Berline a na zdver opatovne pozval vietky zu-
Castnené delegédcie na XVI. MMO do NDR. Ako posledny
sa ujal slova predseda jury prof. Ivan Jakovlevié Verdenko,
ktory blahoZelal ucastnikom olympiddy k dosiahnutym
vysledkom a spolu s akad. A. I. Markuseviéom a podpred-
sedom jury I. S. Petrakovom odovzdal najlep$im 68 ucast-
nikom XV. MMO diplomy a kniZné odmeny. Ostatnym
Ziakom odovzdali potom ucastnicke diplomy a kniZné
darceky od organizatorov veduci jednotlivych delegdcii.

V nedelu vecer o 19,00 hod. sa konala v reStauricii
hotela Universitetskaja zavere¢na spolond velera, pocas
ktorej vladlo v séle srdeCné a radostné ovzdusie. Pripitky
predniesla za hostitelov Clenka organizaéného vyboru
XV. MMO s. Maslovova a v mene zahrani¢nych ucastni-
kov podakoval ¢lenom organizacného vyboru za vydarena
organizaciu olympiddy, ktorej sa zCastnil rekordny pocet
krajin, veduci $védskej delegicie prof. dr. Ake Samuelson.

Uz pred zahdjenim velere opustili v3ak . dejisko
XV. MMO delegacie Juhosldvie a Mongolska a v priebehu
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pondelka 16. 7. sa rozchddzali do svojich domovov
1 ostatné zahranicné delegicie. DesatClennii vypravu
CSSR odvazalo lietadlo CSA zo Seremetevského letiska
do Prahy v pondelok o 14,15 hod.

Ako to neraz konstatovah ztCastneni delegatl, mala
moskovskd olympidda predovsetkym pracovny charakter.
I napriek kratSej dobe, ktort mali organizatori k dispozi-
cii, bola po odbornej stranke pripravend dobre. Spolocen-
skej stranke bola tentoraz venovand mensia pozornost nez
pred rokom v Polsku, ¢i pred dvoma v CSSR. Je to
pochopitelné, ak si uvedomime, Ze v oboch zmienenych
pripadoch sa MMO konala mimo hlavného mesta, zatial
Co vo viac neZ Sestmiliénovej Moskve bola jednym z mno-
hych medzindrodnych podujati, ktorym svojim vyzna-
mom ani publicitou nemohla konkurovat. Za vSetky staci
spomenut aspoii dve: sicasne prebiehajuci VIII. moskov-
sky filmovy festival a pripravovani VII. letnt univer-
ziadu.

2. VYSLEDKY SUTAZE A NIEKOLKO SLOV
K NIM

Pri vybere uloh nemava obvykle jury MMO S$tastnd
ruku. Vynimkou sa, zial, nestala ani XV. MMO. Za
velmi vhodné vo vys$Sie uvedenom vybere stitaznych uloh
mozno oznacit prvu, Stvrtd a snad i tretiu a po dlhych
diskusidch zaradent znacne preformulovanu piatu tlohu.
Medzi ne sa vSak vludili pre ziakov zna¢ne nezvyklad druha
a Siesta Uloha vyzadujuce konStrukciu prikladu. Hlavne
pri Siestej ulohe ilo o konStrukciu z hladiska stredoskold-
kov umeld a prevazna vicSina ucastnikov sa s filou nedo-
kazala vyporiadat. Vyberu tloh nepomohlo teda ani to,
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Ze Clenovia jury sa nemohli spoliehat na rieSenia autorské,
ale hladali vlastné. Na ich ospravedlnenie nech slazi to,
Ze nemali prakticky z ¢oho vyberat.

Ako sa s jednotlivymi tlohami vyporiadali sutaZiaci,
ukazuje rabulka, ktora udava, kolko z nich dosiahlo pri-
sluSny pocet bodov za riesenie jednotlivych tloh:

i |
& - = 42 = - 10
. -

6 |3 las | s |3 |6 | 2
5 6 6 4 | 22 3 3
4 3 4 4 | 20 2 3

7 3 5 0 6 | 14 1 1
2 14 0 9 9 2 /)

1 15 2 | 15 8 | 17 1
0 45 | 65 | 33 | 14 | 38 |101

Nasledujuca tabulka ndm ukaZe, aky bodovy zisk za-
znamenali za rieSenia jednotlivych uloh ztcastnené druz-
stvd. V jej poslednom stlpci je uvedené neoficidlne poradie
drugstiev podla sultu ziskanych bodov.
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Sucet bodov, ktoré druzstvo ziskalo za:

Neofic
poradie

o - >

Krajina al |oan | e | an | oan ] oan |88

&1 |e2|e3|ea|e5|86|5H8

A —Rakisko |15 [23 |48 |43 |15 0 | 144 | 8.
BG — Bulhar- 12.—
sko 16 6 |30 {19 |25 0 96 | 13.
C — Kuba 9 6 3 |11 |13 0 42 | 16.
CS — CSSR 16 |11 |57 |31 |27 7 | 149 | 7.
D — NDR 39 |18 |31 |46 |40 |14 | 188 | 3.
F — Franctizsko| 18 13 36 28 42 16 153 6.
GB — Vel. Bri-
tania 17 |30 |38 |30 |24 |25 |164]| 5.
H — Madarsko | 34 31 50 44 45 11 215 2.
M — Mongol-
sko 10 |21 |12 |12 |10 0 65 | 15.
NL — Holand- 12.—
sko 9 |33 2 |27 |17 8 96 | 13.
PL — Polsko | 35 |36 | 16 |37 | 42 8 |174| 4.
R — Rumun-
sko 30 |18 |43 |29 |13 8 | 141 | o.
S — Svédsko | 14 |12 |14 |28 |21 |10 99 | 11.
SF—Finsko | 5 |31 |16 |17 |17 | 0 | 86 | 14.
SU—ZSSR |35 |41 |53 |47 |48 |30 |254| 1.
YU — Juhosla-
via 20 6 |50 |37 |20 4 | 137 10.
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K este lepSiemu posudeniu vysledkov dosiahnutych
jednotlivymi druZstvami urlite poslazi tabulka rozdelenia
jednothivych cien:

cena | <|2[0] 8] a] | 8| 23] 2] | | 5] B|B| £ |
L |- ‘ ~—1‘1r‘~f§a~—3]'5
L —|— —|13]3]- 2jjj‘257_1__2j“j‘ 15
uL 61|14/ 4/1|5|5 1]???7_2"51\';2?
Spolu| 6| 1| 1|_5m\7"2_6_8—1i—2*6\_4?|?~8j*5‘ 68

O prvé tri miesta sa teda opét podelili, tak ako na pred-
chadzajacich siedmich MMO, druzstva ZSSR, Madarska
a NDR. Bodovy rozdiel medzi ZSSR a Madarskom sa
v8ak v porovnani s minulym rokom zna¢ne zvysil, ¢im
sovietske druZstvo suverénnym spdsobom obhdjilo svoje
vlatiajsie prvenstvo. Jeho suverenitu potvrdzujd nielen tri
prvé ceny z piatich ziskané sovietskymi Ziakmi, ale aj
vysledky v jednotlivych ulohdch, ked ho iba o malo pred-
stihlo v prvej ulohe druzstvo NDR a v tretej ulohe
druzstvo CSSR. Druzstvad Velkej Britdnie a Polska po-
tvrdili svoj Standard z poslednych rokov. Za velmi pri-
jemné prekvapenie moZno oznalit druZstvo Francizska,
ktoré po ro¢nej prestivke vyslalo na MMO vyber z vi-
tazov Concours généralfj. Mierne sa zlepSilo naSe druz-
stvo, ¢im sa mu podarilo zaujat popredné miesto medzi
uZz tradiCne vyrovnanymi druZstvami stredu. Menej
prijemne prekvapilo Rumunsko, ktoré dosiahlo snad svoj
najhorsi vysledok v celej historii MMO. Druzstvo Finska
po debute na VII. MMO sa zucastnilo stutaze po druhy
raz a hned pomerne Uspesne. Za Uspech moZno povazo-
vat aj vysledok nekompletného druzstva Kuby, ktorého

196



Krajina

Veduci delegacie

Pedagogicky veduci

A - Rakusko

BG - Bulharsko

C - Kuba
CS - CSSR

D -NDR
F - Francuzsko

GB - Velka
Brit.

H - Madarsko
M - Mongolsko
NL - Holandsko
PL - Polsko

R - Rumunsko

S - Svédsko
SF - Finsko
SU - ZSSR

YU - Juhosldvia

prof. Thomas Miihlgass-
ner

prof. Ivan Prodanov

prof. Luis Davidson

RNDr. Jozef Moravcik,
CSc.

prof. dr. Helmut Bausch

prof. dr. G. Glaeser

prof. Frank Budden
prof. Endre Hodi

prof. U. SanZimjatav
prof. Ary van Tooren
Mgr. Andrzej Makowski
dr. Iogn Cuculescu

prof. dr. Ake H. Samu-
elsson

Jarkko Leino
doc. Valentin A. Skvorcov

dr. Vladimir Mi¢i¢

prof. Wolfgang Ratzin-
ger

Dimo Serafimov Ange-
lov

F. Recio

Jiti Mida

prof. dr. Gustav Burosch

prof. dr. Deschamps

dr. Jozsef Pelikan

G. Dagva

J. van der Graats

dr. Maciej Bryniski

prof. Constantin Ottescu

Stig Westlund

Jarmo Nystréom
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priemerny vysledok na Zziaka (8,4 b.) je lep$i nez prie-
merny vysledok mongolského druzstva (8,125 b.). Tretia
cena, ktoru ziskal najlep$i kubansky Ziak, bude urcite
povzbudenim pre dalSich reprezentantov prvého socia-
listického §tatu na americkom kontinente.

V zloZeni veducich delegécii doslo v porovnani s pred-
chadzajicim rokom len k niekolkym zmenam. Skusenosti
z prace jury a dobré vzijomné poznanie vicSiny Clenov
jury prispeli k jej tspeSnej praci i k tomu, Ze sa v jej
rokovani nevyskytli Ziadne rusivé momenty.

3. KCESKOSLOVENSKEY UCASTI NA XV.MMO

_Drugstvo CSSR pre XV. MMO vybralo predsednictvo
UV MO ma zaver sustredenia, ktoré sa konalo 25.—30. 6.
1973 v Prahe-MaleSiciach. Vychadzalo pritom z vysled-
kov, ktoré dosiahli jednotlivi Ziaci v III. kole a v II. kole
XXII. ro¢nika MO, v priebehu sustredenia a pri svojej
pripadnej predchadzajucej Gcasti na MMO. Zoznam cle-
nov drugstva spolu s dosiahnutymi vysledkami viz tabul-
ka (str. 199).

Vysledky, ktoré druzstvo dosiahlo — ako uZ bolo vyssie
spomenuté — su relativne dobré. Od X. MMO, ktora
bola zhodou okolnosti taktiez v Moskve, neziskal Ziaden
Cs. ucastnik na MMO lepsiu ako 3. cenu. Vo svetle tohto
faktu je tedy Ferstova druhd cena nespornym uspechom.
Na druhej strane si vSak treba uvedomit, Ze traja ¢lenovia
druzstva (Hordk, Kmosek, Vrio) sa zGcCastnili na MMO
uz treti raz a pre dalSich troch (Ferst, Slacdlek, Simsa)
bola moskovska olympidda ich druhou MMO. AZ na
Fersta (ktory bol mimochodom vlani v Toruni najhorsi
z nasich a ziskal len 5 bodov) a Kmoska sa sktseni repre-
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Pocet bodov za ries. ul.

o
Por. Meno Ziaka | Skola a trieda| ——|§8| Cena
& 1]2]3|4|5]|6 2
1. Ferst Pavel 3d, gymn.
Praha 3,
Sladkovského
nam. 1|68 |1|6/|7]|29 II

2. Horak Karel | 4b, gymn.
Strakonice 0/0(6[4][1]|0]11

3. Chrz Tomas | 4f, gymn.
Praha 2,
ul. W.Piecka| 3 | 5|8 | 4| 1| 0|21 IIIL

4. Kindlmann | 3a, gymn.
Pavel Ceské
Budéjovice 2,0[7/6|6/|0/|21 IIIL

5. Kmosek 4a, gymn.
Miroslav Brno,
tf. kpt. Jarose| 6 | 0 | 8 | 3| 6 | 0| 23] IIL

6. Slacalek Petr | 3f, gymn.
Praha 2
ul. W.Piecka| 2 | 0|4 |5|1]|0]| 12

7. Sim$a Jaro- | 3b, gymn.
mir Ostrava,
Smeraloval [0 |0 |8 |4 | 6|0 18 IIL

8. Vrto Imrich | 4. tr. gymn.
Rimav. So-
bota 2(0|8[4(0|0] 14

Druzstvo
celkom 16 |11 |57 |31 (27 | 7 |149




zentanti nepresadili. Prijemnym prekvapenim je vysledok
oboch novackov druzstva, ktori ziskali svorne po 21 bodov
a tretiu cenu. Najlepsie si nasi Ziaci poradili s tzrefou tlo-
hou, kde viedlo k cielu rutinné rieSenie rovnic a nerov-
nosti. Pomerne dobry je vysledok v storzej Glohe, kde vSak
viedli k zbytoénym bodovym stratdm neddslednosti pri
dokaze minimélnosti cesty, resp. pokrytia. S trochu ne-
zvyklou piatou ulohou si poradili len $tyria, ale eSte horsi
je vysledok v proej tlohe — Ceskoslovenskej. Tu sa uki-
zala pre vasich Ziakov handicapom znalost komplexnych
Cisel. Niekolki totiz upravili dokazovant nerovnost na
ekvivalentntl nerovnost pre sucet kosinov, s ktorou si uZ
nevedeli rady. Nevyhovujuaci vysledok v sieszej tilohe ne-
prekvapuje, ale zaraZza to, Ze pri druhej Glohe sa aZ Styria
z naSich snazili dokazat sporom neexistenciu mnoziny
pozadovanych vlastnosti, priCcom traja boli dokonca pre-
svedcCeni, Ze sa im to podarilo. V rieSeniach nasich Ziakov
sa aZ prili§ Casto objavuji nepresnosti vo vyjadrovani,
rdzne okridlené formulacie (lahko sa dokdZe; z obrazku je
zrejmé; apod.), neddslednost a nedostatok vytrvalosti.
Na odstranenie tychto neduhov sa bude treba zamerat
pri praci s matematickymi talentami, ak chceme, aby toho
v buducnosti dokazali viac — a nielen na MMO.

Za tspech CSSR mo¥no povazovat aj to, ze do SirSiecho
vyberu 14 uloh pripravna komisia zaradila dokonca dve
Ceskoslovenské ulohy, z ktorych velmi peknd uloha prof.
Fiedlera bola nakoniec prijatd. K uspechu préace jury
prispela cCeskoslovenskd delegicia viacerymi konStruk-
tivnymi ndvrhmi a neocitla sa ani raz v konfliktnej
situdcii, akych bolo na XV. MMO celkove velmi ma-
lo.

Po spologenskej stranke reprezentovalo druzstvo CSSR
velmi dobre. Tvorilo jednoliaty kolektiv so zmyslom pre
poriadok a disciplinovanost. Vsetci jeho ¢lenovia si odna-
Sali z hlavného mesta ZSSR tie najlepsie dojmy.
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4. RIESENIA SUTAZNYCH ULOH

RIESENIE 1. ULOHY

Nech 7 je nepéarne Cislo. Tvrdenie dokaZeme matema-
tickou indukciou. Pre n = 1 zrejme plati ]bPT[ = 1.

Nech pre nejaké 7 plati 161’— >—l— OP e o 515;| =
= 1. Uvazujme o 7 + 2 jednotkovych vektoroch BF;,

orP, ...,0P,, OP,,:, ktorych koncové body P;, i =
=0,1,...,n+ 1, lezia v uvedenom poradi zlava do-
prava na polkruZnici % so stredom v bode O a polomerom 1

(pozri obr. 71). Nech 5;?) . 5131 + b?; + ...+ O_Pn

Vektor OR lezi zre)me vo vnutri uhla <t PIOP a podl’a
predpokladu plati |OR| 1. Oznatme OT — OP0 +

—_ T S
1+ OP,.,. Potom OS — - > OP; = OR | OT. Nech

i=0

« = <X TOR. Zrejme plati 0 =< ¢ = % TOP,4; =
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= —%—%{POOP,LH < % Ak « = 0, potom ]b—§| = rO_;?| +

>

+ 10T =1. Ak 0 < a < -

—_—

2",ie Ibvgl = |OR| = 1, pretoze

uhloprieCka rovnobeznika vychadzajtica z vrchola, pri kto-
rom je ostry uhol, je dlhsia ako ubovolna z jeho stran.
Tym je tvrdenie dokazané.

RIESENIE 2. ULOHY

Odpoved na poloZent otazku je pozitivna, ako ukazuje
nasledujuca konstrukcia: Nech A4,B,C,D;A,B,C,D, je
jednotkova kocka. OznaCme T; stred steny A;B;C;D;,
i = 1,2, a na priamke T;T, zvolme body S;, S, (pozri

obr. 72) tak, aby platilo 718, = T,S, = l Potom mno-

Zina
M= {Als Bn C1> Dv
S5 Ass By, Cy, Dy, Sy}

mé pozadované vlastnosti,
ako sa I'ahko presvedcime.
Tak napr. pre priamky ur-
¢ené bodom A, alubovol-
nym inym bodom mno-
Ziny M plati: A, B, || AyB,,
A,C,y || A;C,,s A,D, || A;D,,
A4, || 8,85, 4,B, || D,C,,
A,Cy || A3S,, A, D, || B,Cy,
4,81 || 852Gy 4,85 11 G, ;.
Pre Tubovolny iny vrchol
kocky je situacia analogi-
cka. Pre priamky urcené
bodom S, resp. S, alubo-
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volnym inym bodom mnoZiny M okrem uZ uvedenych
vy$Sie plati S;B; [| $yDyy S,Cy || Sedy, 81Dy || SyBy,
SIA2 ll SZCl’ SIB2 H S2D1) SlD2 H S2Bl‘

INE RIESENIE (T. CHRZ — upravené): Nech g, o
st na seba kolmé roviny a p priamka, v ktorej sa pretinaju.
Nech A,4,4;A,A;A4¢ je pravidelny Sestuholnik leZiaci
v rovine o tak, ze A, e p, A€ p a A,B,B3A,BsBg s nim
zhodny pravidelny $estuholnik leZiaci v rovine o (obr. 73).
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Potom mnoZina M = {A4,, 4,, As;, A,y A;, Ag B, Bs,
B;, B} mé pozadované vlastnosti. Je zrejmé, Ze vrcholy
kazdého zo Sestuholnikov maji Ziadané vlastnosti. Sta-
¢i sa preto presvedCit s prihliadnutim na symetriu, ¢i
existuje rovnobeZka urcena bodmi mnoziny M ku kazdej
priamke urcenej niektorym z bodov B,, B, B;, Bg a lubo-
volnym z bodov A,, A;, A;, Ag. Zrejme plati: ByA, ||
H B5A5, 2A3 H B5A6> B A H B5A2> B2A6 H BSA3) pre
body Bj, B, je situdcia analoglcka

RIESENIE 3. ULOHY

Nech x, je redlny koren rovnice

(1) x4+ ax®+bx2+ax+1=0.
Potom zrejme x, # 0 a plati
1 1
Xo+axo+b+a —+—2—=0
Xo Xo
Cize

2 (x0+x) +a(x0+f~)—{—b—2—0

Z (2) je zrejmé, Ze spolu s x, tieZ xl je redlnym korefiom
0

rovnice (1). Cislo y, = x4 + L , pre ktoré plati [y, = 2
2P P

je v8ak v takom pripade redlnym korefiom rovnice

3) : yV+ay+b—2=0.

Rovnica (3) mé redlne korene vtedy a len vtedy, ked plati
a®* —4b+8=0

Cize

4) bgi-auz.
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Nech plati (4). Rovnica (1) bude mat realny koreni vtedy
a len vtedy, ked pre aspoii jeden z redlnych korefiov

—a — |[a® — 4b + 8 —a +|/a? 4b—|—8
V1= V2 = V2 = Y2

rovnice (3) plati |y;| = 2. Zistime, kedy bude tdto pod-
mienka splnena. MoZe tak byt bud pre

5 = —2 dize
4—a§]/a2——4b+8, z ¢oho pre a = 4 méme
5) b=2a—2
alebo pre
— 2 R

a+Va2 H+8 . pe)@ BBz a + 4,

z Coho pre a = —4 dostaneme
(6) b= —2a—2.

Znézornime si mnoZinu bodov (a, b) vyhovujacich pre
a € {(—4; 4) nerovnostiam (4), (5), resp. (4), (6) v rovine
s pouzitim kartézskych suradnic (pozri obr. 74).

K tomu, aby sme na$li minimum stctu a* 4 b* tych
koeficientov a, b, pri ktorych m4a rovnica (1) aspofi jeden
redlny korenl, staci vypolitat vzdialenost OT, = OT,,
kde T3, T, st dotykové body kruZnice so stredom v bode
(0, 0) s priamkami p,, p, (obr. 74).

Zrejme plati 5. OT, =4 &i%e OT, — £ — iin (a® + b?).

5
Prea= -, b= — je a® + b = - a rovnica (1) ma
5° 5 5
dvojnasobny koreii x = —1; pre a = — 5 s b= —%
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je tiez a* + b* = — a rovnici (1) vyhovuje ako dvojna-

(SIS

sobny koren x = 1.

Obr. 74

RIESENIE 4. ULOHY

Oznaéme A, B, C vrcholy skimaného rovnostranného
trojuholnika, pricom vychodiskovy bod prieskumne;j
cesty Zenistu oznadime A4. Nech a je di¥ka strany troj-
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uholnika ABC. OznaCme kg =% (B;V—j—a), ke = k(C;

213 a) (obr. 75). Je zrejmé, Ze k tomu, aby Zenista preskiimal

Obr. 75

body B, resp. C, musi sa na svojej ceste z vrcholu 4 dostat
do niektorého bodu na kruZnici kg, resp. k. Dalej je
zrejmé, Ze ak Zenista dosiahne nejaky bod X kruZnice kg,
potom najkratSou cestou na kruZnicu k¢ bude prisluSnd
cCast useCky XC. Oznacme §;, S, S5 v uvedenom poradi
stredy stran AB, BC, CA trojuholnika ABC a T priesec-
nik vy$ky BS, s kruZnicou kg. Bod T je zrejme zaroveii do-
tykovym bodom priamky S;S, a kruZnice k. Nech U je
priesecnik tiseCky T'C s kruZnicou k. UkaZeme, Ze lomena
ciara ATU je hladanou najkratSou cestou, po ktorej Ze-
nista splni svoju ulohu.
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Nech A’ je symetricky obraz bodu 4 vzhladom na os
S, S,. KedZe trojuholniky AT'S; a CT'S, st zrejme zhodné,
plati <x ATS, = <= CTS, = <= A'TS, a priamky A'T,
TC st totozné. Ak X je Iubovolny bod na kruZnici kB,
potom zrejme plati: AX + XC = A'X + XC = A'T -+
+ TC = AT + TC, pricom rovnost nastane prave
vtedy, ked X = T. Z toho vyplyva, Ze lomena Ciara ATU
je najkrat§ou cestou z vrcholu A na kruZnicu k¢ cez bod
na kruznici kg.

Zostava nam este dokazat, Ze prejdenim tejto cesty pre-
veri Zenista cely trojuholnik ABC. Ozna¢me P, resp. R
patu vysky z vrcholu S, resp. S;, v trojuholniku A4S,7,

resp. AS,T. Zrejme je S;P < S;T, SR << §,T = =

4a<

<a 1/3 = §;T. Z toho vyplyva, Ze po ceste AT preveri
iemsta vnutro i hranicu $tvoruholnika AS;7TS; a kedze
TS, =TS, = %a < TB = TS&,, tieZ vnutro i hranicu
trojuholnika S;BS,. Ozname V, resp. W, pétu kolmice
spustenej z bodu U na priamku BC, resp. CA. Zrejme
plati UV < TS, a UW < TS,. Po ceste TU preveri
preto Zenista vnutro i hranicu $tvoruholnikov TUVS,
1 TUWS;, priCom body V, resp.W, leZia zrejme vo vnutri
useCky KC, resp. LC, kde K, resp. L, je prieseCnik kruz-

nice k¢ s useCkou BC, resp. CA. Nech ky = k(U; V3

a M, N st priesecniky kruZnic k¢, &y (pozri obr. 75). Kedze
oblik MN kruZnice k¢ prislicha stredovému uhlu 120°
a obluk KL tejto kruZnice, vo vnutri ktorého lezi bod U,
prislicha stredovému uhlu 60°, je vyse¢ CKL Castou vy-
sete CMN, z Coho vyplyvi, %e z bodu U preveri Zenista
tieZ vnuatro i hranicu celej vyseCe CKL. Tym sme sa

208



presvedcili, Ze z lomenej Ciary AT'U preveri Zenista cely
pozemok.

RieSenim tulohy je tieZ lomena Ciara z vrcholu A na
kruZnicu kg cez kruZnicu k¢, ktord je simerna s lomenou
&arou ATU podla osi 4S,.

RIESENIE 5. ULOHY

Nech f, g € G, f(x) = ax + b, g(x) = ax + c¢. Potom
podla vlastnosti a), b) tieZ g o f! €G, pricom g[f (x)]=
=al +¢=x—b+ c. Podla c) vSak musi byt
potom —b +¢=0 ize ¢ =>b. To znamena, Ze pre
fe G, f(x) = ax + b je b jednoznacne urCené Cislom a,
oznalme b = ¢(a). Pref : f(x) = ax + ¢(a) existuje podla
c) x; tak, Ze x, = ax; + ¢(a). Z toho dostaneme
(1 — a)x; = ¢(a) Cize plau bud a = 1, g(a) = 0 a x; je
TubovoIné redlne Cislo alebo a # 1 a x; je jednoznaCne
_¢la)

1—a’

urcené: x; =

Nech f : f(x) = ax + ¢(a) a g g(x) = bx + ¢(b) st
lubovolné dve funkcie z G, priCom b # 1. Potom f o

0geG : flg(x)] = a(bx + ¢(b)) + g(a) = abx + aq(b) +
+ gla), ale tick g o f € G : g[f(x)] — blax + ¢(a)) +
+ @(b) = bax + bg(a) + @(b). Na zaklade vyssie uvede-
ného vSak musi platit: ap((b) + ¢(a) = be(a) + ¢(b) Cize
(1 —b)g(a) = (1 — a)p(b)aaka +# 1, potom ;= <p( )
_g(b)
*1—b"

Tym je tvrdenie ulohy dokazané.
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RIESENIE 6. ULOHY

Cisla by, k= 1,2, ..., n mozno zvolit napr. takto:
br=ag" '+ ag" P+ ... F a9+ @+ arng + ...

n
oot a gt = Zaiq””'”

i=1

a) Zrejme plati b, > a; pre vSetky £k = 1,2, ..., n;

n
b) by, — gbp = Za gt aniq“c—“ =
i1
n -k
= D ag*t — gty = Zak+;q"‘1 (1—g» >0,
i=1 j=1

bia

z Coho vyplyva —— b

>gqprek=1,2,...,n—1.

n
gbi+y — by = aniq”‘ o > gt —
i-1

i=1
k

=2 g7 (¢*—1)< 0,z Choprek=1,2,...,n—1

j4
hned dostaneme: by ,/b; << 1/q .

n

by Z( gt i‘)<2ai(1+24+242+ +2g ) =
k=1

\|M3

1 i= i=1

-1 n—1

P28 (e

i=1

n

:%(

L

—

)
4§»
<o

I

—
1

[ =)

N
il ¢
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