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Piredmluva

Mili mladi piatelé,

ve Skolnim roce 1974/75 prob&hl XXIV. roénik ¢esko-
slovenské celostatni matematické olympiady a v Bulharsku
byla uspofadana XVII. mezinarodni matematicka olym-
piada. Ceskoslovensko se ziéastnilo viech az dosud kona-
nych mezinarodnich matematickych olympiad, av§ak s umi-
sténim Ceskoslovenského druZstva v Zebfi¢ku ucastnickych
zemi nejsme spokojeni. Tento ZebfiCek je sice neoficialni,
nebot mezinarodni matematické olympiady jsou podle svého
statutu soutéZzemi jednotlivci, ale ptesto pofadi jednotlivych
stati ukazuje ne sice urovefi vyuCovani matematice, ale
spise pé¢i o matematické talenty v prislusném staté. Nase
druzstvo se umistovalo zpravidla kolem stiedu ZebiiCku,
v poslednich letech klesa do dolni poloviny.

Uvazovalo se mnoho o této neradostné situaci a hledaly se
cesty k napravé. Vznikly riizné pomocné akce ¢astecné podle
zahrani¢nich vzori: kratka piipravnd soustiedéni reprezen-
tacnich druzZstev, seminaie pro zvlasté schopné zaky, které
probihaji v Praze po vétsi ¢ast $kolniho roku, individualni
péce o matematické talenty v mimoprazskych stiediscich,
v posledni dobg byly ziizeny matematické tFidy pii nékolika
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gymnaziich s internaty a byl zorganizovan tzv. korespon-
dencni semindf, ktery je jakymsi rozSifenim prazského
seminafe na mimoprazské studenty a ma zmensit diskrimi-
naci v jejich pfiprave.

Ale to vse se ukazalo prozatim slabé, i kdyz o vysledcich
poslednich opatieni se dosud nemtzeme vyjadfit. Pocho-
pitelné, ze pfi otvirani novych akci se vZdy znovu uvazovalo
o pri¢inach nasich malych uspéchii. Nikdy jsme se nedomni-
vali, Ze mame méné schopnou mladou generaci nez jiné
staty; mluvilo se v8ak ¢asto obecné o méné kvalitni pfipravé
naSich zaka a v souvislosti s tim i o jejich mensi nervové
stabilité. Oteviené feCeno jde o tzv. trému, zmatkafeni,
dokonce panikateni, neschopnost umét prekonavat castecny
neuspéch; zkratka jde o komplex zavinény ¢asto nedostatec-
nou sebejistotou, védomim vlastnich nedostatkt.. Pied né-
kolika lety pfi hodnoceni vysledkii v mezinarodni mate-
matické olympiadé padla slova ,,0 nerovném boji amatért
s profesionaly®. Néco na tom je: amatér, ktery chce Gsp€sné
zapolit s profesionalem, musi mit pii fadové stejnych schop-
nostech stejné mnoho zkuSenosti; musi mit tedy také
podminky, zejména ¢asové, aby tyto zkusenosti nashromaz-
dil. Nechceme tu rozvijet paralelu mezi soutéZenim v mate-
matice a soutéZenim v télovychové a sportu, ale alespon
jedné obdoby bychom si méli v§imnout: péce o $pickové
talenty musi vyrustat z dobré masové zakladny. To znamena,
ze bez pozvednuti obecné urovné vyucovani matematice
bude asi v§echna péfe o matematické talenty malo G¢inna,
nebof bude velmi obtizné objevovat a vyhledavat nadané
zaky. To je prvni styény bod mezinarodnich matematickych
olympiad a masové vyuky matematice.
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Druha véc, ktera se tyka jak $piCkovych talentl, tak
i viech zaki, jsou uz zminéné matematické zkusenosti.
Samoziejmé, Ze u talentovanych zaka hraji zkuSenosti
mnohem vétsi, ne-li viibec rozhodujici roli. O jaké matema-
tické zkuSenosti jde? Asi v mensi mife jde o znalosti pojml
a vét a o zkuSenosti s jejich pouzivanim; pfevazné pujde
o zkuSenosti s pracovnimi metodami v oblasti Skolské
matematiky. Metody, kterych se uziva pii dokazovani, pfi
uréovani matematického objektu danych vlastnosti, obecnéji
pii feSeni problému, musi byt dobfe roztiidény a jejich uzi-
vatel, napf. fesitel uloh matematické olympiady, musi mit
dostatek zkuSenosti s jejich pouzivanim, tzn. musi znat
dostatek situaci, v nichz se da ta ktera metoda s uspéchem
aplikovat. I zde bychom mohli velmi dobte sledovat obdobu
s myslenkové naro¢nou praci nékterych délnickych profesi.
Cim dale tim vice se ukazuje, ze pracovni metody jsou ve
$kolské matematice a mozna v matematice viibec hybnou
pakou a klicem k tvofivé praci.

Nashromazdéni zkuSenosti na urcité urovni (napf. na
urovni talentovaného Zzaka stiedni Skoly) je podminéno
vytrvalou praci, dostatkem ¢asu a soustiedénim. Soustiedit
se na urcitou praci, napi. na studium matematiky, vyzaduje,
aby byly k dispozici jisté delsi souvislé ¢asové useky, v nichz
by studujici mlady ¢lovék nebyl rozptylovan jinymi povin-
nostmi. Mozna, ze Gprava pracovniho rezimu v tomto sméru
by roziesila i diive zminénou otazku nervové lability nasich
reprezentanti na mezinarodni olympiadg.

Uz také bylo feceno, Ze nadani a schopni mladi lidé jsou
bohatstvim naroda, na nich bude v budoucnu zalezet, v jaké
§ifi a jak rychle se rozvine naSe spole¢nost. Jsme povinni
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vénovat dostatek péfe vSem, ale zvlastni péfi nadanym
mladym lidem.

Na kongci této trochu akademicky stylizované predmluvy
jsme v pokuseni dat vam konkrétni ukol:

Zkuste vyhledat v oblasti stfedoskolské matematiky (bez
ohledu na jeji tradiéni slozky algebru, geometrii atd.) pro
kazdou z nékolika obecnych pracovnich metod aspon tii
zcela rozli¢né ptiklady jejiho pouziti. Poslete-li nam svoje
prace, bude to jakasi ,,volna soutéz*“ mimo olympiadu. Vybér
situa¢nich ptikladi vam usnadni ,,roénikové brozury MO*
popt. svazetky kniznice Skola mladych matematik.

Navrhujeme vam tyto obecné metody: metoda soufadnic,
matematicka indukce, zbytkové tfidy, mira, rozklad zo-
brazeni.

Mnoho uspéchi pfi studiu matematiky i pfi feSeni
soutéznich tloh vam pteje

Uv MO



I. O priibéhu XXIV. ro¢niku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Pofadatelem soutéze XXIV. roéniku matematické olym-
piady byla opé&t ministerstva Skolstvi CSR a SSR s Matema-
tickym ustavem CSAV v Praze (MU CSAV), s Jednotou
¢s. matematikii a fyzikii (JCSMF) a Jednotou slovenskych
matematikii a fyzikii (JSMF) za spoluprace s organy Socia-
listického svazu mladéze (SSM). ProtoZe pfipravovany novy
statut MO nebyl dosud schvalen, fidila se soutéz XXIV. ro¢-
niku MO opét podle statutu, ktery byl uvefejnén ve Véstniku
MSK, ro&. XIX, str. 126, 127, smérnice 37 ze dne 30. IV. 1963.

Zaci soutézili celkem ve &tyfech kategoriich: kategorie A
je urCena pro zaky III. a I'V. roénikt kol II. cyklu, kategorie
B pro zaky Il ro¢niki a kategorie C pro zaky I. ro¢niki
téchto Skol. V kategorii Z soutézi zaci zakladnich deviti-
letych $kol, pfedevs§im zaci 9. ro¢nikt. Bylo oviem mozné,
aby zak soutézil i ve vyssi kategorii, nez do které patfil.



2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

V &ervnu r. 1974 byl jmenovan ministerstvy §kolstvi CSR
a SSR novy UV MO s platnosti od 1. ledna 1974 ve sloZeni:

Ptedseda: doc. Jan Vysin, CSc., MU CSAV, Praha

1. mistopfedseda: doc. dr. Jozef Moravéik, CSc., V3D,
Zilina

2. mistoptedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
MU CSAYV, Praha

1. jednatel: Petr Fabinger, pedagogicka fakulta KU, Praha

2. jednatel: dr. Jifi Mida, pedagogicka fakulta KU, Praha

zastupce MS CSR: Viclav Siila

zastupce MS SSR: Michal Zildy

zastupce UV SSM: Jana Pomazalovd, gymnazium, ti. kpt.
Jarose, Brno

Ostatni ¢lenové:

Anton Auxt, KPU, Banska Bystrica

dr. Frantisek Béloun, KPU, Praha

doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., ptirodovédecka fakulta UPIJS,
Kosice

Frantisek Hradecky, Praha

dr. Ivan Korec, CSc., ptirodovédecka fakulta UK, Bratislava

doc. dr. Alois Kufner, CSc., MU CSAV, Praha

dr. Vlastimil Machacek, pedagogicka fakulta KU, Praha

Olga Marikovd, gymnazium, Nad Stolou 1, Praha 7

akademik Josef Novdk, MU CSAV, Praha
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Vituzoslav Repds, gymnazium, Novohradska ul., Bratislava
Stanislav Rypdcek, gymnazium, Litométicka, Praha 9

dr. JiFi Sedlacek, CSc., MU CSAV, Praha

Ing. Oldfich Skopal, gymnazium, tf. kpt. Jarose, Brno
Ji¥i Sidlo, gymnazium, Nad $tolou 1, Praha 7

Miloslav Smerda, ZDS, Bilovice n. Svitavou

Frantisek Vesely, Praha

dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV, Praha

Dal3imi ¢leny UV MO byli predsedové krajskych vybori
matematické olympiady:

Praha: prof. dr. Viclav Pleskot, CVUT, Praha

Stiedotesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnazium, Ri¢any

Jihocesky kraj: dr. ing. Lada Variatova, pedagogicka fakulta,
Ceské Budéjovice

Zapadocesky kraj: Véra Radlovd, gymnazium, nam. Odbo-
rara, Plzed

Severocesky kraj: Viadimir BlaZek, pedagogicka fakulta,
Usti nad L.

Vychodogesky kraj: Josef Kubdt, VSCHT, Pardubice

Jihomoravsky kraj: dr. Petr Benda, VUT, Brno

Severomoravsky kraj: prof. dr. Miloslav Zedek, ptirodo-
védecka fakulta UP

Bratislava: Katarina HajtdSovd, ptirodovédecka fakulta UK

Zapadoslovensky kraj: doc. dr. Ondrej Sedivy, pedagogicka
fakulta, Nitra

Sttedoslovensky kraj: dr. Ladislav Berger, VSD, Zilina

Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, ptirodovédecka
fakulta VPJS, Kosgice



Pracovni predsednictvo UV MO (PUV MO) tvotili (v abe-
cednim potadi):

Anton Auxt, Petr Fabinger, prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
dr. Jifi Mida, doc. dr. Jozef Morav¢ik, CSc., dr. J. Sedla-
ek, CSc., Vaclav Sula, doc. Jan Vysin, CSc., dr. Frantisek
Zitek, CSc., Michal Z6ldy.

3. SCHUZE UV MO

B&hem 24. roéniku MO se konala dvé zasedani UV MO:
v Praze ve dnech 5. a 6. prosince 1974 a v Usti n. L. ve dnech
25. a 26. dubna 1975 u prilezitosti konani celostatniho kola
MO kategorie A.

Na zimnim zasedani bylo pfi honoceni uplynulého
XXIII. ro€. MO konstatovano, Zze se dale zvySuje pocet
fesiteld MO, zvlasté v kategorii Za C. KV MO pokracovaly
v organizovani kurst a tydennich soustfedéni ucastnikt
MO kategorie B a C. BohuZel po uvefejnéni smérnice
MS CSR ¢&. 4 Instrukce pro organizovani a hospodatské
zaji$téni soutézi zakd a uéid Skol, vychovnych zatizeni
a odbornych ucilist spravovanych narodnimi vybory ve
Véstniku MS CSR, ro¢. XXX, ses. 2, ze dne 20. tinora 1974,
nékteré KNV odmitaji financovat tato soustiedéni.

Celostatni soustiedéni tesiteld MO a FO se konala v Za-
dové, obec Stachy, okres Prachatice od 17. ervna do 6. Cer-
vence 1974.

Dale bylo pofadano pFipravné soustiedéni pro MMO
od 17. do 22. Cervna 1974 v Praze.

UV MO se rozhodl ustavit odborné komise pro vybér
tloh (vedoucimi ur&eni: prof. Fiedler, doc. Moravcik,
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. dr. Machdcek a A. Auxt), pro ediéni &innost a pro SMM.
K nadchazejicimu jubileu MO jmenoval komigsi propagaéni
a komisi pro odmény pracovnikim MO k 25. vyro¢i
soutéze.

Na tomto zasedani informoval feditel MU CSAV akade-
mik Josef Novdk, ze se Matematicky ustav CSAV rozhodl
odmeéfovat vtipné a originalni feSeni ulohy III. kola kate-
gorie A penézni &astkou az do vyse 1000 K&. UV MO
toto rozhodnuti pfivital, nebof ucastniky III. kola jisté
zaktivizuje.

Na jarnim zasedani byl hodnocen dosavadni pribéh sou-
téze a jeji dalsi vyhlidky. Pfitom bylo rozhodnuto: 1. pfi-
zpusobit urovet kat. Z a C tak, aby byly pfistupné absol-
ventim 7. resp. 8. tfid, 2. kategorie Z uréit nejen Zakim
devatych, ale i osmych tfid ZDS, 3. pracovni komise pro
ulohy rozsifit o dalsi profesory stfednich $kol.

V souvislosti s nadchazejicim jubileem olympiady byly
projednany akce propagujici MO a odmény pracovnikiim
MO.

Spoluprdce se SSM se rozviji velmi slibng. UV SSM
vénuje novy putovni pohar pro vitéze MO, absolutnimu
vitézi MO poskytne UV SSM zajezd do SSSR a dalsi
uspésni fesitelé II1. kola kategorie A se zucastni tydenniho
rekreaéniho pobytu v CSSR (spole¢ng s ugastniky FO).
UV SSM pfislibil hmotnou podporu i pfi samotné orga-
nizaci soutéZe. Je tieba, aby se rozsifila i spoluprace mezi
krajskymi organy MO a SSM.

Doc. Moravc¢ik podal zpravu o nové pomocné akci, tzv.
korespondenc¢nim semindfi. Informaci o ném najde Ctenaft
v samostatném odstavci.
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4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

Organizace jednotlivych kol soutéze nebyla v XXIV. ro¢-
niku MO nijak podstatné zménéna; byly upraveny jen dil¢i
terminy odevzdani uloh Zaky, resp. posunuty terminy
II. kola.

I. kolo, tzv. studijni, probéhlo opét ve dvou etapach.
Ctyti piipravné ulohy odevzdavali soutéZici viech kategorii
svym ugitelim (referentim MO) do 15. listopadu 1974.
Ulohy byly opraveny, ale neklasifikovany, takze kazdy zak
mél moznost se zucastnit soutézni ¢dsti prvniho kola. V této
Casti soutéze, koncici pro kategorii A 15. ledna 1975 a pro
kategorii B a C 15. unora 1975, museli Zaci podle vlastniho
vybéru vyfiesit ze 6 uloh asporn 3 na znamku aspot ,,dobrou®,
aby mohli byt navrzeni do II. kola. V kategorii Z bylo pod-
minkou pro navrzeni do II. kola vyfeSeni aspoi tii uloh ze
Ctyf na znamku aspof ,,dobrou®.

I1. kolo se konalo v téchto terminech:

kategorie A — sobota 1. bfezna 1975
kategorie B a C — sobota 12. dubna 1975
kategorie Z — pond¢li 3. biezna 1975

Podrobné vysledky jsou uvedeny v tabulkach 1 —4. V ta-
bulce 5 uvadime piehledna &isla za 1. az 24. ro¢nik MO.
Seznamy uspé$nych fesiteld z téchto kol jsou uvedeny v pfi-
loze A na str. 30—-37.

Treti (krajské) kolo kategorie Z pofadaly tém&F viechny
kraje, v SSR bylo toto kolo uspofadano jednotné pro celou
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republiku. Ulohy zadané v tomto kole najde &tenat ve
zvlastni kapitole na str. 154.

Treti (celostdtni) kolo kat. A se konalo v Usti n. L. od
24. do 26. dubna 1975. Stava se jiz tradici, Ze setkani u pfi-
lezitosti tohoto kola ma velmi dobrou spole¢enskou Grovei.
Také letos byl diky péci krajskych organt a obétavé prace
KV MO v ¢ele se s. Vladimirem Blazkem pfipraven vyborny
kulturni i rekreacni program.

Celostatniho kola se zacastnilo 79 zaku, Gsp&snych bylo
37,z toho vitézi 18 (viz piiloha B na str. 38 a 39). Absolutnim
vitézem, a tedy drzitelem poharu do piistiho ro¢niku, se
stal jiz podruhé Jifi Navratil, zak 2. ro€. gymnazia v Olo-
mouci-Hejéing. Odménu MU CSAV za originalni feSeni
ulohy dostal Jifi Pendz, student 3. ro€. gymnazia na tf.
kpt. Jarose v Brng. Ulohy zadané v tomto kole a jejich
feSeni najde ¢tenaf na str. 133 a dalSich.

5. POMOCNE AKCE

Ptiprava naSich olympioniki probihala v jiz zminéném
koresponden¢nim seminafi a pak v jiZ tradi¢nim seminafi,
konaném na gymnaziu v Praze 2, ul. W. Piecka. Na tomto
Skoleni prednaseli prof. dr. M. Fiedler, DrSc., doc. Jan Vy-
§in, CSc., dr. J. Sedlacek, CSc., dr. J. Hojdar, dr. A. Vrba, CSc.,
vsichni z MU CSAV v Praze, a doc. dr. Zbynék Ndde-
nik, DrSc., ze stavebni fakulty CVUT.

QOd 15. do 21. ¢ervna 1975 se konalo pripravné soustfedéni
13 nejuspesnéjsich vitéza I11. kola kategorie A. Z nich bylo
vybrano osmiclenné reprezentaéni druzstvo pro XVIIL. me-
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zinarodni olympiadu v Burgasu. Na soustfedéni byla pro-
birana tato témata:

Ulohy z geometrie (doc. Jan Vysin, CSc.)
Ulohy z kombinatoriky (dr. M. Koman, CSc.)
Rovnice a nerovnite (dr. J. Hojdar)
Posloupnosti a funkce  (dr. Fr. Zitek, CSc.)
Ciselna teorie (doc. dr. J. Moravéik, CSc.)

Soustfedéni uspésnych fesitelt MO a FO druhych a tfe-
tich ro¢nikd stfednich $kol se konalo od 15. Cervna do
5. &ervence na SPS dievaiské ve Zvolenu. Matematicky
obsah $koleni tvofily prednasky:

1. Vybrané ulohy z ¢asopisu Kvant. algoritmy a pocitace,
nekone&né mnoziny (RNDr. Ivan Korec, CSc.)

2. Stereometria, projektivna geometria
(RNDr. Valent Zatko, CSc.)

3. Stereometria (doc. RNDr. Jdn Cizmdr, CSc.)

4. Matematika a hudba (doc. RNDr. Beloslav Riecan)

5. Pravdepodobnost (RNDr. Jozef Kalas)

6. Teoria &isel (RNDr. Stefan Porubsky)

7. Nerovnosti pre S$tvorsten a priestorovy S$tvoruholnik
(doc. RNDr. Zbynék Nddenik, DrSc.)

8. Principy kombinatorickych tloh MO, neriesiteIné Glohy
(RNDr. Antonin Vrba, CSc.)

9. Matematické analyza (RNDr. JiFi Jarnik, CSc.)

Na soustiedéni byly vytvofeny tak jako doposud tfi tfidy:
matematicka, matematicko-fyzikalni a fyzikalni. Pro bu-
doucnost bude vhodné zafazovat do soustfedéni feSitele
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‘kategorie A z nejvyse tfetiho ro¢niku, aby se mohla zvysit
uroven soustiedéni. Ukazuje se, ze bude vhodné pro zaky
specialnich matematickych ttid zfidit oddélené soustfedéni.

6. STUDIJNI LITERATURA

Zakladni informacni literaturou pro téastniky MO jsou
letdky pro kategorie A, B, C a kategorii Z, které¢ vydava
SPN. Ulohy XXIV. ro&. otiskly té% Rozhledy matematicko-
-fyzikdlni.

UV MO vydava v MF edici Skola mladych matematikii.
Uvadime ptehled svazkl od €. 30:

30:

31:
32:

33:
34.

35:
36:
37:
38:
39:
40:

Milan Koman — Jan Vysin: Maly vylet do moderni
matematiky

Oldiich Odvdrko: Booleova algebra

Jan Vysin — Jitka Kuéerovd: Druhy vylet do moderni
matematiky

Jaroslav Mordvek: O dynamickém programovani
Ladislav Rieger: O grupach — na obalce omylem
uvedeno ¢&. 33

Alois Kufner: Co asi nevite o vzdalenosti

Jan Cerny: O aplikaciach v matematice

Beloslav Rie¢an: O pravdépodobnosti

Juraj Bosdk: Latinské Stvorce

Alois Kufner: Nerovnosti a odhady

Antonin Vrba: Matematick4 indukce (v tisku)
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7. KORESPONDENCNY SEMINAR MO
V SKOLSKOM ROKU 1974)75

Z rozhodnutia predsednictva UV MO sa v $kolskom
roku 1974/75 po prvy raz konal tzv. koreSpondencny semindr
pre vybranych riesitefov MO, ktori prichadzali do uvahy pre
zaradenie do druzstva pre MMO. Jeho cielom bolo posky-
tovat ulohovy material predovsetkym tym ucastnikom MO,
ktori nemohli navstevovat prazsky seminar pre vybranych
riesitefov MO a uspe$nou ucastou v XXIIL. ro¢niku MO
v kategorii A preukazali svoje matematické schopnosti.
Vyber téastnikov tohto seminara urobilo PUV MO jednak
na zaklade vysledkov XXIII. roénika MO, a jednak z navr-
hov KV MO. Utastnici kore§pondenéného seminara dosta-
vali pisomne na rieSenie po 6 — 10 tloh postupne z 5 tema-
tickych okruhov: Ciselna teodria, stereometria, rovnice a sy-
stémy rovnic, kombinatorika a kombinatoricka geometria,
funkcie a mnoho¢leny. RieSenia uloh kazdého tematického
celku posielali do stanoveného terminu na adresu zostavo-
vatela, ktory rieSenia opravil a s pripadnym komentarom
vratil riesitelovi.

Celkom sa kore$ponden¢ného seminara zucastnilo 25 rie-
Sitelov, a to 6 z Prahy, po 2 zo Stredo¢eského, JuhoCeského
a Vychodoceského kraja, 6 z Juhomoravského, po 3 zo
Severomoravského a Stredoslovenského kraja a 1 z Brati-
slavy. Ziadneho zastupcu nemali v seminari Zapadodesky,
Severocesky, Zapadoslovensky a Vychodoslovensky kraj.

Najlepsie vysledky v seminari dosiahol JiFi Navrdtil z Olo-
mouca, ktory zo 43 tloh uspe$ne vyriesil 41. Velmi dobré
vysledky dosiahli dalej JiFi Peridz z Brna (37 usp. rieSeni),
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Lubomir Balanda z Térlicka, okr. Karvina (32 rieéeni),
Josef Voldiich z Vimperka, okr. Prachatice (30 rieseni),
Peter Taka¢ z Rim. Soboty (29 rieseni), Jdn Borsik z Lipt.
Hradku (24 rieSeni) a Vlastimil Klima z BeneSova, Pavel
Makovicky zo Ziliny a Michael Valasek z Prahy (po 21 rie-
Seni). Ostatni ucastnici seminara vyriesili uspe$ne 18 uloh
a menej. Z vy$Sie menovanych uspe$nych u&astnikov semi-
nara sa Styria (Navrdtil, VoldFich, Klima a Vald3ek) zigastnili
XVII. MMO ako &lenovia &. druzstva a z nich 2 (Valdsek,
Navrdtil) ziskali na MMO 3. cenu. Je pravdepodobné, Ze
svoj podiel na ich uspechu mala tiez G¢ast v koreSponden-
&nom seminari, ktory PUV MO hodnotilo ako uspesny
a rozhodlo sa v jeho organizovani pokragovat aj v nasledu-
jicom Skolskom roku.

% %k ok

Pre informaciu Citatelov uvadzame texty tloh, ktoré boli
predloZené ucastnikom koreSpondenéného seminara:

Ciselna teéria (zostavil doc. dr. J. Moravéik, CSc.).

7
1. Ur¢te posledné dve cifry Cisla 777 - 777.

2. Vysetrite, pre ktoré cifry a (0 <a <9, celé ¢islo)

n(n + 1)
2

v desiatkovej sustave len ciframi a.

mozno nejaké &islo > 10 (n prir. &islo) zapisat

3. Najdite vSetky prirodzené &isla x, pre ktoré plati

[3/1] + [3/2] + ... + [3/%° — 1] = 400.
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4. Dokazte, ze pre kazdé prvoéislo p je Cislo

11...122...233...3...99...9 — 123456789

Pl v — N e’
p p p p

deliteln¢ cislom p.

5. Nech a, b, m, n si prirodzené &isla, d(a,b) = 1, a > 1.
Dokazte, ze ak a™ + b™ je delitelné Cislom a" + b", potom
m je delitelné Cislom n.

6. Nech a, b st prirodzené ¢isla, pre ktoré plati: 0 < b <a.
Nech dalej z, =an + b, n =0,1,2,..., je dana postupnost
prirodzenych Cisel taka, ze pre nejaké m je d(z,,a) = d.
Presvedéte sa, ¢ potom pre vietky n plati d(z,, a) = d.

7. Nech P(x) je mnohoglen s celogiselnymi koeficientami.
Dokazte, ze ak Cislo d je delitefom kazdého z Cdisel
a,=3"+ P(n), n=0,1,2,..., potom d je mocnina &isla 2
s celoCiselnym exponentom.

- n v . |n—1

8. Dokazte, Ze sucet k;) <2k " 1)(1973) , s = |: 5 :|,
je pre kazdé prirodzené n delitelny &islom 2"~ 1.

no (2 1
9. Dokazte, Ze &islo Y (22 : ;

k=1
prirodzené ¢islo n delitelné ¢islom 5.

10. Nech x, = (p + \/E)" - [+ \/5)"] pren=1,2,...
Dokazte, ze ak p, q su prirodzené &isla vyhovujice nerov-
nosti p — 1 < ./q < p, potom limx, = 1.

)23" nie je pre Ziadne

Poznamka: Symbol [a] v alohach 3, 8 a 10 znamena
celu Cast Cisla a, tj. celé Cislo ¢ také, ze c<a<c+ 1.
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Stereometria (zostavili prof. dr. M. Fiedler, DrSc. a J. Ze-
manek).

1. Ak je odchylka kazdych dvoch stien §tvorstena ostry
uhol, potom vSetky steny S$tvorstena su ostrouhlé troj-
uholniky. Dokazte.

2. Dokazte, ze zo $iestich vnutornych uhlov, ktoré zvie-
raju steny Stvorstena, si vZdy asponi tri ostré.

3. Body A,,A4,,...,A, su vSetky vrcholy konvexného
mnohostena, d = max 4,4; (i,j = 1,2,...,n). Dokaite, Ze
vzdialenost kazdych dvoch bodov tohto telesa je menSia
alebo rovna d.

4. V priestore je dany bod P a mnoZina bodov M taka,
ze jej prienik s kazdou rovinou prechadzajicou bodom P
je kruh. Dokazte, ze M je gula.

5. V priestore je dana kone¢na mnoZzina bodov taka, ze
kazda priamka prechadzajuca dvoma jej bodmi obsahuje
este asponi jeden dalsi bod tejto mnoziny. Dokazte, ze vietky
body danej mnozZiny leZia v jednej priamke.

6. Nech M je mnozina bodov v priestore taka, Ze ku
kazdému bodu priestoru mozno v mnozine M najst prave
jeden najvzdialenejsi bod. Dokazte, ze mnozina M je jedno-
bodova.

Rovnice a sistavy rovnic (zostavil dr. J. Hojdar).

1. Rieste rovnicu a(x* — a?) = b(x* — b?), kde a,b su
dané realne &isla. Ma tato rovnica vidy realne rieSenie?

2. Urcte vSetky realne rieSenia sustavy rovnic
x—|y+1=1 x*+y=10.
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1
3. Rieste ststavu rovnic cosx + —— =9tgy,
CoS X

sin x + —— =3 cotgy,
sin

kde x,y s nezname.

4. V rovnici (m + 2)*x* —2(m* —4)x+n=0 s ne-
znamou x su m, n dané realne &isla.

a) Uréte vietky Cisla m,n, pre ktoré ma dana rovnica
jediny koreii.

b) Stanovte vietky &isla m, n, pre ktoré si korene danej
rovnice navzajom prevratené Cisla.

5. Uréte vsetky realne Cisla p, pre ktoré rovnica

x2=2p+4)x+p*+6p=0

S neznamou x ma:

a) oba korene rozne a zaporné;

b) jeden korefi zaporny, druhy nezaporny.

6. Rieste sustavu rovnic

X +y +z =a,
x? + y* + 22 = b2,
Xy = z2,
kde a,b su dané ¢isla.

Udajte podmienky, ktorym musia vyhovovat éisla a, b,
aby ¢isla x, y, z vyhovujice danej sustave boli kladné a na-
vzajom rozne.

7. Je dana rovnica x* + 2px + 2p?> — 1 = 0 s neznAmou
x, kde p je realne &islo. Najdite vSetky &isla p, pre ktoré
ma dana rovnica realne korene, z ktorych Ziadny nema

.....
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Kombinatorika a kombinatoricka geometria (zostavil
dr. M. Koman, CSc.).

1. (iloha o deviatkdch) Uréte nutni a postadujucu pod-
mienku pre to, aby k danému prirodzenému ¢islu existoval
nasobok, ktory mozno v desiatkovej sustave napisat len
pomocou deviatok, tj. ma tvar 999 ... 99.

2. (éloha o prirodzenych Cislach) Zistite, & je medzi
Tubovolnymi za sebou nasledujucimi desiatimi prirodzeny-
mi ¢islami vzdy aspon jedno nesudelitelné so zostavajucimi
Cislami.

3. (uloha o letiskach) Na kazdom z 12 letisk Startuje
lietadlo a odlietava na najblizsie susedné letisko. Vzdiale-
nosti medzi letiskami s navzajom rézne €isla. Uréte maxi-
malny pocet lietadiel, ktoré mozu pristat na jednom letisku.

4. (uloha o lodiach) Na volnom mori plavaji rozptylene
tri lode L,, L,, L3, ktoré maji rovnaki maximalnu rychlost.
Na admiralov rozkaz sa maji ¢o najskor stretnut na jednom
mieste. Urcte najvyhodnejSiu polohu miesta stretnutia S.

Poznamka: Pokuste sa ulohu riesit tiez pre pripad
vicsieho poctu lodi alebo pre pripad réznych maximalnych
rychlosti.

5. (itloha o Cervenej ceste) Stvorec C je rozdeleny na 4n’
zhodnych $tvorcovych poli, ktoré su biele a Cierne, pricom
kazdé dve polia simerne polozené podla stredu S Stvorca C
su roznej farby. Strany poli zafarbime Cervene prave vtedy,
ked patria rozne zafarbenym poliam. Dokazte, Ze existuje
Cervena cesta spajajuca niektoré dva body leZiace na proti-
Tahlych stranach §tvorca C.
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6. (1. uloha o Sachovnici) V3etky polia Tubovolnej $a-
chovnice n x n st o€islované nezapornymi realnymi &islami
tak, Ze Cislo Tubovolného pola sa rovna aritmetickému
priemeru Cisel napisanych na vSetkych susednych poliach.
Charakterizujte vietky pripustné otislovania. (Pojem su-
sedného pola mozno chapat dvoma réznymi spdsobmi.)

7. (2. uloha o 3achovnici)  Vsetky polia Sachovnice so
100 x 100 poliami su ocislované prirodzenymi &islami tak,
ze Cisla na kazdych dvoch susednych poliach sa li§ia najviac
0 50. Zistite, ¢i mozu byt vietky polia Sachovnice o€islované
navzajom roznymi Cislami.

8. (#loha o kolajniciach vlac¢ika) Drahu pre elektricky
vlacik mozno zostavit z usekov, ktoré maju tvar Stvrt-
kruznice. Bola postavena okruzné rovinna draha (bez kri-
zovatiek a nadjazdov). Pri zvolenom zmysle obiehania
tvori n, dielcov Iavotociva zakrutu a n, dielcov pravoto&iva
zakrutu. Dokazte, ze ¢isla n; a n, si parne a &islo n, + n,
je nasobkom disla 4.

9. (aloha o n bodoch) V rovine je danych n (n > 4)
bodov, z ktorych Ziadne tri nelezia v priamke. Dokazte, ze

n —
existuje aspon < ) > konvexnych Stvoruholnikov, kto-

rych vrcholmi su niektoré z danych bodov.

10. (uloha o n-uholniku) Konvexny n-uholnik P, ne-
obsahuje ziadne tri uhlopriecky, ktoré by prechadzali jedi-
nym spolo¢nym vnitornym bodom. Kolko trojuholnikov
ohranicuju jeho uhlopriecky?

Poznamka: Pokuste sa tuto tulohu riesit pre Stvor-
uholniky; sta¢i odhad.
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Funkcie a mnohoc¢leny
(zostavil doc. dr. J. Moravéik, CSc.).

1. Nech f je funkcia definovana pre vsetky realne x
2

1 —
predpisom f(x) = ;?Ixz. Zistite, &i funkcia f nadobuda

najvacsiu a najmensiu hodnotu a v kladnom pripade ich
najdite.

2. Kvadraticky trojélen f(x) = ax* + bx + c je taky, ze
rovnica f(x) = x nema realne korene. Dokazte, Ze rovnica
f(f(x)) = x tiez nema realne korene.

3. Najdite prirodzené &isla p, g také, aby korefimi mnoho-
¢lenov P(x) = x* — gx + p a Q(x) = x* — px + ¢ boli len
prirodzené Cisla.

4. Dokazte, ze mnoho¢len P(x) s celotiselnymi koeficien-
tami, ktorého absolitna hodnota v troch réznych celych
¢islach sa rovna 1, nema celodiselné korene.

5. Najdite najmensie realne &islo A také, ze pre kazdy
kvadraticky trojélen f(x), pre ktory plati |f(x)| < 1, ak
0 < x £ 1, je splnena nerovnost f'(0) < A.

6. Urtte realne &isla a, b, ¢ také, Ze |f(x)| = |ax? + bx + ¢| <
<1 pre |[x| £ 1 asucet §a® + 2b* je maximalny.

7. Nech f je realna funkcia realnej premennej x taka, ze
nie je identicky rovna nule a pre kazdé realne Cisla x,y
plati: f(x).f(y) = f(x — y). Najdite vietky také funkcie f.

8. Najdite vietky usporiadané dvojice f, g funkcii realne;j
premennej x, ktoré su definované pre vsetky realne Cisla x
okrem —1;0; 1 a pre ktoré v kazdom bode x ich definiéného
oboru plati: x f(x) — 19 <l) = 1, —15 f (l) = x? g(x).

x7 \x x*7 \x
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9. Nech f(x) = sinx + 3sin2x + §sin 3x. Dokazte, ze
pre kazdé xe(0;n) plati: f(x) > 0.

10. Nech f a g st realne funkcie definované v intervale
(— 00, 00), pre ktoré plati f(x + y) + f(x — y) = 2 f(x).4(y)
pri kazdom realnom x a y. Dokazte, ze ak f nie je identicky
rovna 0 a |f(x)| < 1 pre kazdé x, potom tiez |g(y)| < 1
pre kazdé y.

8. KONKURS JCSMF A JSMF NA NAVRHY
ULOH PRO MO

Béhem XXIV. ro¢niku MO pokracoval konkurs na ulohy
pro MO, jehoz vyhlaSovateli jsou spolecné Jednota Cs.
matematikii a fyziki a Jednota slovenskych matematikii
a fyziki. Podminky tohoto konkursu byly téz otiStény
v letaku s pfipravnymi a soutéznimi tlohami I. kola.

Od vyhlaseni konkursu v roce 1966 do 30. 6. 1975 doslo
celkem 1 108 tloh od 99 autord. Z nich bylo 644 pfijato
a odménéno.

Pii sestavovani uloh pro jednotliva kola XXIV. ro¢niku
MO se pouzilo 54 uloh ziskanych konkursem.
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TABULKA 1

Vysledky kategorie A
Kolo
KRAJ 1L
S U S U
Praha 120 117 109 54
Stiedocesky 103 91 73 15
Jihocesky 60 54 48 12
Zapadocesky 55 50 47 9
Severocesky 121 100 89 33
Vychodocesky 69 67 65 28
Severomoravsky 100 79 77 25
Jihomoravsky 203 157 119 23
Bratislava 73 66 63 42
Zapadoslovensky 139 60 57 S
Stiedoslovensky 120 111 96 19
Vychodoslovensky 63 29 29 7
Celkem 1226 981 872 272
S, . pocet vsech soutézicich
u..... pocet usp&snych fesitel
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TABULKA 2

Vysledky kategorie B
Kolo

KRAJ IL

S U S U
Praha 54 44 36 5
Stredocesky 64 56 52 7
Jihocesky 56 46 40 8
Zapadocesky 29 20 23 1
Severocesky 77 57 46 5
Vychodocesky 66 55 46 8
Jihomoravsky 112 85 69 11
Severomoravsky 65 58 57 5
Bratislava 46 44 44 6
Zapadoslovensky 92 65 65 3
Stiedoslovensky 87 81 75 5
Vychodoslovensky 51 18 11 2
Celkem 799 635 564 66
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TABULKA 3
Vysledky kategorie C

Kolo
KRAJ ) L I1.
S U S U

Praha 88 60 60 32
Stiedocesky 60 54 48 3
Jihocesky 58 53 41 5
Zapadocesky 50 36 34 12
Severocesky 118 80 68 7
Vychodocesky 80 78 67 - 17
Jihomoravksy 162 138 113 23
Severomoravsky 9l 74 68 14
Bratislava 72 53 52 14
Zapadoslovensky 91 85 79
Stfedoslovensky 88 76 67
Vychodoslovensky 105 35 31 4
Celkem 1063 822 728 141




TABULKA 4

Vysledky kategorie Z

Kolo
KRAJ IL
S U S U
Praha 1 068 596 496 296
. Stiedocesky 556 356 328 190
I
| Jihotesky 730 345 34 173
I Zapadogesky 499 296 207 81
Severocesky 625 RRE 313 186
Vychodog&esky 622 488 4306 277
Jihomoravsky 1796 790 648 241
Severomoravsky 912 569 506 250
Bratislava 697 357 329 150
Zapadoslovensky 1354 1041 1012 274
Stiedoslovensky 1078 635 620 206
Vychodoslovensky 1426 781 764 413
Celkem 11363 6618 5973 2737
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PRILOHA A

PREHLED USPESNYCH RESITELU II. KOLA
V KATEGORIICH A, B A C

Praha — mésto

A. Michael Valasek, 4d, W. Piecka, Praha 2; Viclav
Kotésovec, 3.d, W. Piecka, Praha 2; Petr Pénicka, 3.d,
W. Piecka, Praha 2; Ludvik Reichert, 4.a, Nad $tolou,
Praha 7; Martin Sediv}?, 4.d, W. Piecka, Praha 2; Martin
Baumann, S2e OU CKD, Praha; Jifi Stérba, 4.d, W. Piecka,
Praha 2; Jaroslav Zdpotocky, 3.c, Stépanska, Praha 1; Jan
Hugo, 4.c, Sladkovského, Praha 3; Karel Suchomel, 3.c,
Stépanska, Praha 1

B. Jifi Kolafa, 2.d, W. Piecka, Praha 2; Jana Sedlackovad,
2.d, W. Piecka, Praha 2; Jifi Keji, 2.d, Sladkovského,
Praha 3; Martin Holena, 2.d, Sladkovského, Praha 3; JiFi
Peterka, 2.b, Nad Turbovou, Praha 5

C. Zdenék Vav¥in, 1.c, §tépz’mské, Praha 1; Mirko Navara,
1.d, W. Piecka, Praha 2; Pavel Trska, 1.a, Leninova, Praha 6;
Petr Berdnek, 1.a, Litomé&ficka, Praha 9; Jifi Koch, 1.d,
W. Piecka, Praha 2; Jan Vilhelm, 1.d, W. Piecka, Praha 2;
JiFi Mare$, 1.d, W. Piecka, Praha 2; Petr Ceiovsky, 1.a,
Vodéradska, Praha 10; Jan Matéjka, 1.d, W. Piecka, Praha 2
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Stfedocesky kraj

A. Vlastimil Klima, 3.b, BeneSov; Jan Bdzler, 2.b, Mlada
Boleslav; Jifi Sloup, 4.b, Brandys nad L.; Karel Karlik,
4.b, Caslav; Pavel Tordik, 4.b, Kolin; Vojtéch Zadrazil, 3.b,
Cesky Brod; Jan Prochdzka, 4b, Mlada Boleslav; Hana
Janouskovd, 3.a, Sedléany; Josef Cvanéara, 3.b, Mlada
Boleslav; LibuSe Urbanovd, 4.a, Nové StraSeci

B. Jan Bazler, 2.b, Mlada Boleslav; Karel Jencik, 2.a,
SPS, Kutna Hora; Josef BlazZek, 2.a, Mnichovo Hradist;
Miroslav Havlena, 2.c, Kladno; Milena Fliegelovd, 2.b,
Riéany; Iva Solarovd, 2.a, Benesov; Jiii Svec, 2.c, Kladno

C. Stanislav Kadlec, 1.a, Hofovice; Tomds Gergelits, 1.c,
SPS, Mlada Boleslav; Robert Cerny, 1.b, Rakovnik

Jihocesky kraj

A. Josef Voldiich, 4.r., Vimperk; Viladimir Drdpalik, 4.a,
Strakonice; Zbynék Brtna, 3.b, Tabor; Véra Cernd, 3. t.,
Pacov; Jan Kozelka, E4.a, SPS, Pisek; Milos Reznicek, 4.a,
Sobéslav; Marie DiviSovd, 3.b, Pelhfimov; Josef Metlika,
3.c, Strakonice; Vit Remta, 4.a, g. K. Satala, C. Bud&jovice;
Michal Simek, 3.a, Strakonice

B. Jindfich Trnka, 2.c, Tabor; Helena Jilkova, 2.a,
g K. Satala, C. Budéjovice; J. Glaser, 2.a, g. K. Satala,
C. Budgjovice; Viastimil K¥ivan, 2.b, Strakonice; Miloslav
Lacina, 2.c, Tabor; Zd. Panec, 2.b, SPSS, Strakonice; Jan
Vicha, 2.c, Tabor; Dalibor Zikmund, 2.b, Milevsko

C. Karel Stépan, 1.a, g. K. Satala, C. Bud&jovice; Zdenék
Tima, 1.b, Tabor; Petr Lett, 1.c, Tabor; Jan Cuejn, sl
SPS Pisek; Jaroslav Marek, 1.c, SPS, Strakonice
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Zapadocesky kraj

A. Jifi Koukol, 2.a, Susice; Pave! Odvdrka, 4.a, g. J. Fucika,
Plzen; Jaroslav Krémdar, 4.a, SuSice; Lubo$ Pruner, 4.a,
g. J. Fudika, Plzeni; Viadislav Krdsny, 4.a, g. J. Fucika, Plze;
Pavel Radl, 4.a, g. J. Fulika, Plzen; Milan Studeny, 3.a,
g. J. Fucika, Plzen; Frantisek Stanék, 3.a, g. J. Fucika, Plzen;
Cestmir Suda, 4.a, SuSice

B. Jiii Koukol, 2.a, Susice

C. Véra HrubeSovd, 1.b, Karlovy Vary; Pavel Pyrih, 1.a,
Susice; Vladimir Sverdk, 1.a, Karlovy Vary; Libor Fiala, 1.a,
g. J. Fucika, Plzen; Miroslav Vesely, 1.b, Domazlice; Zuzana
Princovd, 1.a, g. J. Fu€ika, Plzen; Pavel Mach, 1.c, ul. Pionyru,
Plzeti; Blanka Zymdkovd, 1.a, g. J. Fucika, Plzen; JiFi Pdtek,
l.a, g. J. Fudika, Plzeii; Viadimir Sramek, 1.d, ul. Pionyra,
Plzen

Severocesky kraj

A. Jan Maly, 4.a, Litomé&¥ice; Viclav Soukup, 4.c, Liberec;
Jifi Maryska, 4.a, Jablonec n. N.; Pavel Vondrdk, 3.a, Usti
n. L.; Ji#i Skuthan, 4.a, Litvinov; Jaroslav Kotas, 4.b, Ceska
Lipa; Pavel Esentier, 3.r., Tanvald; Jan Cervinek, 3.a, Teplice;
Josef Kalat, 4.b, Teplice; Viasta Novotnd, 2.a, Teplice

B. Milan Sopr, SPSSE, Liberec; Vlasta Novotnd, Teplice;
Danuse Svobodovd, Jablonec n. N.; Vladimir Havlena, Rum-
burk; Eva Formdnkovd, Liberec

C. Zdenék Kalousek, Jablonec n. N.; Dana Kratochvilovd,
Louny; Jifi Tschiesche, Teplice; Ondiej Macoun, Liberec;
Erik Majer, Teplice; Arnost Hlavdcek, Usti nad Labem;
Pavel Némec, Usti nad Labem
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Vychodocesky kraj

A. Jan Blazek, 4.a, Chrudim; Pavel Stovi¢ek, 3.a, Pardu-
bice; Tomads BlaZek, 4.a, Pardubice; Petr Holan, 4.a, Novy
Bydzov; Petr Novdk, 3.a, Pardubice; JiFi Somer, 4., Jevicko;
Jifi Hulka, 4., Hradec Kralové; Radoslava Hrubad, 4.a,
Trutnov; Jan Kratochvil, 1.a, Pardubice; Josef Pavel, 2.a,
Rychnov nad Knéznou

B. Jan Kratochvil, 1.a, Pardubice; Josef Dobes, 2.a,
Rychnov nad KnéZznou; Jan Kdabrt, 2.a, Vysoké Myto;
Zdenék Rozlivka, 2., Hradec Kralové; Viadimir Hulec, 2.a,
Pardubice; Josef Rousek, 2.a, Pardubice; Pavel Hochmann,
2.a, Novy Bydzov; Richard Liska, 2.a, Pardubice

C. Ilja Turek, 1., Hradec Kralové; Miroslav Tiima, 1.a,
Nova Paka; Petr Bahnik, 1.a, Pardubice; Viadimir Pekdrek,
l.a, Pardubice; Jaromir Maténa, 1., Hradec Kralové; Jan
Bartdk, 1.a, Chrudim; Zbynék Cervenka, 1., Hradec Kralové;
Jan Kovaé, 1.a, Usti nad Orlici; Milos Holman, 1.a, Vrchlabi;
Tomds Vlasdk, 9.a, ZDS Makarenkovo n., Pardubice

Jihomoravsky kraj

A. Dana Kucefikovd, 3.b, HoleSov; Jiii Perdz, 3.b, ti. kpt.
JaroSe, Brno; Miroslava Kouiilovd, 4.c, Kyjov; Dalibor
Musil, 4.a, SPSS, Sokolska, Brno; Martin Cadek, 2.a,
tf. kpt. JaroSe, Brno; Milan Kliment, 3.b, tf. kpt. JaroSe,
Brno; Jaromir Trubelik, 4.a, Kroméfiz; Petr Zapletal, 3.b,
Jihlava; Zuzana Tesaiovd, 3.b, Jihlava

B. Martin Cadek, 2.a, tf. kpt. Jarose, Brno; Ludék Klimes,
2.a, Blansko; Jifi Martisek, 2.a, Kromé&tiz; Miroslav Hruby,
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2.a, Krométiz; Jiri Chmela, 2.a, Krométiz; Jiii Zlatuska, 2.c,
tf. kpt. Jarose, Brno; Jana Dvoidkovad, 2.c, Tiebi¢; Jiri
Pavlas, 2.c, Tiebi¢; Libor Pivnicka, 2.b, Znojmo; JiFi Svoboda,
2.a, tf. kpt. JaroSe, Brno

C. Jaroslav Smerda, 1.c, Tiebi¢; Jifi Kadourek, 1.b, Kong-
vova, Brno; Petr Kucirek, 1.b, Konévova, Brno; Ales
Jurdnek, 1.a, tf. kpt. Jaro$e, Brno; Tomds Bilina, 1.a, Kfenova,
Brno; Radim Burda, 1.b, Konévova, Brno: Ivo Zdcek, 1.a,
Ktenova, Brno; Josef Lastovicka, 1.a, Zdar nad Sazavou;
Tomas Lukes, 1.a, ti. kpt. JaroSe, Brno; Ludmila Fortelnd,
L.c, SPS koz., Trebié

Severomofavsky kraj

A. Miroslav Sedivy, 3.b, Pterov; Lubomir Balanda, 4.b,
Cesky Té&Sin, Frydecka ul.; Jiifi KoZusznik, 4.c, ul. Komen-
ského, Ttinec; JiFi Navrdtil, 2.a, Olomouc-Hej¢in; Karel
Lichy, 4.b, Komenského ul,, Opava; Viadimir Hruska, 4.a,
Havlitkova ul,, Cesky T&in; Oskar Linkesch, 3., SPS,
Ostrava-Vitkovice; Miroslav Lycka, 4.b, Vsetin; Leszek
Gajdzica, 4.b, Havlickova ul., C‘esk)'/ Té&Sin

B. Radomir Lukds, 2.a, J. G. Tajovského, Havitov; Via-
dimir Pastriidk, 2.b, Smeralova ul., Ostrava 1; Petr Janca,
2.c, Komenského 5, Opava; Martin Petrdk, 2.a, Ostrava-
-Hrabuvka; Helena Svozilovd, 2.b, Tomkova 45, Olomouc-
-Hejéin

C. Pavel Kolarik, 1.c, Gottwaldova ul., Bilovec; Viadimir
Handk, 1.c, Gottwaldova ul., Bilovec; Karel Stépka, 1.,
Gottwaldova ul,, Bilovec; Ivo Wandrol, 1.c, Gottwaldova ul.,
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Bilovec; Ota Pésel, 1.d, Rudé armady, Karvina 8; Helena
Snapkovd, 1.c, Smeralova ul.,, Ostrava 1; Petr Tas, 1.c, Gott-
waldova ul.,, Bilovec; Petr Gurka, 1.c, Gottwaldova ul,
Bilovec; Petr Hiltavsky, 1.d, Rudé armady, Karvina §;
Lumir Witoszek, 1.d, Rudé armady, Karvina 8

Bratislava

A. Jan Slodicka, 4.b, Novohradska ul., Bratislava; Igor
Kossaczky, 3.c, Novohradska ul., Bratislava; Jan Krajcik,
4.b, Novohradska ul., Bratislava; Miroslav Poliak, 4.m2,
SPS elektro, Zochova ul., Bratislava; Miroslav Drkos, 3.b,
Novohradska ul., Bratislava; Viktor Birnstein, 3.c, Novo-
hradska ul., Bratislava; Pavol Kossey, 3.b, Novohradska ul.,
Bratislava; DuSan Miklanek, 4.b, Novohradska ul., Brati-
slava; Juraj Wallner, 3.b, Novohradska ul., Bratislava;
Marian Slodicka, 3.b, Novohradska ul., Bratislava

B. Robert Handlovi¢, Novohradska ul., Bratislava; Igor
Remza, Novohradska ul., Bratislava; Martin Barto, Novo-
hradska ul., Bratislava; Jdn Poldk, ul. Cervenej armady,
Bratislava; Tibor Gerécz, Dunajska ul.,, Bratislava; Eva
Toldyovd, Novohradska ul., Bratislava

C. Ivan Mizera, Novohradska ul., Bratislava; Milan Ves-
¢i¢ik, ul. Cervenej armady, Bratislava; Julius Ertl, ul. Cer-
venej armady, Bratislava; Stefan Varga, Novohradska ul.,
Bratislava; Jdn Prokop, Novohradska ul., Bratislava; Jdn
Lakota, Novohradska ul., Bratislava; Erich Banhégyi, Toma-
Sikova ul., Bratislava; Pavol Vnucko, ul. Cervenej armady,
Bratislava; Ivan Priecel, ul. C‘ervenej armady, Bratislava;
Katarina Sachovd, Tomasikova ul., Bratislava
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Zapodoslovensky kraj

A. Milan Potocar, 4.b, Senec; Svetozdr Malinari¢, 3.a,
Parovska, Nitra; Pavol Bdnsky, 4.b, Komarno; Viadimir
Makys, 4f, Trnava; Viadimir Dzurdk, 4.a, Nové Mesto nad
Vahom

B. Ladislav Miklos, 2.c, Komarno; Juraj Koufil, 2.a, Nové
Mesto nad Vahom; Peter Kovdcs, 2.c, Nové Zamky

C. Peter Filakovszky, 1.c, Nové Zamky; Eugen Simko, 1.b,
Komarno; Mdria Marcsaovd, 1.b, Starovo; Jozef Bartek,
1.a, Piestany

Stiedoslovensky kraj

A. Jozef Kordik, Prievidza; Peter Malicky, B. Stiavnica;
Jan Borsik, Lipt. Hradok; Peter Takac, R. Sobota; Viadimir
Technovsky, Zvolen; Pavol Makovicky, Zilina-Horny Val;
Dusan Martina, Prievidza; Martin Valovi¢, Vrutky; Karol
Pekdar, Ruzomberok; Jaroslav Mikulds, Prievidza; Emil
Bordk, Prievidza; Pavol Mravik, Ziar n. Hr.; Jozef Dario,
Dubnica n. V.; Viadimir Jellus, SPS el., Tvrdosin; Jan Boda,
Turé. Teplice; Stefan Bracok, Ruzomberok ; Martin Papctin,
Zilina-Hliny; K. Kacalovd, Ziar n. Hronom; Vladimir Pod-
horec, Zilina-Horny Val

B. Peter Taka¢, R. Sobota; Igor Bohm, SPS strojni,
Zvolen; Pavol Quittner, Prievidza; Ivan Pavlicek, Zilina-
-Hliny; Pavla Olb¥imkova, Martin

C. Jan Detko, Prievidza; Vladimir Hudec, Vritky; Jozef
Krajéovi¢, SPS stavebni, Zilina; Ludmila Dudkovd, B. Byst-
rica; Eva Uhrikovad, Martin; Milan Beles, V. Krtis§
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Vychodoslovensky kraj

A. Branislav Jacko, 1.a, Smeralova ul.,, Kosice; Ondrej
Cako, 3.e, Kovadska, Kosice; Imrich Harbula, 4.b, Secovice;
Maridn Okdl, 3.b, Smeralova ul., Bratislava; Miroslav Sveda,
3.b, Konstantinova, PreSov; Ladislav Pivka, 3.a, Smeralova,
Kosice; Vladimir Matej, 4.b, Kovacska, Kosice

B. Peter Jaros, SPS hutnicka, Kosice; Igor Bobdk, SPS
elektrotechn., KoSice

C. Zlatica Slavikovd, 1.a, Smeralova, Kosice; Branislav
Jacko, 1.a, Smeralova, Kosice; Jan Nizfiansky, 1.a, Smera-
lova, Kogice; Michal Pudldk, 1.a, Smeralova ul., Kogice

Poznamka: 1. V tomto seznamu uvadime nejvyse desct

vvvvvv

2. Pokud neni uveden druh 3koly, jde o gymnazium.
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PRILOHA B

VYSLEDKY III. KOLA KATEGORIE A
XX1V. ROCNIK MO

Vitézove

P

. Jifi Navratil, 2.a, g., Tomkova ul, Olomouc-
-Hejc¢in
. Vlastimil Klima, 3.b, g., Benesov u Prahy
. Martin Baumann, S2e, OU CKD, Praha 9
. Michael Valasek, 4.d, g., W. Piecka, Praha 2
. Jan Maly, 4.a, g., Litométice
. Jan Kratochvil, 1.a, g., Pardubice
Pavel Odvadrka, 4.a, g., nam. Odborara, Plzen
Josef VoldFich, 4., g., Vimperk
9.—10. Jifi Perdz, 3.b, g., ti. kpt. Jarose, Brno
Jan Slodicka, 4.b, g., Novohradska, Bratislava
11.—12. Stanislav Cervinka, 3.c, g., Stépanska, Praha 1
Leszek Gajdzica, 4.d, g., Havlickova ul,, Cesky
Tésin _
13.—15. Lubomir Balanda, 4.b, g., Frydecka, Cesky T&in
Karel Lichy, 4.b, g., Komenského, Opava
Miroslav Lycka, 4.b, g., Vsetin

0 W AW

6.—
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16.—18.

19.-21.
22.-24.
25.-30.
31.-34.

Jan Krajcik, 4.b, g., Novohradska, Bratislava
Peter Malicky, 4.d, g., Banska Bystrica
Magda Volkeova, 3.a, g., Leninova, Praha 6

Ostatni uspésni iesitelé

Jiii Hulka, 4.g, g., Hradec Kralové

Tomd$ Roubicek, 3.d, g, U libeiského zamku,
Praha 8

Miroslav Sedivy, 3.b, g., Komenského, Prerov
Petr Holan, 4.a, g., Novy Bydzov

Jiii Koukolik, 4.d, g., W. Piecka, Praha 2
Andrzej Kozikowski, 4.d, g., Havli¢kova ul., Cesk)'/
Tésin

Jan Bazler, 2.b, g., Mlada Boleslav

Tomds Kotrba, 3.c, g., Stépanska ul., Praha 1
Oskar Linkesch, 3.e, SPS, Ostrava-Vitkovice
Dalibor Musil, 4.a, SPSS, Sokolska ul., Brno
Petr Novdk, 3.a, g., Pardubice

Peter Takac, 2.a, g., Rimavska Sobota

Jan Borsik, 4.a, g., Liptovsky Hradok

Jiii Koukol, 2.a, g., Susice

Ludvik Rejchrt, 4.a, g., Nad Stolou, Praha 7
Vladimir Technovsky, 3.c, g., Zvolen

Karel Karlik, 4.b, g., Caslav

Josef Pavel, 2.a, g., Rychnov nad Knéznou
Pavel Stovi¢ek, 3.a, g., Pardubice
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II. Pfipravné alohy I. kola

UV MO se rozhodl zatazovat do ptipravného kola my3-
lenkové cenné a zajimavé tlohy v MO jiz pouzité. Toto
rozhodnuti se zacalo uplatiiovat poprvé ve 24. ro¢. MO.
Proto u uloh jiz znamych z minulych ro¢nikd uvadime jen
text ulohy a odkaz na pfisluinou literaturu, kde najde ctenar
komentaf ¢i FeSeni ulohy (viz str. 48).

KATEGORIE A

A—P—1

Je dano pfirozené Cislo a; vypoctéte soucet

1975 k
H
k=1 |4
Poznamka: Pro kazdé realné x zna&i [x] jeho celou
cast, tj. celé &islo, pro které plati [x] < x < [x] + 1.

ReSeni: viz [22], str. 135.
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A-P-2

Je dana sustava rovnic s troma neznamymi X, y, z a s para-
metrami a, b:
x+ay=hb,
y—a*z=1,
az+x=b+1.

Ur¢te vsetky také hodnoty parametrov a, b, pre ktoré ma
dana stastava nekone¢ne mnoho rieseni.

ReSeni: viz [16], str. 63.

A-P-3
Dokazte, ze pre vietky realne ¢isla x rozne od nuly plati:

.11 1
1+ xsin— ——-cos—>0.
x 2 x
Komentaf. Doporudujeme fesitelium, aby si nejprve pro-
studovali 3. kapitolu knizky Smakal — Budinsky: Gonio-
metrické funkce (20. svazek SMM). Funkce

11 1
fix—>1+4+ x.sin— — -cos—
x 2 Xx

je zfejmé suda. Toto zjidténi je velmi cenné, nebot umoziiuje
omezit dikaz dané nerovnosti jen na kladna realna ¢isla x.

1 1 1
Nacrtnou-li si fesitele grafy funkci cos 7 sin o X. sin 2
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zjisti, ze bude vhodné danou nerovnost dokazat nejprve pro

1 1 1
x =— a pak pro xe(—,+oo) a xe(O,‘>. V pripadé
n U T

1\ . .. 1 1

xe| 0, — ] je tteba uvazit, ze — < —.

T n 2
A—-P—-4

V roving je dan kruh K. Ur¢ete mnozinu vrcholi 4 vsech
konvexnich ¢tyfahelnikt ABCD, o nichz plati, ze AC < BD
a 7e cela uhlopficka BD lezi v kruhu K.

Reseni: viz [21], str. 128.

KATEGORIE B
B—P—1

M¢jme posloupnost celych &isel ay, ay, a,, ..., a,, ..., vV niz
pro vSechna n = 1 plati

ay+1 + ap—1 = 44, .

a) Muze byt takova posloupnost posloupnosti aritme-
tickou?

b) Urlete nutné a postaCujici podminky pro to, aby
v takové posloupnosti platilo:

an+k + an—k = akan
pro viechna n,k, n =2 k, k = 0.
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c) Jestlize a, = 2, pak existuje komplexni &islo z takové,
Ze pro vSechna n = 0 je
a,=z2"+z"";
dokazte.

ReSeni: viz [20], str. 102.

B—P-2
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n a pre vsetky
realne &isla x, x,, x5, ..., x, plati nerovnost:

nn + 1)x* 2 2. Y ix{2x — x;).
i=1

Komenta¥F. Dikazové Glohy tohoto typu se v MO vysky-
" tuji pomérné &asto. Je mozno uZit matematické indukce
nebo piimo vzorce

1+2+3+..+n=4nn+1),

ktery plati pro kazdé ptirozené ¢islo n.

B—P-3

Trojuhelnik ABC ma tu vlastnost, ze kruznice prochazejici
stfedy jeho stran se dotyka kruznice opsané.

Dokazte, ze bod dotyku je jednim vrcholem trojuhelniku
ABC a ze vnitini uhel pfi tomto vrcholu je pravy.

ReSeni: viz [17], str. 73.
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B—P—4

Najdite vietky hodnoty parametra a, pre ktoré je v kar-
tézskej suradnicovej sustave so stiradnicami x, y graf rovnice

Ix+ ¥ +aly =1
obvodom pravouholnika.

ReSeni: viz [19], str. 111.

KATEGORIE C
C-P-1
Urcte vSetky rieSenia sustavy rovnic
xx+y)+zx—y)= 6,

W+ z2)+x(y —2)= -2,
Az +x)+ Yz —x)= 3.

Reseni: viz [16], str. 34.
C-P-2
Necht p, g jsou prvocisla vétsi nez 3. Potom ¢islo
p*+7¢* — 23
neni prvocislem. Dokazte.
ReSeni : viz [20], str. 109.
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c-P-3

Je dana kruznice k = (S; r), bod 4 z vnutra kruhu
ohrani¢eného kruznicou k a kladné &islo d. Bodom A4 je
vedena tetiva kruznice k tak, Ze tento bod ju rozdeluje na
dve Gsetky, ktorych dizky maju rozdiel d.

a) Vyjadrite dizku t tejto tetivy a jej vzdialenost od
stredu S pomocou parametrov r,d, v = SA.

b) Zostrojte pomocou vysledku z dlohy a) vietky tetivy
danej vlastnosti. \

ReSeni: viz [16], str. 39.

C-P-4

Necht M je mnozina vSech vrcholl ¢tverct dané Sachov-
nice o 16 polich. Pro kazdy bod X e M oznaime p(X)
pocet vSech ¢tverct, jejichz vSechny vrcholy patfi do mno-
ziny M, priCemz jednim z nich je bod X. Urcete vyctem
mnozinu viech &isel p(X).

Komentaf. Doporucujeme fesitelim, aby si nejprve pro-
studovali 6. Glohu I. kola XXI. ro¢. MO kategorie C. Pro
feSeni nasi ulohy je dulezité si uvédomit, Ze existuji Etyfi
osy soumérnosti mnoziny M. Sta&i pak najit &islo p(X)
jen pro jistych 6 bodd mnoziny M.
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KATEGORIE Z
Z-P-1

Sou¢inem dvou kvadratickych troj¢lent x* + ax + b,
x? + cx + d je dvojélen x* + 4. Urgete koeficienty troj-
¢lent.

ReSeni: viz [ 16], str. 102.

Z-P-2

Kolikrat v dobé od 14.00 h. do 14.05 h. je centralni vte-
finova rucicka hodinek osou dutého uhlu sevieného hodi-
novou a minutovou ru¢iCkou? Udejte pfislusné okamziky
s pfesnosti na vtefiny.

Komentaf. Pfi feSeni vychazime ze zakladniho vztahu
mezi velikostmi uhli «, B,y sevienymi po fadé minutovou,
hodinovou a vtefinovou rudi¢kou s polopfimkou SO, kde
S je stied Ciselniku a bod O oznafuje na Ciselniku 12 h.
V hledané okamziky je velikost Ghlu y aritmetickym prime-
rem velikosti Ghli « a f. Snadno se ur¢i Ghlové rychlosti
rucicek ve stupnich za sekundu. Lze uzit i obloukové miry.

Pro velikosti Ghli o, B,y opsané za &as ¢ (s) dostaneme

t

Ot=1—0,

t
B=ﬁ)+60,
y =6t —k.360,
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kde k je celé nezdporné Cislo udavajici, kolikrat vtefinova
rucicka obéhla ¢iselnik za dobu t sekund po 14 h. Na zakladé
uvedenych fakt ziskame po upravach rovnici

1427t = 7200 + 86 400k . (1)

Z ni lehko urc¢ime ¢.
Podle textu ulohy spliiuje ¢ nerovnici

0=<t=300.

Tuto podminku viak spliiuje pouze pét kofenii rovnice (1),
totiz: 6; 66; 126; 186; 247 (s presnosti na celé sekundy).
O spravnosti poétu feSeni se ostatné muzeme presveédcit
jednoduchym tsudkem.

Z-P-3

Trojahelnik ABC ma velikosti vnitfnich uhld o = 45°,
B = 60°.

a) Vyjadrete délky stran b, ¢ pomoci strany a.

b) Vyjadfete pomér délek vsech tii vySek trojuhelniku
ABC.

ReSeni: viz [17], str. 57.
Z_P-4

Je dan ¢&tverec ABCD, jehoz strana ma délku a; K je
stted strany AD, L je bod polopfimky BA, pro ktery plati
BL = 3a. Ozna¢me o takovou piimku prochazejici bodem D,
Ze GiseCka X'Y soumérné sdruzena s KL podle osy o lezi cela
ve ¢tverci ABCD.
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Jaky utvar vyplni vSechny takto vytvofené usecky XY?
Narysujte obrazek, vySrafujte tento utvar a popiste jeho

konstrukci.

ReSeni: viz [ 18], str. 55.

Literatura

[16] Vysin — Machdcek: Sestnacty roénik MO, SPN 1968

[17] Vysin a kol.:
[18] Vysin a kol.:
[19] Vysin a kol.:
[20] Vysin a kol.:
[21] Vysin a kol.:
[22] Vysin a kol.:
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III. Sutazné ulohy I. kola

KATEGORIA A
A-1-1

Rieste sistavu s neznamymi xy, X,, ..., X, (n = 2) a para-
metrami ¢, d:

2x; — X, =c,
—Xy +2x; — x5 =0,
- x2 + 2X3 - X4 =0,
—X,—3 + 2%, x,=0,

Komentar. Pocet rovnic je n. Druha az predposledna
rovnica sa daju prepisat do tvaru

Xy — X = X3 — X35 Xp — X3 = X3 — Xy,

ey

, _ (1)
s Xpmg T Xy T Xy — X

n-

Prvu rovnicu danej sustavy mozno napisat v tvare

Xy =c —(x; — X). (2)
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Rovnice (1) a (2) tvoria siistavu n — 1 rovnic s n neznamymi
X1, X3, ... X,. VSetky nezname v nich mozno vsak vyjadrit
pomocou nezname;j

E=X; =Xy =X3 — X3 = co. = Xp_q — X5 (3)
v &om je ,.eliminagny trik“. Z (2), (3) dostaneme
x;=c—¢& x,=¢—-2¢ x3=c—3&..,x,=c—né.
(4)
Poslednu rovnicu danej sistavy upravime na tvar
x,=d+¢&. %)

Posledna rovnica (4) a rovnica (5) tvoria ststavu dvoch
rovnic s dvoma neznamymi x,, &, z ktorej vypocitame &:

E=——le- ). ©)

Rovnice (4) a (6) davaju jediné mozné rieSenie danej sustavy

X =c—

n+1(c—d), k=1,2,...n. (7)

Skuskou sa presvedéime, Ze (7) je skutocne rieSenim danej
sustavy. Domnievame sa, Ze u¢astnici kategérie A by mohli
na uvedeny trik prist bez akejkolvek pomoci.

A—-1-2

Nech sa a,b,c,d komplexné Cisla. Majme kvadraticka
rovnicu
x*—px+q° =0, (8)
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kde p = |a|* + |[d|* + 2Re (bc), g = |ad — bc|. Dokézte: Ak
ma rovnica (8) zaporny korefi, potom je to koreh dvoj-
nasobny. (Pozndmka: Zapis Re z znamené realnu &ast kom-
plexného &isla z; ¢ je Eislo komplexne zdruZené s &islom c.)

Komentar. Treba dokéazaf, Ze diskriminant rovnice, tj.
Cislo $p? — g2, sa rovna nule. V tejto tlohe sa hodi dokazat
rovnost diskriminantu nule trochu neobvyklym spésobom,
a to dokazom spravnosti dvoch nerovnosti

P-¢z0, "-gso ()

Pravdivost prvej z nerovnosti (9) vyplyva z predpokladu
o rovnici (8). Tato rovnica s realnymi koeficientami ma
zaporny koreni a teda oba korene realne, z ¢oho vyplyva
nezapornost diskriminantu.

Pretoze sucin oboch korefiov rovnice (8) je &islo ¢ > 0,
je druhy koreti rovnice (8) taktiez nekladny a suget oboch
korefiov — &islo p — je zaporny. Druha nerovnost (9) je
teda ekvivalentna s nerovnostou

p+20=0. (10)

Spravnost nerovnosti (10) dokazeme pomocou uréenia &isel
p, q. PouZijeme pritom nerovnosti

Iad — bc| > |bc| — |ad

, Re(bc) + bc = Re(be) + |be| = 0.

Za  kIucovy“ krok dokazu pokladame dokazovanie oboch
nerovnosti (9). Tym sa totiz vyhneme priamemu zdévod-
fiovaniu rovnosti p> —q?> =0, resp. 3p +q=0 (3p — ¢
je totiz zaporné), ktoré je formalne zloZitejsie.
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A-1-3

Vysetrite priebeh funkcie
o [y |/
=z H

Komentar. Symbol [z] znamena ako obvykle celi &ast
Cisla z. Doporu€ujeme, aby rieSitelia postupovali takto:
Najskor sa vySetri priebeh funkcie f: a— [a]?/? v inter-
vale (0, o).

Vysledok je

flag=0 pre ae (0; 1),

flaj=1 pre ael; ).

na intervale (0, o0).

a odvodime

AH R

Grafom tejto funkcie s zname ,schody®. Uloha je teda len
hranie sa s funkciou z+ [z]. Pri rieSeni je treba spravne
interpretovat symbol siétu a uvedomif si, ze v podstate
nejde o sucet nekoneéného radu.

Dalej polozime a =

=

M8

A-1-4

Nech a, b, ¢ su velkosti stran trojuholnika ABC
a r je polomer jemu opisanej kruznice. OznaCme V =
= a* + b? 4+ ¢? — 8r?. Trojuholnik ABC je ostrouhly prave
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vtedy, ked V > 0, pravouhly prave vtedy, ked V = 0 a tupo-
uhly prave vtedy, ked V < 0. Dokazte.

Komentar. Pri rieseni tejto Glohy nejde o ni¢ iného ako
o vyjadrenie vyrazu V pomocou sucinu kosinov velkosti
uhlov trojuholnika ABC. Riesitel moéze vyjst napr. zo
VZOrcov

a® = 4r*sin’® o = 2r*(1 — cos 24,
b? = 4r?sin’® B = 2r}(1 — cos 2f),
¢ = 4r*sin® y = 2r}(2 — 2cos? y).

Dalej pouzije vzorce

cos 20 + cos 2f = —2cosycos(x — f),

a—B+y  a—f—y
Sin

—B) — = —2si
cos (¢ — B) — cosy sin—— 5

a dostane potrebnu formulu

V = 8r? cosacos fcosy.

A-1-5

Ak su oy, a,,..., o, velkosti Tubovolnych n uhlov, plati
nerovnost

]sin o, sina, ...sina, — COS &; COS A5 ... COS oz,,i <

(11)

< Z": |sin o, — cos o .
k=1

Dokazte. Kedy plati rovnost?
53



Komentar. A. K dokazu nerovnosti mozno poradit rie-
Sitefom napr. tento trik autora ulohy: Vyjde sa z rovnosti

sin oy sin «, ... sin o, — COS &; COS &, ... COS &, =

n
=Y sina, ...sin o, ,(sin o, — COS &) COS % 4 ... COS 0, ,
k=1

kde vidy prvy cClen k-tého sCitanca s druhym c¢lenom
(k + 1)-tého s¢itanca dava nulu. Zostane teda len druhy
Elen prvého scitanca a prvy ¢Elen n-tého s€itanca. Ak ozna-
¢ime sucet L, plati

L = sino, sina, ...sin a, — COS &; COS &y ... COS O, .

Dalsi postup bude uz potom jednoduchy. Plati zrejme

IL| = Zn: |sin ocy| [sin ot,| ... |sin o | [sin & — cos o] X
k=1
X |cos a4 4| ... [cos ot

odkial priamo vyplyva

IL| < Zn: |sin o, — cos o .
k=1

B. Pre rieSenie druhej Casti ilohy A—1-5 radime rie-
Sitefom, aby preskumali najskér pripady n=1a n=2
a aZ potom presli k pripadu n = 3.

Pre n =1 dostaneme rovnost |sina, — cos o] =
= [sino; — cosayl, ktora plati pre vietky a,. Pre n =2
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nastane v (11) rovnost prave vtedy, ked nastane rovnost
v tychto troch nerovnostiach:

|sin a; — cosay|.|cosa,| < [sina; — cosay

)

(12a
|sin o, | . [sin @, — cosa,| < [sina, — cosa,|, (12b)
<

b

|(sin o, — cos a;) cos a, + sin a, (sin a, — cos a,)|

< |(sinot; — cos ;) cos a,| + [sin oy (sin a, — cos a,)| . (12¢)
Rovnost v (12a, b) vedie k tymto podmienkam:

a) sina; = cosay A sina, = Cosa,;
b) sina; = cosa; A sina, + cosa, A |sinoc1| =1;
c) sinoy + cosay; A |cosa,| =1 A sino, = cosa,;
d) sina; & cosa; A |cosay| =1 A

A sino, #cosa, A [sinay| = 1.

Pripady b), ¢) nemo6Zzu nastat, pretoze pre ziadne ¢ neplati
sin? ¢ = cos? ¢ = 1. Pripad d) je ve spore s (12c), pretoze
- (12c) nadobuda v tomto pripade tvar
|sin o, cos o, — sin o, cos | <
< |sino, cos o, | + |—sin o, cos ay|.
Prava strana sa rovna 2, Tava 0, takZe rovnost nenastava.
Zostava len pripad a). V tomto pripade
n
ak=Z+kal'., k=1,2, (13)

kde m,, m, su celé &isla. Skuskou sa ahko presved¢ime, ze
vzorce (13) davaju skutotne rieSenie Glohy B v pripade
n=2.
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V pripade n = 3 postupujeme analogicky ako pri n=2.
Dostaneme vysledok: rovnost v (11) nastane prave vtedy,
ked

n

ak—_—z"l"mkn, k=1a27“'$n’

kde m, st celé Cisla.
A-1-6

Je dana gula G. Uréte mnozinu M vsetkych bodov 4,
pre ktoré mozno zostrojit taky rovnobéznik ABCD, Ze cela
jeho uhlopriec¢ka BD sa nachadza v guli G a o velkostiach
uhlopriec¢ok AC, BD plati AC < BD.

Komentar. RieSenie sa sklada z troch Casti:

1. Odvodi sa, ze kazdy vrchol A4 lezi v guli G’ sustredne;j
s G, ktorej polomer je r \/5 (r je polomer gule G).

2. Vyslovi sa hypotéza, ze hladana mnozina M je gula G'.

3. Dokaze sa inkluzia G' = M. PretoZe v Casti 1. bola
dokazana inkluzia M < G’, bude tak dokazana rovnost
M=G.

Ad 1. Ak oznacime S stred rovnobeznika ABCD, je podla
predpokladu SA < SB = SD, tj. bod A lezi v kruhu zostro-
jenom nad priemerom BD. Preto je ¥ BAD = 90°. Rovina
ABD pretne gulu G v kruhu, ktory z bodu 4 vidno pod
uhlom ® = ¥BAD = 90° alebo ktory bod 4 obsahuje.

Ad 2. Z predchadzajucej uvahy vyplyva hypotéza, ze
M=G.

Ad 3. Pri dokaze inkluzie G’ = M zvolime bod A€ G/,
ktory lezi mimo gule G. Stredom gule G a bodom A pre-
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loZime rovinu g, ktora pretne G v kruznici x. Z bodu A
vedieme ku x doty¢nice s bodmi dotyku B, D. Potom je bod
A vrcholem rovnobeznika ABCD, ktory vyhovuje pozia-
davkam ulohy.

Ako je zrejmé z vyS$Sie uvedenych komentarov, su ulohy
A—1-1, 2, 5 naro¢nejsie, ich rieSenie vyZzaduje isté triky.
Ulohy A—1-3, 4, 6 patria zasa k uloham, ktorych rie-
Senie nevyzaduje od riesitela takmer Ziadnu vynaliezavost.

KATEGORIE B
B-1-1

Pro &islo 3 025 plati: 3025 = (30 + 25)>. Najdéte viechna
dvojciferna a Ctyfciferna Cisla této vlastnosti:

Komentafi. Text ulohy je ponékud nejasny. Snad by se
mél interpretovat tak, ze jde jednak o ¢isla tvaru 10x + y,
kde x,y jsou ¢&isla jednociferna, a jednak o cisla tvaru
100x + y, kde x,y jsou Cisla dvojciferna. Pfitom &islo x
nesmi zac¢inat cifrou 0, &islo y miize zacinat cifrou 0.

Pfiteseni by se méla vyzadovat podrobna analyza. V prvni
uloze se vychazi z rovnice

10x +y=(x+?2 x=1234,5678,9. (14)

Ulohu Ize fesit experimentalné prezkousenim viech deviti
moznych pfipadi. Malym trikem odvodime z (14) ekviva-
lentni rovnici

9x =(x+y)(x+y—1). (15)
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Tato Uprava umoziiuje podstatné zuzit obor feSeni. Oba
ginitelé na pravé strang (15) jsou totiz nesoudé&lna &isla,
proto jeden z nich je nasobkem deviti, tj. roven 9k (k = 1).
Druhy ¢&initel je 9%k + 129 +12>8. Z (15) pak plyne
9x = 9k . 8, neboli x = 8. ProtoZe je x < 10, zuZuje se obor
feSeni na dve Cisla x = 8 nebo 9. Zkouska ukaze, Ze jediné
feseni je 81 = (8 + 1)%

V druhé uloze se ukaze, ze piredchozi postup feSeni je
schopny pfeneseni. Vychozi rovnice v tomto ptipadé zni

9x = (x + y)(x +y = 1). (16)

Nesoudélnost obou &initelti na pravé strang (16) vede k za-
véru, ze a) bud jeden z nich je nasobkem ¢isla 99, nebo b)
jeden je nasobkem ¢&isla 9, druhy nasobkem ¢isla 11.

V ptipadé a) jsou ¢initelé na pravé strang (16), 99k, k = 1,
99k + 1299+ 12=98; z (16) pak plyne 99x = 99k . 98,
tj. x = 98k. Odtud dale k = 1, x = 98 nebo 99. Zkouska
ukaze, ze jediné feSeni v ptipadé a) je 9801 = (98 + 1)
Ponévadz rozdil obou Ciniteld na pravé stran& (16) je roven 1,
plati v pfipadé b) rovnice

9z + 1t =1, (17)

kde z,t jsou shodna ¢&isla cela. Diofantickou rovnici (17)
roziesi zaci znamym zpasobem (9z = 1 — 111, 9u = 1 — 2,
2t=1—-—9u, 2v=1—u, u=1—2v, odtud z =5 — 11y,
t =9 — 4).

Pro feseni rovnice (17) pofidime vypis z tabulky:
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v {! -2 -1 0 1 2 3

z 27 16 5 -6 —-17 —28

t -22 -13 -4 5 14 23

9z i! 243 144 45 —54 —153 —252
|

11t E —242 —143 -4 55 154 253

Reseni dava jen tlusté oramovana ¢&ast tabulky, tj. dvojice
44, 45 a 54, 55. Ptisluiné hodnoty x ]SOU podle (16) x = 20

nebo 30; feSeni jsou

2025 = (20 + 45)2,

3025 = (30 + 25)2.

Primitivn&ji Ize k feSenim rovnice (16) dospét tak, ze
vzhledem k (16) sestavime tabulku nasobku &isla 11 az do
18.11 (nebof x + y < 200) a zkouméame dglitelnost deviti

téchto nasobku a &isel sousednich.

10

11

12

13

14| 15

16

17

18

11k 111|22|33]44(55]66|77|88

99

110

121

132

143

1541165

176

187

198

10121(32{43]54]65|76|87

98

109

120

131

142

153|164

175

186

197

12123|34]45]56 |67 |78 |89

100

111

122

133

144

155 (166

177

188

199

Odtud vyjde napf. x + y =45, 99x = 44.45, x = 20,
ale x + y =154, 99x = 154.153, x = 238 > 100. Vyjdou
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tedy opét jen tii feSeni z levé &asti tabulky. Uloha dobte
ukazuje, jak zavisi obsahlost zkousky na ,,iplnosti“ analyzy
ulohy.

B—1-2

Dokazte platnost nerovnosti

621? G)Z (2 - (%>2> <nfn+1)(2n + 1),

kde n je prirodzené &islo a x, x;, i = 1,2, ..., n, realne ¢isla.
Kedy nastane rovnost?

Komentaf. Uloha je velmi jednoducha a nepotiebuje
takika komentafe; pomérné¢ komplikovany koeficient pfi
i> ma za ukol jen trochu zmast fesitele. Ozna¢ime-li ho

x,z x.z
= (5 (2-(%))., i=12..n,
(G -G mrae

pak staci dokazat, Ze plati
it £ 2. (18)

To je evidentni, pokud je y; < 0. Je-li y; = 0, pak nerovnost
yi £1 vyplyva ze studia prib&hu funkce ¢+ t(2 — 1).
Secteme-li nerovnosti (18) pro i = 1 az i = n, vyjde dokazo-
vana nerovnost ze vzorce 12 + ...+ n* ={n(n+ 1)(2n + 1).
Pokud fesitel tento vzorec nezna, odvodi dokazovanou ne-
rovnost pfimo matematickou indukci.
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Rovnost nastane, pravé kdyz ve viech nerovnostech (18)
nastane rovnost, tj. kdyz

(Vi)y; = 1 neboli (Vi) (3)2 (2 - (x;n =1,

neboli (Vi) x| = |x|.

B-1-3

Necht pro a =2 0 je

X pro x>a,
rdx) = <O pro |x| <a,
X pro x< —a.

Reste rovnici s realym parametrem k

D18
-
—
=
~—
It
==~
=

0

]

i

Komentaf. Klicem k feSeni této jednoduché ulohy je
podrobna analyza prib¢hu funkce

Ukaze se, ze pro xe{—n;—n+ 1)u(n— 1;n) (n pfi-
rozené), je R(x) = nx. Presny dikaz je tieba provést indukci,
fesitelé by si méli nadrtnout graf funkce R(x).
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Diskuse se provede podle parametru k a za pomoci
naértk. ReSenim jsou tyto mnoziny kotenii:

k<1 k=1 l<k<2| ... k=n n<k<n+1

{0} =L {0} K {0}

kde K={—n; —n+1)u(n—1; n).
Uloha B—1-3 rozifuje opét zasobu elementarnich
nespojitych funkci, s kterymi se pracuje na stfedni $kole.

B—1—4

Jsou dany &tyti rizné body A, B, C, D lezici v téze p¥imce.
Urcete mnozinu viech bodid X v prostoru, pro néz plati:

¥AXB = ¥xBXC = xCXD. (19)

Komentaf. Dvé uvodni poznamky: 1. Je vidét, Ze prosto-
rova varianta ulohy je jen formalni; je-li totiz M; mnozZina
viech bodi X, které lezi v roving svazku (4B) a spliiuji
podminky (19), vznikne hledand mnoZina M, rotaci mno-
ziny M, kolem osy AB.

2. Pokud ma byt M, * 0, pak pro uspofadani bodd
A,B,C,D plyne z (6), ze B lezi mezi A,C a C mezi B, D;
je tedy pofadek boda A4, B, C, D.

Reseni rovinné varianty ulohy B—1—4 se opira o Apollo-
niovu kruznici, resp. o vlastnost osy thlu trojahelniku; tyto
poznatky by si méli feSitelé pfipomenout. Na obrazku la
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je XB osa Ghlu ¥xAXC, thel ¥ XBC je ostry. (Ptipady,
v nichZ je ¥ XBC pravy nebo tupy, pfenechavame &tenafi.)
Na polopiimce XB je sestrojen bod Y + B tak, Ze je
AY = AB. Z podobnosti AAXY ~ ACXB plyne

AX AX CX

AY ~AB T CB’
blAX ABbXm ted Apoll k
n 1l —=——
(0]6] CX CB 0 ezl te Yy na Apo oniové kruznici
X

A y/a e 5
\
Obr. la

Y

k,, sestrojené nad primérem BB'; pfitom B’ je bod lezici
vné useky AC na polopfimce BC, pro ktery plati
AB':CB' = AB:CB.

Obdobné: neni-li BC = CD, lezi bod X na Apolloniové
kruznici k, sestrojené nad primérem CC’, pfiemz
BC:DC = BC':DC'. Bod C’ lezi vzdy vn& tusecky BB’
(protoze Ghly ¥BXB', ¥xCXC' jsou pravé a bod C lezi
mezi B a B'), a proto se ob& Apolloniovy kruznice k,, k,
protinaji ve dvou riznych bodech M, N soumérné sdruze-
nych podle osy AB (obr. 1b). Jejich rotaci vznikne kruznice.
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Také uloha B—1-4 nevyzaduje Zadny vtip; jedinym
impulsem by snad mohlo byt upozornéni na souvislost
osy uhlu s Apolloniovou kruznici. Pozornost je tieba vé-

Obr. 1b

novat diskusi; zvlasté se nesmi zapomenout na pripady,
kdy body X nelezi na Apolloniové kruZznici, nybrZ na jisté
piimce.
B—-1-5
V roviné je dan trojahelnik. Najdéte aspon jeden licho-
béznik, jehoz vSechny Ctyfi vrcholy leZi na hranici daného

trojuhelniku tak, ze déli jeho obvod na &étyfi stejné dlouhé
Casti.
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Komenta¥. Je to v podstaté loha na manipulaci s nerov-
nostmi, zejména s nerovnosti trojuhelnikovou. Postup feseni
Zaci najdou pravdépodobné snadno, naro¢néjsi je detailni
provedeni. Dulezité je pfipomenuti, Ze uloha zada jen urceni
(sestrojeni) aspori jednoho lichob&Zniku Zadané vlastnosti.
Postup feseni lze roz€lenit do téchto bodi:

1. Hledany lichob&Znik ma jednu stranu z ve strané
trojuhelniku. Pokusime se o to, aby tato strana z byla
zakladna lichob&Zniku a aby lezela v nejdeldi strané c
trojuhelniku.

2. Vypoctem uréime krajni body druhé zakladny z'.

3. Pokusime se umistit stranu z v useéce c tak, aby dvé
dalsi ¢asti hranice trojuhelniku mély délky rovnajici se
Etvrting jeho obvodu.

4. Dokazeme, zZe vysledny ¢tyfuhelnik neni rovnobéznik.

Toto ¢lenéni by mohlo byt instrukci pro feSeni ulohy.

Ad 1. Oznacgime vrcholy a strany trojuhelniku obvyklym
zpusobem, jeho obvod oznaéime 2s; KLMN bude hledany
lichob&Znik (obr. 2). Je-li AB nejdelsi strana daného trojuhel-
niku ABC, je 3c=a+b+c=2s tj. c23%s>13s, a do
strany AB lze umistit Gsecku délky is.

Ad 2. Ozna¢ime CN = x; pak je CM = %x, jak plyne

z podobnosti AABC ~ ANMC. Na druhé strané je
CM = s — x. Porovnanim dostaneme
bs

YTt b) (20)
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Bod N padne mezi body A, C, nebot neni x = b; jinak by

bs
totiz platilo ——— = b, tj. s = 2(a + b), 2s = 4{a + b),
p darn 2Dl (a + b) 4a + b)
¢ =3a+3b>a+b, atojespor.
c
X 2ls—x
N - M
A K v L B

Obr. 2

Ad 3. Vime uz, 7e x < b. Jde je§té¢ o ostfejsi omezeni
Cisla x shora; jeho ulelem je ukazat, Ze naneseme-li na
poloptimku NA tse¢ku délky s, prekroime bod A. Toto
odlivodnéni je asi nejobtizn&j§i &ast diikazu; provedeme
dikaz sporem.

Necht je x + 3s < b; dosadime-li sem x ze (20), dostaneme

2T, (21)

kde A =

SRS




. .25 a+b+c
tuto nerovnost spojime s nerovnosti — = -

=1+A+§;2+2 (je totiz ¢ = b); vyjde

4+ 44
2427

2+ 1L
odtud 4% £ 0. Protoze plati 1> 20, je A = g =0, coz je
spor.

Ad 4. Dokazeme nepfimo, ze je MN # KL = s. Z po-
dobnosti AABC ~ ANMC plyne podle (20)

MN = x bs s
T T a+b) 2a+b)
Kdyby bylo
s
2Aa+b) 2’

platilo by ¢ = a + b, coz je nemozné.

B—-1-6

V pravouhlé soustavé soufadnic v roviné jsou dany body
A =[2; 0], B=0; 3], C =[0; 0]. Urgete vyraz V(x,y)
tak, aby grafem rovnice

V(x,y)=0
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byla hranice AABC. Ptitom v této tloze definujeme vyraz
takto:

[1] 1, x, y jsou vyrazy.

[2] Jsou-li Vi(x y), Vi(x,y) vyrazy, jsou vyrazy také
Vl(x’ .Y) + VZ(x9 _V), Vl(x’ y) - VZ(X’ y)’ Vl(xa y) . V2(x’ y)

[3] Jeli V(x;y) vyraz, je |V(x,y)| vyraz.

Komenta¥. Uloha je jakasi kuriozni hiicka; pomoci abso-
lutnich hodnot se tu snazime ,,odstranit nerovnosti®, ackoli
b&zny postup byva pravé opacny.

Impulsem — snad jedinym — by feSitelim mohly byt
byt tyto véty platné pro realna &isla i ,,vyrazy“ (kvantifika-
tory vynechavame):

La=0Apf=0<a®>+p2=0.
ILa=0AB=0Ay=0<xo®+ p>+92=0.
ILa=0v p=0<af=0.
IV.a=0vp=0vy=0<« affy=0
V.a20< a—|¢=0.

VL a <0< o+ || =0.

Na zakladé téchto vét odvodi fesitelé snadno analytické
vyjadfeni use¢ek AC, BC, AB:
AC:Vi=(x—x)*+(2-x—-]2—-x|])* +)y* =0,
BC:V,=(y — [y)* + 3—y—|3—y] +x2=0,
AB:Vy=(3x +2y — 6 + (x — |x|)* + (v = [y)* = 0.
Analytické vyjadfeni hranice trojuhelniku ABC je
I/1V2V3 = O.
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KATEGORIE C
C—-1-1

Nech a,, a, ..., a, (n = 1) st prvodisla vietky vicsie nez 3.
Potom &islo a?a?...a? — 1 je deliteIné ¢islom 24. Dokazte.

Komentar. Predpoklad, ze kazdé z prvocisel ay, a,, ..., a,
je vécsie nez 3, upozorfiuje na jednu vlastnost tychto prvo-
¢isel: Kazdé prvocislo p > 3 sa da vyjadrit v tvare p=6k + 1,
kde k je prirodzené &islo (vetu viak nie je mozné obratit!).
PretoZe p je prvoéislo, musi byt jeho zvySok pri deleni
Siestimi bud' 1 alebo 5.

Prirodzené je overit si pravdivost dokazovanej vety naj-
skor pre n = 1:

p? — 1 =(6k + 1) — 1 = 36k + 12k = 12k(3k + 1).

Ak je k parne, je 12k nasobkom ¢isla 24. Ak je k neparne, je
3k + 1 parne a 12k(3k £ 1) je tiez nasobkom ¢isla 24.
V kazdom pripade je teda

p? =24b + 1. (22)
Pomocou (22) sa potom lahko vypogita, Ze

aiaj...al = (24b, + 1)(24b, + 1)...(24b, + 1) =24N + 1,
(23)
kde N je vhodné prirodzené Cislo. Tym je veta dokazana.

Ako je z uvedeného vidiet, kIi¢om k rieSeniu ulohy je
vyjadrenie prvocisla p > 3 v tvare p = 6k + 1. Z rovnosti
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(23) vsak mozno vy¢itat este tento vysledok : Druha mocnina
kazdého neparného c¢isla, ktoré nie je nasobkom troch, dava
pri deleni ¢islom 24 zvysok 1.

C—-1-2

Urcte mnozinu vsetkych bodov v rovine, pre ktorych
pravouhlé suradnice x, y plati

x+s(x)+y+s(y) <1,

kde
1 pre x > 1,
s(x)=4 0 pre |x]= I,
-1 pre x < —1.

Komentar. RieSitefom radime, aby rovinu rozdelili na
3.3 =9 oblasti vzhladom na definiciu funkcie s(x) a zapi-
sali prislusné mnoziny:

M, ={[x;y]: x <—-1Ay
M= {[x;y]: x < —=1Aa)
Mo={[x;y]: x <—-1ay

M, ={[x;y]: x> 1Ay> 1},
M,={[x;y]: x> 1als 1},
M;={[x;y]: x> 1A y<-—-1},
M,={[x;y]: x| 1Ay> 1},
Ms={lxy]l: Xl 1abls 1,
Mo ={[x;y]: x| 1Ay<-1},
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M, M, M,
y=1
M, M, M,
y=-1
M, M, M,
x=- x=1
Obr. 3

Prislusny naértok oblasti je na obr. 3. DalSou tlohou bude
prepisat dana nerovnost pre jednotlivé oblasti tak, Ze sa
nahradia s(x) a s(y) prislu§nymi hodnotami. Vysledok mozno
vyhodne zapisat do tabulky:

M, M, M, M, M;
x+y<-—1 x+y<0 | x+y<l1 x+y<0 x+y<l
M, M, Mg M,
x+y<2 x+y<l X+y<2 xX+y<3

Tieto nerovnosti vyjadruju polroviny, ktorych hranicami
su v uvedenom poradi priamky a, b, ¢, b, ¢, d, ¢, d, e a na
obr. 4 su vyznagené Sipkami. Hladani mnoZinu M dosta-
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neme, ak uréime prieniky tychto polrovin v uvedenom
poradi s mnoZinami M, M,, ..., M, a vysledky zjednotime.
Tuto Cast vySetrovania mozno prehladne zapisat v tabulke.
Vysledna mnozina M bodov je na obr. 5, kde plne vytiahnuté
Casti hranice patria k M, ¢iarkované nie a z vrcholov lome-
nej Ciary patria do M len body vyznaené krizkami.

c-1-3

Rieste v realnom obore ststavu rovnic s neznamymi
X1, X5, X3, X4 &S parametrom p:

x(x; + x3) = p, Xy(X3 + X4) = p, (24)

X3(xq + X)) =D,  x4(x; + X3) =p.

Iy

Komentar. Tato uloha je cviCenim na zlozitejsie diskusie.
Na prvy pohlad sa nuka vetvit rieSenie ststavy pre pripady
p=0ap=*0.

A, — 7Ziadne z Cisel x; sa nerovna nule; A, — aspoifi jedno
z Cisel x; je rovné nule.
V pripade A, vyplyva z (24)

A. Ak je p =0, rozliSia sa dva pripady:

X, +x3=0, x3+x,=0, x,+x,=0, x;,+x,=0,
Cize
Xy = =Xy, X4 = =Xy, X3 = Xg;
pritom za x; mozno zvolit Tubovolné &islo rézne od nuly.

Pri skimani pripadu A,, ked z &isel x; je aspon jedno
rovné nule, je potrebné upozornif na to, Ze sustava (24)
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ma cyklicku Strukturu, o znamena, Ze stadi najst rieSenie
sustavy (24) pre pripad x, = 0, &im uZ bude pripad p = 0
v podstate vybaveny.

Ak teda x, = 0, potom tretia a §tvrta rovnica (24) davaju

X3X4 s O, x2x4 = O. (25)

Je teda bud x, = 0 a z druhej rovnice (24) vyplyva
x, =0 v x3 = 0 alebo je x, + 0 a z rovnic (25) dostavame

X, =x3=0.

Ak je p =0, st teda v kazdom pripade aspoii tri z ¢isel x;
rovné nule. Obratene: ak zvolime $tvoricu &isel x; = 0.
x, =0, x3 = 0, x, Tubovolné, bude sustava (24) splnena.

B. V tomto pripade (p + 0) s vietky x; &isla rozne od
nuly. (Logicka 3truktura rieSenia je obvykla: predpokla-
dame, 7e sistava (24) ma rieSenie, a hladame prefi nutné
podmienky.) Z prvej a tretej a z druhej a zo $tvrtej rovnice
sustavy (24) dostaneme

XXy = Xg¥kay  XgXs = XXy, (26)

Z rovnic (26) po vydeleni a jednoduchej uprave dostaneme

2
(-
X2

X4 = xz N x3 b x1 N (27)

tj. bud

alebo :
X4 = —X;; X3= —X;. (28)
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V pripade (27) prvé dve rovnice (24) maju tvar
XX +xi=p, X X;+x3=p (29)

a rovnaky tvar ma druha dvojica rovnic (24). Od¢itanim
rovnic (29) dostaneme x{ = x3, tj. x, = x,, pretoZe pripad
X, = —Xx,; je vzhladom na p + 0 nemozny (pozri Stvrta
rovnicu (24)). Vzhladom na (27) m6zu vyhovovat len 3tvo-
rice, pre ktoré plati x; = x, = X3 = x4, .

x,~=+\/g, i=1,234. (30)

Skuska ukaze, ze pre p > 0 su obe mozné §tvorice ¢isel (30)
rieSeniami sustavy (24).

Zostava preskimat pripad (28). Rovnice (24) sa v tomto
pripade redukuju na dve rovnice

2 2
X1Xy — X7 =P, —X1Xy = X3 =P. (31)
Odgitanim rovnic (31) a delenim &islom x; dostaneme

2
B2 1=, 4 Z2=-14./2.

X1 X1 Xy

Pomocou (28) vyjadrime x,, x3, X, v zavislosti na x;:
X =(-1% \/E)xﬁ Xy=-x;; xg=(17F \/i)xl .(32)
Dosadenim do prvej rovnice (24) dostaneme

xXj(=2£/2)=p (33)

a stadial x,, x,, x5, x, v dost zloZitom tvare. Pre x, vyjda
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zrovnice (33) pri p < 0 3tyri moznosti. Ak ur€ujeme x,, x3, X,
z (32), musime preskusat volbu znamienok skuskou —
dosadenim vypo¢itanych &isel do rovnic (24). Aj toto poci-
tanie pre ucastnika kategorie C je dost narocné.

C-1-4

V rovine je dana usecka AB a jej vnttorny bod C. Zostroj-
me pravouhly trojuholnik BCY s pravym uhlom pri vr-
chole Y. Ozname X taky bod na usecke AY, ze CX | BY.
Dokazte, ze vetky také body X leZia na kruznici. Vyjadrite
jej polomer pomocou vzdialenosti AC, BC.

Obr. 6

Komentar. Formulacia Glohy nie je uplna. Je treba do-
plnit, Ze zostrojime vSetky pravouhlé trojuholniky s pre-
ponou BC. Takto uréené body Y vyplnia kruznicu k zo-
strojeni nad priemerom BC, z ktorej sme vylugili body
B, C (obr. 6). Je zrejmé, Ze bod X je obrazom bodu Y v rov-
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nolahlosti, ktora ma stred A a prevadza bod B do bodu C,

., AC AC , ,
tj. ma konstantu — = —————. Tato rovnolahlost pre-
AB AC + BC

vadza bod C do bodu D polpriamky AB a kruznicu k do

kruznice k' zostrojenej nad priemerom CD. Polomer kruz-
AC BC AC.BC

AC +BC 2 2(AC + BC)

Uloha je trivialna, nezaujimava. Jediny zisk z rieSenia je,

o\

Ze si rieSite] uvedomi uZito&nost zobrazenia (rovnolahlost)

nice k' je

C—-1-5

Je dany ostry uhol ¥ MVN. Na ramene VM su dan¢ body
A, B a C, pre ktoré plati

AV > BV > CV.

Zostrojte na ramene VN také body X, Y, aby prienikom
trojuholnikov AX B a CYB bol §tvoruholnik osove simerny
podla osi predchadzajiicej bodom B. Najdite podmienku
rieSitelnosti.

Komentar. Prvym impulzom k rieSeniu by mohol byt
nacrt pre vykonanie rozboru ulohy. Naclrtneme Stvor-
uholnik (deltoid) BZUT stmerny podla osi o = BU a zo-
strojime prieseéniky {X} = BZ n TU, {Y} = BTn ZU
(obr. 7). PretoZe symetria podla osi o vymiefia priamky
UZ, UT i priamky BZ,BT, vymiefia aj body X,Y, tj.
01l XY = VN. Aby prienikom trojuholnikov 4BX, BCY
bol stvoruholnik, musi priamka o oddelovat dvojice AX
a CY. Nadrtneme teda priamku VN a zvolime priamku VM
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tak, aby prechadzala bodom B a aby priese¢nik V' priamok
VN, VM lezal v polrovine 0 X. Nakoniec oznaéme body 4, C.

Pomocou popisaného nacrtku rieSitelia Tahko urobia
rozbor ulohy aj konstrukciu. Priamka o je dana bodom B
a smerom (o L VN). Vrcholy Z, U, T zostrojime pomocou
priamok AC’, A'C, kde A’,C’ si body stiimerne zdruzené
s bodmi A4, C podla priamky o.

Obtaznejsia je diskusia. Nech si riesitelia uvedomia, Ze
uloha je rieSitelna prave vtedy, ked priamka o oddeluje
dvojice AX a CY (ide o prienik trojuholnikov ABX, BCY).
Ak chceme podmienku riesitelnosti vyjadrif analyticky, zvo-
lime parametre takto: a = X MVN, VA=a, VB=»b, VC =c.

Pretoze ide o zalezitost usporiadania, je vhodné pouzit
sustavu ortonormalnych stradnic, napr. VN =0s x, 0 =0s y.
Suradnice bodov 4, C, C’ st potom A = [(a — b) cosa; asin o],
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C =[(c —b)cosa;csina], C' = [(b — c)cos a; ¢ sin a].
Pre suradnicu x, bodu X (priese¢nika priamok VN, AC’)
odvodime rovnicu

Xq(a —c¢

L—)=ab+bc—2ac.

cosa

Podmienkou rieSitelnosti je potom x, <0 a pretoze
a—c>0, cosa >0, mozno ju vyjadrit v tvare

bla + ¢) < 2ac.

C-1-6

Je dana rovina a v nej jednotkova Stvorcova siet. Vy-
Setrite postupnosti bodov

Ao Ay Ay Ay ... (34)

s tymito vlastnostami: Vsetky body postupnosti (34) lezia
vo vrcholoch danej $tvorcovej siete, a to tak, ze useCky
A A, k=0,1,2,... st striedavo vzdy bud stranou alebo
uhloprie¢kou niektorého jednotkového Stvorca siete. Ak pre
niektoré k = 1,2,3,... je A;A,;, uhloprie¢kou niektorého
jednotkového Stvorca danej siete, s A, _;A4; a Apy1Ax+2
stranami toho istého §tvorca.

a) Pre ktoré prirodzené n moze byt A, = A,?

b) Pren=1,2,3,... urCte maximalnu a minimalnu moznu
vzdialenost bodu A4, od A4,

Komentar. Uloha €—1-6 je pomerne naroéna. Jej rie-
Senie nevyzaduje sice takmer Ziadne matematické znalosti,
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n=1 n=2 n=3

n=3 n=4 n=4
|
JEE 1 3 11 )4
N | X
0 2 014 2 o[3 2
[
n=4 n=4%
|
1 3 1
0 2
0 2 4L—_ B EE]
4
[ T
Obr. 8

ale spOsob rieSenia je pre vacSinu ucastnikov MO ne-
obvykly.

Otazku a) by bolo treba asi vysvetlif: maju sa najst
vietky prirodzené &isla n, pre ktoré moze platit (pri vhodne;
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n=3 n=4% n=4%
| |
1 3 1 3l 14
3 a
\
¢ | ‘.
o] 2 410 |2 0 2
|
n=% n=4
1 |3 41 |3
AZ_ ) 17
o] 2] 4 B T o] 2
Obr. 9

volbe bodov A4,) 4, = A,. Odpori¢ame riesitelom, aby si
zaobstarali Stvoréekovy papier a experimentovali pre n =
= 1,2,3,4. VSetky typy prislusnych postupnosti bodov su
zakreslené na obr. 8 (v jeho popise je v§ade k namiesto 4,),
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a to najskor pre pripad I, ze AyA, je strana Stvorca siete.

Analogicky experiment urobime pre pripad 11, tj. pre
postupnosti, kde 4,4, je uhloprieCkou $tvorca zakladnej
siete (pozri obr. 9). Pritom su v obr. 8 a 9 typy postupnosti
n =3 obe moznosti nadvédzujice na typ n = 2, typy postup-
nosti n=4 st vSetky moznosti nadvidzujiice na oba typy
n=3.

L

|
TR T
sl usnsusns:

Obr. 10 Obr. 11

Pre rieSenie ulohy a) pri postupnostiach I i I odporii¢ame
rieSitelom, aby si nacrtli vSetky vrcholy siete dosiahnutelné
z jedného z nich pre n = 4. Vzhladom na obr. 8, 9 vyjde
situacia nacrtnuta na obr. 10, kde vychodzim bodom je
bod A. Z tohto obrazku je zrejmé, Ze pre n = 4r (r prirodzené)
s vzajomne ,,dosiahnutelné” ktorékolvek dva body siete X
z obr. 11. Vzhladom na druhé nacrty z obr. 8 i 9 je zrejmé,
Ze pre n=4r + 2 (r celé nezaporné) nemodze platit A, = A4,
pre ziadny bod A, . 4, je podla obr. 11 vzdy susednym bodom
k niektorému bodu siete X.

Pre n = 4r + 1 (r celé nezaporné) analogicky zistime, Ze
rovnost 4, = A, moze nastat len pre postupnosti skupiny 11,
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ale nie I. Pre n=4r + 3 (r celé nezaporné) zistime, Ze
rovnost A, = A, mdZe nastat len pre postupnosti skupiny I,
ale nie II.

Tieto vysledky si je treba demonstrovat pre .ur€ité n,
napr.n = 5, 6, 7, 8, a to postupnosti skupiny I aj I1. Postup-
nosti budeme konstruovat s tendenciou dosiahnut rovnost
A, = A,.

b) Je evidentné, Ze minimum & vzdialenosti bodov 4,, 4,
je pre n> 1 bud 0 alebo 1. Pre n =1 pre skupinu II je
6 =1/2

Pre maximalnu vzdialenost 4 dostaneme pri parnom n
v skupine I i II podla siedmich nag&rtkov na obr. 8 a 4 = 3n.
Pre neparne n dostaneme

n — 1\? .
4= 7 + 1 v skupine I;
12
A=\/(n;_ > +1 v skupine 1] .

Tieto vysledky si budeme demonstrovat asi len na nu-
merickych prikladoch. Uloha €—1-6 je myslienkove naj-
hodnotnej$ou ulohou I. kola.

KATEGORIE Z
Z-1-1

Uré&ete viecky takové dvojice &isel a, b, pro néZ je mnoho-
¢len x* + ax? 4+ b mozno vyjadtit jako sou¢in mnohoclent
2. stupné, z nichZ jeden je x> + ax + b.
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Komentaf. Uloha Z—1-1 navazuje bezprostiedné na
ulohu Z—-P—-1 a opira se o ureni koeficientll polynomu
(polynomické funkce), ktery vyplyva z rovnosti dvou tako-
vych funkci platici pro vecky hodnoty proménné. V naSem
pripad¢ jde o rovnost

x* 4+ ax? + b= (x> + ax + b)(x* + cx + d) ;

neboli
x*+ax* +b=
=x*+(@+c)x* +(b+d+ac)x* + (ad + bc)x + bd.
(35)
Z (35) plyne

a+c=0 b+d+ac=a, ad+bc=0, bd=b.
(36)

Ctvrta rovnice (36) vede k tomu, abychom za¢ali rozlisenim
ptipadi b + 0 a b = 0. Radime, aby si fesitelé pro koefi-
cienty a,b,c,d sestavili tabulku, kterou budou postupné
doplitovat. V pfipadé b + 0 dostaneme z &tvrté rovnice (36)
d = 1, takze zaCatek tabulky je

K tomu pfistupuji rovnice
c=-a, b+1-a*=a al-b)=0. (37)
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Tieti rovnice (37) vede k rozliseni a = 0, a + 0. Rovnice (37)
nam davaji toto doplnéni tabulky

a b & d
0 -1 0 1
1 1 —1 1
-2 1 2 1

Pro b =1 dava totiz druha rovnice (37) dvé moZnosti:

a?+a-2= 0, (38)
(a+3)P2= %, (39)
a+3=+3,

tj. a =1 nebo —2. Jinak: (38) miZeme napsat ve tvaru
(@>—=1)+(a—1)=0, neboli (a—1)(a+ 1)+ (a—1)=0,
neboli (@ — 1)(a+2)=0
a odtud opét a = 1 nebo a = —2. Jak patrno, ,,obchazime*
tu feSeni kvadratické rovnice, ale ,,doplnéni“ na druhou
mocninu dvojélenu (39) by mél byt pro ucastniky olympiady
kategorie Z bé€zny obrat.

V dopliiovani tabulky pokracujeme pro b = 0. Soustava
(36) ma pak tvar

c=-a d=all+a, ad=0. (40)
Posledni rovnice (40) nas vede k rozlieni ptipadi a 0
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aa=0.Jelia+0,jed=0,z druhé rovnice (40) je a = —1,
z prvni ¢ = 1. Dal§i fadek tabulky je tedy

a b c d

Je-lia = 0, plyne z (40) ¢ = d = 0 a dostaneme tedy celkem
5 moznych feSeni:

Zkouskou se presvéd¢ime, ze uvedené Ctvetice Cisel a, b, ¢, d
jsou skuteCné feSenimi; napf. je pro vsechna x

x* = 2x* 4+ 1= (x> —2x + 1)(x* + 2x + 1).
Jak je patrné, jadro ulohy je v rozboru a diskusi soustavy (36).
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Z—-1-2

Na vystavé hracek jezdi dvé elektrické lokomotivy po
kolejich polozenych na dvou soustfednych kruznicich
ky(S;ry) a ky(Siry), r, > ry, ve stejném smyslu stalou
rychlosti v. Vyjely z polohy, v niz byly sobé nejblize. V kterych
okamzicich po startu budou od sebe a) poprvé nejdale;
b) poprvé nejblize? Reste nejprve obecné, pak pro:
ry =60cm, r, =70cm, v = 20cm/s, T = 2%

Komentaf. Doporucujeme fesit nejprve ulohu:

Na kruhové draze o poloméru r spoletné trénovali dva
bézci. Spolu vybehli z téhoz mista ve stejném smyslu se
stalymi rychlostmi v; a v, (v; > v,) a b&Zeli tak dlouho,
dokud rychlejsi z nich neziskal pfed druhym naskok tfi
okruhd. V kterych okamzicich po startu byli od sebe
a) poprvé nejdale; b) poprvé nejblize?

Vzdus$na vzdalenost mezi obéma beézci byla vzdy nejvétsi,
pravé kdyz byli v krajnich bodech téhoz pruméru drahy.
Poprvé se tak stalo, kdyz rychlejsi bézec mél naskok polo-
viny okruhu. Pro tento okamzik ¢ tedy plati

vt — vyt = Tr,
§.
p=— (41)

Uy — 0y

Po startu si bézci byli vzdy nejblize, kdyZ rychlejsi pomalej-
Siho pfedbihal. Poprvé se tak stalo, kdyZ rychlejsi mél na-
skok jednoho okruhu. Pro tento okamzik T plati:

v, T — v, T =2mr,
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4.
T=2.—" . (42)

Uy — Uy

Tuto tlohu je mozno fesit napf. pro r = 50 m, v, = 10 km/h,
v, = 13,6 km/h.

Ptrejdeme k feSeni ulohy Z—1—2. Necht body L, a L,
na obr. (12) znazorfuji ob& lokomotivy v jistém Casovém

Obr. 12

okamziku. Ozna¢me K prisecik polopfimky SL, s kruz-
nici k,. Pohybuje-li se bod L, po kruznici k, rychlosti v,
pak se bod K pohybuje po kruznici k, rychlosti

ry
v.—.
ry
Body L, a L, jsou si zfejm& nejblize (nejdale), pravé kdyz
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jsou si nejblize (nejdale) body L, a K. V okamZiku startu
lokomotivy body L, a K splyvaly. Polozime-li

Ize pro feseni ulohy Z—1-2 uzit vySe uvedenych vzorcd
(41) a (42). Z téchto vzorci pak plyne pro pripad a)

nryr,
ory —ry)’
tj. pro dané udaje t = 66s;
pro ptipad b) je
T=2t,

tj. pro dané udaje T = 132s.

Z-1-3

Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC, jehoz strana ma
velikost a. Sestrojte bod O, jenz je prisecikem jeho vysek,
a bod P, jenz je s bodem O soumé&rné sdruzen podle pfimky
BC. Dokazte, ze ctyiuhelniku ABPC lze vepsat i opsat
kruznici. Vypocitejte poloméry obou téchto kruznic.

Komentaé. Uloha Z—1-3 navazuje voln& na ulohu
Z - P-3. Situace je nacrtnuta na obr. 13. Impuls, ktery
lze dat fesitelim, je tento: KruZnice, ktera se dotyka polo-
pfimek XY, XZ, ma stied na ose thlu & YXZ.¥)

*) Kruznice, ktera prochazi body X, Y, ma stfed na ose usecky X, Y.
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Existuje-li tedy kruznice vepsana ¢tyiuhelniku ABPC, ma
svij stfed na osach Ghli < CAB, X ABP, £ BPC, < PCA,
tj. na poloptimkach AP, PA, CR, BR (osy obou tthli ¥ ABP,
¥ ACP se protinaji vzhledem k symetrii podle pfimky AP
v témz bodg R piimky AP). R je tedy stied kruznice vepsané.

Protoze AOBP je rovnostranny (viechny jeho hly maji
velikost 60°), prochazeji vSechny &tyfi osy usetek 4B, AC,
BP, CP bodem O, ktery je sttedem kruznice opsané Ctyi-
uhelniku ABPC.

Pro polomér r kruznice opsané plati r = 04 = OB =

=0C=0P = g\/g (dve tfetiny vysky trojuhelniku ABC).

Polomér ¢ kruznice vepsané lze vypocitat bud z APCR
podle Glohy Z—P—3 nebo z AACR (viz obr. 14). Zde je

. a
CQ =yo, AQ=Q\/§, AQ + CQ =a, tj. 9=

S+l
=4

2(\/3 —1). Sta&i v AACR zakreslit use¢ku QR = o
a zajistit velikosti Ghli obou trojuhelniki AQR, CQR.
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Z-1-4

V roviné je dana kruznice k o poloméru 6 cm a Ctverec
AoByCyD,, jehoz strana ma délku 3,5 cm. Ozna¢me ABCD
Ctverec téchto vlastnosti:

1. Vznikne rovnobéznym posunutim ¢tverce A4,B,C,D,;
2. nalezi kruhu s hranici k;
3. aspoii jeden jeho vrchol nalezi kruznici k.

D, C;
D; G
Ag BO
C Dy C
DZ A3 BJ 4
Sx
A B, 2 %) ry B,
k
Obr. 15 A, By

Narysujte ¢aru, kterou vyplni vrcholy 4 vsech takovych
Ctvercti.
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Komentai. Uloha Z—1-4 je uloha na uréeni mnoziny
bodi v roving, vytvofené pohybem; hlavni roli tu hraje
pochopeni textu a znazornéni situace. Deduktivné pak ma
fesitel odivodnit, Ze hledana mnozina bodi M se sklada

ze Ctyf navzajem shodnych obloukt kruznice ATAZ, A;43,
A3AA4, A, A,, z nichZ prvni je &asti kruznice k, druhy vznikne
posunutim (D, — 4,) z oblouku D?)s, tteti vznikne po-
sunutim (C; — A4;) z oblouku C/;C4 a ¢tvrty vznikne po-
sunutim (B, — A4) z oblouku BTBP S timto vykladem a jeho

odivodnénim se asi spokojime. Situace je nakreslena na
obr. 15; k vykladu patii i popis konstrukce &tverct A;B;C;D;.
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IV. Soutézni ulohy II. kola

KATEGORIE A
A-Ill-1a

Je dan pravidelny ¢tyfsttn MNPQ o hrané délky 1.
Dokazte, ze kazda krychle, jejiz ¢tyfi vrcholy lezi ve sténé
MNP a zbyvajici Ctyfi v dalsich sténach ctyfsténu, ma
hranu mensi nez §.

Obr. 16 N
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ReSeni. Necht krychle ABCDA'B'C'D’ spliiuje v textu
uvedené¢ podminky; ve sténé MNP necht lezi jeji sténa
ABCD. Pak rovina A'B'C’ je rovnob€zna s rovinou MNP,
takze dany Ctyfstén protina v rovnostranném trojihelniku;
jeho vrcholy oznaéme M’, N', P’ (obr. 16). Ctverec A'BC'D’
je ziejme trojuhelniku M'N’P’ vepsan. To je moZné jediné

PI
D X C 4
a X
. 2’ Obr. 17
MoA 8 N

tak, ze jedna ze stran Ctverce A'B'C'D’ je &asti jedné ze
stran AM'N’P’. Necht napt. A’'B' = M'N’ (obr. 17). Oznatme
a velikost usetky M'N’ a x velikost hrany vepsané krychle.
Pak z AB'N'C’ plyne

tg60° = —
Chd 0,5(a — x)’

V3la - x) = 2x,
= (- ay. ()

Snadno lze spocitat, ze pravidelny ¢tyfstén o hrané€ délky
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d ma t&lesovou vysku k = d../%; vyska &tyisténu MNPQ
je tedy
v=,/%. (2)

Ctyfstén M'N’P'Q je ziejmé také pravidelny, a proto je jeho

vyska
v =a./3. (3)

Z rovnosti (2) a (3) vyplyva, ze

=(1-a V3 )

Z (1) a (4) dostavame rovnici pro a:

2-VIa3= (-0,

NG
6+.2-3/3
Podle (1) pak dostavame
_ (2 - \/g)\/6 (5)
6+2-33

Ztejm€ x > 0. Z nasich uvah plyne, Ze zpiisobem popsanym
v textu ulohy lze danému &tyfsténu vepsat pravé tfi riizné
navzajem shodné krychle, jejichz hrany maji délku (5).

z niz plyne

a=

Mame dokazat, ze plati x < 3. Podle (5) je

——{6+\/§—3f\f2+\f=
={3/6+4/3+6)>3.

Tedy x < 4.
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A-I1l1-1b

Rieste sustavu rovnic s neznamymi x,, X,, X3, X, a S para-
metrami ¢y, ¢,, C3, C4°

X, — X, =C1s
=Xy +2x; — X3 =y,
—X; +2x3 — X4 =3,
—X3 + 2X4 =Cq4.
ReSeni. Z prvni rovnice je
Xyp = X3 =€ — Xy,
ze souctu prvnich dvou rovnic
X2—X3=C1+C2_x1,
ze souctu prvnich tfi rovnic
X3—x4=C1+C2+C3'—x1,
ze souctu vsech Ctyf rovnic
X4 =C +Cy+cCc3+cCcy— X
Sectenim poslednich dvou rovnic
_ X3 =2¢y + 2¢, + 2¢3 + ¢4 — 2x4,
dale
X, =3¢y + 3¢, + 2¢3 + ¢4 — 3%y,

a kone¢né _
Xy =4cy + 3¢y + 2¢3 + ¢4 — 4x,.
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Proto je

— 4 3 2 1
Xy =73C; + 35¢; + 5¢3 + 5C4,
—_ 3 6 4 2
Xy = 5C; + 5C3 + 5¢3 + 5C4,
= 2 4 6 3
X3 = §C; + 35C; + 5C3 + 5¢4,

I | 2 3 4
X4 = 5C; + 5C; + 5¢3 + 5¢4.

Snadno se presvédCime, Ze toto feSeni soustavé skutetné
vyhovuje.

Diskuse: ReSeni je jediné, na hodnotach parametri
Cy, €3, C3, C4 Pritom nezalezi, mohou to byt libovolna &tyfi
realna Cisla.

A-Ill-2a

Je dana mnozina funkci f(x) = x* + b|x| + ¢, kde b,c
jsou realné parametry. Najdéte vSechny funkce z této mno-
Ziny, které maji v intervalu {—3%,1) nejvétsi hodnotu 2
a nejmensi hodnotu 1.

ReSeni. Graf I" kazdé funkce f lze slozit z &asti grafi
I, I, funkci

filx) = x* + bx + ¢,
fo(x) =x* —bx + c.

Funkce f; ma minimum pro x = —31b, funkce f, pro
x = 3b; v obou pfipadech je minimum ¢ — 4b%. Pro b = 0
je fi=fo, I =I, =L, Pro b >0 je graf I' slozen pro
x = 0 z casti grafu I}, pro x < 0z &asti grafu I, a to z té&ch
Casti, které neobsahuji vrcholy parabol I, I;. Také pro
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b < 0 je graf I sloZen pro x = 0 z ¢asti grafu I}, pro x <0
z Casti grafu T, ale .z t&ch &asti, které obsahuji vrcholy
parabol I, L.

a) Je-li b 2 0, nastane minimum pro x =0 (je tedy
c= 1) a maximum pro x = 1. To naznauji obr. 18, 19 a Ize
to snadno prokazat vypoétem. Dostavame pro b = 0 funkci

\ !
\\ /
\ B n //
| \
ﬁ=G=F \ /
| \ /
|
| \ /I /
: \\ / \\ //
== T T
Lole | c-7 4 ¢ -7
! | H '
- o 1 _Efb 0 b
Obr. 18 Obr. 19

x> x? + 1, ktera skuten& spliiuje podminky ulohy, pro
b > 0 nedava rovnice 1 + b + 1 = 2 feSeni.

b) Je-li b < 0 (viz obr. 20), je tfeba rozlisit dva pfipady:
) —3b<lap) —3b>1

V pfipadé o) nastane minimum pro x = —3b, a pla‘i
tedy ¢ — 4b?> = 1. Bud nastane maximum pro x = 0; pak
je ¢ =2, b= —2 a dostaneme jako mozné feSeni funkci

X x? — 2]x| + 2, ktera skute¢né vyhovuje. Nebo nastane
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maximum pro x = 1, coZ vede k rovnici 1 + b + ¢ = 2;
spojenim s rovnici ¢ — 2b? = 1 dostaneme b = —4, coZ je
ve sporu s pfedpokladem «).

b<0

b? 2
7 lc-2
| 1
b |0.»

2 2

Obr. 20

V piipad¢ B) nastane minimum pro-x = 1 a maximum
pro x = 0. Z toho plynou rovnice 1 + b+ c=1a ¢ = 2,
z nichz dostaneme b = —2, coz je spor s pfedpokladem p).

Uloha mé tedy dvé feSeni x+—>x2 + 1 a xr>x? — 2|x| + 2.

A—-11-2b
Urcte vSetky realné Cisla x, pre ktoré plati
3[x]* + 6x —4=0. (R)

[x] znamena takeé celé &islo y, pre ktoré plati y < x <y + 1.
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ReSeni. 1. zpiisob: Oznaéme z = x — y; pak je
0<:z<l1. (6)

Do dané rovnice dosadime x = y + z. S pouZzitim rovnosti
[x] = y dostaneme

6z =4 — 3y — 6y. (7)
Vzhledem k (6) dostaneme z (7)

0<4-3y?—6y<6. (8)
Z (8) plyne
0<3y’+6y+2=56. 9)

Grafem funkce t = 3y* + 6y + 2 v soufadném systému
(0,y,1) je ,konvexni“ parabola, jejiz osa o je rovnob&zna

t
[2:2] [0.2]
1
N Yy
; 5
Vi1 Obr. 21

s osou t a jejiz vrchol je v bodé [—1;1] (obr. 21). Je-li
y< —3 nebo y=1, je t = 11, coz je spor s pravou ne-
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rovnosti soustavy (9). ReSeni soustavy (9) mohou byt jedin&
ta cela Cisla y, pro néz plati

—2Ey= 0.
Piislusna tabulka je
y 2 1 0
t o 2 -1 2
i

Vidime, ze y = —1 nevyhovuje vztahu (9). Pro y = —2;0
dostaneme podle (7) z = +% a dale x = —%; %. Dana uloha
ma skuteéné dvé feseni, jak se ovefi zkouSkou.

Poznamka. Soustavu (9) lze vyfesit je§té timto zpuso-
bem: Ur&ime obor pravdivosti A vyrokové formy A(y) =
= 3y? + 6y + 2 > 0 a obor pravdivosti B vyrokové formy
B(y)=3y*+6y+2<6.

Plati

A=<—oo; —1—§)u<—1+§; +oo),

V priniku A n B lezi dvé cela ¢isla: —2 a 0. Dalsi postup
je stejny jako v prvnim piipadé.

2. zpiisob: Ma-li platit (R), musi byt 6x celé &islo. Je tedy x
nutné tvaru
X=q+gr,
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kde g je celé a r =0,1,2,3,4,5. Potom oviem [x] = g,
takZze (R) Ize psat ve tvaru

3¢ +6g+r—4=0. (10)

Odtud je vidét, ze r — 4 musi byt délitelno 3. To je mozné
jenom tehdy, je-li bud r = 1, nebo r = 4. Tyto pfipady
vySetfime postupné.

a) r = 1. Potom z (10) dostavame

3q(qg + 2) =3,
tzn.

qg+2)=1,
ale takové celé g neexistuje.
b) r = 4. Z(10) vychazi
3q(g +2)=0,

takze je bud ¢ = 0, anebo ¢ = —2. V prvém piipadé je

Wi

X =

b

ve druhém
4.
x= —%;

dosazenim do (R) se pfesvéd¢ime, Ze to jsou skutecné feseni.

A-Ill-3a

V roviné je dana kruznice k o poloméru 1 a ji vepsany
rovnobéznik A4,B,B,A,, pro ktery plati A,B, = 1. Dale
je dano n — 1 rovnobé&znikt A,BB;A;,i=3,4,...,n+ 1,
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n > 1 tak, Ze viechny vrcholy Aj, B;, A4, By, ..y Api1s Buty
leZi uvnitf kruznice k. Oznalme s soucet obsahti vSech
rovnobéznikl, které lze zapsat ve tvaru A;B;B,A,, i,k =
=1,2,...,n + 1,i<k. Dokazte, Ze plati

ny3<s<¥n?—n+2.3.

ReSeni. Rovnob&znik 4,B,B,4, ma obsah ./3, nebot
to je vzdalenost dvou navzajem rovnob&Znych tétiv 4,B,,
A, B, kruZnice k, které maji délku 1. Viechny ostatni usecky
AB; i=3,4,...,n + 1, leZi uvnitf pasu roviny s hranicemi
A,B, a A,B,. Lezi-li viechny body 4, B;,i = 3,4,...,n+ 1,
v pfimce, vznikne mimo rovnobéZnik A,B,;B,A, jesté
2(n—1)rovnob&zniki A, B, B;A;a A,B,B;A;,i=3,4,...,n+1,
z nichZ vzdy dva odpovidajici A,B,B;A; a A,B,B;A; maji
obsahy se soutem \/5 Pro &islo s mame v tomto pfipadé

rovnost
7 so=3+(n-1)3=n/3. (11)

V jinych pfipadech pfistoupi k uvedenym 2n — 1 rovno-
béznikim nejvyse r rovnobézniki, které lze zapsat ve tvaru
AiBinAk’ i, k = 3, 4, S [ + 1, i .< k. Zi’.ejmé je

r§<n;1)=%(n—1)(n—2).

Kazdy z téchto rovnob&znikii ma obsah mensi nez \/3 ;
pro soucet s’ jejich obsahti tedy plati

S <r 3§—‘2[—3(n2—3n+2).
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S pouzitim (11) dostaneme

/3

s=so+5<n 3+—2—(n2—3n+2),
§.
s<i(n®—n+2)./3;
n 3§s<%(n2-—n+2)\/§.

A—-11-3b

uhrnem

Je dano kladné &islo s a konvexni ¢tyfahelnik ABVM,
< v némz je Ghel <X AVB pravy. Urlete takové body X, Y
ramen VA, VB, aby pfimka XY prochazela bodem M a aby
platilo VX + VY =s.
a) Vyjadfete VX pomoci délek s, d = VM a velikosti
uhlu w = XAVM.
b) Stanovte podminku fesitelnosti ulohy.

Re3eni. Na obr. 22 je oznageno VX = x, VY = y. Ziejmé
je o < im.

B B
Y
M
A ‘ v
N/
M Obr. 23




Pro obsahy trojihelnikt plati

AVXY + AVXM = AMVY,
neboli
ixy + ddxsinw = ddycos w,
§.
dx sin w

(12)

Y= dcosw—x
ProtoZe VX + VY = s, plyne z (12)

dx sin w
X+———— =s’
dcosw — x

tj.
x* —(dcosw + dsinw + s)x + dscosw = 0. (13)
Podle obr. 23 je iloha fesitelna pravé tehdy, ma-li rovnice (13)

kladny kofen, pro ktery plati x < VM, (M, je pravouhly
primét bodu M do poloptimky VA), neboli

x <dcosw. (14)
Diskriminant rovnice (13) je

D= (dcosw + dsinw + s)* — 4dscosw,
po uprave
D =d*sin’w + 2dsinw(dcosw + s) + (dcosw — 5)°.

(15)

Protoze d > 0, cosw >0, s > 0, sin w > 0, je D > 0, tj.

rovnice (13) méa dva realné kofeny x,,x,. ProtoZe jejich

soudet i soutin jsou kladna &isla (viz (13)), jsou oba kofeny

X, X, kladné.
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Nutna a postaCujici podminka feSitelnosti Glohy je, aby
men3i z obou kofend x,,x, rovnice (13) byl mensi nez
d cos w. Mensi kofen x; je dan vzorcem

dcosw+dsinw+s—\/5
x1= 2 .

Podminka feSitelnosti je po upravé
dsino + s —dcosw < /D. (16)

Je-li dsinw + s —dcosw 20, plyne z (16) po Gpravé
vzhledem k (15)
0 <4d*sinwcosw. (17)

ProtozZe postup lze obratit (v pfipadé dsinw + s — dcosw 2 0),
je x; < dcosw auloha je fesitelna.

Vysetime tedy jeSt€ pfipad dsinw + s —dcosw < 0.
V tomto piipad& plati (16) bez dalich podminek. Po pfi-
&teni 2d cos w na obou stranach (16) zjistime, Ze opét plati
Xx; < dcosw, a uloha je tedy opét fesitelna.

Uloha ma tedy v kazdém pripadé aspoii jedno Feseni.

KATEGORIE B
B—ll—1a

Zostrojte AABC, v ktorom pre velkost t, taznice z vr-
cholu C na stranu AB a pre velkost a strany BC plati
t. = 3a,
ak su dané velkosti b, ¢ stran AC a AB.
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RieSenie. Rozbor. OznaCme D stred strany AB. Potom

plati »
BC:DC=a:t,=2:3.

Dalej bod C lezi na kruznici k = (4; b).

Obr. 24

Konstrukcia: (obr. 24). Najskor zostrojime stranu AB
s velkostou ¢, jej stred D a kruznicu k = (4;b). Potom
zostrojime bod E leziaci vo vnutri usecky BD, pre ktory
plati BE: DE = 2:3, a taky bod F na prediZeni usetky DB
zabod B, ze BF = 2. BD, tj. BF : DF = 2:3. Potom opi$eme
kruzZnici | nad priemerom EF. Uréime k n I. Zvolme bod
Cekn I V pripade, ze C nelezi na priamke AB, je AABC
hladanym trojuholnikom.

Skuska. Z konstrukcie vyplyva, Ze strany AB a AC maju
skuto¢ne v uvedenom poradi velkosti ¢ a b. Kruznica [ je
zrejme Apolloniovou kruznicou pre body B,D a pomer
BX :DX =2:3,takze a:t, = 2:3, tj. t, = 3a.
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Diskusia. Uloha bude mat riesenie prave vtedy, ked sa
budi kruZnice k a | pretinat ¢iZe prave vtedy, ked kruZnica k
bude mat spolo¢ny bod s vnutrom usecky EF, tj. prave

vtedy ked
AE < b < AF. (18)

Plati AE=AB—EB=c—%.ic=%c, AF=AB+ BF =2c.
Podmienka (18) teda znie

fc<b<2c. (19)
KruZnice k a [ maju sice v pripade (19) dva priese¢niky, ale
uloha je nepolohova, takZe sa uvazuje len o jednom z nich.

Teda, ak plati (19), ma Gloha jediné riedenie. Ak neplati (19),
potom uloha nema riesenie.

B—-Ill—-1b

Je dany ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom uhol BAC
ma velkost a. Obsah trojuholnika je P. Ozna¢me B, pitu
vy$ky z vrcholu B na stranu AC a C, pitu vySky z vrcholu C
na stranu AB. Vyjadrite obsah §tvoruholnika BCB,C, po-
mocou P a o.

RieSenie. Z pravouhlych trojuholnikov ACC,; a ABB,
dostavame (obr. 25)

AC; = ACcos a,
AB,; = ABcosu.

Podla vety sus pre podobnost trojuholnikov je teda
AABC ~ AAB,C,
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s pémerom podobnosti AB, : AB = cosa. Pre obsah P,
trojuholnika AB,C, teda plati

P, = Pcos®a.

Obr. 25

Pre obsah P’ §tvoruholnika BCB,C, potom dostavame

P'=P — Pcos’a = P(1 — cos’a) = Psin’a.

B—ll-2a

Nech a je nezaporné realne Cislo. Definujme funkciu
sJ(x) takto:
1 pre x > a,
sdx)=4 0 pre |x| = a,
-1 pre x < —a.

Rieste rovnicu Y s{x) = kx, kde k je realny parameter.
i=0
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RieSenie. Oznatme S(x) = ) s{(x) a skumajme podrob-
i=0

nejsie vlastnosti funkcie S(x). Predovietkym je vidiet, ze

ide o funkciu neparnu, pretoze pre kazdé realne x plati

S(—x) = —S(x). Vzhladom na to, Ze prava strana danej

Obr. 26

rovnice je tiez neparna funkcia (plati: k(—x) = —kx),
sta&i sa obmedzif len na interval {0; o). Ak bude korefiom
nasej rovnice nejake ¢islo x = 0, potom jej bude vyhovovat
aj Cislo —x.
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Vratme sa k funkcii S(x). Pre x =0 je S(x) =0. Pre
xe(m — 1;m), kde m je prirodzené ¢&islo, je

Pre kazdé i < m — 1 je pre x z uvedeného intervalu s(x) =1
a prvy s€itanec tohto suctu je teda rovny m. Druhy s¢itanec
je rovny nule, pretoZe tu |x| < i pre vietky i. S(x) je teda
stupiiovita funkcia, ktora na intervale (m — 1;m) nadobuda
hodnotu m. Jej graf je na obr. 26.

Pre k =1 je rieSenim danej rovnice v intervale (0; o)
kazdé prirodzené Cislo a nula a v obore vsetkych realnych
Cisel je teda jej rieSenim kazdé celé Cislo. Pre k < 1 nema
okrem rieSenia x = 0 dana rovnica Ziadne dalSie rieSenie.

1
Pre ke<1 +— 1+
m

1
1), kde m = 2, 3, 4, ..., je rie-

Senim kazdé &slo x =i, kdei= —m, —m+1,.., —1,0,1, ...

1 1
....,m. Pre k = 2 ma rovnica korene — E; 0; ©

B-11-2b
Je dana mnozina funkcii
x2x — |x| + alx — 4],

kde a je realny parameter. Urcte vSetky hodnoty a, pre
ktoré graf prislusnej funkcie méa s osou x spolo¢ny aspon
jeden bod.
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RieSenie. Budeme rozlifovat pripady a = 0,a > 0,a < 0.
Pre a = 0ide o funkciu x — 2x — |x|, ktorej graf ma s osou x
spoloény jedine bod [0; 0].

I. Ak a > 0, uvazujme o danej funkcii na intervaloch
Jy =(—0,0), J, =<0;a), J; =<a, ). V tychto inter-
valoch su funkéné rovnice funkcii danej mnoZziny uréené
takto:

Jiix—>(3 —a)x + a?,
Jy: x> (1 —a)x + a?,
Jyi x> (1 4+ a)x —a®.

V intervale J, nema graf funkcie spoloény bod s osou x,
pretoze je to usetka s krajnymi bodmi [0;a?], [a;a].
Grafom uvazovanej funkcie v intervale J; je polpriamka
vychadzajuca z bodu [a; a] a prechidzajuca bodom
[2a; 2a + a?], ktora nema taktieZ spoloény bod s osou x.
Iba graf funkcie v intervale J, méZe mat s osou x spolo¢ny
bod, a to prave vtedy, ked 3 — a > 0 CiZe ak

0<a<3. (20)

II. Ak je a < 0, budeme uvaZovat o danej funkcii na
intervaloch J, = (—o0; a), Js = (a; 0), Js =<0; 0),
v ktorych su funkéné rovnice:

Ja: x> (3 —a)x + a?,
Js: x—>(3 +a)x —a?,
Jo: x> (1 + a)x — a*.
Analogicky ako v pripade I sa ukaZze, Ze v intervale J,, J

nema graf danej funkcie spolo¢ny bod s osou x. Spolo¢ny
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bod s osou x mdze mat len v intervale Jg, a to prave vtedy,
ked 1 + a > 0 &ize a > —1. KedZe je zarovei a < 0, do-

stavame
—-1<a<0. (21)

Ak k podmienkam (20), (21) pripojime este pripad a =0,
dostaneme nutnii a postaujucu podmienku riesitelnosti

ulohy: l<a<3

B—ll—-3a

Je dany $tvorec ABCD, ktorého strana ma dizku a. Vo
vnutri tohto Stvorca najdite mnozinu vrcholov Z vsetkych
pravouhlych rovnoramennych trojuholnikov XYZ s pre-
ponou XY = a, ktorych vrcholy X, Y leZia na obvode
daného Stvorca.

RieSenie. 1. Najskor vySetrujeme pripad, ked vrcholy
X a Y lezia vo dvoch protilahlych stranach daného $tvorca
(obr. 27). Potom sa Tahko zisti, Ze v tomto pripade mnoZinou

D

c D

T
N\

/
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vSetkych vrcholov Z leziacich vo vnutri §tvorca ABCD je
mnozina M, vSetkych vnutornych bodov strednych prieCok
Stvorca ABCD.

2. Zaoberajme sa pripadom, ked vrcholy X a Y lezia
vo vnutri oboch susednych stran daného $tvorca. Pre tento
pripad ozna¢me M, mnozinu vsetkych vrcholov Z leziacich
vo vnutri daného Stvorca. Bod X je zrejme obrazom bodu Y
pri otoceni okolo bodu Z o uhol 90° v kladnom alebo za-
pornom zmysle (obr. 28). Bod Z je vnitornym bodom §tvorca
ABCD a kazdé dve susedné strany Stvorca s navzajom
kolmé. Preto mnozina M, je Castou mnoziny vsetkych
vnutornych bodov uhloprie¢ok daného Stvorca.

YII U]
} O VI, D >3 C
[N "
! : \\ Xi 24 23
AN
| S N S, |
VAN 1p % S,
ZY NN
L Z1 21 22
T :Z' XII
1
A R /3 A S, B
Obr. 29 Obr. 30

Oznaéme S prieseCnik uhloprieCok daného Stvorca
(obr. 29). Uvazujme o usetke AS. Nech Z, je taky bod tejto
tsetky, ktory ma od stran BC a CD vzdialenost 3a ﬁ
Zrejme Z, € M,. Ak zvolime Tubovolny bod Z’ leziaci vo
vnutri useC¢ky AZ,, potom prislusné body X' a Y’ mdzu
lezat bud na stranach DC a BD, alebo AB a AD. Na stranach
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DC a BC také body neexistuju, pretoZe vzdialenost bodu Z’
od tychto stran je vi&sia nez 3a ﬁ Dokazme, Ze ani na
stranach AB a AD nemozu lezat také body. Oznatme Ra T
v uvedenom poradi pravouhlé priemety bodu Z' na strany
AB a AD. Dalej je AZ' < AS = 1a./2, takZe pokial by
existovali na stranéch AB a AD body X' a Y’ patrili by

Z'¢M,.

Nech bod Z” je TubovoInym vnitornym bodom (obr. 30)
use¢ky SZ,. Ozna¢me P, Q v uvedenom poradi pity kolmic
zbodu Z" na strany BC a CD. Zrejme Z'P=2"Q <3a \/5
Zostrojme kruznicu k = (Z";3a \[ Tato kruznica ma
s priamkou BC dva spoloéne body X1 a X a s priamkou
CD spolo¢né body Y," a Y,. VSetky tieto body lezia na
obvode §tvorca a nesplyvaju s jeho vrcholmi, pretoze P a Q
st vnutorné body usecieck BC a CD, Z"C > SC = af

aZ'B=2"D > SD = ga\/ Vyplyva z AZ"SD). Zo zhod-
nosti trojuholnikov Z"PX| a Z"QY," a z toho, ze X PZ"Q =
= 90° vyplyva, ze trojuholnik X{Z"Y}" je pravouhly a rovno-
ramenny s preponou XY/ Teda Z" e M.

Zavér. Hladanou mnozinou je mnoZina M; U M,, ktora
je na obr. 30 hrubo vytiahnuta (S,, S,, S;, S,¢M; UM,,
Z,2,,Z5,Z,eM; UM,).

B—-11-3b

V jednotkovej $tvorcovej sieti je zakreslena ststava sirad-
nic, ktorej osi lezia v priamkach siete. Nech (p, g) je bod
siete, kde p a g st prirodzené Cisla, p < ¢q. Dokazte mate-
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matickou indukciou podla &islan = p + g, Ze po priamkach
siete sa mozno dostat zo zaiatku sGradnicovej sistavy do
bodu (p; g) cestou dlzky p + g prave

pP+ap+g—1)...(g+2)(qg+1)
pp—1)..2.1

spOsobmi.

RieSenie. V3imnime si najskor, e cesta dizky p + g
z bodu (0; 0) do bodu (p; g) ma vlastnost, Ze je najkratsia,
a preto z kazdého svojho bodu (u;v) pokratuje bud do
bodu (u + 1; v), alebo do bodu (u; v + 1).

Dokaz uplnou indukciou urobime teraz takto: Pretoze
p,q su prirodzené &isla, je n=p+q=2. Ak je n=2,
jep = 1,q = 1. Sa zrejme dve cesty z (0;0) do (1; 1) dizky 2.
Vzorec dava taktiez 2, takZe pre tento pripad tvrdenie plati.
Nech n > 2 a predpokladajme, Zze vzorec plati pre n — 1.
Do bodu (p; q) sa podla predchadzajucej avahy dostaneme
z dvoch bodov: (p — 1; q) a (p; g — 1).

RozliSujeme nasledujuce pripady:

a) p = q; pretoze pocet ciest z (0;0) do (p; p — 1) je
rovnaky ako pocet ciest z (0;0) do (p — 1; p), je potom
podla induk&ného predpokladu podet ciest z bodu (0;0)
do (p; p) rovny

2p—-1)(2p—2)...(p+ 1) _ 2p2p - 1)...(p + 1)
P-1)(p-2..2.1 pp—1)...2.1 °
¢o je prave Cislo dané vzorcom.

b) 1 = p < q. Do bodu (1;g) sa opit dostaneme z bodu
(0; g) alebo z bodu (1; g — 1). Pretoze do bodu (0; g) vedie
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z bodu (0;0) jedina cesta (dizky p + g — 1) a podla in-
dukéného predpokladu je pocet ciest do (1; g — 1) rovny g,
je pocet ciest do (1;4g) rovny g + 1, ako udava aj vzorec.

c¢) 1 < p < q. Poget ciest do (p;q) je opif suttom ciest
do (p—1;4q) a (p; ¢ — 1), ktoré su podla induk&ného
predpokladu rovné

pP+a-1p+g-2)...(g+1)
P-1D(p-2..2.1

pP+a-1)pp+g-2)...q
p—1)..2.1

Ich sucet je
pP+a9dp+ag—-1)...(¢+1)
pp—1)...2.1

ako zodpoveda vzorcu. Tym je tvrdenie dokazané.

KATEGORIE C
C-ll—-1a

V rovine g je dany rovnobeznik ABCD. Z vonkajej strany
rovnobeZnika su zostrojené dva navzajom podobné rovno-
ramenné trojuholniky BAB' a BCC’, pre ktoré plati:
AB' = AB, CC' = CB a uhol BAB' sa rovna uhlu BCC'.

Dokazte, ze trojuholnik B'C’'D je podobny s trojuhol-
nikmi BAB' a BCC'.

Rieenie (vid obr. 31). 1. Dokéazeme, Ze trojuholnik B'C'D
je rovnoramenny.
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a) plati: XxDAB = £XBCD a ¥xBAB' = £ C'CB, teda aj
XDAB = xC'CD. ’

b) AB' = CD, DA = BC = C'C.

Podla vety sus plati, Ze ADAB' =~ C'CD, teda aj B'D =
= C'D. Trojuholnik B'C’'D je rovnoramenny.

Obr. 31

2. Dokazeme, ze ¥B'C'D = o, kde a« = < CC'B.

a) Dokazeme, ze AC'BB' ~ ADAB ~ AC'CD.

Plati: XCBC' = XCC'B = ¥XAB'B = XABB' = q,
potom ¥B'AD = ¥BAD + ¥BAB = (2R — ¥ ABC) +
+ (2R — 20) = 4R — (22 + ¥ ABC) = < C'BB.

Dalej plati: AB' : AD = AB : BC = B'B : BC/, teda
AC'BB' ~ ADAB' ~ AC'CD.

b) Z 2. a) vyplyva, z2¢ ¥B'C'B= xADB = ¥DCC,
teda aj xB'C'D = XxB'C'B + «BC'D = o.

Zaver. AB'C'D je rovnoramenny a £ B'C'D = «, teda
ABC'D ~ AB'BA ~ ABC'C.
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c-li-1b

Je dan ostrouhly trojahelnik ABC, v némz thel BAC ma
velikost o. Obsah trojuhelniku je P. Oznalme B, patu
vy$ky z vrcholu B na stranu AC a C, patu vysky z vrcholu C
na stranu AB. Dokazte, ze ¢tyfuhelnik BCB;C, ma obsah
Psin? a.

ReSeni. Viz tilohu B—11—1b na str. 108.
C—Ill-2a
Najdéte vsechny dvojice (x,y) pfirozenych &isel x,y,
které spliiuji rovnici

x =2/ +y-3=3-y.

ReSeni. Je vzdy
|x—2/=0,
ly=3=P3-y23-y.

QOdtud sectenim
x—=2/+y-323-y;

pfitom rovnost nastane, pravé kdyz

ly=3l=3-y
a zaroven
Ix—2|=0,
tj. plati-li
y=<3 a x=2.

Danému vztahu vyhovuji tfi dvojice (2,1), (2,2) a (2,3),
jak ovéfime zkouskou.
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C-I11-2b
Pti obvyklém oznaceni dokazte, ze v AABC plati

<t +t+t<o.

ReSeni ulohy vychazi z pouziti trojihelnikové nerovnosti,
vlastnosti t&zi§t€¢ a stejnolehlosti. Oznaéme A’, B, C' po
fadg stiedy stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC (viz obr. 32).

Ziejmé plati
A'B = jc,
BC =4a,
CA=1b.

Pravou nerovnost odvodime z trojuhelnikit AA’C’, BB'A’
a CC'B’ pomoci trojihelnikové nerovnosti.
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Plati:
t, < 3c + b,
t, < 3a+ 3¢,
t.<ib+ia.

Sectenim téchto nerovnosti mame:

t,+t+t.<a+b+c,
a tedy
t,+t,+t. <o,

coz jsme méli dokazat.
Levou nerovnost odvodime analogicky z trojuhelnikt
ATB, BTC a CTA.
Plati
¢c< %ta + %tb ’
a<it,+3,,
b<3t,+4%..

Sectenim dostaneme
a+b+c<it,+1t,+1)

a konec¢né
o<t +t,+t,.

Tim je dvojice nerovnosti dokazana.
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C-Ill-3a
Rieste sustavu rovnic

x(y+z) Wz+x) z(x+y)

4 9 0’
(22)
Xy + yz + zx = #xyz.

RieSenie. Jednoduchou upravou sustavy (22) dostaneme

9x(y + z) = 4z + x),
10y(z + x) = 9z(x + ),
Xy + yz + zx = #xyz,

z ¢oho
4yz — 9xz — Sxy =0,

—yz + 9xz — 10xy =0, (23)
yz+ xz+ xy=%xyz.
Nech (x,y,z) je nejaké rieSenie sustavy (23). Uvazujme
o tychto 2 pripadoch: 1. xyz £ 0, 2. xyz = 0.

1. Ak xyz #+ 0, potom delenim kazdej rovnice tymto
¢islom dostaneme:

1 1 1
4——-9-— 5-=0,

X y z

1 1 1
——4+9--10-=0, (24)

X y z

1+ 1+ 123

X y z 15’
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N | =

1
oznaéme: — = u, — = v, — = w. Slistava (24) prejde do tvaru
x

et |

qu—9 — Sw=0,
—u+9v—10w=0, (25)

u+ v+ w=#%3.
*S&itanim prvych dvoch rovnic sustavy (25) dostaneme
3u= 15w ¢&ize u= 5w (26)
a po dosadeni z (26) do niektorej z tychto rovnic mame
9 = 15w Cize v=3w. (27)

Z tretej rovnice (25) po dosadeni z (26) a (27) mame

Sw+3w+w=122, z&ho w=3%. (28)

Z (26), (27) dostavame
u=1, v=4% (29)

Zo (28) a (29) vyplyva
x=1, y=3, z=5, (30)

Dosadenim sa Tahko presvedtime, Ze (30) vyhovuje danej
sustave.

2. Ak xyz =0, potom modZze nastat jeden z tychto pripadov:
a)x=0,b)y=0,¢) z=0.

a) Ak x = 0, zo sistavy (23) mame: yz = 0, z &oho vy-
plyva, Ze bud y = 0, z Tubovolné alebo z = 0, y Tubovolné.
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V tomto pripade teda vyhovuju danej ststave vsetky
usporiadané trojice realnych &isel tvaru (0, 0, a), resp. (0, «, 0),
kde a je [ubovoIné realne &islo.

V pripadoch b), c) analogicky dostaneme, e danej siistave
vyhovuji vSetky usporiadané trojice realnych &isel tvaru
(0,0, ) a (a, 0, 0), resp. (0, o, 0) a (a, 0, 0), kde o je Tubovolné
realne ¢islo.

Zaver. Ststave (22) vyhovuje usporiadana trojica (1, 3, 5)
a vietky usporiadané trojice tvaru (a, 0, 0), (0, &, 0), (0, 0, «),
kde a je [ubovoIné realne Eislo.

C—-I11-3b
Je dana ststava rovnic

x+y=P2, (31)

10x + y = p3?,

kde x, y st nezname, p je prirodzené ¢&islo.

a) Najdite vetky &isla p, pre ktoré ma sustava (31) celo-
Ciselné rieSenie (tj. &isla x, y, ktoré vyhovuju sistave (31),
sa celé).

b) Pre ktoré hodnoty p sua &isla x, y vyhovujice sistave
prirodzené?

RieSenie. a) Nech usporiadana dvojica &isel (x, y) vyho-
vuje sustave (31). Potom odgitanim prvej rovnice od druhej

dostaneme
9x = p*(p — 1). (32)

Cislo x vyhovujiice rovnici (32) bude cel¢ len vtedy, ked
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nastane jeden z tychto pripadov: L. p — 1 = ék, II. p = 3k,
kde k je TubovoIné prirodzené ¢islo.
I. Ak p =9 + 1, potom z (32) mame

x = (9 + 1)k (33)
a z prvej rovnice siistavy (31)
y =9k + 172 (1 — k). (34)

Vztahmi (33), (34) je uréené celotiselné riesenie sustavy (31),
ale y zo (34) neméZe byt pre Ziadne prirodzené k prirodzenym
Cislom.

II. Ak p = 3k, kde k je lubovoIné prirodzené ¢islo, potom
z (32) a prvej rovnice (31) mame

x=Kk3k—1), y=Kk¥10— 3k). (35)

Cisla x, y z (35) vyhovuju sustave (31) a pre kazde prirodzené
k su cele.

Zaver. Sustava (31) ma celo¢iselné riesenie prave vtedy,
ked bud p =9k + 1, alebo p = 3k, kde k je Tubovolné
prirodzené ¢islo.

b) V pripade I nemé6zu byt &isla (x, y) vyhovujice sistave
(31) obe prirodzené.

V pripade II budu x, y prirodzenymi islami prave vtedy,
ked sucasne plati

3k—1>0, 10—3k>0. (36)

Prva znerovnosti (36) je splnena pre kazdé prirodzené &islo k,
zatial ¢o druha plati pre k < 42 &ize pre k = 1, 2, 3.
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Zaver. Sustava (31) mé rieSenie v prirodzenych &islach
len pre p=3,6,9, ato:
p=3=x= 2, y=17;
p=6=x=20, y=16;
p=9=x=72, y= 9.

KATEGORIE Z
Z—-11-1

Vyjadfete mnohoclen x® + x* + 1 aspofi jednim zpd-
sobem jako souin

a) dvou mnoho¢lend &tvrtého stupng,

b) &tyf mnohoglend druhého stupng.

ReSeni. Dany mnohoélen rozlozime podle znamych
vzorcu z algebry takto:
Bxt+l=xF+2x*+1)—x*=(x*+ 172 - (x})* =
=x*+x>+1)(x*-x*+1)=
=(x*+2x*+1—-x})(x* +2x> + 1 - 3x%) =
= [ + 17 = T [ + 1) = (x /3] =

=(x*+x+1)(x*—x+1)(x* +x/3+1)(x* —x/3+1).

Odpovéd. a) x® + x* + 1 = (x* + x? + 1)(x* — x? + 1),
b) x* +x*+ 1=

=P +x+1)(x*—x+1)(x*+x/3+1)(x* —x/3+1):
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Z-11-2

Je dan obdélnik ABCD, v némz je AB > BC. Zvolte
AB, BC a sestrojte geometricka mista stfed viech kruZnic,
které lezi v obdélniku ABCD a dotykaji se dvou jeho sou-
sednich stran nebo dvou jeho prot&jsich stran. Odtivodnéte
konstrukci.

ReSeni (viz obr. 33). Ozna¢me a velikost strany AB a b
velikost strany BC.

!/'/
{
____7(3, |
—
|
|

log

Obr. 33

a) Hledejme mnozinu M, stiedd vSech kruZnic, které
se dotykaji stran AD a BC a lezi uvniti obdélniku ABCD.
Kazda kruznice, jez se dotyka zaroven ptimek AD a BC,
méa polomér 1a a lezi na ose o, stran AB a CD. Kazda takova
kruznice tedy vytind na pfimce o, tétivu délky a. AvSak
a > b, aproto je M, prazdna mnozina.

b) Hledejme mnozinu M, stfedii viech kruznic, které se
dotykaji stran AB a CD a lezi uvnitf obdélniku ABCD.
Kazda kruznice, ktera se dotykd primek AB a CD, ma
polomér 1b a jeji stied lezi na ose o, stran AD a BC.
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Ozna¢me U vnitini bod obdélniku ABCD, jenz lezi na
pfimce o0, a jehoZ vzdalenost od AD je rovna 3b. Obdobng
V je bod, ktery lezi uvnitt obdélniku ABCD na ptimce o,
a jehoz vzdalenost od BC je 1b. Ziejmé kazdy bod usecky
UV je sttedem kruZnice o poloméru b, ktera se dotyka
stran AB a CD a leZi v obdélniku ABCD. Vnéjsi body
usecky UV na piimce o, tuto vlastnost nemaji, nebot kazda
kruznice se stfedem v takovém bodu a majici polomér 1b
obsahuje aspoii jeden bod leZici vné rovnobézkového pasu
pfimek AD a BC. Tedy mnoZinou M, je tseCka UV.

c) Hledejme mnozinu M, sttedd vSech kruZnic, které
lezi v obdélniku ABCD a dotykaji se jeho stran AB a AD.
Uhel ¥ UAB = 45°, a proto stied kazdé kruZnice, jeZ se
dotyka strany AB a strany AD, leZi na polopfimce AU.
Ziejmé A¢M; a UeM,.

Necht S je libovolny bod lezZici mezi body A a U. Protoze
je AS < AU, je vzdalenost bodu S od strany AB mensi
nez 1b, takze kruznice o stfedu S, jez se dotyka AB a AD,
lezi v daném obdélniku, tj. S € M.

Necht S’ je libovolny bod leZici na prodlouzeni usecky
AU za bod U. Pak AS’ > AU, a proto vzdalenost bodu S’
od ptimky AB je vétsi nez 1b a vzdalenost od pfimky CD
mensi nez 1b, takZe kruZnice se stiedem §’, jez se dotyka
piimek AB a AD, nelezi v daném obdélniku, tj. "¢ M.

Mnozina M; je tedy mnozinou viech boda tseCky AU
s vyjimkou bodu A.

Z odstavcu a), b) a ¢) plyne nasledujici zdveér:

Hledané geometrické misto bodu se sklada z usecky UV
a ze viech vnitinich bodua useéek AU, DU, BV, CV.
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Z-11-3

Po kruznici k(S, r) se pohybuji dva body X a Y rovno-
mérnym pohybem v navzajem opa¢énych smyslech, rych-
lostmi v a gv, kde ¢ > 1. Ozna¢me A, B a C body jejich tfi
bezprostiedné po sobé jdoucich setkani.

a) Vypottéte velikosti vnitinich ahla AABC pro g =4.

b) Urete g tak, aby A ABC byl a) rovnostranny, p) pravo-
uhly.

ReSeni. a) Kratsi z obloukii AB je &tyfikrat mensi nez
del3i oblouk AB, ma tedy délku Znr. Tutéz délku ma i kratsi
z obloukti CD, nebot body X a Y se pohybuji rovnomérné.
Body A4, B, C jsou tedy vrcholy pravidelného pétithelniku
vepsaného kruznici k a < ABC je jeho vnitinim dhlem
(viz obr. 34). Plati: ¥ ABC = 2. ¥ ABS = 180° — ¥ ASB =
= 180° — 72° = 108°. Velikost ostatnich vnitfnich ahld
rovnoramenného AABC urdime jiZ takto:

¥BAC = ¥BCA = 3(180° — 108°) = 36°.
C
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b) «) (viz obr. 35) AABC je rovnostranny, prdvé kdyz
X ASB = ¥BSC = 120°. Mezi dvéma sousednimi setka-
nimi opiSe bod X tedy tfetinu kruZnice, bod Y dvé tfetiny
kruznice. To nastane, prdvé kdy? q = 2.

B
Obr. 36

b) B) (viz obr. 36). Jestlize AABC je pravouhly, pak
use¢ka AC je primérem kruZnice k. Od prvniho do tfetiho
setkani opise tedy bod X pulkruznici. Protoze jeho rychlost
je konstantni, opiSe bod X mezi dvéma sousednimi setka-
nimi &tvrtkruznici. Z toho plyne, Ze bod Y opise v této
dobé tfi ¢tvrtiny kruznice. Proto je nutn& g = 3. Tim jsme
nasli Cislo, které je ,,podezielé“ z toho, Ze vyhovuje nasi
tiloze. Ze tomu tak skute&né je, musime dokazat.

Uvazujme tedy obrdcené: Necht g = 3. To znamena, zZe
bod Y ma tfikrat v&tsi rychlost nez bod X. Mezi dvéma
sousednimi setkanimi opise tedy bod X ¢&tvrtkruZnici.
Oblouk AC je pak pulkruznice, coZz znamena, ze AABC
je pravouhly.
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Z-11-4

Je dan lichob&Znik ABCD se zakladnami AB = l4cm,
CD = 10cm. Jeho uhlopticky AC, BD protinaji stfedni
pficku po fadé v bodech E,F. Vypoltéte podil obsaht
lichobézniki ABCD, ABEF. Zobecnéte pro AB=a,CD =c.

Obr. 37

Reeni (viz obr. 37). Oznaéme a velikost strany AB, ¢ veli-
kost strany CD a v vyS§ku daného lichob&Zniku. Pak obsah
lichobéZniku ABCD je

P, =3va + ¢).

Z toho, 7e AB | EF a Ze prasetik S uhlopticek AC a BD
lezi uvniti poloroviny EFC, plyne, Ze ABFE je lichob&znik
se zakladnami AB = a a EF. Jeho vyska je

? 2

v =30.

N

Oznaéme A, stited ramena AD a B, stfed ramena BC.
Pak A,E je stfedni pfitka v ADCA, a tedy A,E = ic.
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Obdobné zjistime, e B,F = ic. Tudiz
¢ =EF=AB; - 2.3c=Ha+c)—c=13a-0.
Pro obsah lichobézniku ABFE tedy dostavame:
P, =4v(a + ¢)=%v[3a —¢) + a] = §v(3a — ¢).

Nyni uz miZeme uréit, kolikrat je obsah P, vétsi nez
obsah P,. Plati:

P, 4a+o

P, 3a-c’

tj. v naSem piipadé, kdy a:c = 7:5, je
P, 4a+3a 4.(14+10)
P, 3a—3a 3.14—-10
Zavér. a) Obsah lichob&zniku ABCD je tiikrat vétsi nez

obsah ¢tyfuhelniku ABFE.
b) Obecné: Jsou-li zakladny lichob&niku a > ¢, pak

a+c
P1=P2——“‘43(a_c).
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V. Soutézni alohy III. kola kategorie A

A-111-1

Je-li T ostrouhly trojihelnik o obsahu 1, pak existuje
pravouhly trojuhelnik, jehoZ obsah nepievySuje \/5 a ktery
trojihelnik T obsahuje. Dokazte.

ReSeni. Necht ABC je dany trojuhelnik T s obsahem
P =1 a BC je jeho nejvétsi strana. Ozna¢me Q patu vysky
ptislusné vrcholu A, v jeji délku. Tato vyska je ziejmé
nejmensi z vysek.

Obr. 38

B 8

RozliSujeme tyto ptipady:

a) ¥BAQ < 45°, xCAQ < 45° (obr. 38). Pak pravouhly
rovnoramenny trojuhelnik AB,C, s nejmensi vy§kou v = AQ
obsahuje trojuhelnik T a o jeho obsahu P, plati

Pl = Uz .
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Strana BC je nejvétsi stranou AABC, a proto vySka v neni
vétsi nez vyska rovnostranného trojuhelniku A'BC, tj.

v <1BC /3,

tedy

P, = v* £ (3BC.v)/3,

tj. skutecné

Obr. 39

C

b) Jeden z uhld <BAQ, £ CAQ je V&tsi nez 45°, napf.
(obr. 39)
XCAQ > 45°.
Pak je
¥BAQ < 45°.

Oznaéme B, prisecik kolmice k AC v bodé A4 s pfimkou
BC. Trojuhelnik ByAC je pravouhly, obsahuje T a o jeho
obsahu P, plati

P1=1;1_B0C BC_ ! _ po ki

BC = AC cos y

nebot XxB,CA =1y < 45°
Tim je uloha roziesena.
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Jiné ¥eSeni (podle Stanislava Cervinky, studenta 3.c Aka-
demického gymnazia v Praze 1). Oznagme (obr. 40) vrcholy
daného trojuhelnika A, B, C tak, aby platilo

asc a b=Zc. (1)

Obr. 40

Dale ozna¢me S stied strany AB, CS =t, ¥xCSB = w.
Trojuhelnik ABC je ostrouhly, takze

2t > AB.

Na polopfimkach S4 a SB vné tseCky AB tedy existuji po
fadé takové body X a Y, Ze

SX=8Y=t.

Trojuhelnik X YC obsahuje dany A ABC. Dokazeme, ze
obsah AXYC nepfevySuje \/5
Trojuhelnik ABC ma obsah 1, takze

1 =4.Jetfsinw + sin (1 — w)) = jetsinw. (2)



Pro obsah trojuhelniku X YC plati
P =4(sinw + sin(n — 0) = *sinow,
tedy po ptihlédnuti k rovnostem (2) mame
p=2. ()

c
Podle znamého vzorce pro velikost téZnice v trojihelniku je

L2+ b - &,

takZe z rovnosti (3) dostavame

a2 b2
P=\/2'(?+?>‘1'

b
Podle(l)jeg <1 a-£1, aproto
c c

P /21+1)-1,
P<./3.

Tim je tvrzeni obsaZené v textu dané Glohy zcela dokéazano.

t

tj.

A-111-2
Dokazte, Ze soustava rovnic
[xXP+[y]=0, 3x+y=2 (4)
ma nekone¢né mnoho fefeni a Ze pro vSechna jeji reSeni
plati 0<x<4, -9y,
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Ptitom symbol [a] (cela &ast z o) znadi celé &islo, pro které

plati a—1<[a] La.

ReSeni. Z obou rovnic (4) vyloutime y a dostaneme

rovnici
[x]* +[2 - 3x] =0.

Pro celou &ast (funkci [«]) pouZijeme vzorci:
Pro viechny realna o a pro vSechny cela k plati
[k +a] =k + [a].
Pro v8echna realna f plati

[3ﬂ] = 3[5] + &,

kde & = 0 nebo 1 nebo 2.
Pro viechna realna y plati

[-7]= -] + e,

kde &, = —1 nebo 0.
S pouzitim (6), (7), (8) vypotteme

[2-3x]=2+[-3x]=2+3[-x] +¢ =
=2+ 3(—[x] +&)+e,
8.
[2-3x] = =3[x] + 2+ ¢ + 3e,.
Proménna 2 + &, + 3¢, miZe nabyt hodnot

g3 = —1,0,1,2,3,4.

(5)

(6)

(7)



Spojenim (5) a (9) dostaneme rovnici
[x]* = 3[x] + & =0. (11)

Diskriminant rovnice (11) mZe nabyt vzhledem k (10)
hodnot
4=13,9,5,1, -3, -7.

ProtoZe kofen [ x] rovnice (11) musi byt celé &islo, pfichazeji
v Gvahu jen hodnoty 4 = 9;1, tj. &5 = 0;2. Odpovidajici
kofeny [x] obou rovnic (11) jsou (v odpovidajicim potadi)

[x]=0,3,1,2.

Z rovnice (9) vypotteme a zkouskou se pfesv&dCime, Ze
soustava (4) ma tato feSeni:

11 .

<x=%, x=1, x=2, R<x ;

IIA
lIA

[N

pfislusna y se vypoctou z rovnice 3x + y = 2.

Jiné feleni (podle Jana Kratochvila, studenta tfidy l.a
gymnazia v Pardubicich).
a) ReSenim rovnice (5) je zfejmé kazdé &islo x, pro které
plati
[x] =0 azaroven [2-3x]=0,
tj.
0<x<1 azaroveh 02-3x<1,

odkud plyne
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Prislusné y se vypotte z druhé rovnice soustavy (4); dosta-
vame tak, ze
y=2-3x.
Regenim soustavy (4) je tedy kazda dvojice &isel x, y, kde
xe(h% ay=2-3x.

Tim jsme dokazali, Ze soustava (4) ma nekonetné mnoho
feSeni.

b) Dale je tieba dokazat, ze zadna dvojice &isel x, y,
ktera nespliiuje zaroven nerovnosti

x> 0, (12)
x< 4, (13)
y= -9, (14)
ys 1, (15)

neni feSenim soustavy (4). Diikaz provedeme nepfimo.

) Piedpokladejme, Ze soustava (4) ma feSeni x,y, kde
x < 0. Potom z druhé rovnice soustavy (4) plyne, ze y = 2,
tj. [y] = 2. Plati tedy

X"+ Dz 2,

coZ% je spor s prvni rovnici soustavy (4), tj. plati nerovnost (12).
p) Piedpokladejme, Ze existuje takové feSeni x,y sou-
stavy (4), ze x = 4. Polozme

x=[x]+e, y=[y]+v,
kde
0sp<l, O0=y<l. (16)
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Ze soustavy (4) pak dostavame
D] = -[x]%,
Ax]+30+ [y] +v¥v =2,
odkud plyne
Yo+ =2+[x(x]- 3. (17)
Z piedpokladu x = 4 plyne, ze [x] 2 4, takZe

[x]([x] - 3) z 4.

Pak z rovnice (17) dostavame
3p+y 26,

coZ je ve sporu s nerovnostmi (16). Plati tedy (13).

7) Pfedpokladejme, Ze soustava (4) mé takové FeSeni x, y,
Ze y < —9. Potom [y] < —10. Podle prvni rovnice sou-
stavy (4) je tedy [x]* 2 10, t;.

x=24 nebo x< —3.

Tyto nerovnosti jsou viak ve sporu s dokazanymi nerov-
nostmi (12) a (13), takze plati (14).

d) Piedpokladejme, Ze existuje takové feSeni x,y sou-
stavy (4), pro které plati y > 1. Pak oviem [y] = 1. Samo-
ziejmé [x]* = 0, takze

PP+ D]zt

coZ je spor s prvni rovnici soustavy (4). Plati tedy nerovnost
(15).
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Poznamka. Pii feSeni Glohy A—I111—-2 lze s vyhodou
uzit grafického znazornéni. Sestrojime graf prvni rovnice (4);
je to sjednoceni polouzavienych &tvercl, k nimz naleZi vidy
levy dolni vrchol a polouzaviené strany leva a dolni (viz
obr. 41). Tlust® vytaZené &asti piimky 3x + y =2 jsou
grafickym znazornénim viech feSeni dané soustavy (4).
Intuitivné zjistény vysledek je ovSem nutno zkontrolovat
vypoctem.

Obr. 41
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A—1l1-3

Najdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

xy(x6 + X3) = X3 + X3, (18)

Xy(xy + X3) = x4 + X, (19)
X3(Xy + Xg) = X5 + X, , (20)
X4(x3 + x5) = x¢ + X, (1)
xs(xq + Xg) = x; + X3, (22)
Xo(Xs + X)) = X5 + X4 (23)

$ neznamymi X, X,, X3, X4, X5, Xg-

RieSenie. Nech usporiadana Sestica &isel (x;, x5, X3, X4,
Xs, Xg) je rieSenim sustavy (18)—(23). Potom zrejme tieZ
kazda cyklickd permutacia Cisel tejto Sestice danej ststave
vyhovuje.

S¢itanim vSetkych rovnic danej ststavy dostaneme

xle + x2x3 + x3X4 + X4xS + x5x6 + x6x1 S
=Xy + X3 + X3 + X4 + X5 + X¢
Cize .
Xy(xy 4 X3) + X4(X3 + Xs) + x6(x5 + X;) =
=x1+x2+)C3+x4+x5+x6. (24)

Ak do (24) dosadime z (19), (21), (23), dostaneme
x1+X3+X5=xZ+X4+x6. (25)
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Z rovnosti (18) a (21), (19) a (22), resp. (20) a (23), dostavame,
Ze plati:

X2+ Xe+F0< x34+x5+0, x4+x6F0<x; +x3%0,

XZ+X4#:0<=>xl+x5=‘=0 (26)
a taktiez
X3+ xs+0 = xx4 =1, X;+x3F0 = xx5=1,
X;+ X5+ 0 = x3x6=1. (27)

Z ¢oho vyplyva, ze stali uvaZovat o nasledujicich 4 pri-
padoch:

1. Vsetky 3 sGéty x; + x5, X3 + X5, X5 + X, sG rozne
od nuly. Potom podla (27) plati

X Xg =1, Xax5=1, x3x6=1, (28)

z ¢oho vyplyva, ze x; = 0 pre vietky i = 1,2, 3,4,5,6.
Ak z (28) dosadime do (18)—(20) za x,, x,, x5, mame

1 1
xl —_ =X3+x5,
X3 Xs

1 1 1
"—(x1+X3)=_+—"‘,
Xs Xy X3
L1 +

|l—+—)=x Xy,

3 Xs X, 5 1
z ¢oho vyplyva:
X; = X3X5, Xs = X1X3, X3 = XyXs . (29)
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Kedze xlxg,x'5 + 0, dostaneme vynasobenim rovnosti (29)

x1X3x5 = 1, (30)
z &oho vzhladom na (29) mame
x2=1, x(2=1, x(=1
Cize
X)) =1, |xs]=1, |x|=1.

Z nasho predpokladu o suctoch x, + x5, X3 + X5, X5 + X,
vyplyva, Ze €isla x,, x3, x5 musia byt rovnakych znamienok,
z &oho vzhladom na (30) mame

Xy = X3 = x5 s 1 (31)
a z (28) hned dostavame
x2=X4=x6=1. (32)

Dosadenim sa Tahko presvedime, Ze (31), (32) dava ritSenie
danej ststavy.

2. Prave jeden zo suétov x; + X3, X3 + X5, X5 + X; sa
rovna nule. Nech plati napr.

X, +x3=0, X3+ x5+0, Xs +x; £0.

Potom z (26) a (27) mame
X4 +%x6=0, XXy =1, X3Xg =1,
z &oho x3 = —Xx;, Xg = —X,, a teda x3x, = —1. Z (25)
mame xs = X,. V uvaZzovanom pripade teda plati
1 1
= — = —, X5 = X3, X = ——, 33
X3 X1, Xa X 5 2 6 X, ( )
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pri¢om z (18), (20), resp. (21), (23) pre x,,x, po dosadeni
20 (33) dostaneme

—1+x1x2=—-x,+x2,
—X1 X, — 1= x;, + x4
a s¢itanim oboch rovnosti dostavame x, = —1 pri lubo-

volnom x, = p + 0. Skuskou sa lahko presved¢ime, Ze
v tomto pripade sustave (18)—(23) vyhovuje Sestica &isel

Xy =p, X;=-—1, x3=—p, X4=;, Xs=—1, xg=—-,

pricom p je Tubovolné &islo rozne od 0, —1, 1. Posledné
dve ¢isla musime vyladit preto, lebo podla predpokladu
X3+ Xs=—-p—1%0, xs+x;,=—-14+p+0.

3. Prave dva zo suétov x; + x3, X3 + X5, X5 + X; sU
rovné nule. Nech teda

xl+X3=0, X3+X5=0, x5+x1’-ﬁ=0.
Podla (26) a (27) potom plati
X4 +x6=0, X; +x6=0, X3Xe = 1

a vzhladom na (25) dostavame

1
Xy =Xy, X3=—Xy, Xg=X1, Xs=Xp, Xg= N (34)
1
. 1 , 2
ale tiez x, = —xg = —, z ¢oho hned mame xi = 1.
X1
Pre x, su teda dve moZnosti: x; = —1, x; = 1, z ktorej
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kazdej zodpoveda — vzhladom na (34) — jedno rieSenie
danej sustavy:

x; =1, x,=1, x3=-1,
xXg=1, xs=1, x¢=—1;
x,=—-1, x,=-1, x3=1,
Xg=—-1, xs=-1, x4=1,

o ¢om sa [ahko presved¢ime dosadenim. Druhé riesenie sa
dostane z rieSenia v pripade 2 pre p = —1, resp. pre p = 1.

4. Vsetky tri subty x, + X3, X3 + X5, Xs + X; SU rovné
nule. Potom podla (26) tieZ x, + x4 =X, + Xg =X¢ + X, =0
a vzhladom na (25) v tomto pripade dostavame

Xy =X =X3=X,=2X5=X¢=0,
¢o zrejme danej sistave vyhovuje.

Zaver. Vsetky rieSenia danej sistavy moZno zhrnuf v na-
sledujuce;j tabulke (p + 0):

X, 1 p|l—-1] —1 -1 -p| -1 1 -1 10
p p
1 1
x, || 1 -1 pl—-1 —1 -1 =p 1 1]-1]0
P p
1 1
x3 || 1 -p| —1 p| —-| —1 - =1 1 10
p P
1 1
x, || 1 -1 =p| -1 p| —-] —1 1] -1 1{0
p p
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xs || 1 -1

-
~

—
|-

xe | 1| —-] =1

A-111-4
Najdéte viechny takové hodnoty parametru p, aby rovnice
x=2|+y=3+y=p (35)
byla rovnici néjaké poloptimky v roviné x, y.

ReSeni. Viimnéme si nejprve, Ze |z| = 0 pro viechna z
a rovnost nastava, pravé kdyz z = 0, a dale Ze

|z|+z_20

pro viechna (realn4) z a rovnost nastava, pravé kdyz z £ 0.
Upravime-li tedy rovnost (35) na tvar

k=2 +ly-3+y-3=p-3,
je leva strana vzdy neziporna a je rovna nule, pravé kdyz

x—2=0 a y—-3=0,
tj. pro
x=2 a y=<s3.

Proto dané rovnosti nevyhovuje zadny bod, je-li p < 3,
a pro p = 3 je mnoZina v§ech bodl vyhovujicich rovnosti
(35) zfejmé polopfimka.
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Je-li p > 3, dostavame jiz v poloroviné y < 3 mnoZinu
feSeni tvaru |x - 2| =p—3, tj. dv& rizné polopiimky
x—2=+(p-3).

Vyhovuje proto jen

p=3.

Jiné ¥eSeni. Utvar, pro jehoZ body je splnéna dana rov-
nice, je symetricky podle pfimky x = 2, coZ plyne z toho,
Ze v rovnici (35) je x obsaZeno jenom ve vyrazu |x — 2|.

Rovnice (35) ma byt rovnici n&jaké polopfimky. Avsak
jestlize polopfimka je soum&rna podle n&jaké osy, pak musi
byt podmnozinou této osy. Hledani polopfimka je tedy
podmnozinou pfimky x = 2.

Dosadime-li x = 2 do rovnice (35), dostaneme:

ly=3l+y=p.

Rozli¥me tytb moznosti:

1
I. Necht y 2 3. Pak y = E(p + 3).
II. Necht y<3. Pak 3—y+y=p, tj. 0.y=p—3.
Vysetfme sjednoceni mnozin nalezenych v ptipadech I a II:

A. Je-li p > 3, pak je rovnici (35) za pfedpokladu x = 2

uréena mnozina
1
{[2, i(p + 3)]} uo.

B. Je-li p = 3, pak je rovnici (35) za predpokladu x = 2
uréena mnoZina

{[23}u{[xyl;ix=2Ay=3}={[xy];x=2Ay<3}.
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C. Je-li p < 3, pak je rovnici (35) za pedpokladu x = 2
urena mnozina
Pud=9.

Poloptimku jsme obdrZeli jenom v piipadé B, takZe jsme
dospéli k zavéru, Ze mnozinou bodi vyhovujicich rovnici (35)
je polopfimka, pravé kdyz je p = 3.

Resil Leszek Gajdzica, 4.d, gymnazium s polskym jaz. vyu&o-
vacim, Cesky T&in

A-Ill-5

Najdéte mnozinu vrcholti 4 vSech rovnoramennych troj-
uhelnikti ABC s hlavnim vrcholem B, jejichZ strana BC je
obsazena v daném ¢tverci P, P,P5P,.

ReSeni. Vysetfovanim specialnich poloh trojihelnikt
ABC lze oCekavat, ze hledana mnozina M je sjednoceni S
Styt (uzavienych) kruht K(P;; a \/5), kde a je délka strany
daného &tverce, s vyjimkou &tyf boda hranice S, které lezi
na uhlopfickach &tverce (obr. 42).

Dokazeme nejprve, ze kazdy bod A vyhovujici tloze
lezi v S. Je-li AABC trojuhelnik vyhovujici tloze, je

AB = BC < BP,,

kde P, je takovy vrchol ¢tverce, ktery je od B nejvzdalené;si
(obr. 42). Proto bod B lezi v téze poloroving vytaté osou o
useky AP, jako bod A. Tedy pfimka o ma neprazdny
prinik s danym &tvercem. Proto existuje vrchol ¢tverce P;
v té poloroviné podle o, ktera obsahuje A4, a tedy

AP, < PP <a /2.
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Necht AeK(P,.;a\/E) a A+ Q,. Uvazujme nejprve, Ze

A¢ PO,

\. /s
N /
04 Qg

N > y
N /.' &
N AU
l% P4 _,—ﬁ' é k3
l /l, ~) C
Lt
g, IN
7. ° /
VAN R
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/\'1 / '\ 2
7
s
y
A
e
R B=5
7
/R A
4 Obr. 43

Kruznice k(P;, P;A ma pak ve &tverci (obr. 43) spoledny
bod C s pfimkou P;Q;. Zvolime-li B = P,, pak body A4, B, C
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tvofi vrcholy trojuhelniku vyhovujiciho tloze. Lezi-li bod 4
(obr. 44) na piimce P,Q; a A + P;, j = 1,2,3,4, pak kruz-
nice k(P;, P;A) ma se &tvercem spoleény bod C lezici mimo
pfimku P;Q;. Pak opét B = P; vede k feSeni ulohy. Je-li
A =P, j=1,23,4, pak za B zvolime stfed Ctverce.

A-I1ll1-6

Nech M je mnozina usporiadanych dvojic (x, y) realnych
Cisel s tymito vlastnostami:

1. Existuje dvojica (a, b) € M taka, e ab(a — b) + 0.

2. Ak (x4, y,) €M, (x5, y,) €M a c je realne &islo, potom
tieZ (x; + X, ¥y + y,) €M, (cxy, cy;) €M, (x1X5, y1¥,) M.

Dokazte, ze M obsahuje vsetky usporiadané dvojice
realnych &isel.

ReSeni.*) Povazujme dvojice (x,y) za vektory v dvoj-
rozmérném bodovém prostoru R,. Podle zadani M obsahuje
alespoti jeden vektor (a,b) a dale, obsahuje-li vektory
(X1, ¥1), (x2,v2), pak obsahuje také viechny jejich linearni
kombinace.

Kromé vektoru (a, b) obsahuje M nap¥. téZ vektor (a2, b?).
Ptitom podle podminky 1. je a =0, b £ 0, a + b, takZe
vektory (a, b), (%, b?) jsou linearn& nezavisle.

Vektorovy prostor R, je dvojrozmérny, proto kazda
dvojice jeho linearné nezavislych vektord tvofi jeho bazi.
Protoze M obsahuje oba vektory baze {(a,b), (a* b?)},

*) Toto fefeni odménil MU CSAV v Praze za originalitu finanéni
Castkou 500 Kés.
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obsahuje viechny jejich linearni kombinace, tj. M je mno-
Zinou vsech vektorl v R,.

To v8ak znamena, ze M obsahuje vSechny uspotadané
dvojice realnych ¢isel.

Resil JiFi Peridz, 3.b, gymnazium, tf. kpt. Jarose, Brno

Jiné FeSeni. Necht (a, b) € M je takova uspofadana dvojice,
e ab(a — b) + 0. Takova dvojice podle vlastnosti 1 existuje.
Pak uzijeme vlastnosti 2 pro x;, =a, y, = b, x, =aq,
v, = b. Dostavame, ze (a* b*)eM.
Necht (x,y) je libovolna uspofadana dvojice realnych
¢isel. Soustava rovnic A
a’c, + ac, = x, (36)
b%*c, + bcy =y

o neznamych c;,c¢, ma pak vzdy pravé jedno feSeni*),
nebot determinant soustavy

2
Zz’ Z = a’b — ab®> = abla — b) + 0.

Necht (cy, ¢,) je feSeni soustavy (36). Pak podle vlastnosti
2 plati (a*cy, b*c,)eM,

(acy, bcy)eM,
a tedy

(a*cy + ac,, bcy + bcy)eM,

tj.

(x,y)eM.
*) K tomuto zavéru se snadno dospgje i bez znalosti determinant.
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Plati tedy: Jestlize (x,y) je libovoln4 uspofadana dvojice
realnych &isel, pak (x, y)e M, coz se mélo dokazat.

Resil JiFi Navrdtil, 2.a, gymnazium, Olomouc-Hejéin
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VI. Texty soutéZznich aloh krajskych kol
kategorie Z

Praha a Zapadocesky kraj

1. Urcete, pro které koeficienty a, b, ¢, d, e je mnoho€len
x°>+ax®+bx—1 roven soutinu mnoho&lent x2+bx—1
ax>+cex’+dx+e.

2. a) Urgete s pfesnosti na sekundy, kdy hodinové ru-
Citky mezi Oh az 3 h stoji presné proti sob& (sviraji uhel
180°).

b) Kdy nastane nejdfive tento okamzik po odbiti n-té
hodiny (0 < n < 6).

3. Je dan kruh o stfedu S a poloméru r = 6 (cm) omezeny
kruznici k. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC, ktery
lezi v tomto kruhu a jehoZ strana 4B ma délku 4 (cm) a je
tétivou kruznice k. Pfimku AB oznaéme p. Trojuhelnik
ABC se pohybuje tak, Ze spliiuje tyto podminky:

a) pohybujici se trojuhelnik ABC lezi cely v kruhu;

b) aspoti jeden vrchol trojuhelniku lezi na kruznici k;

c) strana AB je stale rovnob&zna s ptimkou p.

Narysujte, pfesné urlete a odivodnéte drahu, kterou
vykona bod A, nez se opét pohybujici trojuhelnik dostane
do své puvodni polohy. TotéZ provedte pro body B a C.
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4. Rotaéni kuzel, jehoZ podstava ma polomér r = 6 (cm)
a jeho? vyska je v = 8 (cm), protnéte rovinou @ rovnob&znou
s podstavou kuZele v kruhu (o poloméru x), ktery je zaroveil
podstavou sefiznutého kuZele a horni podstavou vepsané¢ho
valce. Urete polomér x a vzdalenost roviny ¢ od roviny
podstavy, je-li obsah plasté rotaéniho valce roven obsahu
plaste sefiznutého kuzele.

Stfedocesky kraj

1. Védeckeé porady o vyuziti ropy se zicastni $est experti
ze socialistickych zemi. Védce ozna¢ime pismeny 4, B, C, D,
E, F. Tti z nich se mohou zucastnit exkurze do pfe€erpavaci
stanice ropovodu DruZba. Rozhodnéte, ktera trojice muize
jet, jestlize:

a) D nepojede s A, ale pojede jen, pojede-li také F.
b) A pojede jen, pojede-li E.

¢) C pojede jen, pojede-li D zaroveti s B.

d) F pojede jen v ptitomnosti B nebo C.

2. V byté jsou dvoje hodiny. Jedny se ptedbihaji o jednu
minutu za tfi hodiny a druhé se zpoZduji o jednu minutu
za Sest hodin. Oboje hodiny byly nafizeny na spravny &as
v sobotu piesné v poledne. Kdy se poprvé budou tyto hodiny
rozchazet pravé o 20 minut 45 sekund? (Udejte, v kolik
hodin a ktery den to bude a kolik budou ukazovat prvé
a kolik druhé hodiny.)

3. Budte a, b, ¢ tfi libovolna &isla. Potom é&islo
x=4a*>+b*+c*)—[(a+b)?+(b+c)+(c+a)]
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je cislo nezaporné; dokazte. Dale udejte viechny trojice
¢isel a, b, ¢, pro které je &islo x rovno nule.

4. Je dan obdélnik ABCD, M je stied strany AB. Uvnitf
useCek BC, AD sestrojte body E, F tak, aby pétithelniku
MECDF bylo moZno opsat kruznici. Vyjadiete polomér
této kruZnice i obsah pétithelniku pomoci délek stran
obdélniku ABCD. Ur¢ete podminku feitelnosti ulohy.

5. Je dan trojuhelnik MNP, ve kterém PM = 5,5cm,
PN =4cm, MN = 5cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li
M stied strany AC, N stied strany BC a bod P

a) pata vysky v,
b) pata vysky v,

Jihocesky kraj

1. Je-li n libovolné ptirozené liché Cd&islo, je Cislo
(n* — 1)(n + 3) délitelné &islem 24. Dokazte.
2. Je dan vyraz:

Ve a+b a—b N 2b? ) 4b
" \2a-2b 2a+2b a*-b*)(a®>+b*)(a—b)

a) V zjednoduste a udejte, pro ktera a, b nema smysl.
b) Vypottéte viechny dvojice celych a, b, pro které V = 10.

3. Pfi omezovani odbéru elektrického proudu v dobé
$piek se 35 zavodu zavazalo sniZit spotfebu. Celkem byly
tfi skupiny téchto zavodd. V prvni skupiné dosahl kazdy
zavod snizeni o 50 %, pravidelného odbéru, v druhé skupiné
snizil kazdy zavod spotfebu o { a ve tieti skupin& o § pravi-

156



delného odbéru. Tim se dosahlo Gspory 409, pravidelné
celkové spotfeby. Pfitom v prvni skupiné byl pocet zavodi
dvojnasobny nez ve druhé. Kolik zavodu bylo ve teti
skuping, jestlize kazdy z té€chto 35 zavodd mél pivodné
stejnou pravidelnou spotiebu proudu?

4. Dilna v prvnim tydnu splnila plan, tj. vyrobila n kust
vyrobkd. V druhém tydnu poklesl vykon proti prvnimu
tydnu o p%. O kolik procent musela dilna zvysit svij
vykon z druhého tydne ve tfetim tydnu, aby ke konci
tfetiho tydne byl spinén ttitydenni plan? Na zavér provedte

vypocet pro p = 10.

Obr. 45
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5. Osovy ez rotacniho kuZele je pravouhly rovnoramenny
trojuhelnik VAB o pieponé AB délky d. Piimkou AV je
vedena rovina, ktera protne kuzel v rovnostranném trojihel-
niku VAC. Vyjadfete pomoci proménné d objem a povrch
jehlanu ABCYV.

6. Krychle je sestavena ze 729 krychli¢ek o hrané 1 cm.
Urcete objem télesa, které vznikne odebiranim krychlicek,
a tim vytvofenim tunelti prochazejicich celou krychli tak,
Ze kazda ze stén puvodni krychle je znazornéna pfipojenym
nadrtkem (Srafovanim jsou vyznaleny tunely; viz obr. 45).

7. Je dan trojihelnik ABC. Sestrojte body X, Y tak, aby
bod X leZel na strané AC a bod Y na strané BC trojuhelniku
ABC a aby platilo XY | AB, AX + BY = XY.

8. Body 4,B,C,D dé&li kruznici k = (S;r) na &tyfi ob-
louky, jejichz délky jsou v poméru

AB:BC:CD:DA =1:2:4:5.
Piimky AD, BC se protnou v bodé Q. Vypoctéte vzda-
lenosti QB a QD.

Severodesky kraj

1. Vyraz 3x* — 4x? + 1 rozloZte a) na soutin dvoj¢lenii
2. stupng, b) na soutin dvoj€leni 1. stupné.

2. Ze dvou mést A4, B vysli soutasné proti sob& dva chodci.
Prvni dosel z 4 do B za 5 hodin 24 minuty, druhy z Bdo 4 za
6 hodin 45 minut. Po kolika hodinach chize se potkali,
Sel-li kazdy stale stejnou rychlosti?
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3. Osovyfez rotacniho kuzele je pravotihly rovnoramenny
trojihelnik VAB o pieponé AB délky d. Ptimkou AV je
vedena rovina, ktera protne kuZel v rovnostranném trojuhel-
niku VAC. Pomoci proménné d vyjadrete:

a) objem jehlanu ABCV,

b) povrch jehlanu ABCV.

4. Je dana pfimka p a na ni body 4 a B. V bodech A a B
sestrojte po fadé kolmice k,, k,, které jsou geometrickym
mistem (mnoZinou) stfedd vSech kruZnic dotykajicich se
pfimky p v bodech 4 nebo B. Co je geometrickym mistem
(mnoZinou) vSech vn&jsich bodii dotyku viech takovych
kruznic? Své tvrzeni dokazte.

Vychodogesky kraj
1. Dany soucet pfevedte na soucin tfi ¢initeld:
x* 4+ 3x* + x>+ 3x* + x + 3.

2. Kolik hodin ukazuji ruéi€¢ky mezi 3. a 4. hodinou,
kdyz:

a) se rudicky kryji,

b) stoji proti sobg.
Poditejte na desetiny vtefiny.

3. Je dan kruh o stiedu S a r = 6 cm omezeny kruZnici k.

Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC, ktery leZi cely
v kruhu a jehoZ strana AB ma délku a = 4 cm a je tétivou
kruznice k. Pfimku AB oznatme p. Trojuhelnik ABC se
pohybuje tak, Ze spliiuje tyto podminky:

a) Pohybujici se trojuhelnik ABC lezi cely v kruhu.
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b) Aspoti jeden vrchol trojuhelniku ABC leZi na kruz-
nici k.

c) Strana AB je stale rovnob&Zna s ptimkou p.

Narysujte, presné uréete a odiivodnéte drahu, kterou vy-
kona bod A, nez se opét pohybujici se trojuhelnik dostane
do své puvodni polohy. TotéZ provedte pro body B a C.

4.a) V rovnoramenném lichob&Zniku jsou zakladny
a=17cm, ¢ = 7cm, rameno b = 13 cm. Rozdélte licho-
béznik GseCkou x rovnobéZnou se zakladnami na dvé &asti,
které maji stejny obsah. Vypoctéte délku asecky x a jeji
vzdalenost od delsi zakladny. O spravnosti vypoétu se
piesvédcte zkouskou.

4.b) Trojuhelnik o stranach a =8,5cm, b = 12,5cm,
¢ = 14 cm rozdélte usekou rovnobé&znou s nejdelsi stranou
na dvé ¢asti, které maji stejny obsah. Urcete velikost hledané
usetky a zjistéte, v jaké vzdalenosti od bodu C protne
kratsi stranu. O spravnosti vypoctu se presvéd¢te zkouskou.

Jihomoravsky kraj

1. Dokazte, Ze vyraz

_ 2b(a-1) a+b a—b

" (@-2)(p*—-1) ab+a-2b-2 ab—a-—2b+2’
kde a + 2, b + +1, je pro kazda dv¢ ¢&isla a, b roven nule.

2. Je dan c&tverec ABCD o strané a. Stfedy jeho stran
oznalte takto: E — stied AB, F — stied BC, G — stied CD,
H — stied DA. Sestrojte trojuhelniky EFD a HGB.

Urgete obsah 3estiahelniku OPQRST (vrchol O je pri-
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seCik pfimek EF a BH, vrchol P je prusecik pfimek EF
a BG), ktery je spoletnou &asti (priinikem) obou téchto
trojuhelniki. (Spravnost vypoétu zdivodnéte.)

3. Na kruhové draze vyjedou z téhoZ mista a soucasné
dva cyklisté
a) v témZe sméru;
b) proti sobg.
Prvni objede drahu za 1 min 52 s, druhy za 2 min 24 s. Po
jaké dobg se a) dohoni; b) potkaji?

4. V rovin& jsou dany dv& kruznice k, (S,;25mm),
k, (S,; 25 mm). Vzdalenost S;S, = 120 mm.

Narysujte v§echny kruznice, které maji s kazdou z danych
kruznic k,, k, vné&jsi dotyk a zarovenn se dotykaji pfimky
S:S,. Vypottéte poloméry sestrojenych kruznic. Provedte
konstrukci téZ bez predb&ézného vypoétu.

Slovenska socialisticka republika

1. Do kruzZnice k se stredom S a polomerom 5cm je
vpisany pravidelny 6-uholnik A4,4;454,A49A,;. Ozna¢me
A,, A, prieseéniky priamky 4,45 s priamkami A;A4,,,
A3A,; Ag, Ag prieseCniky priamky AsA4, s priamkami
A3A4,A7A 1 a Ay, Ay, prieseCniky priamky AoA4, s priam-
kami A;A4,,, A;,4;.

" a) Nakreslite mnoZinu P stredov vietkych kruZnic s polo-
merom 1 cm, ktoré lezia v Sestcipej hviezde

H = A4,4,A34,A54cA,A3A9A 04114, .
b) Uréte obvod utvaru P.
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2. Najdite vSetky dvojice prirodzenych d&isel, ktorych
- sudin sa rovna $tvorcifernému ¢islu s rovnakymi &islicami.

3. Rychlik dizky 200 m ide rychlostou 16 m/s. Po druhej
kolaji tej istej trate prichadza opaénym smerom nakladny
vlak. Strojveduci rychlika zistil, Ze cely nakladny vlak minul
lokomotivu rychlika za 12 sekund. Dalej zistil, e od oka-
mihu, ked sa stretli lokomotivy oboch vlakov, az do chvile,
kedy sa minuli ich posledné vozne, uplynulo 20 sekund.
Vypogitajte rychlost a dizku nakladného vlaku.

4. Je dany rovnostranny trojuholnik ABC, ktorého
strany maju dlzku 2cm. Bod K leZi na priamke AB za
bodom B.

a) Vypogitajte vzdialenosti bodu K od priamky AC a BC,
ak BK = 0,5cm.

b) Vypokitajte vzdialenosti bodu K od priamky AC a BC,
ak BK =dcm.

¢) Dokazte, ze rozdiel vzdialenosti kazdého bodu pol-
priamky BK od priamok AC a BC v absolitnej hodnote je
konstantny.
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VII. Zprava o XVII. mezinarodni
matematické olympiadé

V potadi jiz sedmndctd mezindrodni matematickd olympidda
(MMO) se konala ve dnech 3.—16. &ervence 1975 v Bulhar-
sku, v Burgasu a v Sofii. Zucastnilo se ji celkem 17 zemi:
Rakousko (A), Bulharsko (BG), Ceskoslovensko (CS), NDR
(DDR), Francie (F), Velka Britanie (GB), Recko (GR),
Madarsko (H), Mongolsko (M), Holandsko (NL), Polsko
(PL), Rumunsko (R), Svédsko (S), Sovétsky svaz (SU),
Spojené staty (USA), Vietnam (VN) a Jugoslavie (YU).
Z tradi¢nich GCastnikti tedy tentokrate chybéla Kuba;
Recko ptijelo na MMO poprvé.

Kazda zemé byla na XVII. MMO zastoupena delegaci
slozenou z vedouciho a jeho zastupce a z osmi¢lenného
zakovského druzstva. Ceskoslovenské druzstvo tvofili tito
zaci: Martin Baumann z Prahy, Viastimil Klima z BeneSova
u Prahy, Jan Kratochvil z Pardubic, Jan Maly z Litoméfic,
Jifi Navrdtil z Olomouce, Jdn Slodicka z Bratislavy, Michael
Valasek z Prahy a Josef Voldfich z Vimperka. Vedoucim
delegace byl dr. Frantisek Zitek, CSc., z Matematického
ustavu CSAV v Praze a doc. dr. Jozef Moravcéik, CSc.,
z Vysoké $koly dopravni v Ziling.

Prabé¢h XVII. MMO odpovidal veelku ustalenym zvyk-
lostem. Nejprve se 3. Cervence sjeli do Burgasu vedouci
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jednotlivych delegaci a vytvofili zde mezinarodni jury, ktera
pak pod pifedsednictvim prof. I. R. Prodanova ze Sofie
fidila vlastni soutéz MMO. Prvnim ukolem jury bylo vybrat
Sest sout&Znich uloh. Z navrhi, které do Bulharska zaslalo
11 ze 17 zu€astnénych zemi, pfipravili bulharsti organizatoti
piedbéZny navrh 15 uloh; jedna z nich byla také Cesko-
slovenského ptivodu.

Prace jury postupovala pomérné rychle a vysledny vybér
reprezentoval patrné skute¢né optimum za danych mozZnosti:
mezi zaslanymi navrhy byl zjevny nedostatek vhodnych
uloh s geometrickou tematikou, chybéla zejména stereo-
metrie. Pro sout&Z byla vybrana tato Sestice uloh (jejich
feseni uvadime na str. 170 — 183).

1. Nechf x;, y; (i = 1,2,...,n) jsou realna &isla

Xy 2 X, X

no

\1\%
[\\%

ylgy2 V-

Dokazte, ze pro libovolnou permutaci z,,z,,...,z, &isel
Y1, Y2 -+ Yy Dlati

% x = i <

(x; — z)*.

M=

i=1

2. Necht

A1y gy ey Oy ..
je nekonecna posloupnost prirozenych Cisel takova, ze
0<ak<ak+l pI'O k=1,2,3,....
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Dokazte, ze nekoneéné mnoho &lent a,, této posloupnosti
lze vyjadrit ve tvaru

a, = xa, + yag, pP¥*q,
kde x, y jsou cela kladna &isla.

3. Je dan trojuhelnik ABC. Vné tohoto trojihelniku se-
strojime (v téZe roving) trojuhelniky ABR, BPC, CQA
takové, ze

¥XPBC = £xCAQ = 45°,

¥BCP = £QCA = 30°,
¥XABR = ¥BAR = 15°.
Dokazte, ze
1. XxPRQ = 90°,
2. PR = QR.

4. Necht A je soulet cifer &isla 4444*444; necht B je
soucet cifer ¢isla 4. Urdete soudet cifer &isla B. (VSechna
Cisla jsou zapsana v desitkové soustave.)

5. Zjistéte, zda na kruZnici s polomérem 1 existuje 1975
bodi takovych, Ze délky viech jimi uréenych tétiv jsou racio-
nalni cisla.

6. Najdéte vSechny mnohocleny P dvou proménnych
s témito vlastnostmi:

1. P je homogenni mnohoclen stupn& n (n je ptirozené
éislo), tzn. Ze pro vSechna realna &isla t, ¢, y plati

P(tx, ty) = t"P(x, ) ;
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2. pro vSechna realna ¢isla a, b, ¢ plati
Pla + b,c) + Pla + ¢,b) + P(b + c,a) =0 ;
3. P(1,0)=1.

Vybrané ulohy pochazely z navrhi Ceskoslovenska (&. 1),
Velké Britanie (&. 2 a &. 6), Holandska (€. 3) a Sovétského
svazu (8. 4 a &. 5); text ulohy &. 4 byl pfi jednanich jury po-
zménén proti pivodnimu navrhu, ktery byl snazsi a pfi-
poustél mechanické feSeni pfimym numerickym vypoctem.

Jury rovnéz posoudila obtiZznost vybranych uloh a urcila
maximalni pocty bodu, které bylo mozno ziskat za uplné
fedeni ulohy. Ulohy &. 1, 4 a 5 ohodnotila Sesti body, ulohy
¢. 2 a 3 sedmi body a ulohu ¢. 6 osmi body. Celkem tedy
mohl kazdy Zak ziskat nejvyse 40 bodu.

Za nejtézsi Glohu byla — zfejmé pravem — povazovana
uloha ¢. 6, jednak proto, Ze se v ni operuje pojmem homo-
genni mnohoc€len, s nimz Zaci stfednich $kol nemaji obvykle
velké zkuSenosti, jednak proto, Ze jeji feSeni vyZadovalo
jistou davku tvofivosti. Za nejleh¢i povazovala jury ptfed
soutézi ulohu ¢. 4.

Vybérem uloh a piekladem jejich textti do jazykd zaka
skontila pfipravna etapa prace jury. Mezitim se jiz do
Burgasu dostavila viechna ztéastnéna druZstva a s nimi
i zastupci vedoucich delegaci, ktefi se ptipojili k jury a po-
mahali s preklady. Zaci byli ihned po ptijezdu ptisné izo-
lovani od jury, aby byla zachovana regulérnost soutéze;
tato izolace trvala az do konce vyhodnoceni vysledki sou-
té%e. Zaci byli ubytovani v internaté na okraji Burgasu;

166



jejich program byl s vyjimkou dvou puldnd, kdy se konala
soutéz, vénovan hlavné exkurzim, koupani a rekreaci.

Vlastni soutéZ se konala ve stfedni $kole P. Berona
v Burgasu. Dopoledne dne 7. a 8. Eervence 1975 fesili zaci
vZdy po tfech ulohach; na kazdé tfi Glohy méli étyfi hodiny
Cistého Casu.

Ve dnech 9.—11. €ervence probihaly opravy, klasifikace
a koordinace klasifikace Zakovskych feseni. Bulharsti orga-
nizatofi pfipravili podrobny harmonogram koordinace,
ktery se vcelku podatilo dodrzet, takZe prace probihala
pomérné rychle a hladce. Z mezi normalu vybo¢il jen pfipad
ulohy €. 2 u holandské delegace; holandsti vedouci pielozili
text ulohy neptesné, takze zaci fesili jinou, ponékud snazsi
ulohu. Z rozhodnuti bulharskych koordinatori, které na-
konec vedeni holandské delegace akceptovalo, neziskali
Zaci za feSeni této snazsi ulohy zadné body. (Vyjimku tvofi
jeden holandsky Zak, ktery podal fe$eni ulohy ve spravném
znéni.)

Zavéretné zasedani jury dne 11. Cervence jednalo pak uz
jen o hranicich jednotlivych cen. Bylo rozhodnuto udélit
prvni ceny zakam, ktefi ziskali 40 nebo 39 bodu; k ziskani
druhé ceny bylo potfeba mit alesponi 32 bodu, na tieti cenu
stacilo 23 bodu. Celkem tak bylo udéleno 8 prvnich, 25 dru-
hych a 36 tietich cen.

Vedle téchto hlavnich cen byly udéleny jesté tfi zvlastni
ceny za elegantni a originalni feSeni jednotlivych Wloh.
Ziskali je dva Zaci z Rumunska a jeden z USA.

Celkové vysledky jednotlivych delegaci na XVII. MMO
jsou patrny z nasledujici tabulky:
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Soucet bodu Pocet ziskanych cen
Zeme cel¢ho
druzstva 1. 2. 3. zvlastnich

A 192 1 1 2 -
BG 186 - 1 4 -
Cs 162 - - 2 -
DDR 249 - 4 4 -
F 176 1 1 1 -
GB 239 2 2 3 -
GR 95 - 1 - -
H 258 - 5 3 -
M 75 - - 1 -
NL 67*) - - 1 -
PL 124 - 1 1 -
R 180 1 3 2
S 160**) - 2 - -
Su 246 1 3 4 -
USA 247 3 1 3 1
VN 175%*%) - 1 3 -
YU 163 - 1 1 -

*) Celkovy vysledek holandského druzstva byl ovlivnén chybnym

piekladem jedné ulohy.

**) Jeden $védsky Zak se pro nemoc neucastnil druhé¢ho dne soutéze.
**¥) Vietnamské druzstvo sout&Zilo v sedmi; osmy Zik byl nemocen.

Po skonceni této pracovni Casti XVII. MMO podnikli
v8ichni Gcastnici ve dnech 12. a 13. gervence autokarovy
vylet z Burgasu do Sofie pfes Starou Zagoru, Kazanlak,
Sipku, Gabrovo, Veliko Trnovo a Pleven. Ve viech méstech,
kde se autokary s ucastniky M MO zastavily, bylo pfipraveno
slavnostni uvitani. Nav§téva mistnich pamétihodnosti
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(thracka hrobka v Kazanlaku, pamatnik na Sipce, Dim
humoru a satiry v Gabrovu, citadela ve Velikom Trnovu,
muzeum v Plevnu) spolu s velice pratelskym a srde¢nym
ptijetim viude zanechala nutné nesmazatelné dojmy ve vsech
ucastnicich.

V Sofii, kam vyprava dorazila 13. éervence vecer, byla pak
XVII. MMO zakonéena. Dne 14. Cervence si Gdastnici pro-
hlédli mésto; 15. Cervence odpoledne bylo v sale Dom»
sovétské védy a kultury slavnostni rozdileni cen. Na zavér
byla téhoZ dne vefer uspofadana slavnostni veéefe ve zna-
mém restaurantu Kopito v horach nad Sofii.

Ceskoslovenska delegace se vratila do Prahy letadlem
dne 16. Cervence kratce po 14. h. Pfivazela si s sebou dvé tieti
ceny, které ziskali zaci M. Valdsek a J. Navrdtil. Podrobné
vysledky Eeskoslovenského druzstva jsou obsazeny v tabulce:

Pocet bodi ziskanych za ulohu &.
Jméno Celkem
1 2 3 4 5 6

M. Baumann 6 0 7 4 0 1 18
V. Klima 2 0| 7 3 0 1 13
J. Kratochvil 6 7 1 0 0 2 16
J. Maly 6 7 0 3 0 2 18
J. Navratil 6 7 0 0 6 8 27
J. Slodi¢ka 6 7 0 0 6 | 1 20
M. Valasek 6 S 7 0 6 6 30
J. Voldiich 6 7 1 2 2 2 20
druzstvo

celkem 44 40 23 12 20 23 162
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Vcelku lze konstatovat, Zze ani tentokrate nepiekrocily
vysledky ¢&s. druZstva hranici primérnosti. ZkuSenosti né-
kolika poslednich let nasvédéuji tomu, Ze jde o jev trvaly.
Zda se, ze chybgji predevsim vynikajici jednotlivci schopni
podat $pi¢kovy vykon, a to zcela spolehlivé bez nahodnych
vykyvi. Tato situace si vyzada hlubsi analyzu a pfijeti
u¢innych opatieni ke zlepseni pfipravy nasich reprezentantt.

RESENI ULOH XVII. MMO

1. Dokazovanou nerovnost

DT

prepiseme na tvar

M=

(x; — z,)* (1)

1

]

n n " n Z
LxI+ Y -2 xS XD+ YA -2 X
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

Ponévadz ziejmé
Y=z,
i=1 i=1

je nerovnost (1) ekvivalentni nerovnosti

M=

_leizi =< 2 X (2)

1]

1
Oznaéme

k k
Sk=zyi, n=~lei

i=1
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pro k =1,2,...,n apoloZzme S, = T, = 0. Bude pak
Vi =Sk — Si-1» =T — T

pro kazdé k = 1,2,...,n. Mizeme tedy psat
n n n n—1
Z Xk = Z xk(Sk - Sk—l) '—szlxksk —kZOXk+ 1S =

=X,S, + 2, (X = X1) St — X150 (3)

Obdobn¢ je také

n n—1
kglxkzk = X, T, +k§1(xk ~ X)) T — % To 4)

Ponévadz vsak &isla zy, z,, ..., z, tvofi jen permutaci Cisel
VisV2s-- Y j€ nutn€ S, = T,. Pro k= 1,2,...,n — 1 pak
plati S, = T;, nebot je y, =y, =...=y, Dale je téz
X = Xppq, @ tedy X, — x4, 20 pro k=1,2,..,n—1,
takze

n—1

2

n—1
(¥ ~ Xis1) S 2 Z(xk - Xe41) Ti-
k=1 k=1

Odtud a zrovnosti (3) a (4) jiz vyplyva dokazovana nerovnost
(2), a tedy i (1).

Jiné feSeni této ulohy je zalozeno na pfimém dikazu
nerovnosti (1), tj. bez redukce na (2), a to indukci podle n.
Misto induk¢niho kroku je ostatn€ mozné odvolat se na
znamou skute¢nost, ze kazdou permutaci lze slozit z trans-
pozic.
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2. Cleny posloupnosti
Ay, 0y, ...y, ... (1)

s vyjimkou a, rozdélime do a, tfid podle zbytkt pti déleni
Ciselm a,. V kazdé neprazdné tfidé vezmeme nejmensi
gislo a,; viechny dalii ¢leny a,, posloupnosti (1) patici do
téze tiidy jako a, se od a, li§i o nasobek ¢isla a,, takZe je
lze psat ve tvaru

ay, = a, + ya,,

kde y je celé kladné &islo. Ponévadz vsech tfid je a,, tzn.
kone¢ny pocet, vidime, Ze nejen nekonecné¢ mnoho Elent
posloupnosti (1), ale dokonce viechny &leny aZ na nejvyse
a, + 1 vyjimku lze vyjadfit v pozadovaném tvaru, pfiCemz
se navic (aspoii) jedno z &isel x, y rovna 1.

3. Oznatme
XABC = 8, XBAC = «a, XACB =1y,

AB=c, BC=a, AC=b, AR=BR =y, AQ=x, QC =t,
BP = z, PC = v. Podle sinové véty je
x:b = sin 30° :sin 105°,
takze
b

= 2 cos 15°
a obdobné
a

Z = em———,
2cos 15°
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Dale je

_ c
= 2 cos 15°
a
sin 45° 5 b
=XTao =X ==
sin 30 J2cos 15°
.9 a
v=t-=—7———.
b ﬁcos 15°

K vyjadfeni délek stran trojuhelniku PQR uZijeme kosinové
véty:
OR? = x? + y* — 2xycos(x + 60°),

PR? = y? + z? — 2yzcos (B + 60°),
PQ* =t* + v* — 2tvcos(y + 60°).
Tyto rovnosti plati, i kdyz n&€ktery z ahla o, f,y je vetsi

nebo roven 120°.
Podle sinové véty je oviem

a:b=sina:sinf,
a tedy

asinff —bsina =0,
takze

J3.clasin B — bsina) =0 =
=4b? - ¢ + a® — 22 + a* + c* - b?).
Odtud plyne dale rovnost
b* — 4b? + ¢ — a?) + be /3 .sina =
=a® — Ya® + ¢ — b*) + ac /3 .sin B,
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neboli
b? — Y2bccos a) + be /3 .sina =

= a* — Y2accos p) + ac /3 .sin B,
b? — 2bc(icos o — %../3.sina) =
= a® — 2ac(scos f — %../3.sin ),
coz lze psat téz jako
b* — 2bc cos (o + 60°) = a* — 2ac cos (B + 60°).

Nyni celou rovnost délime &islem 4 cos? 15° a dostaneme

b* bccos(x+60°)  a? accos (B + 60°)
4cos? 15° 2c0s215°  4cos?15° 2 cos? 15°
neboli

x? — 2xycos(a + 60°) = z* — 2yz cos (B + 60°).

To viak znamen4, 7¢ PR* = QR?, &ili PR = QR. Dokazali
jsme tak druhou Cast tulohy: trojuhelnik PQR je rovno-
ramenny.

Proni &ast, tj. rovnost ¥ PRQ = 90°, dokaZeme z Pytha-
gorovy véty. Plati totiz

PR? + QR? = PQ?.

Ponévadz uz vime, Ze
PR = QR,
je
PR? 4+ QR?* = 2x* + 2y* — 4xycos (x + 60°).
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Zarovei je
PQ? = t* + v* — 2tvcos(y + 60°).

Podle sinové véty je vSak
asiny — csina =0

odtud stejnym postupem jako v piedchozim dostaneme
rovnost
¢ — 2bccos (a + 60°) = a® — 2abcos(y + 60°). (1)

Dosadime-li do vyrazd pro PR? + QR? a pro PQ? za
X, y, t, v, dostaneme

PR? 4 QR = b? N ? be cos (« + 60°)
" 2co0s?15°  2cos? 15° cos?15° ’
Po? — b? . a? ab cos (y + 60°)
" 2cos?15°  2cos? 15° cos? 15°

Porovnanim s (1) dostavame pak pozadovanou rovnost:
PR* + QR? = PQ?;

trojuhelnik PRQ je tedy pravouhly: < PRQ = 90°.

Jiné FeSeni. Vné trojuhelniku ABC sestrojme tfi rovno-
ramenné pravouhlé trojuhelniky AQ'C, BP'C, ABR' tak,
aby .

¥XQ'AC = XP'BC = XAR'B =90°.
Tyto tfi trojuhelniky jsou oviem podobné, pti¢emz si body
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P, Q, R vzajemné odpovidaji. Nyni sestrojime body
K, L, M, N tak, aby

K €BC, PK 1 BC,

L eAC, QL 1 AC,

MeAB, KM | AC,

NeAB, LN | BC.
Z podobnosti plyne

KM BK AL QL

AC BC AC AC’

takze
QL = MK .

Obdobné dojdeme k rovnostem

LN = KP, NR =RM.
Navic je
QL | MK, LN L KP, NR L RM.

Je tedy také (s¢itani vektord je asociativni a komutativni)
OR = PR a ¥QRP = 90°, c.b.d.

Dalsi FesSeni, podstatné jednodussi, je zaloZzeno na zna-
losti pojmu podobnosti jakoZto zobrazeni roviny. Vezméme
dvé takova zobrazeni m, a =,, definovana takto: m, se
sklada z otoceni 0 45° okolo bodu A4 a z homotetie se sttedem

in 105°
v A a s koeficientem k = - takze n,(Q) = C. Zo-
sin 30°

brazeni 7, se sklada z otoCeni o 45° okolo bodu B a z homo-
. sin 30°

tetie se sttedem v B a s koeficientem k™! = —F—, takZe
sin 105
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n,(C) = P. SloZenim obou zobrazeni m, a m, dostaneme
zfejmé& pouhé otoceni o 90° a zbyva dokazat, ze R je pravé
stted tohoto otoCeni. Snadno se viak vidi, Ze n,(R) = S,
kde S je vrchol rovnostranného trojihelniku ABS (leZiciho
v poloroviné ABR), a Ze pak m,(S) = R. Tim je uloha feena.

4. Redeni ulohy se sklada ze dvou &asti. Nejprve odhad-
neme shora soucet cifer ¢isla B; oznaéme ho C. Ztejmé je

4444 < 10000 = 10*,

takze Cislo 4444*444 ma nanejvys 4.4444 = 17776 cifer.
Kazda z nich je nanejvys rovna 9; pro jejich soucet 4 tak
dostavame odhad

A<L9.17776 = 159984 .
Cislo B je tedy nejvyse rovno &slu
9+494+9+9+9=45.

Z piirozenych Cisel mensich nebo rovnych 45 ma nejvétsi
soucet cifer Cislo 39, totiz 12. Je tedy celkem

CcC=12.

Druhd Cast feSeni spociva ve vyuziti znamé skutenosti,
Ze kazdé Cislo dava pfi déleni deviti tyZz zbytek, jaky dava
jeho ciferny soucet. Plati tedy

4444*4%% = 4 mod9,
A=B mod9,
B=C mod9.
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Avsak

4444 =7 mod9,
a tedy také

4444 =1 mod3.

Snadno si ovéfime, Ze pro kazdé pfirozené k je

731 =7 mod9;
je tedy
44444444 =7 mod9.

To vsak znamena, Ze také
C=7 mod9.

Ponévadz plati C < 12, vidime, Zze nutné C = 7. Hledany
soucet cifer Cisla B je tedy prave 7.

5. V kruznici s polomérem 1 ma tétiva odpovidajici

sttedovému whlu o délku 2 sin z. Nyni dokazeme dvé po-
mocna tvrzeni: 2

1. Je-li 0 uhel takovy, Ze sind, cosd jsou racionalni
Cisla, pak takeé sin kd, cos kd jsou racionalni &isla pro vSechna
pfirozena k.

2. Existuje libovolné maly uhel 6 takovy, Ze sin 6 a cos d
jsou racionalni ¢isla.

Proni tvrzeni dokazeme snadno indukci podle k: pro
k =1 je trivialni a pro indukéni krok vyuZijeme znamych
vzorch

sin (k + 1) 6 = sin kd cos & + cos kd sin &,

cos(k + 1) = cos kd cos & — sin kd sin &.
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K dikazu druhého tvrzeni sta¢i napf. vzit uhel é takovy,
Ze je

2 -1
cosd =

sin & 2
1 =—$ 2
2 +1 t2+1

kde t je dostate¢né velké prirozené Eislo.

BudiZ nyni 6 thel takovy, Ze sin J i cos d jsou racionalni
Cisla a ze 1975.6 < 4n. Na dané kruZnici nyni umistime
1975 bodi A,, A,,...,A;975 tak, aby stfedové uhly od-
povidajici t&tivam 4,4, (k = 1,2,...,1974) byly viechny
pravé 2. Libovolné dvojici bodii 4;4, (j < k) bude od-
povidat stiedovy uhel 2(k — j)d, pFislusna t&tiva bude mit
délku 2sin (k — j) 8, coz je vzdy racionalni &islo.

Nad kruZnici s polomérem 1 je tedy mozné umistit 1975
(a snadno se vidi, Ze i libovolny jiny koneny podet) bodi
tak, aby vSechny jimi uréené tétivy mély racionalni délky.

6. Nejprve probereme piipad n = 1, tj. hledame linearni
homogenni mnoho¢len

P(x,y) = Ax + Bx

vyhovujici podminkam 2 a 3. PoloZime-li a=1, b=c=0,
dostaneme z podminky 2

P(0,1) = —2P(1,0),

podle podminky 3 je tedy P(0,1) = —2. Odtud a z pod-
minky 3 vyplyva A =1, B= -2, tzn.

P(x,y) = x — 2y.
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Snadno ovéfime, Ze tento linearni mnoho¢len opravdu vy-
hovuje v§em tfem podminkam ulohy; pti n = 1 je to jediné
fesSeni.

Necht nyni n > 1. Plati op& P(1,0) = 1, P(0,1) = —2;
poloZime-li a = 2, b = ¢ = —1, dostaneme z podminky 2
rovnost

P(-2,2) = =2P(1, -1).

Z podminky 1 viak zarovefi vyplyva, Ze plati
P(-2,2) = (-2)" P(1, - 1).
Jelikoz je n > 1, je ovdem (—2)" + —2, a tedy nutng
P(l; -1)=0.
Vzhledem k homogenité mnohoélenu P je pak také
P(x, —x) =0

pro viechna realna x. Odtud vsak jiz vyplyva, Ze polynom P
1ze psat ve tvaru

Plx,y) = (x + ) Q(x. ),

kde Q je polynom.
Ukazeme nyni, Ze také polynom Q vyhovuje podminkam 1,
2 a 3. Skutecné, pii x + y + 0 je

P(tx,ty) t"P(x, y)

= = " 1Q(x, y),
tx+ty  tlx+y) Qx.y)

Q(tx, ty) =

180



takze Q je nutné¢ homogenni polynom stupné n — 1. Po-
dobné je — pfia + b + ¢ + 0 — také

Qa + b,c) + Qa+ ¢,b) + Qb + ¢,a) =

=‘—1—1—b—+—(—:[P(a+b,C)+P(a+c,b)+P(b+c,a)]=0.

Rovnéz
P(1,0
0(1,0) = —(I_) =1.
Ponévadz pti n = 1 uZ feSeni zname, vidime, Ze feSenim
mohou byt jen polynomy tvaru

P(x,y) = (x + y)'~ ! (x — 2y);
snadno se ovéfi, Ze tyto polynomy skute¢né vyhovuji viem
tfem podminkam ulohy (pfi kazdém pfirozeném n).

Jiné FeSeni. Nejprve dokaZzeme pomocné tvrzeni:
Je-li polynom P feSenim ulohy, potom

P(x,1 — x) =3x — 2

pro viechna realna x.
Tvrzeni dokazeme nejdfive jen pro celé hodnoty argu-
mentu x, a to indukci.
I. Tvrzeni ziejmé€ plati pro x = 1; podle podminky 3
je totiz
P(1,0)=1=3.1-2.

II. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna cela
&isla v mezich 1 — k az 1 + k (v&etng), kde k je celé ne-
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zaporné ¢islo. Podle podminky 2, kde p01021me a= —k,
b=0, c=1+k, bude

P(—k, 1+ k) = —P(1,0) — P(1 + k, —k).

Podle indukéniho predpokladu se vSak prava strana

R — [3(1 + k) — 2] = 3(—k) — 2,

tak?e dokazovana rovnost plati i pro x=—k=1—(k+1).
Nyni polozme a=k+ 1, b=1, ¢ = —(k + 1); podle
podminky 2 bude

Pk +2, —k—1)= —P(0,1) — P(—k, 1 + k).
Podle prvni ¢asti ditkazu je viak prava strana rovna
—(3.0-2)—[3(-k)—2]=3k+4=3k+2)—2;

dokazované tvrzeni tedy plati i pro x=k+2=1+(k+1).
Tvrzeni tedy plati pro v§echny celé hodnoty x; ponévadz
viak P je polynom, plyne odtud platnost tvrzeni pro viechna
realna x vibec.
Dale vyuZijeme podminky 1, tj. homogenity polynomu P,
a napieme (pro x + y # 0)

Pny) = (o P ),

xX+y x+y
Avsak
y =1 X
x+y = x+y
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takZe podle pomocné véty je

p< x Y )=3 X__, X=W
X+y xX+Yy X+y xX+y
Celkem je tedy

P(x,y) = (x + y)" ' (x — 2y),

a to pro kazdé ptirozené n. Jezto P je polynom, plati vy-
sledek i pti x + y = 0.

Snadno se ovéfi, ze vysledny polynom skuteéné vyhovuje
viem tfem podminkam ulohy.

Poznamky k ulohdm a jejich FeSenim

1. Uvedené feseni ulohy &. 1 je v podstaté shodné s feSe-
nim, které na X VII. MMO podal J. VoldFich.

2. Ulohu &. 2 lze tesit n&kolika zptisoby; nejkratsi a nej-
ekonomictéjsi se zda byt feSeni, které zde uvadime; aZ na
drobné upravy se shoduje s feSenim, které pii soutézi
predlozil J. Kratochvil. '

3. Uloha ¢&. 3 byla na MMO jedina skute&né geometricka
Giloha. Reseni, které zde uvadime jako prvni, se shoduje
v podstaté s feSenim, které na MMO podal V. Klima.
Druhé feSeni je autorské. Tteti zplisob feSeni piedlozil na
schuizi jury vedouci francouzské delegace; odpovida zpi-
sobu, jimz je geometrie roviny vykladana na francouzskych
skolach.

4. Uloha ¢&. 4 vznikla v této podobé aZ v priibéhu jednani
jury; v pivodnim sovétském navrhu $lo o uréeni souctu cifer
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Cisla 16'°. Je smutnou skuteénosti, ze tuto nejleh&i tlohu
nedokazal Zadny z naSich zaki vyfesit plné.

5. Obtiznost ulohy €. 5 tkvéla spiSe v logické struktuie
tvrzeni uZivanych pfi feseni.

6. Prvni z uvedenych feSeni ulohy ¢. 6 sleduje zakladni
ideu, jiz uzil na XVII. MMO J. Navrdtil, ktery jako jediny
z &s. druZstva podal uplné feseni. Podobné ji ov§em feSila
1 vétsina ostatnich usp&$nych fesitell. Druhé uvedené feseni,
zaloZené na pomocném tvrzeni o hodnotach mnohoé¢lenu P
na pfimce x + y = 1, podal na XVII. MMO jeden ze zaka
z USA ; dostal za né zvlastni cenu.
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