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Predhovor

Mili mladi priatelia a spolupracovnici matematickej olympiddy,

dostdvate do ruk roCenku jubilejného 30. roénika matema-
tickej olympiddy, ktory sa uskuto¢nil v §kolskom roku 1980/81.
Vyznam nasej sutaZe v rieSeni matematickych uloh pre Ziakov
strednych a zdkladnych $kol kazdoro¢ne vyhlasovanej minister-
stvami $kolstva CSR a SSR dokumentovala o. i. skutocnost,
Ze zdver sutaze - celo$tdtne kolo kategérie A - sa pri prileZitosti
jubilea konal po dvadsiatich rokoch opdt v hlavhom meste
ndsho $tdtu a mal mimoriadne sldvnostny rdz. Miesto mate-
matickej olympiddy v systéme Ceskoslovenskej vychovnovzde-
lavacej sustavy zhodnotil na sldvnostnom otvoreni celostdtneho
kola minister 3kolstva CSR s. doc. dr. Milan Vondruska,
ktorého prejav v plnom zneni uverejiiujeme. Krdtky pohlad
do histdrie jubilujicej MO a na podujatia, ktoré ju sprevadzaju,
ndjdete vo vystipeni, ktoré v aule Karolina predniesol predseda
UV MO. Spomina v fiom tieZ na niektorych zaslazilych pra-
covnikov v MO, ktori sa jubilejného rocnika uz nedozili. Pri
tejto sldvnostnej prileZitosti sa dostalo vyznamného ocenenia
zdsluznej prdce privyhladdvani a vedeni matematickych talen-
tov desiatkam Zijicich dlhoroénych pracovnikov v matematickej
olympidde tym, Ze prevzali dakovné listy ministrov Skolstva.
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Ako to vsak uz pri takychto prileZitostiach byva, nebolo mozné
ocenit vSetkych, ktori by si to zasluhovali. VyuZivame preto aj
tuto moznost, aby sme podakovali za obetavi pricu stovkdm
nemenovanych ucitefov a organizaénych pracovnikov, ktori
po desiatky rokov nelutovali vynakladat svoje dusevné a fyzic-
ké sily i volny ¢as na prospech rozvoja mladych talentov a tym
napomdhat rozmnozovanie duchovného i hmotného bohatstva
nasej socialistickej vlasti.

Ako obvykle ndjdete v ro¢enke prehlad o organizicii a vysled-
koch jubilejného roc¢nika, tlohy vSetkych kol a kategdrii sutaze
s rieSeniami a po jednoro€nej prestdvke tieZ vystizna informdciu
0 22. medzindrodnej matematickej olympidde v USA, na ktorej
v sutazi rekordného poctu 185 Ziakov z 27 krajin vSetkych
kontinentov nadviazalo nekompletné druZstvo reprezentujice
na$u vlast za ocednom na uspech spred dvoch rokov, ked opit
priviezlo jednu prvu cenu za plny pocet bodov a ani jeden
z pitice nasich ziakov sa nevrétil domov bez ocenenia.

Nechyba ani uplny prehlad uloh, ktoré v Skolskom roku
1980/81 riesili tcastnici celostatneho koreSpondencného semi-
ndra. Pre obmedzeny rozsah roCenky sa ich rieSenia uz nevosli
na jej stranky, ale pevne verime, Ze rieitelia buddcich rocnikov
MO ich vyuziju na vyskuSanie svojich schopnosti a tym na
lepdiu pripravu pre sdtaz, ktord od svojho buduceho - 31. roc-
nika zvySuje svoju ndro¢nost v Skolskom kole, ako sme o tom
podrobnejsie informovali v predhovore k rocenke predchddza-
jiceho roc¢nika.

Ziverom ndm dovolte vyslovit presvedCenie, Ze jubilujica
MO 3aj vo svojom zrelom veku alebo prave vdaka skisenostiam
tomuto veku prisldchajicim bude nachddzat stdle vacSiu priazen
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mladych, ktorym je urcend a ktorym chce pomdhat objavovat
krdsy matematiky a prinasat neopakovateInui radost z tvorivej
préce.

Ustredny vybor matematickej olympiddy






PROYEV MINISTRA SKOLSTVI CSR
DOC. DR. M. VONDRUSKY
K ZAHAYENI CELOSTATNIHO KOLA
30. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY

Vidzgené soudrusky, vdZeni soudruzi,
mili soutézici,

srdecné vés viechny zdravim, zde, na historické ptdé staro-
slavného Karolina, kde se schdzime k slavnostnimu zahdjeni
celostdtniho kola jubilejniho 30. ro¢niku matematické olym-
piddy. Je symbolicky pfihodné, Ze k vyvrcholeni této uz tradicni
soutéZe zaka a studentd zdkladnich a stfednich $kol dochdzi
praveé nyni, v majovych dnech v hlavnim mésté nasi socialistické
vlasti, ve stovézaté zlaté Praze. Findle leto§ni matematické olym-
piddy se tak dostdva do mimorddné tvrciho déni pfitomné doby
k némuz na prvnim misté patti XVI. sjezd KSC, oslavy vi-
tézstvi nad faSismem a osvobozeni Ceskoslovenska Sovétskou
armddou, slavné Sedesdtileté jubileum nas$i komunistické strany
a pak volby do zastupitelskych sborti, k nimz se s veskerou
svédomitosti pripravujeme. Tyto vpravdé nosné pilife poli-
tického a spole¢enského Zivota vytvéreji nasi socialistickou pfi-
tomnost a pfes n¢ sméfujeme do budoucnosti. A pravé pro tuto
budoucnost svou dnes$ni praci pfipravujeme ve $koldch ¢ino-
rodou, vzdélanou, mordlné uvédomélou mladou generaci,
kterd bude schopna vybudovat materidlné technickou zdkladnu
komunistické spoleCnosti.



Nas dkol v tomto sméru je vskutku obrovsky a k jeho splnéni
musime efektivné vyuzivat vSech prostfedki, které médme.
Nesporné pritom je, Ze k nejucinnéj$im z nich - pokud jde
o formovani vzdélanostniho profilu ¢lovéka jiz tietiho tisicileti -
nélezi matematika. Jsme si vSichni plné védomi, Ze matematika
tvofi zdklad technickych véd. A tuto skutecnost nebyvalou
mérou umoctiuje hlavni pozadavek dneska: urychlovat, zkva-
litniovat proces védeckotechnické revoluce a organicky spojovat
jeji vysledky s prednostmi socialisiického zfizeni.

Zcela zakonité proto XVI. sjezd polozil diiraz na rozvoj védy,
na bezprostfedni aplikaci jejich vysledkil v praxi, na védecky
a technicky pokrok, jenz je zdkladem tuspé$ného rozvoje vsech
usekd ndrodniho hospodéistvi, ekonomiky a kultury. Védecky
myslici, tvorici lidé jsou dnes nositeli klicovych pozadavki
racionalizace vyroby a zvylovani jeji efektivnosti, vyuzivani
védeckotechnického pokroku, integrace védy a vyroby jako
jednoho z nejdilezitéjsich pozadavkd soucasnosti.

V této spojitosti také XVI. sjezd KSC ocenil vysledky,
kterych dosahuji pfirodni, technické i spolecenské védy, vy-
zdvihl obétavou préci védci a Gspéchy docilené prostfednictvim
mezindarodni spolupriace ve védé, zvldsté se sovétskymi védci.
Zaroven vsak bylo na sjezdu konstatovdno, Ze pfes nesporné
Gspéchy tempo rozvoje a vyuzivani védy neodpovidd potfebam
i moznostem, jeZ mame. Z téchto sjezdovych zdvéri, soudruzky
a soudruzi, musime odvodit vSe potfebné 1 pro nasi praci ve
skolach, tam, kde se formuji pristi nositelé védeckotechnického
rozvoje. A svou pozornost pritom zaméfit pfedevs$im na - jak
fikdme - krdlovou véd - matematiku. Zejména v uplynulych
péti letech, v souvislosti s postupnou realizaci dokumentu
o dal$im rozvoji Ceskoslovenské vychovné vzdélavaci soustavy,
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krdtce feceno s Projektem, byl pro vyuku matematiky ucinén
nebyvaly kus prace. Obsahova pfestavba, spocivajici v zdkladni
skole do znacné miry praveé na novém pojeti vyucovani matema-
tice, dospéla jiz letos do pdtého ro¢niku zdkladni Skoly. Pritom
analyza vysledkii v 1.—4. roc¢niku ukdzala potéSitelnou véc:
matematika se stdvd u zdkdl pfedmétem velmi oblibenym, za-
timco dosud tomu bylo spiSe naopak. To je cennd zkuSenost,
ale hlavné cennd skutecnost, kterou nesmime promarnit. Pajde
o0 to, abychom z existujici obliby matematiky u déti mladsiho
Skolniho véku vytézili maximum pro vyuku matematiky, pro
zdjem zaku a studentt ve vysSich roCnicich a na vyssich stupnich
Skolské soustavy. Prosté musime nyni ucinit vse, aby se mate-
matika ve védomi Zdkl a student? stala nejenom potfebnou, ale
také zajimavou, pritazlivou disciplinou a tim vysledky jejimu
vyucovani odpovidaly pozadavkim a potfebdm rozvoje so-
cialistické spolecnosti.

Zmifuji se o tom pravé zde, ncbot jak se priikazné ukdzalo,
matematickd olympidda se stala vyraznym prostfedkem zvy-
Sovani zdjmu o matematiku véetné objevovdni matematickych
talentd. Jsme vdééni vSem, ktefi stdli u kolébky této soutéze.
Dovolte, abych za vSechny vzpomnél pfedevS§im vynikajici
osobnosti, védce a pedagoga, akademika Eduarda Cecha.
Zarovenl abych vyzdvihl prospéSnost tésné spoluprace mezi
Skolskymi védeckymi i spolecenskymi fidicimi orgdny a institu-
cemi. Puvodné to byly nékdejsi ministerstvo Skolstvi, véd
a uméni, Ceskoslovensky svaz mlddeze a Ustiedni tstav ma-
tematicky. V duchu této tradice vyhlasuji a organizuji dnes ma-
tematickou olympiddu ministerstva $kolstvi Ceské a Slovenské
socialistické republiky, Jednota Ceskoslovenskych matematikii
a fyziku, Jednota slovenskych matematikti a fyzikt, Matema-
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ticky tstav CSAV a Socialisticky svaz mlddeZe. Vysoce ocefiu-
jeme praci vSech téchto organizdtort, lidi, ktefi vénovali
matematické olympiddé mnoho svych sil i volného ¢asu a svym
nadsenim, obé&tavosti zalozili tradici a UspéSnou pritomnost
této soutéZe.

Zvlasté bych pak rdd podékoval také ulitelim zdkladnich
a stfednich Skol, nebot na nich bezesporu spociva hlavni peda-
gogickd a pfipravnd prdce mezi soutézicimi, jejich pisobeni
zaklddd dspéch celé soutéZe, jeji vysledny efekt. Uvazme, Ze
kazdorocné se matematické olympiddy dcastni pfiblizné 15 tisic
z4aka zdkladnich a 4 tisice zdku stfednich $kol. Vypracovand
feSeni musi ucitelé opravit, zhodnotit, probrat s fesiteli, ukdzat
na uspéchy a zamyslet se nad pfipadnym nezdarem. Velice si
vazime této zdsluzné prace uciteld, bez nichZ by se matema-
tickd olympidda nikdy neobesla; préce, kterou navic vsichni ko-
naji s vnitfnim zaujetim, nad$enim pro véc.

Tricet let existence matematické olympiddy - to je doba
zahrnujici uz vice neZ jednu generaci. N&kdejsi prvni feSitelé
a vitézové jsou jiz dnes uspésni ucitelé matematiky nebo i pfed-
ni védecti pracovnici a pedagogové, mnozi z nich se vynikaji-
cim zptsobem uplatiiuji ve vyrobnim procesu. A je nemailo
téch, ktefi ztstali vérni pfimo matematické olympiddé. Samo-
zfejmeé ne jiz jako soutéZici, ale jako nadSeni organizdtofi, pra-
covnici okresnich, krajskych vybort soutéZe nebo v tstfednim
vyboru matematické olympiddy. Mdme z toho radost, nebot to
vSe dokumentuje prospé$nost jejiho zrodu a trvéni.

A jestlize k tomu je$té pfipocteme velmi dobré vysledky
nadich chlapcti a dév€at na mezindrodnich matematickych
olympidddch, pak miZeme byt pravem hrdi na dobfe zapocaté
a konané dilo. Jeho téZistém je tolik potiebny rozvoj logického
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mysleni prostfednictvim matematickych tloh. AvsSak také -
a to bych rad jesté zvlast zduraznil - skute¢nost matematické
olympiady, pfedevsim ve vyssich kolech, obohacuje pozndni
soutézicich mladych lidi o novd mista, vede k navdzdni novych
pfételstvi, znamend tedy i vyznamnou spoleenskou udélost
s kulturné politickym a vychovnym vlivem. I tento aspekt
soutéZze méjme trvale na zfeteli. Jsem pfesvédéen, Ze naSe
socialistickd metropole Praha se zhosti své tlohy na vybornou
a vytvori pro vés, tcastniky a organizdtory jubilejniho 30. ro¢ni-
ku matematické olympiddy, takové prostiedi, na néz budete
vzdy velmi radi vzpominat.

Vézené soudruzky, vdzeni soudruzi, v ndsledujicich tfech
dnech zasednou soutéZici ke svym findlovym tlohdm a ¢lenové
ustfedniho vyboru matematické olympiddy se ujmou ndrocného
tkolu hodnoceni praci. Tficaty ro¢nik olympiddy v matematice,
v této ndrocné, ale také nesmirné zajimavé a nanejvys$ potfebné
védni discipling, bude slavnostné a véfim, Ze Gspé$né zavrsen.
Dékuji vim vSem, ktefi jste se na jeho pfipravé a pribéhu podi-
leli. Vdm, ktefi svou praci pro matematickou olympiddu po-
mdhdte orientovat Zactvo zdkladnich a stfednich $kol ke spo-
lecensky mimoifddné Zddoucim obortim studia a formujete
mladou sménu pro povoldni, kterd z hlediska dal§iho rozvoje
socialistické spolecnosti ndlezi k nejpot¥ebnéjsim.

A vdm, dévcata a chlapci, mladi pfdtelé, ktefi jste se svymi
znalostmi, schopnostmi, svou pili a svym umem probojovali
az do tohoto celostdtniho kola, vdm vSem pfeji mnoho uspéchu
v nastdvajicim uslechtilém zdpoleni. Pfipravujete se na Zivot
prostfednictvim cinorodé tvarci prace. A to je ta pravd cesta,
po niz dospéjete k celospolecenské prospésnosti i osobnimu
uspokojeni. Cesta, kterou vdm otevird - v duchu jedndni
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XVI. sjezdu KSC - naSe socialistické Skolstvi. Nebot jak
vystizné uvedl ze sjezdové tribuny generélni tajemnik UV KSC
soudruh Gustav Husdk: »Usili $koly musi sméfovat k tomu,
aby se v kazdém mladém clovéku imeérné jeho véku a fyzickym
schopnostem postupné vytvérel a rozvijel kladny vztah k praci,
touha po vlastni tvorivé ¢innosti.«

Vyjadfuji urcité ndzor vés vech, kdyz prohldsim, Ze jednou
z podstatnych slozek tohoto usili je vzdéldvani v matematice
a jeho moderni Uc¢innd forma - matematickd olympidda. Preji
celostatnimu kolu tficdtého ro¢niku této soutéZe mnoho zdaru,
v§em tcastnikiim co nejlepsi vysledky v feSeni soutéZnich tloh
a budiz Cest prdci vSech organizdtoru a pedagogi, ktefi se na
matematické olympidadé podileji.
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PREJAV PREDSEDU UV MO
PROF. DR. J. MORAVCIKA, CSc.
NA SLAVNOSTNOM OTVORENI

CELOSTATNEHO KOLA
JUBILEYNEHO 30. ROCNIKA MO

Vidzeny sudruh minister, vd¥eni hostia, sudrusky, siudruhovia,
mili mladi priatelia!

Je viac nez symbolické, Ze sa pri otvoreni celostdtneho kola
jubilejného 30. rocnika matematickej olympiddy (MO) streta-
vame v ovzdusi doznievajicich osldv 36. vyrocia oslobodenia
nasej vlasti hrdinskou sovietskou armddou, v dnoch, ked si
pripominame 60. vyrodie zaloZenia KSC. Nepochybne bez
oboch spominanych vyznamnych udalosti by nebolo ani mate-
matickej olympiddy, teda ani jej tohtorocného jubilea. Ked si
v tejto sldvnostnej chvili pripominame v historickych priesto-
roch starosldvneho Karolina jej tridsatronu existenciu, do-
volte mi podotknuf, Ze tradicia matematickych sufazi pre
Ziakov strednych $kol na dzemi ndsho Stdtu, z ktorej MO vy-
rastla, je ovela starSia a savisi s ¢innostou Jednoty Ceskosloven-
skych matematikov a fyzikov, ktord vznikla roku 1862 a od roku
1870 zaCala vo svojich Casopisoch uverejiovat matematické
a fyzikdlne udlohy pre stredoskoldkov, za rieSenie ktorych sa
udelovali odmeny. Citatelska sttaz v rieSeni tloh na strankach
Casopisov Jednoty pomohla ziskat pre matematiku cely rad
neskorsich vynikajicich matematikov, fyzikov a poprednych
odbornikov v inych oblastiach I'udskej ¢innosti. I medzi dnes-
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nymi akademikmi CSAV sa ndjdu taki, ktori s hrdostou spomi-
naju na vavriny ziskané v sttaziach Rozhledov matematicko-
fyzikdlnich, ktoré i dnes uverejiluju tlohy na rieSenie pre
svojich stredoskolskych Citatelov.

Potreby budovania socialistickej spolocrosti po historickom
vitazstve, ktoré dosiahol nd§ Iud pod vedenim KSC vo Februdri
1948, obrovsky pokrok vo vietkych odboroch vedeckého pozna-
nia, ktory signalizoval nastupujicu vedeckotechnicku revoliciu,
vyzadovali vdcSie mnoZstvo pracovaikov s kvalitnym matema-
tickym vzdelanim. Bolo treba rychle vyskolif nové matematické
kédre, prebudovat zastaralé technické vzdelanie a vybudovat
vedecké pracoviskd a ustavy. Z toho vyplynula potreba ziskat
predovsetkym Studentov strednych §kol pre hlbSie Stddium
matematiky a k tomu uZz Citatelskd sttaz urCené relativne
tzkemu okruhu Citatelov nepostacovala. Bolo preto viac-mene;j
zakonité, Ze uz v Skolskom roku 1949/50 sa organizovala mate-
maticka sutaz pre Ziakov strednych $kol vo vtedajsom Olo-
mouckom a Ostravskom kraji. O rok neskér pripravovali po-
dobnd sutaz niektoré slovenské kraje. Tieto podujatia a najméd
dobré skusenosti s podobnymi sttazami v niektorych oblastiach
ZSSR, v Polsku a v Bulharsku, kde sa ticto stutfaze nazyvali
matematickymi olympiddami, boli bezprostrednym popudom
pre navrh akademika Eduarda Cecha, aby sa aj v Ceskosloven-
sku poriadala celostdtna matematickd sitaz pre Ziakov strednych
§k6l pod ndzvom matematickd olympidda. Pod jeho vedenim
vznikol 12. 9. 1951 pripravny vybor MO, ktory pripravil
ndvrh organizaéného poriadku sutaze a predlozil ho vtedaj-
$iemu ministerstvu $kolstva, vied a umeni. Toto ho s pochope-
nim akceptovalo a pre $kolsky rok 1951/52 vyhlasilo prvy rocnik
sutaze.
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Jej prvy organizacny poriadok poukazuje predovsetkym na
prakticky a vychovny vyznam matematiky pre naSu mlddez
a ocenuje sutaz z hladiska sustavného zvySovania drovne
vyucovania matematiky, fyziky a technickych vied. MO sa
kladlo za dlohu sluzit vyhladdvaniu a véasnému podchytdvaniu
mladych talentovanych $tudentov a zabezpecovaniu sdstaviej
starostlivosti o pripravu buducich vedtcich technickych kadrov
nasho hospodarskeho Zivota.

Po pravde treba konstatovat, zZe zaciatky MO boli skromné.
V prvom rocniku sa jej v dvoch kategériach zucastnilo celkom
1013 riesitelov zo 139 strednych $kol, z ktorych bolo v prvom
kole len 166 uspesnych. Pocty tcastnikov sutaze i uspeSnych
rieSitelov vSak pomerne rychle réstli. Postupne sa menila
organizdcia sdtaze, vzrdstol pocet kategorii, upravovali sa si-
tazné podmienky. Pdvodne bola sitaz urcend len pre Ziakov
strednych $kdl, ale od 3. ro¢nika v roku 1953 pribudla kategéria
urend pre ziakov s povinnou Skolskou dochddzkou, v ktorej
sutazia Ziaci najvyssich roc¢nikov zdkladnych $koél. Cielom su-
taze v tejto kategdrii méd byt predovSetkym vzbudzovanie
a rozvijanie zdujmu ziakov o matematiku a vhodny sp6sob ich
vedenia k samostatnej praci. S tym stvisi skutocnost, Ze tdto
kategéria sutaze md predovSetkym propagacny charakter a po-
merne velky pocet riesitelov. Za doterajsich 28 rokov jej trvania
sa jej zucastnilo v Skolskom kole viac neZz 220 tisic Ziakov.
V poslednych rokoch je to kaZzdoro¢ne okolo 15 tisic ucastnikov.

V kategoridch urcenych pre Ziakov strednych $kol rdta sutaz
s hlb$im zdujmom a nadanim pre matematiku a zucastiiuje sa
jej mensi pocet Ziakov. Pre porovnanie mi dovolte spoment, Ze
v predchddzajucom rocCniku sa Skolského kola zucastnilo
4245 stredoskoldkov, z ktorych 3456 splnilo podmienky pre
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postup do krajského kola. V krajskom kole bolo uspe:nych
574 riesitelov zo strednych §kol. Toto malé porovnanie nd-
zorne ukazuje, Ze za 30 rokov svojej existencie MO zmohutnela
nielen kvantitativne, ale najmi kvalitativne. InSpirovala vznik
novych foriem a metdd, ktoré sa v prdci s talentami osvedcili.
Spociatku to boli pracovné predndsky ¢i semindre v rdmci
krazkov riesitelov MO na skoldch, ku ktorym coskoro pribudli
krajské a neskor tiez celoStatne ststredenia riesitelov MO
organizované pod odbornym dohladom JCSMF. Pocas prvych
10 ro¢nikov sutaze boli jedinou Studijnou literatirou pre riesi-
telov. MO rocenky jednotlivych rocnikov sufaZe vyddvané
UV MO v SPN, ktoré obsahuju vietky tlohy prislu$ného ro¢-
nika s rieSeniami. Od roku 1961 za¢al UV MO vydévat v mld-
deznickom nakladatelstve Mlad4 fronta ediciu Skola mladych
matematikov, v ktorej doteraz vyslo 47 zvizkov, viaceré z nich
v niekolkych vydaniach. Okrem toho v SPN vysli 3 zbierky
vybranych rieSenych uloh z jednotlivych kategérii nasej sutaze.

Za 30 rokov svojho trvania podnietila MO rozhodnutie
tisicok mladych I'udi k stidiu matematiky, fyziky a technickych
odborov. Z nich mnohi si uz dnes poprednymi odbornikmi,
vedeckymi pracovnikmi, vysokoskolskymi ucitelmi a nechy-
baji medzi nimi ani doktori fyzikdlno-matematickych ¢i
technickych vied. Zastdvaji vyznamné miesta v rdznych
oblastiach nd$ho ndrodného hospoddrstva &i ako ucitelia za-
kladnych a strednych $kdl pripravuji svojich nasledovaikov.
Mbzeme preto oprdvaene konStatovat, ze MO tdspe$ne plni
tlohy, ktoré dostala do vienka pri svojom vzniku, Ze zaujala
pevné miesto v nasom vychovnovzdeldvacom systéme. Mohlo
sa tak stat vSak len vdaka obetavej a neziStnej prdci desiatok
a stoviek ucitelov matematiky zo zakladnych a strednych
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$kol, dobrovolnych pracovanikov z vysokych $kol a vyskum-
nych pracovisk, ktori nehladiac na volny cas venovali svoje
sily a schopnosti prici s talentami. Nie je tu moZné vymenovat
vietkych nielen pre krdtkost Casu, ale najméd pre anonymitu
mnohych z nich, pretoZe si bezmennymi hrdinami obetavej
pedagogickej prdce. Vsetci bez vynimky si vSak zasliZia nasu
tctu a podakovanie. Viacerym z nich sa ho dostane z rdk
najpovolanejSich, ked prevezmui dakovny list stidruha mi-
nistra. Dovolte mi v8ak spomenut aspoii nickolkych z tych,
ktorym uz takymto spésobom podakovat nemoZno, pretoZe
ich niet medzi nami. Je to na prvom mieste s. Rudolf Zelinka,
ktory od vzniku MO po 14 rokov az do svojej ndhlej smrti
v mdji 1965 vykondval ndroénd funkciu tajomnika UV MO
a bol doslova dusou olympiddy. Dalej spomefime na prof. dr.
Frantika Vy¢ichla, prvého predsedu UV MO, akademika Jura
Hronca, ktory od prvého rocnika aZ do svojej smrti v decembri
1959 zastdval funkciu podpredsedu UV MO a ktorého 100. vy-
roCie narodenia si pripomenieme 17. mdja t.r., dlhoro¢nych
¢lenov UV MO prof. dr. Karla Hru$u, Frantiska Hradeckého,
FrantiS$ka Veselého, FrantiSka Vejsadu i Petra Fabingera,
ktory 4 roky pracoval ako tajomnik UV MO.

Stovky, ba tisicky zndmych i menej znamych ucitelov sa
za 30 rokov existencie MO zanietene venovali a venuji popri
svojich zdkladnych povinnostiach vyhladdvaniu a cielavedo-
mému odbornému vedeniu talentov. Casto mozno doslovne
hovorit o odovzddvani Stafety, ked byvali olympionici s rovna-
kym zdpalom ako ich niekdaj$i ucitelia sa zapdjaju do prace
s talentami - so svojimi nasledovnikmi. Ked uz v suvislosti
s MO hovorime o uciteloch, nemozno nespomenut, Ze inStruk-
tize a Skolenia ucitelov matematiky zdkladnych a strednych
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§kol, ktori vedd MO na $koldch, mali a maji pozitivny vplyv
na ich metodicku a odbornu droveinl a tym nepriamo vplyvaji
na kvalitnejSie plnenie vychovnovzdeldvacich tloh skoly vo
vyucovani matematiky. Nemalou mierou k tomu prispievaju
tiez metodické materidly, tzv. komentdre k tlohdm I. kola,
ktoré zacal UV MO spracovivat z iniciativy svojho dlhoroc-
ného predsedu doc. Jana Vysina, CSc., ktory bol tieZz po
niekolko rokov sam ich jedinym autorom.

Jednym z podujati, ktoré sa osvedcili pripraci s talentami, je
tzv. kore$pondencny semindr. Zucastiiuje sa ho rocne 30—40
vybranych tspe$nych riesitelov MO z celej CSSR. Koni sa
kazdorocne od $kol. roku 1974/75 a zvlast v poslednych ro-
koch zaznamenal vyrazny kvalitativny rozmach. Je potesitelné,
ze tato forma préce s talentami nasla znacny ohlas tieZ v kra-
joch a v kombindcii so zaujimavo organizovanymi sustrede-
niami priniesla najmd vo Vychodoslovenskom kraji v posled-
nych 2—3 rokoch vyrazné tspechy v MO. Tazisko price
s celoStitnym KkoreSpondencnym semindrom spociva na
pracovnikoch MU CSAV, ktory od vzniku MO vytvira pre
sutaz nenahraditeIné odborné i technické predpoklady.

Na nasu MO, ako aj na starostlivost o matematické talenty
v CSSR, md nesporne vplyv aj medzindrodnd matematicka
olympidda, ktord vznikla pred 22 rokmi z iniciativy rumun-
skych matematikov. CSSR patrila k jej zakladatelom a na-
se druzstvo nechybalo na Ziadnej z doteraz uskutocnenych
21 MMO. Poslednej z nich pred 2 rokmi v Londyne sa zucast-
nilo 166 ziakov z 23 krajin. Vyznamny uspech na nej dosiahol
najmladsi ¢len ndsho druZstva Jan Nekovér, ked sa zaradil
do Stvorice rieSitelov, ktori absolvovali sutaz bez straty bodu,
&im ziskal po 11 rokoch pre CSSR opit prvi cenu. Celkom

20



na doterajS§ich MMO ziskali nasi Ziaci 6 prvych, 18 druhych
a 49 tretich cien a 4 Specidlne ceny za originalitu rieSeni su-
taznych dloh. I ked vysledky dosiahnuté na MMO nemozno
precefiovat, ddvaju do urcitej miery moznost porovnavat
drovenl vyucovania matematiky a starostlivosti, ktord sa
venuje matematickym talentom v jednotlivych krajindch.

Poznatky z MMO prispeli o.i. k vzniku interndtnych mate-
matickych tried zriadenych pred 7 rokmi na 4 gymndziich
v CSSR, ku ktorym v tomto $kolskom roku pribudlo dalsie.
Tym sa vytvorili nebyvalé podmienky pre rozvoj matematic-
kych talentov pod odbornym vedenim.

Jubilejny 30. rocnik sutaZe, ktory tymto celo$tditnym kolom
kategdrie A vlastne uzatvdrame, sa stal prileZitostou na za-
myslenie nielen nad tdspechmi, ktoré MO zaznamenala, ale
aj nad cestami k eSte lepSim vysledkom. Na odportcanie
UV MO dochddza od budiiceho - 31. roénika - k niektorym
zmendm v koncepcii organizovania $kolského kola sttaze. Vo
vietkych kategdridch boli zruSené tzv. pripravné tulohy, kto-
rych riesenie nebolo povinné, v dosledku ¢oho im ucitelia ani
riesitelia nevenovali potrebni pozornost. Namiesto toho sa
zavadza vo vSetkych 3 stredoskolskych kategéridch na zdver
Skolského kola Kklauzdrna sutaz, ktord bude v rovnaky den
vo vietkych strednych $koldch v CSSR pre prislu$ni kategériu
a do krajského kola budd moct postupit len ti, ktori ju uspesne
absolvuju. Ocakdvame, Ze tdto zmena prispeje k zlepSeniu
pripravy riesitelov na sutaz a k tomu, Ze fiou budd podstatne
viac zit stredné $koly a ich metodické komisie matematiky,
ne# tomu bolo doteraz. Dal$ign prinosom nepochybne bude
vysSia droven ucastnikov krajskych kol sutaZe, hoci bude prav-
depodobne treba asponi spociatku ratat s poklesom ich poctu.
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V kategérii Z na zdkladnych Skoldch sa zatial so zavedenim
klauzdrnej stitaze na rovni $koly nepocita, ale odovzddvanie
rieSeni $kolského kola sa rozdeluje na dve Casti, aby sa ucitelia
i Ziaci praci v MO venovali rovnomernejsie a systematickejsie.

Zasadnu zmenu by malo priniest uskutoCnenie odporicania,
aby sa postupne zaviedla matematickd olympidda pre Ziakov
$kol od 5. ro¢nika v nadvéznosti na realizdciu novej koncepcie
vyucovania matematiky. UV MO pri predkladani tohto
ndvrhu ministerstvdim $kolstva sledoval ciel vcassSieho obja-
venia ziakov matematicky nadanych, aby ich talent bolo
mozné uz na zakladnej $kole podchytit a cielavedome rozvijat.

Vedeckotechnicky pokrok, ktory je neodmyslitelnou pod-
mienkou dalsieho upeviiovania rozvinutej socialistickej spo-
lo¢nosti potrebuje stdle viac Ziakov a Studentov s dobrym
vztahom k matematike, s vysokou droviiou vedomosti a schop-
nostou tvorivo ich vyuzivat. Tomu chce stdle ucinnejsie
napomdhat aj MO a vys§ie spomenuté zmeny v jej koncepcii
by mohli prispiet k dosiahnutiu tohto ciela. UV MO o&akava,
Ze v tomto svojom usili ndjde na strednych i zdkladnych
Skoldch ako aj v orgdnoch Skolskej sprdavy dostatok pochopenia
a ochoty k spoluprici.

ViéZené studruzky, sidruhovia!

Pokusil som sa v tejto sldvnostnej chvili aspoil na niekol-
kych faktoch ukdzat, Ze jubilujica MO si vydobyla svojimi
vysledkami v oblasti prdce s matematicky nadanymi Ziakmi
pevné miesto v naSej vychovnovzdeldvacej ststave a nema-
lou mierou prispieva v oblasti vyucovania matematiky k reali-
zacii Projektu jej dalSieho rozvoja ako aj naznalit niektoré

22



aktudlne otdzky, ktoré tizko suvisia s dalsim kvalitativnym
rozvojom MO.

Zisli sme sa tu z prilezitosti otvorenia celostatneho kola jej
jubilejného rocnika, ktoré sa prdave vdaka tomuto jubileu
kond po dvadsiatich rokoch opdt v hlavnom meste nd$ho
$ttu. Ziada sa pripomenut, Ze v prvych 10 roénikoch sutaze
bola Praha kazdorocne dejiskom jej celostatneho kola. V nasle-
dujucich rokoch sa vSak v organizécii tohto celo$taitneho
podujatia postupne vystriedali uz vSetky kraje republiky,
viaceré z nich niekolkokrdt. Starostlivd priprava, program
podujatia i vSetko, s ¢im sme sa az doteraz po prichode do
Prahy stretli, sved¢ia o tom, Ze vdaka vzacnemu pochopeniu
predstavitelov stranickych i S$tdtnych orgdnov sa podarilo
organizatnému vyboru celoStitneho kola vytvorit optimdlne
podmienky pre sutaz 80 Ziakov vybranych zo 136 tdspeSnych
rieSitelov krajského kola kategdrie A i pre dvojdenné roko-
vanie UV MO, ktory sa bude zaoberat zhodnotenim jubilej-
ného rocnika sutaze i aktudlnymi otdzkami jej dalSieho roz-
voja.

Ziverom mi dovolte podakovat menom UV MO organizi-
torom celostdtneho kola za jeho starostlivd pripravu a pred-
stavitefom stranickych a Stdtnych organov, ktoré im vychadzali
v ustrety za poskytnutd pomoc. Velmi rdd vyuZivam tito
vzdcnu prilezitost taktiez k tomu, aby som menom UV MO
podakoval osobitne s. ministrovi doc. Vondruskovi za pozor-
nost, ktord venuje matematike i MO. Dakujem pracovnikom
oboch muinisterstiev S$kolstva za pochopenie pre potreby
sutaze. NaSe podakovanie za cennu spoluprdcu pri organizo-
vani doterajsich roénikov MO patri tiez JCSMF a JSMF,
MU CSAV v Prahe i UV SZM. Neobdvam sa vyslovit pre-
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svedcenie, Ze tdto spoluprdca sa bude dalej prehlbovat a roz-
vijat na prospech starostlivosti o rozvoj matematickych talen-
tov, pre dalsi rozkvet naSej drahej socialistickej vlasti.
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O prabéhu XX X. rocniku
matematické olympiady

1. OKGANIZACE SOUTEZE

Poradateli 30. ro¢niku matematické olympiddy byla stejné
jako v minulych letech ministerstva Skolstvi CSR a SSR,
Matematicky istav CSAV v Praze (MU CSAV), Yednota
Eeskoslovenskych matematikii a fyzikii (JCSMF), Yednota
slovenskych matematikii a fyzikii (JSMF) a Socialisticky svaz
mlddege (SSM). Soutéz je fizena tGstfednim vyborem mate-
matické olympiddy (UV MO) a dile krajskymi a okresnimi
vybory matematické olympiddy (KV MO, OV MO).

Zéci soutézi ve Ctyfech kategoriich: v kategorii A zdci III.
a IV. rocniktl stfednich $kol, v kategorii B Zdci II. rocnikil
stfednich kol a v kategorii C Zdci I. ro¢nika. V kategorii Z
soutézi Zdci 8. a 9. tfid zdkladnich devitiletych $kol. Se sou-
hlasem KV MO muzZe Zdk soutéZit i v kategorii urcené pro
zaky vyssich ro¢nika.

Na zdvér Skolniho roku 1979/80 jmenovala ministerstva
$kolstvi CSR a SSR ¢leny UV MO na dal3i tfi roky. Od 1. zaii
1980 pracoval tedy UV MO ve slozeni:
predseda: prof. dr. Yozef Moravéik, CSc., VSDS Zilina
mistoptedsedové: doc. Jan Vysin, CSc., MU CSAV Praha

dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV Praha
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jednatelé: dr. Leo Bolek, CSc., MFF UK Praha
dr. Antonin Vrba, CSc., MU CSAV Praha

zastupce MS CSR: dr. Vidclav Siila, Praha

zastupce MS SSR: dr. fiilia Lukdrsovd, Bratislava

zastupce UV SSM: Jana Pomazalovd, gymnézium Brno,
tf. kpt. Jarose

ostatni Clenové:

dr. FrantiSek Béloun, Praha

dr. Ladislav Berger, Zilina

doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., ptirodovédeckd fakulta UPJS
Kosice

dr. Milan Cirjak, KPU Presov

prof. dr. Miroslav Fiedler, Elen-korespondent CSAV, MU CSAV
Praha

dr. Karol Krigalkovié, CSc., Pedagogickd fakulta Nitra

doc. dr. Alois Kufner, DrSc., MU CSAV Praha

Olga Mariikovd, gymnazium Praha 10, Vodéradska

dr. Milan Maxian, gymndzium A. Markusa, Bratislava

dr. Peter Mederly, CSc., MFF UK Bratislava

dr. Ji¥i Mida, CSc., Pedagogickd fakulta UK Praha

dr. Jana Miillerovd, CSc., VUP Praha

akademik Josef Novdk, MU CSAV Praha

doc. dr. Ale§ Pultr, CSc., MFF UK Praha

Vitazoslav Repds, gymnazium J. Hronca, Bratislava

Stanislav Rypdéek, gymndzium Praha 9 - Prosek

dr. i¥i Sedldéek, CSc., MU CSAV Praha

ing. Old¥ich Skopal, gymnazium Brno, tf. kpt. Jarose

dr. ¥iFi Sidlo, gymnazium Praha 3, Sladkovského ndm.

Miloslav Smerda, Brno
Dile jsou &leny UV MO piedsedové krajskych vybortt MO:
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Praha: prof. dr. Karel Drbohlav, DrSc., MFF UK Praha

Sttedocesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnézium Ri¢any

JihocCesky kraj: doc. dr. ing. Lada Varatovd, Pedagogicka fa-
kulta Ceské Budgjovice

Zspado&esky kraj: dr. Josef Polik, CSc., VSSE Plzei

Severocesky kraj: Ji# Slavik, gymnazium Teplice

Vychodocesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymndzium Pardubice

Jihomoravsky kraj: doc. dr. Jaroslav Bayer, CSc., FE VUT
Brno

Severomoravsky kraj: dr. Vliadimir Vlcek, pfirodovédeckd
fakulta UP Olomouc

Bratislava: dr. Ludovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava

Zapadoslovensky kraj: prof. dr. Ondrej Sedivy, CSc., Pedago-
gickd fakulta Nitra

Stfedoslovensky kraj: doc. dr. Pavel Kr§ndk, CSc., Pedago-
gickd fakulta Banskd Bystrica

Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, CSc., ptirodo-
védeckd fakulta UPJS Kogice
Pracovni pfedsednictvo UV MO (PUV MO) tvofili (v abe-

cednim pofadi): dr. Leo Bocéek, CSc., doc. dr. Lev Bukov-

sky, CSc., prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., dr. Julia Lukdt$o-

vd, prof. dr. Jozef Moravéik, CSc., Jana Pomazalovd, Vita-

zoslav Repa$, dr. Jifi Sedlédek, CSc., dr. Viclav Sila, dr.

Antonin Vrba, CSc., doc. Jan Vysin, CSc., dr. FrantiSek

Zitek, CSc.

2. SCHUZE UV MO

V prabghu 30. roéniku MO se konala dvé zasedini UV
MO, prvai ve dnech 8.—9. prosince 1980 a druhé ve dnech
15.—16. kvétna 1981. Obé& se konala v Praze, druhé ziroven
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s celostdtnim kolem 30. ro¢niku MO. Hlavnimi body programu
bylo zhodnoceni prabé¢hu 29. roéniku MO, pfiprava 31. roc-
niku, pfedevsim v souvislosti s novou organizaci MO (zavedeni
klauzurni césti $kolniho kola), spoluprice se SSM a ediéni
dinnost, spojend s matematickou olympiddou. Predsednictvo
UV MO se schézelo pravidelné jednou mésiéné a kromé orga-
niza¢niho zajisténi MO projedndvalo hlavné vybér tloh
30. a 31. ro¢niku MO.

3. PRUBEH SOUTEZE

Organizace jednotlivych kol soutéZe byla stejnd jako v pred-
chdzejicich letech. Velmi slavnostni rdz mélo celostdtni kolo
kategorie A, jehoZ zahdjeni 14. kvétna 1981 ve velké aule
Univerzity Karlovy se zdéastnili ministr $kolstvi CSR doc. dr.
Milan Vondruika, zéstupce UV KSC s. ¥. Biezina a dalsi
zastupci stranickych a stdtnich organt. Za Univerzitu Karlovu
se shromdzdéni zacastnili prorektor prof. dr. V. Prosser, CSc.,
a prodékan fakulty matematicko-fyzikdlui doc. dr. B. No-
vdk, CSc. Hlavni projev pfednesl ministr $kolstvi doc. dr.
M. Vondruska.

Zésluhou KV MO v Praze, ptedevsim prof. dr. K. Drbohla-
va, DrSc., inspektora Faroslava Novotného, Olgy Maiikové,
dr. ¥itiho Sidla, Stanislava Rypdcka, dr. Ivana Buska, dr. Kvéty
Sovikové, dr. Frantiska Bélouna a dalich byl pro tucastniky
celostdtniho kola MO i ¢leny UV MO piipraven velmi bohaty
spoleCensky program (prohlidka Prahy, ndvStéva Laterny
magiky, vylet parnikem). Fakulta matematicko-fyzikdlni UK
Praha pripravila pro soutézici zajimavé odpoledne vénované
teorii her, na kterém mél péknou predndsku doc. dr. M. Viach,
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CSc. Organizace vlastni soutéZe i dal§iho programu byla
dokonald. Na rozdil od minulych let byly na zévér celostatniho
kola jubilejniho rocniku matematické olympiddy hned vyhld-
Seny vysledky a uspés$ni ucastnici pievzali od feditelky odboru
MS CSR s. 0. Spétové diplomy. Mnozi pracovnici MO
pfevzali soucasné dékovné dopisy ministra Skolstvi SSR
a ndméstka ministra $kolstvi CSR za svou dlouholetou spole-
Censky vyznamnou prdci pii vychové a vzdéldni nasi mlddeze.

4. POMOCNE AKCE

Ve vsech krajich se konaly pro ucastniky MO prednédsky,
rozdélené podle jednotlivych kategorii. V nékterych krajich
se konala 1 soustfedéni a letni $koly nejlepsich ucastniki minu-
Iych ro¢nikd MO. Velmi se osvédcily i korespondencni semi-
nare, které po vzoru Vychodoslovenského kraje porddaji
i v kraji JihoCeském, Zapadoslovenském, v Bratislavé a jinde.

Témér ve vSech krajich se konaly téZ semindfe pro referenty
matematické olympiddy. UV MO poiadal celostitni kores-
pondencni semindf, o kterém piSeme podrobnéji ddle. V pra-
béhu 30. ro¢niku MO se konala i tfi soustfedéni celostdtni.
Dvé byla vénovdna piipravé Ceskoslovenského druzstva na
mezindrodni matematickou olympiddu, prvani se konalo
v Kladné, druhé v Bratislavé. Celostdtni soustfedéni mate-
matické a fyzikalni olympiddy se konalo na Zemplinské Siravé.
U pfilezitosti 30. ro¢niku MO vydala JCSMF brozurku Mate-
matickd olympidda 1951 —1981.
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5. STUDIJNI LITERATURA

Ulohy matematické olympiddy jsou obsaZeny v letdcich,
které vyddvaji Stdtni pedagogické nakladatelstvi v Praze
a Slovenské pedagogické nakladatelstvo v Bratislavé. Ulohy
MO otiskuji téZ Rozhledy matematicko-fyzikdlni a Matema-
tika a fyzika ve Skole. O kazdém ro¢niku MO vychdzi v SPN
Praha rocenka, tficitou pravé &tete. V edici Skola mladych
matematikti (SMM) vydivda UV MO v nakladatelstvi Mlad4
fronta knizky, urc¢ené hlavné nasim olympionikiim. Z posled-
nich vydanych svazka uvddime:
svazek 44 — Bohdan Zelinka: Matematika hrou i vdzné

45 — Antonin Vrba: Kombinatorika

46 — Yaroslav Sedivy: Shodnost a podobnost v kon-
strukcnich ulohdch

47 — Arnost Niederle: Zajimavé dvojice trojuhelnika

Brozurka B. Zelinky obdrZela Cestné uzndni nakladatelstvi
Mladd fronta pfi udileni vyrocnich cen.

6. KONKURS ULOH
MATEMATICKE OLYMPIADY

JCSMF a JSMF vyhlisily v roce 1966 konkurs na tlohy
MO, ktery stdle probihd. Ndvrhy tuloh se zasilaji na adresu
UV MO ve dvou exemplifich. Pfijetim tlohy ziskivda UV
MO préavo ulohu upravit a autor bere na sebe zdvazek, Ze
dlohu utaji.
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TABULKA 6
Pocet stiednich $kol zapojenych v 30. roéniku MO

Gymnizia
Kraj Celkovy Z toho zapojeno

poée!:' v kategorii

v kraji A B C
Praha 20 13 14 16
Stfedocesky 23 17 17 16
Jihocesky 18 10 12 14
Zapadocesky 14 11 8 12
SeverocCesky 21 16 18 18
Vychodocesky 35 18 15 18
Jihomoravsky 38 23 26 32
Severomoravsky 43 14 19 30
Bratislava 8 7 6 6
Zéapadoslovensky 38 24 27 31
Stredoslovensky 37 21 19 27
Vychodoslovensky 63 24 24 33
CSR celkem 212 122 129 156
SSR celkem 146 76 76 97
CSSR celkem 358 198 205 253
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Ostatni stfedni $koly

— zapojeno v kategorii alespon
alespoil v jedné v jedné kategorii
kategorii A B C

18 4 2 1 6

21 2 4 7 10

14 4 2 4 4

12 1 2 6 6

19 2 3 11 12

28 2 3 4 6

32 2 2 5 5

39 3 3 7 10

7 - — 1 1

34 4 6 10 11

29 1 2 11 11

34 3 11 24 29

183 20 21 45 59

104 8 19 46 52

287 28 40 91 111
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VYSLEDKY III. KOLA KATEGORIE A
30. ROCNIKU MO

Uvadime jméno a prijmeni, ronik a zaméfeni gymnazia.

1.

2.-3.

4.

5.

6.

7.

9.
10.
11.—12.
13.—15.
16.—17.

38

Vitézové

it Sgall, 2., M, Praha 2, W. Piecka

Petr Couf, 3., M, Praha 2, W. Piecka

Igor K7iZ, 2., M, Praha 2, W. Piecka

Fan Nekovdr, 4., M, Praha 2, W. Piecka
Miroslav Englis, 3., M, Praha 2, W, Piecka
Ji¥i Matousek, 4., MF, Praha 10, Vodéradska

—8. Yozef Bedndrik, 4., M, Bratislava, Cervenej armady

Bofivoj Tydhitdt, 4., M, Praha 2, W. Piecka
Pavel fiza, 3., M, Praha 2, W. Piecka

Ladislav Pecen, 4., P, Havlickuv Brod

Viadimir Lieberzeit, 3., M, Praha 2, W. Piecka
Ondrej Virdzek, 4., P, Zilina, Velkd Okruznd
Peter Spisiak, 3., Kosice, Smeralova

Viadimir Hudec, 4., KoSice, Smeralova

Martina Simimkovd, 4., Praha 2, W. Piecka

Ostatni uspésni veSitelé

Viadimir Danéik, 2., Kosice, Smeralova
Frantisek Marko, 4., M, Bratislava, Cervenej armady



18.—21.
22,24,
25.—-31.

Galina Kumiédkovd, 3., KoSice, Kovacskd

Jan Némec, 4., P, Praha 7, Nad $tolou

Martin Stépanek, 2., P, Jarom&r

Peter Tarina, 3., P, TopolCany

Bohumil Cider, 4., MF, Bratislava, Novohradska
Libor Forst, 4., P, Ceské Budé&jovice, Jirovcova
Lubomir Soltés, 3., Michalovce

Martin Dubrovsky, 4., MF, G J. K. Tyla, Hradec
Krailové

Robert Krajéa, 3., M, Bilovec

Jozef Kunca, 4., Bardejov

Petr Laciga, 4., MF, G J. Fucika, Plzen

Milan Schiirger, 4., Kosice, Smeralova

Anton Sedlik, 3., PreSov, Konstantinova

Martin Trusina, 3., M, Praha 2, W. Piecka
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SEZNAMY NEJUSPESNEYSICH RESITELU
II. KOLA KATEGORII 4, B, C

Uvddime jméno a pfijmeni, rocnik a zaméfeni (jen u gymndzii),
skolu a misto. Neni-li uvedena $kola, rozumi se gymndzium.
Z kazdého kraje a kazdé kategorie je uvedeno nejvyse deset
fesiteld v poradi, v jakém se umistili.

M matematické zaméreni

MF  matematicko-fyzikdlni zaméfeni

P pfirodovédné zaméreni

Praha
Kategorie A

Igor Ki¥i, 2., fan Nekovdr, 4., Jifi Sgall, 2., Miroslav Englis,
3., Roman Kamaryt, 4., Martin Trusina, 3., Petr Couf, 3.,
vsichni M, G W. Piecka, Praha 2; Yan Némec, 4., P, Praha 7,
Nad S$tolou; fi#i Matousek, 4., MF, Praha 10, Vodéradskd

Kategorie B

Igor K7, Jiri Sgall, Michal Vojtek, Fitka Veseld, vsichni
2., M, G W. Piecka, Praha 2; Martin Reysser, 2., MF, Praha
10, Vodéradskd; Jiri Susicky, Perr Novdéek, oba 2., M, G W.
Piecka, Praha 2; Jan Tatousek, 2., MF, Praha 10, Vodéradska
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Kategorie C

Blanka Markovd, Tomds Vanicek, oba 1., M, G W. Piecka,
Praha 2; ¥ii Witzany, 1., P, Praha 6, Arabska; Pavel Simd-
lek, 1., M, G W. Piecka, Praha 2; Petr Pokorny, 1., P, Praha 6,
Parlétova; Michal Brajer, 1., P, Praha 4, Budé&jovickd; Martin
Fanousek, 1., MF, Praha 10, Vodéradskd; %iFi Jani, 1., P,
Praha 1, Stépdnskd; Petr Marusi¢, 1., P, Praha 3, Sladkov-
ského nam., Daniel Konopdé, 1., P, Praha 4, Budé¢jovickd

Stredocesky kraj
Kategorie A
Bohumil Bednd#, 3., SPS Mladé Boleslav
Kategorie B

Petr Zavadil, 2., P, Ri¢any; Viadimir Ladma, 2., SPSS Mélnik;
Jan Gregor, 2., P, Vlasim

Kategorie C
Tomds Vanék, 1., SPS stroj. Caslav; Zdenka Némcovd, 1.,
SPS stroj. Kladno; Perr Koldf, 1., P, Mladd Boleslav; Yosef

Hanzal, 1., P, Kutnd Hora; Oldiich Nedvéd, 1., P, Mlada
Boleslav; Yosef Novdk, 1., SPS Kutnd Hora
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Jihogesky kraj
Kategorie A
Libor Forst, 4., P, C. Bud&jovice, Jirovcova
Kategori: B
Tvana Sabatovd, 2., P, G K. Satala, Ceské Budéjovice; Sta-
nislev Waldauf, 2., MF, G K. Satala, Ceské Budéjovice;
Petr Demal, 2., P, Tyn nad Vltavou; Sdrka Hofesovd, 2.,
P, Tébor; Fatima Corlkovd, 2., P, Strakonice
Kategorie C
Tomds Drtina, 1., P, Ceské Bud&jovice, Jirovcova
Zapadocesky kraj
Kategorie A
Petr Laciga a Vit Novdk, oba 4., MF, G J. Fucika, Plzen;
Fan Burle, 4., P, Karlovy Vary; Ivan Pysek, 4., P, Plzen,
ul. Pionyru; Jan fiza, 3., MF, G ]J. Fucika, Plzen; Marek
Vanéata, 3., MF, Karlovy Vary; Bofena Smrhovd, 3., MF,
G J. Futika, Plzeii; Pavel Peek, 4., SPSE Plzen; Jaromir

Vetengl, 4., MF, a Petr Mytina, 3., MF, oba G ]. Fucika,
Plzen
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Kategorie B

Stanislav Jelen, 2., MF, Karlovy Vary; Tomds Holelek, 2.,
MF, G J. Fuclika, Plzen

Kategorie C
Eugen Scheinherr, 1., P, SuSice; Marek Uhlir, 1., P, Plzen,
ul. Pionyrt; Petr Bejlek, 1., MF, G J. Fucika, Plzen; Mikulds
Gangur, 1., P, Cheb; Petr Stupka, 1., P, Rokycany; Pavel
Hajn a Radek Machaclka, oba 1., MF, G ]J. Fucika, Plzen

Severocesky kraj

Kategorie A
]aros)av Sindeld¥, 3., P, Teplice; Eduard Rindt, 4., P, Liberec;
Petr Opoéensky, 4., P, Frydlant v C.; Milan Kold¥, 3., SPS
Liberec

Kategorie B
Jaroslav Novdk, 2., P, Liberec; Ivan Kysely, 2., Chomutov;
Radek Mojdl, 2., P, Most; Lubo§ Taldcko, 2., Louny; Pavel
Vitovec, 2., P, Litvinov

Kategorie C

Petr Jaklin, 1., Usti nad Labem; Viadimir Smutny, 1., MF,
Liberec; Petr Rychly, 1., SPSE Chomutov; Michal Holy,
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1., Jablonec; Michal Holoubek, 1., DéCin; Dalibor Lostdk
a Pavel Kuba, oba 1., MF, Teplice

Vychodocesky kraj
Kategorie A

Ladislav Pecen, 4., P, Havlickav Brod; Martin Stépdnek,
2., P, Jaromét; Vit Trnka, 4., P, Pardubice; Radek Burda, 3.,
Martin Dubrovsky, 4., Karel Majer, 3., Jaroslav Voditka,
4., vsichni MF, G J. K. Tyla, Hradec Kralové; Petr Eisler,
3., P Havlicktv Brod; Richard Havlik, 4., P, Hofice

Kategorie B

Martin Stépdnek, 2., P, Jaromét; ¥iri Votinsky, 2., MF Pardu-
bice; ¥i# Hofman, 2., P, Hoftice; Milan Kas$par, 2., SPS
stroj., Chrudim; Ale§ Kratochvil, 2., P. Hofice; Faroslav
Rubin, 2., P, Jitin; Frantisek Vencl, 2., P, Ceskd T¥ebovi;
Ivo Koreri, 2., MF, G J. K. Tyla, Hradec Kralové; Faromir
Krys, 2., P, Chrudim; Magda Prafanovd, 2., P, PoliCka

Kategorie C
Tomds§ Pecina, 1., P, Turnov; Oto Stefan, 1., P, G J. K. Tyla,
Hradec Krélové; Zbynék Linhart, Petr Prachai, oba 1., P,

Pardubice; Josef Hynek, 1., SPS elektr. Pardubice; Viastimil
Jegek a Miloslav Koudelka, oba 1., P, Jilemnice
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Jihomoravsky kraj

Kategorie A

Libor Skavrada, 4., Brno, Konévova; Jan Paseka, 4., Brno,
Slovanské ndm.; fi¥i Skiivdnek, 4., Jihlava; Petr Sojka, 4.,
Brno, Konévova

Kategorie B

Tomds Werner, 2., Brno, kpt. Jarose; Faroslav Smejkal, 2.,

vvvvv

nam.; Jaroslav Stefdnek, 2., Straznice; Ivana Hofmannovd,
2., Zdar n. S.; Yan Chrastina, 2., Brno, Konévova

Kategorie C

Tomd§ Drtilek, 1., Brno, Konévova; Pavel Zeméik, 1., SPS el.
Brno, Leninova; Olga Zeniskovd, 1., Brno, Konévova; Michal
Benes, 1., Jihlava; Svatopluk Svarc, 1., Brno, kpt. Jaroe;
Jan Toméik, 1., Brno, Konévova; Zdenék Kovdf, 1., Brno,
Slovanské ndm.; Miriam Fendrychovd, 1., Brno, Konévova;
Dan Molta$, 1., Blansko; Tvana Visingrovd, 1., SPS st. Brno,
Kudelova

Severomoravsky kraj

Kategorie A

Miroslav Havelka, 3., Novy Ji¢in, Libor Pleva, 3., Bilovec;
Miroslav Czernik, 4., SPSE Frenitit pod Radh.; Miroslav
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Chmelar, 4. a Robert Krajéa, 3., oba Bilovec; Miroslav Benes,
3., Ostrava-Poruba; Pavel Hruska, 4., Bilovec; Radek Zichd-

vvvvv

Kategorie B

Viadan Pecha, Bronislav Suchy a Petr Stielec, vSichni 2.,
Bilovec; Karel Minafik, 2., Hranice na Moravé; Cyril Chrds-
tecky, 2., Vsetin; Rostislav Skrabana, 2., Bilovec

Kategorie C

Ivo Cermdk, Martin Grajcar, Pavel Krdémar a Miroslav
Poldsek, vsichni 1., Bilovec; Ji#i Teichmann, 1., Olomouc-
Hejéin; Zita Moékofovd, 1., Ttinec; Miroslav Ryska, 1.,
Frydek-Mistek; Eliska Florianovd, 1., Karvind

Bratislava

Kategorie A

Jozef Bedndrik, 4., M, Cervenej armidy; Tomds Blasek, 4.,
P, Tomasikova; Bohumil Cider, 4., MF, Novohradskd; Fran-
tisek Marko, 4., M, Cervenej armady; Tatiana Murinovd, 4.,
P, Vazovova; Daniela BaldZovd a Pavol Krakovsky, oba 4.,
Ccrvencj armddy; Richard Hlubina, 3., P, Vazovova; Roman
Lietava, 4., P, Tomasikova

Kategorie B

Juraj Dibrava, 2., M, Cervenej armady; Richard Pulman, 2.,
MF, Novohradskd; Maridn Blecha, Xaver Gubds a Roman

46



Badik, viichni 2., M, Cervencj armady; Peter Borovansky
a Viktor Martisovits, oba 2., MF, Novohradskd; Marcela
Foltinovd a Monika Bomovd, obé 2., M, Cervenej armady

Kategorie C

Matej Lexa a Tvan Jeik, oba 1., M, Cervenej armady; Monika
Khandlovd, Martin Hanula, Michal Hejny a Anna Livovd,
vSichni 1., MF, Novohradskd; Faromir Kudeld$, Andrej Hoos
a Ondrej Pastva, viichni 1., M, Cervenej armady; Martina
Barndsovd, 1., MF, Novohradskd

Zipadoslovensky kraj

Kategorie A

Aba Teleki, 3., P, G E. Gudernu, Nitra; Yveta Danesovd, 4.,
SPSE Piestany; Ladislav Zsilinszky, 4., P, Nové Zimky;
Vojtech Liszkay, 4., SPSS Komirno; Arpdd Bartalos, 4.,
P, G mad. Calovo; Pezer Tarina, 3., P, Topol¢any; Dusan
Furédk, 4., P, TrenCin; Juraj Pdpay, 3., P, G mad. Galanta;
Jozef Bukor a Alexander Tomdsek, oba 3., SPSS Komirno

Kategorie B

Maridn Bartek, 2., P, Sered; Dufan Mocko, 2., P, Nové Mesto
nad Vahom; Daniel Sevéovié a Peter Ridzori, oba 2., P, Tren-
¢in; Jozef Rohdé,2.,P, G E. Gudernu, Nitra; Mircz Hyacint,
2., P, G mad. Galanta; Roman Kotiers, 2., P, G mad. Samorin;
Tibor Lovdsz a Algbeta Szalayovd, oba 2., P, G mad. Ko-
madrno; Rdbert Jursa, 2., P, TopolCany
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Kategorie C

Tibor Lacza, 1., P, Nové Zamky; Anna Valkdovd, 1., P,
Levice; Brigita Konigsteinovd a Marian Mrdz, oba 1., P,
Malacky; Jdn Dugdéek, 1., SPS el. Stard Turi

Stfedoslovensky kraj ‘
Kategorie A

Pavol Hronsky, 4., P, Zilina, Wolkerova; Anton Lacko, 4.,
P, Handlovd; Ondrej Virdzek, 4., P, Zilina, Velkd Okruzni;
Florién Petényi, 4., P, Banskd Stiavnica; Eduard Greidk,
4., P, Kysucké Nové Mesto; Roman Martosidk, 3., MF, Zilina;
Wolkerova; Milan Rusko, 3., P, Banskd Bystrica, SPN

Kategorie B

Ludmila Moravéikovd, 2., MF, Zilina, Wolkerova; Milan
Kratka, 2., P, Prievidza; Rudolf Blasko, 2., P, Zilina, Wolke-
rova; Simjar Al-Hadi a Tibor Belds, oba 2., P, Prievidza;
Martin GaZo, 2., MF, Martin; Miroslav Haviar, 2., MF,
Banskd Bystrica, Tajovského ul.; Stefan Klein, 2., MF, Zvolen;
Jozef Mihdl, 2., P, Zilina, Wolkerova

Kategorie C
Lubos Knapec, Roman Kuéera, Stanislav Svoréik a Roman
Gajdosech, viichni 1., M, Zilina, Velkd Okruzna; Igor Molédk,
1., P, Ziar n. H.; Dufan Pospisil, 1., P, Povazskd Bystrica;
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Mdria Mdricovd, 1., P, Vrutky; Tatiana Cimrdkovd, 1., M,
Zilina, Velkd Okruznd

Vychodoslovensky kraj
Kategorie A

Viadimir Hudec, 4., Kosice, Smeralova; Jozef Pala, 4., Barde-
jovs Lubomir Soltés, 3., Michalovce; Viadimir Dantik, 2.,
Kosice, Smeralova; Milan Polaczyk, 3., Kezmarok; Anton
Sedldk, 3., PreSov, KonStantinova; Peter Spisiak, 3., Kosice,
Smeralova; Jozef Kunca, 4., Bardejov; Fdn Hric, 3., Presov,
KonStantinova; Galina Kumicdkovd, 3., Kosice, Kovacska

Kategorie B

Viadimir Daniik a Marek Hatala, oba 2., Kosice; Smeralova;
Oto Smoldrik, 2., KoSice, Kovidéskd; Maridn Ferenc, 2., Pre-
$ov, Konstantinova; Jaroslav Vernarsky, 2., Predov, T. Sev-
Cenka; Perer Karailiev, 2., Michalovce; Peter Rudnay, 2.,
SPSE Michalovce

Kategorie C

Dusan C‘upka, 1., Poprad; Franusek Bobenié, 1., Kosice,
Smeralova; Igndc Teresédk, 1., Michalovce; Lubos Brejédk,
1., Poprad; Ondrej Ploifica, 1., Starda Luboviia; Miroslav
Krotky, 1., Spisskd Nova Ves; Mdria Petrdskovd, 1., Kez-
marok; Karol Kovdé, 1., Kosice, Smeralova; Lubos Krupa,
1., Humenné; Lubica Rusndkovd, 1., Kosice, Opatovskd
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Kategorie Z

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

Z-P-1

Urcete nejmensi prirozené Cislo, jehoZ 1979ndsobek konci
Ctyfcislim 1980.

Reseni: Predstavme si, ze jsme hledané &islo pisemné vyna-
sobili ¢islem 1979. Cely zdpis by vypadal takto

...dcba
X 1979

vos s STQP
..ol
Lyx
.2

.. 1980,

kde jsme teCkami a pismeny oznalili zatim nezndmé Cislice
(nezndme vlastné ani pocet Cislic hledaného cisla). Postupné
vidime, Ze p = 0,atedy a = 0. Pakje viak téZu = x =2 =0
atudiz ¢ = 8. To vsak plati pouze v pfipadé b = 2 a dusledkem
toho je v = 4, y = 8. Musi proto byt » = 5, a tedy ¢islo 9¢
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musi koncit Cislici 4, je proto ¢ = 6. Pak je w = 3 a ¢islo 94
musi kondit ¢islici 5, tedy d = 5. Obrdcené se snadno presvéd-
¢ime, Ze vyndsobenim kazdého ¢isla konciciho Ctyfcislim 5620
dostaneme ¢islo kondéici ¢tytéislim 1980. Hledané ¢islo je proto
5620.

Z-P-2

Ke kazdé hrané krychle je pfipsdno pfirozené Cislo tak, Ze
soucet tfi Cisel pfipsanych hrandm vychdzejicim z jednoho
vrcholu krychle je pro vSechny vrcholy stejny, rovnd se S.
a) Jaky vztah plati mezi S a souctem vSech dvandcti Cisel, pfi-
psanych k hrandm krychle?

b) Je mozno hrany krychle ocislovat ¢isly 1, 2, ..., 12 tak, ze
soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany hrany krychle vychdze-
jici z téhoz vrcholu, je pro vechny vrcholy stejny ?

ReSeni: Krychle md 12 hran, 8 vrcholii, na kazdé hrang lezi
prdavé dva vrcholy, z kazdého vrcholu vychdzeji tfi hrany.
Secteme-li Cisla pfipsand tfem hrandm vychdzejicim z téhoz
vrcholu krychle, dostaneme osm Cisel, jejichz soucet dava
dvojndsobek souctu T vSech dvandcti ¢isel pfipsanych k hra-
ndm krychle. Podle podminky ulohy je tedy 8S —= 2T,
tj. 48 = T, tim je vyfeSena Cést a). Protoze 1 + 2 + ... +12 =
— 78 a toto Cislo neni délitelné ¢tyfmi, nemiize se rovnat Cislu
4S pro zadné prirozené ¢islo S, a proto je odpovéd na otdzku b)
zdpornd. Hrany krychle nelze ocislovat ¢isly 1, 2, ..., 12 tak,
aby soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany hrany krychle
vychdzejici z téhoz vrcholu, byl pro viech osm vrcholt krychle
stejny.

51



Z-P-3

Dvé dvojmistnd pfirozend Cisla, kterd maji na misté desitek
stejné cifry a na misté jednotek cifry dopliiujici se do deseti
(napriklad 87, 83), se mohou ndsobit tak, Ze Cislo na misté
desitek zndsobime ¢islem zvétSenym o jednu a k tomuto sou-
¢inu pfipiseme dvojciferny soucin jednotek (8(8 + 1) = 72,
7.3 = 21, 87.83 = 7221). Odavodnéte tento postup.

Reseni: Necht jedno z &isel md tvar 10a + b, druhé 10a +
+ ¢, kde a je spole¢nd Cislice na misté desitek, b, ¢ jsou Cislice
na misté jednotek, pfiCemz b + ¢ = 10. Pak je

(10a + b) (10a + ¢) = 100a? + 10a(b + ¢) + bc =
=100(a2 + a) + bc =100a(a + 1) + be.

Tento vysledek jiz ukazuje, Ze Cisla miZeme vyndsobit zpiso-
bem popsanym v uloze.

Z-P-4

Je ddn pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Sestrojte pravo-
thelnik KLMN tak,ze GseCka AB je ¢dsti usecky KL,usecka ED
je casti usecky MN a body C, F lezi po fadé uvnitf tsecek LM
a KN. Vypoctéte pomér obsaht pravothelniku KLMN a da-
ného Sestitthelniku.

ReSeni: Pravothelnik KLMN se sestroji snadno, stadi vést
body C, F kolmice ke strané¢ AB. Tyto kolmice spolu s pfim-
kami AB, ED urcuji obdélnik KLMN (obr. 1). Oznacme jesté
O patu kolmice vedené bodem D na pfimku FC. Sestitthelnik
ABCDEEF se skladd z dvandcti nepfekryvajicich se trojuhelnika
shodnych s trojihelnikem DOC, obdélnik KLMN se sklada
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z 16 nepfekryvajicich se trojihelnikdi shodnych s trojihelni-
kem DOC. Hledany pomér je proto 16:12 =4 : 3.

N - 0 M
| |
| [
| |
-
F ———T*—"+—— C
L
! I
! |
| I
K ) L

Obr. 1

SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

Z-1-1

Urcete vsechna trojcifernd Cisla, jejichz 576ndsobek konci
trojcislim 576.

ReSeni: Dekadicky zdpis hledaného &isla oznatime pgr
(p je cislice na misté stovek, ¢ na misté desitek a » pocet jed-
notek). M4 tedy platit

pqr
X 576
.XYZ
.Uv
R7)

.576
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Musi proto byt 2 = 6, a tudiz r = 1 nebo r = 6. Je-lir =1,
jev =717,y =0,a tudiz ¢ = 0 nebo 5. Je-li ¢ = 0, musi byt
p = 5.V pfipadé ¢ = 5je p = 2 nebo 7. Podobné postupujeme
pro r = 6. Zkouskou se pfresvéd¢ime, Ze obdrZend cisla 501,
251, 751, 126, 626, 376, 876 vyhovuji podmince ulohy.

Z-1-2

Dokazte, ze hrany pravidelného trojbokého jehlanu se ne-
daji ocislovat Cisly 1, 2, 3, 4, 5, a 6 tak, aby soucet tfi Cisel,
kterymi jsou ocislovdny hrany jedné stény, byl pro vSechny
Ctyfi stény stejny (mezi stény pocitime téZ podstavu).

ReSeni: Predpoklidejme, e by bylo mozno hrany pravidel-
ného trojbokého jehlanu ocislovat ¢&isly 1, 2, ..., 6 tak, aby
soucet S tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany hrany jedné stény
byl pro vSechny Ctyfi stény stejny. ProtoZe kazdd hrana lezi
pravé ve dvou sténdch a stény jsou Ctyfi, platilo by 4S8 =
=2(1 4+ 2+ ... + 6) =42. Protoze Cislo 42 neni délitelné
¢tyfmi, dospéli jsme ke sporu a nd$ pfedpoklad proto nebyl
spravny.

Z-1-3

Mgjme dvojciferné &islo X. Cislo Y vznikne z &isla X pieho-
zenim cifer. Najdéte vSechna ¢isla X, pro kterd je X — Y
druhou mocninou pfirozeného c¢isla.

ReSeni: Polozme X — 10a + b, kde a je &islice na misté
desitek, & Cislice na misté jednotek dvojciferného cisla X. Pak
je Y=1006+a, X— Y =10a —b) + b —a = 9a — b).
Toto ¢islo bude druhou mocninou pfirozeného Cisla prdvé
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tehdy, bude-li mit tuto vlastnost ¢islo @ — b. Protoze 1 = a =
= 9, mizZe to nastat pouze v pfipadé a —b=1,a — b =4
nebo a — b = 9. Jsou tedy jedinymi feSenimi ¢isla 10, 21, 32,
43, 54, 65, 76, 87, 98, 40, 51, 62, 73, 84, 95, 90.

Z-1-4

Je dan pravidelny $estithelnik ABCDEF. Trojthelniky ACE
a BDF se protinaji opét v pravidelném Sestithelniku. DokaZte,
Ze jeho obsah se rovnd tfetiné obsahu Sestitthelniku ABCDEF.
Reseni: Prunikem trojahelnika ACE, BDF je pravidelny
Sestithelnik, jehoZ vrcholy oznac¢ime G, H, I, §, K, L (obr. 2).

E D
K
L N
Sl
F /)‘I<\ C
G (]
H
A a8
Obr. 2

Spole¢ny stfed obou Sestithelniki ozna¢me S. Oznaéme
| SA| = a, | SH| = b. Z kosodélniku SGAH vidime, Ze a je
dvojndsobek vysky v rovnostranném trojuhelniku SGH o stra-
né b, tedy @ — b|/3, a proto je obsah estitthelniku ABCDEF
trikrdt vétsi nez obsah Sestithelniku GHIYKL. Jiny dukaz
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spocivd v tom, Ze obsahy trojahelnikt EXD, K¥D, FCD jsou
stejné (maji stejné velké zakladny | EK |, | K¥ |a | JC|a k nim
spoleénou vysku). Sestitthelnik ABCDEF se tak rozlozi na 18
a Sestithelnik GHIFKL na 6 neptekryvajicich se trojahelniki,
jejichz obsah je shodny s obsahem trojdhelniku K¥D.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

Z-11-1

Urcete vSechna trojcifernd Cisla, kterd po vyndsobeni Cislem
36 konci trojcislim 324.

Reseni: Ozna¢me pgr dekadicky zipis hledaného ¢&isla, ma
tedy platit

pgqr
X 36

..324
Vidime, Ze nutné plati » =4 nebo » = 9. Je-li » =4, je
g = 3 nebo ¢ = 8. V Zddném z téchto pfipadl vSak nedostane-
me vhodné &islo p. Pro r =9 je ¢ = 0 nebo ¢ = 5. Je-li
=9, ¢ =0, dostaneme p =5, v pfipadé r =9, ¢ =5 do-

staneme dvé feSeni: p = 2, p = 7. Zkouskou se presvédcime,
Ze Cisla 259, 509, 759 jsou fesenim.
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Z-11-2

Rozhodnéte, zda lze stény krychle ocislovat €isly 1,2, ..., 6
tak, aby soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovdny stény se
spole¢nym vrcholem, byl pro vSechny vrcholy stejny. Odavod-
néte svou odpovéd.

ReSeni: Predpoklidejme, Ze jsme krychli pozadovanym
zpusobem odislovali. Soucet tfi Cisel, kterymi jsou ocislovany
stény se spolecnym vrcholem, oznacime § (je pro vsechny
vrcholy tyz). Kazdd sténa obsahuje 4 vrcholy, proto 8§ =
=4(1 + 2 + ... + 6) = 84. Protoze vSak Cislo 84 neni dé-
litelné osmi, dospéli jsme ke sporu.

Z-1-3

X je dvojciferné Cislo a Cislo Y z ného vznikne zménou
poradi Cislic. Najdéte vSechna X, pro kterd je X + Y druhou
mocninou prirozeného Cisla.

Reseni: Podobné jako v uloze Z-1-3 polozme X — 10a + b,
Y =106 + a, X + Y = 11(a + b). Aby bylo toto ¢islo dru-
hou mocninou pfirozeného Cisla, musi byt nutné a + & na-
sobkem Cisla 11. Protoze je a + b = 18, muZe to nastat pouze
v pfipadé a + b = 11, kdy je X + Y = 112. Refenim tlohy
jsou tudiz cisla 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

Z-11-4

Je ddn pravidelny Sestithelnik ABCDEF. Na jeho strané
AB lezi bod Ay, na strané BC bod By, ..., na strané FA bod
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1
Fytak,%e | A41| = |BB1| = ... = | FFy | :~3—]AB!.Vy—
poctéte pomér obsaht Sestitthelnikt 41B1C1D1E 1 Fy, ABCDEF.

Reseni: Je-li S spoleény stied obou Sestitihelniki a P stied
strany AB, je | AS| = | AB|, | 1S | = | A1B1 | =
| AB |?

asp
36 T IABE T =

— VI AP+ [PS|2 :V

/7
= | AB }]r 9 - Hledany pomér je tudiz 7 : 9.

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA - CSR
(ULOHY PRIPRAVIL
KV MO KRAJE ZAPADOCESKEHO)

Z-1-1

Kterym pfirozenym &islem 7 (m = 1) musime ndsobit ¢islo
16 200, abychom dostali nejmensi ¢islo #, které je zaroven dru-
hou a tfeti mocninou pfirozeného ¢isla? Urcete Cislo 7 a pro-
vedte zkousku.

ReSeni: Protoze 16200 = 23.34.52, je m — 23.32,54 —
= 45 000, n = 26.36,56 = 729 000 000.

Z-1l-2

Oznaéme X Cctyfciferné Cislo a Y Ctyfciferné Cislo, které
vznikne z ¢&isla X obrdcenim pofadi Cislic. (Je-li napfiklad
X = 4265, je Y = 5624). Najdéte vSechna takovd prirozend
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isla X, pro kterd jsou soucin X.Y a soucet X + Y délitelné
¢islem 5 a rozdil X — Y je pfirozené Cislo délitelné Cislem 360.
Vysledek: 5405, 5515, 5625, 5735, 5845, 5955, 5805, 5915.

Z-1H-3

Pravidelny Sestitthelnik A BCDEF ma stranu dané velikosti a.
Pruasecik pfimek 4B, CD je bod K. Vypoctéte délku usecky EK.
Vysledek: | EK | = a/ 7.

Z-1l1-4

Urcete velikosti vnitfnich hli rovnoramenného trojuhelniku
ABC se zdkladnou AB, ktery je rozdélen pfimkou prochdzejici
bodem A na dva trojihelniky, z nichz kazdy je rovnoramenny.

Vysledek: Uloha ma dvé fefeni: o = f# = 72°, » = 36°
ao=f =T7°8",y =25%43",

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA - SSR
(ULOHY PRIPRAVIL KV MO
KRAJE STREDOSLOVENSKEHO)

Z-10ll-1

Od trojciferného (Cisla odcitame Cislo, ktoré dostaneme
zamenou poradia cifier pdvodného Cisla na opacné.
a) Ndjdite vsetky trojciferné Cisla, ktoré vyhovuju podmienke:
ziskany rozdiel sa rovnd jednej Sestine pdvodného Cisla.
b) Ukdzte, Ze neexistuje trojciferné Cislo, pre ktoré sa tento
rozdiel rovnd polovici pévodného cisla.

Vysledek: 594.
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Z-1i-2

Zistite, Ci existuje prirodzené Cislo a z intervalu <1, 6)
tak, Ze hrany pravidelného Stvorstena sa daji oznadit Cislami a,
2, 3, 4, 5, 6, pricom sucet oznaCeni hrdn, ktoré lezia na tej
istej stene, je pre vsetky steny rovnaky.

Vysledek: Neexistuje.

Z-1i1-3

Zistite, Ci existuje Stvorciferné Cislo, ktoré je druhou moc-
ninou prirodzeného Cisla a pritom Cislo zapisané jeho prvymi
dvomi ciframi v danom poradi je polovicou ¢isla zapisaného
jeho poslednymi dvomi ciframi v danom poradi.

Vysledek: Neexistuje.

Z-101-4

Je dany pravidelny Sestuholnik ABCDEF. Na strane AB
lezi bod A1, na strane BC bod By,. . ., na strane FA lezi bod F;

1
tak, %e |di| = |BB| = ... = [FFa| = 7 |4B|. Uhloprietky

AD, BE, CF pretinaju strany S$estuholnika A;1B1CiD1E1F;
v bodoch Ag, Ba, Co, Ds, Es, Fa, ktoré st vrcholmi pravidel-
ného Sestuholnika. OznaCme P plo$ny obsah Sestuholnika
ABCDEF, P plosny obsah S$estuholnika 4,B1CiD\E1F; a P>
plos$ny obsah S$estuholnika A2BoCoDoEsFs>. Ukazte, Ze Pf -
= P.Ps.
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Kategorie C

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

C-P-1

Vesldrovi trvd prejdenie istého tuseku rieky na lodke proti
prudu s veslovanim a po prude bez veslovania rovnaky cas.
O kolkej sa musi otocit, ak vystartuje o 15. hodine, o 18. ho-
dine méd byt naspit, a rozhodol sa veslovat aj na spiatocnej
ceste? (Predpokladdme, Ze rychlost pradu rieky aj vlastnd
rychlost vesldra je konstantnd.)

ReSeni: Oznaéme v rychlost lodky vzhledem k vodé pii
veslovani a r rychlost tekouci vody vzhledem ke bichtm.
Vucéi bifehim se lodka tedy pohybuje pfi veslovdni proti
proudu rychlosti » — r, pfi veslovdni po proudu rychlosti
v + r a je-li unaSena proudem bez veslovdni, rychlosti r. Trva-
li projeti urcitého useku proti proudu s veslovdnim stejnou
dobu jako po proudu bez veslovdni,jsou i prislusné rychlosti
stejné, tj.

VQ—7r=r.
Odtud dostaneme

v+ r=3r=3(v—r).
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Rychlost (vaéi biehim) pfi veslovdni po proudu je tedy
trojndsobnd ve srovndni s rychlosti plavby proti proudu.
Vesluje-1i veslaf proti proudu po dobu 7, navrat s veslovanim

4

mu trvd 3 V nasem pfipadé

takze

lt2z.

Veslaf se musi obratit nejpozdéji v 17.15 hod.

C-P-2

Kazdd strana a kazdd thlopficka konvexniho pétithelniku
je obarvena jednou ze dvou barev tak, Ze Zzddny trojihelnik
(tvofeny stranami nebo celymi uhlopfickami pétidhelniku)
neni jednobarevny. Dokazte, Ze z kazdého vrcholu pétithel-
niku vychdzeji pravé dvé tsecky kazdé barvy.

Reseni: Predpoklidejme, ze z nékterého vrcholu A vycha-
zeji aspon tfi usecky jedné barvy AB, AC, AD. Neni-li zddny
z trojuhelnikd ABC, ABD, ACD jednobarevny, jsou usecky
BC, BD, CD obarveny druhou barvou, a tedy trojihelnik
BCD je jednobarevny. Z zddného vrcholu tedy nevychdzeji
tfi dsecky nebo vice tsecek jedné barvy. Vzhledem k tomu,
ze z kazdého vrcholu vychdzeji pravé ctyfi usecky, jsou dvé
z nich jedné barvy a dvé druhé barvy.
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C-P-3

V ostrouhlém trojihelniku ABC je ddn bod P uvnitf strany
AB. Sestrojte bod M uvnitf strany AC a bod N uvnitf strany
BC tak, aby obvod trojuhelniku PMN byl minimélni.

ReSeni: Uvazujme libovolny bod M uvnitf strany AC
a libovolny bod N uvniti strany BC. Je-li P; bod soumérné
sdruzeny k bodu P podle pfimky AC a P, bod soumérné
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sdruzeny k bodu P podle pfimky BC, je obvod trojuhelniku
MNP roven délce lomené ¢ary P1MNP, (obr. 3). Tato délka
je nejmensi v pifipadé, kdy body M, N jsou spolecné body
useCky P1P; se stranami AC, BC (obr. 4) - pokud vsak tyto
spole¢né body existuji a lezi uvnitf stran. To je splnéno,
protoze

2 PyCPs = <(P,CP + < PCPs — 2 ACP + 2 PCB —
— 2y ACB < 180°

(trojahelnik ABC je ostrouhly).

C-P-4

Je dén Ctverec, jehoZ strana md velikost a. Z kazdého vrcholu
jsou dovnitf Ctverce opsdny Ctvrtkruznice s polomérem a.
Tak se Ctverec rozdéli na devét Casti. Vypoctéte obsahy téchto
Casti.
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Reseni: Cisti, na néZ se ¢tverec rozpadne, budou tii druhy;
jejich obsahy oznacime A4, B, C (obr. 5). Bude platit

A+ 4B + 4C = a? (Ctverec)

A+3B+2C=—a? (Ctvrtina kruhu)

A

m '3
A+ 2B+ C= 3 a? — Ve a? (sjednoceni dvou kruhovych

vyseci se stfedovym thlem 60°, jejichz prinikem je rovnost-
ranny trojuhelnik).

Odtud plyne

B+2C:a2(1~—)

a tedy

, i B
A:a2(1+——v3) .
3
Jiné feSeni je v roCence XIX. ro¢nik MO, str. 118.

65



SOUTEZNI ULOHY 1. KOLA

C-1-1

Kocka o hrane dizky 5 je zlozend zo 125 jednotkovych
kociek. Urcte najmensi a najvacs$i mozny povrch telesa, ktoré
z nej dostaneme odstranenim troch hranolov pozostdvajucich
z piatich jednotkovych kociek, ked Ziadne dva z odstranenych
hranolov nemaji spolo¢ny bod ani rovnaky smer.

Reseni: Pro odstranéni jednoho hranolu 5x1x1 z krychle
5 X5 x5 mdme tfi moznosti:

(1) Odstranénim hranolu, ktery obsahuje hranu krychle,
zmensime povrch o 2.

(2) Odstranénim hranolu, jehoz delsi sténa je obsazena
ve sténé krychle a pfitom neobsahuje hranu krychle, zvétsime
povrch o 8.

(3) Odstranénim hranolu, ktery ma s povrchem krychle
o 18.

Téleso vzniklé z krychle 5x5 x5 odstranénim tfi hranold
5x1x1, z nichz zddné dva nemaji spolecny bod, bude mit
minimdlni povrch v pfipadé tfi hranola typu (1), viz obr. 6,
povrch bude

6.5.5 3.2 = 144,
maximdlni v pfipadé tfi hranola typu (3), a to
6.5.5 + 3.18 = 204.
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Obr. 7 ukazuje, Ze hranoly lze volit tak, aby zidné dva nemély
spolecny bod ani stejny smér.

o
5 acbrer <D
= = |
= ;(xﬂ;

- — =17 | |
[ + .

F—+—+—+—+—1 !

[

-+ — - _/T|

| | ¥

I

b - — 4 — -1

! |
L 1 !

Obr.7

C-1-2

Ndjdite vSetky prirodzené Cisla, ktoré sa zacinaju cifrou 7
a po jej odstraneni sa zmensSia 36 rdz.

ReSeni: Hledané Cislo muZeme rozepsat jako 7.107 + p
a podminku vyjddfit rovnici
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7.107 + p = 36 p,

odkud dostaneme p =2.10% -1, Hledané d&islo md tedy
tvar

7.107 + 2.107 — 1,

Snadno se pfesvédéime, Ze vSechna Cisla 72, 720, 7200,...
spliiuji podminku tdlohy.

C-1-3

Dvaja vesldrina dvoch ¢lnkoch vystartovali o 14.55 z prista-
vista a veslovali proti pridu rieky. K lesu dosli spolu, pak
jeden vesloval spit a vrdtil sa 0 17.55, druhy sa nechal doviezt
spat prudom a vrdtil sa o 19.07. Kolko im trvala plavba z pri-
stavista k lesu? (Predpokladdme, Ze po cely cas rychlost toku
rieky aj vlastnd rychlost veslovania boli konstantné.)

ReSeni: Oznaéme v rychlost lodky vzhledem k vod& pti
veslovédni a r rychlost tekouci vody vzhledem k bfehtm. Proti
proudu jeli tedy oba veslafi rychlosti » — 7, po proudu prvni
rychlosti » + r, druhy rychlosti » (vzhledem ke bfehtim).
Ozname ¢ dobu spoleéné plavby od pfistavisté k lesu a s
vzddlenost lesa od pfistavisté. Pak plati, méfime-li ¢as v mi-
nutdch

s=(—r)t (spolecnd cesta tam)
s=(v+r)(180 — 1) (zpétecni cesta 1. veslafe)
s=r(252—1) (zpdtelni cesta 2. veslaie).
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Z téchto vztaht uréime z. Dosadime-li s z prvni rovnice do
druhé a tfeti rovnice, dostaneme

20t =180 (v + r)
ot =252 r.

Vylou¢ime z téchto rovnic » a mdme

180
20t =180 v + 252 ot,
neboli, protoze v # 0,
180
2t =180 — 252 t
a odtud
t = 140.

Cesta od pfistavisté k lesu tedy trvala 140 min.

C-1-4

Do ostrothlého trojuhelniku ABC je vepsan trojuihelnik
MNP tak, ze Me AC, Ne BC, P € AB. Urcete polohu
bodit M, N, P tak, aby obvod trojihelniku MNP byl mini-
malni.

ReSeni: Zvolme libovolny bod P uvnitf strany 4B a oznac-
me Pi, P; body soumérné sdruzené k bodu P podle pfimek
AC, BC. Uvédomme si (obr. 8), Ze
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Obr. 8
|CPy| = |CPs| = |CP|

< P,CP; = <(P1CP + <(PCP; =2 ACP + 2<BCP =
= 2<XABC.

Pii feSeni ulohy C-P-3 jsme zjistili, Ze ze vSech trojuhelniki
MNP, kde M e AC, N € BC, ma minimdlni obvod trojihel-
nik, jehoz vrcholy M, N lezi na tuseéce PiP», a minimdlni
obvod je roven |P1Ps|. Zbyva tedy najit polohu bodu P € AB
tak, aby rovnoramenny trojihelnik P;CPs; mél minimdlni
zdkladnu. Vzhledem k tomu, Ze thel pfi jeho hlavnim vrcho-
lu C ma velikost 2<C ACB a nezdvisi tedy na poloze bodu P,
bude zikladna minimalni, pravé kdyz bude minimalni rameno.
Rameno md velikost |CP| a bude minimdlni, pravé kdyz
tseCka PC bude vyskou trojuhelniku 4BC.

C-1-5

Je din pravidelny osmithelnik ABCDEFGH. Ctverce
ACEG a BDFH se protinaji také v pravidelném osmiuhelniku.
Vypoctéte pomér obsahti obou osmitihelnikd.
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ReSeni: (obr. 9). Vyuzijeme podobnosti rovnoramennych
trojuhelnikt ABC, ARB (maji spole¢ny uhel BAR), odkud
plyne, Ze

G
H / \ F
A £
R
\s /
B D
=
Obr. 9

|AB| : |AC| = |AR| : |AB|,
tj.
|AB? = |AC]|.|AR)|.

Z pravouhlého rovnoramenného trojihelniku RBS mame

RS| = |4R| |/ 2,
a tedy
_ V2
|[AB12 = (|2 + 2) |ARZ = | = + 1| RSP

Odtud vidime, Ze pomér obsahti pravidelnych osmidhelniki

V2
o stranich AB, RS je - 1.
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C-1-6

V rovnostranném trojihelniku ABC o strané délky 1 se na
strané AC pohybuje bod X a na strané BC bod Y tak, Ze
obsah trojuhelniku XYC se stdle rovnd poloviné obsahu
trojuhelniku ABC. Najdéte, jakou funkci vzdélenosti x = |CX]|
je vzdalenost y = |CY], a urcete defini¢ni obor a obor hodnot
této funkce.

Reseni: Ze vzorce pro obsah trojihelniku daného dvéma
stranami a uhlem jimi sevienym je hned vidét, Ze obsahy
trojuhelnikit XYC, ABC jsou v poméru

Pxyc : Papc = xy : 1.
b3
(Jinym zpusobem to muaZeme odvodit také takto: Trojuhel-
niky XYC, XBC maji tutéz vysku na stranu YC, resp. BC,
takze

Pxyc:Pxpc =y:1
a analogicky
Pxpc:Papc = x: 1,
odkud dostaneme
Pxyc: Pape = xy : 1.)
Podle zaddni je tento pomér 1 :2, takze pro kazdou dvojici

1

x, y plati xy = PR
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Pro kazdé x tedy plati

y=7

Definicni obor i obor hodnot této funkce je zfejmé obsazen
1
v intervalu (0, 1. Aby bylo y = 1, musi byt x = Px Pro
1 1 1
kazdé xe(E, 1> je ye <E’ 1). Ke kazdému y e <E’ 1)je
pfislusné x == 5 € <5,1>. Defini¢ni obor i1 obor hodnot je

1
tedy interval (5, 1.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

C-1li-1

Voda v fece tece rychlosti 2 m/s. Cesta od pfistavu k mostu
a zpét trvd malému ¢lunu 33 min a velkému Clunu, ktery
mad (ve stojaté vodé) dvojndsobnou rychlost, 16 min. Jak daleko
je od pfistavu k mostu?

Reseni: Rychlost malého ¢lunu oznaéme ¢ (m/s) a hledanou
vzddlenost d(m).

Malému ¢lunu cesta trvd
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d d 33.60
c+2+c—2_ ’

a velkému ¢lunu
d

d
S+ > = 16.60.

20+ 2 2c—2

Je tedy
2cd
2 —4 33
4cd 16~
4c2 — 4
neboli
4c2 — 4 33
2(c2—4) 16 °

Odtud ¢ = 10 m/s a z (1) dostaneme

L 3360 (2 — 4) 000
= " — 9904 (m).
C-l-2

@

Na kruznici je ddno 6 bodu a kazdé dva jsou spojeny usec-
kou - bud modrou, nebo cervenou. Tyto usecky pfitom tvori
pravé jeden Cerveny a prave jeden modry trojuhelnik. Dokazte,

ze Cervenych usecek je bud 7, nebo 8.

ReSeni: Vrcholy cerveného trojihelniku oznacme 1, 2, 3.
Trojuhelnik s vrcholy ve zbyvajicich bodech 4, 5, 6 neni
cerveny a md tedy alesponl jednu modrou stranu. Z kazdého
bodu 4, 5, 6 vedou alespoii dvé modré usecky do bodu 1,
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2, 3 - jinak by vznikl dal§i Cerveny trojuhelnik. Celkem je
tedy alesponn 7 modrych useCek. Analogicky zjistime, Ze je
aspon 7 Cervenych useCek. Tim jsme hotovi, protoze usecek
je celkem 15.

C-1lI-3a

Ndjdite vSetky prirodzené Cisla, tretia mocnina ktorych sa
kon¢i na 1981.

ReSeni: Hledané Cislo miZeme rozepsat

x = 10a + b,
potom
x3 = 10003 + 300a2b + 30ab> + b3.

Mai-li byt posledni ¢islice 1, musi byt & = 1. Je tedy
x3 = 1000a3 + 300a2 + 30a + 1.

Na predposledni cislici ¢isla x3 md vliv jen predposledni
s¢itanec. Aby se tato Cislice rovnala 8, musi posledni Cislice
Cisla a byt 6. Hledané Cislo rozepiSeme

x = 100c + 61,
takze
x3 = ... + 3.612.100c + 613.

Cislici na misté stovek ovliviiuji jen posledni dva ¢leny a aby
se rovnala 9, musi posledni Cislice ¢isla ¢ byt 0. MuZeme tedy
psat
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x = 10004 + 61,
takze
x3 = ... + 3.612.1000d + 613.

Aby cislice na misté tisict byla 1, musi posledni Cislice ¢isla d
byt 5.

Splituje-li néjaké ¢islo pozadovanou podminku, musi kondit
na 5061. VSechna pfirozend cisla koncici timto CtyFcislim
vyhovuji.

C-1l1-3b

Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF o strané s. Na jeho
strandch AB, BC,..., FA lezi po fad¢ body Ai, Bi,..., F1
tak, 7e je AA1 = BB; = ... = FF; =1t. Jsou to vrcholy
pravidelného Sestidhelniku 41B1C1D1E1F; o strané si.

a) Dokaite, 7e s7 = s2 — st + ¢2.
b) Zjistéte, pro které 7 je s; nejmensi.

ReSeni: (obr. 10) a) Oznaéme P patu kolmice z bodu F;
na primku AB.
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S - l i .
Protoze <{F1AP = 60°, je |AP| = = Z pravothlého troj-
thelniku APF; dostdvdme

si = |AP]2 + |FLP2 = |4\P)? + |AFi)2 — |AP2 =

s—1)\2 s —1\2
=\t+ +(s—122— 2 =12 + 52 — 1.

-

b) Upravime-li

2 2 2 o )2 _3 2
sp=1te +sP—st= |t — + s
1 2 4 >
. 2 . . . . s
vidime, Ze sy a tedy i 51 je minimdlni pro ¢ = DR
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Kategoria B

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

B-P-1

Urcte pocet vSetkych rdéznych usporiadanych trojic pri-
rodzenych cisel x, y, 2, ktoré vyhovuji rovnici

x1.y97 29 = 19791 979 (1)

Riegenie: Nech prirodzené Cisla x, y, 2 vyhovuju rovnici (1).
Pretoze cisla 19 a 97 st prvocisla, ako sa lahko presvedcime,
musia byt ¢isla x, y, z su¢inmi mocnin Cisel 19 a 97 s nezapor-
nymi celo¢iselnymi exponentami. Cislo y v§ak neméze obsaho-
vat ako sucinitel kladni mocninu cisla 97, lebo na pravej

strane rovnice (1) je mocnina 979. Musia preto existovat ne-
zaporné celé &isla a, b, k, r, s také, Ze plati

x = 194970,  y =19%, 2 =197.97s.
Po dosadeni do (1) dostaneme
194.970.1997F 1997 (9795 — 19791979,
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K tomu, aby platila tdto rovnost, musia byt sicasne splnené
tieto dve rovnice:

a + 9Tk + 9r = 791, (2a)
b+ 95 —09. (2b)

Je zrejmé, ze kazdému nezipornému celoCiselnému rieSeniu
sustavy rovnic (2a) a (2b) odpoveda jedno rieSenie rovnice (1).
Sta¢i ndm teda zistit pocCet nezdpornych celociselnych rie-
Seni sdstavy rovnic (2a), (2b).

Llahko sa vidi, Ze rovnica (2b) md dve rdzne rieSenia v obore
celych nezdapornych Cisel: 6 = 0,s =1ab =9,5s =0.

Pretoze 8.97 = 776 << 791 < 9.97 = 873, mdze Cislo k na-
dobudat len hodnoty 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Postupne tieto
hodnoty dosadime do rovnice (2a). Dostaneme:

a) Ak £ = 0, potom a + 9r = 791 ¢ize a = 9(87 — ) + 8.
Cislo » mdze teda nadobudat hodnoty 0, 1, ..., 87. Pre kazdu
z tychto hodnét existuje prive jedno celé nezdporné Cislo
a vyhovujice rovaici (2a). Dostdvame tak 88 rieSeni tejto
rovnice.

b) Akk = 1, potom a + 9r = 694,z Cohoa = 9(77 — r) +
+ 1. Analogickou uvahou ako v predchddzajicom pripade
dostdvame 78 rieseni.

c) Prek = 2budea + 9r =597,z cohoa = 9(66 — r) + 3.
Rovnica (2a) md v tomto pripade 67 nezdpornych celociselnych
rieSeni.

d) Pre k =3 je a + 9r =500, z ¢oho a = 9(55 — r) + 5.
Maidme 56 rieSeni.

e) Ak k =4, je a + 9r =403, z ¢oho a =9(44 —r) + 7
a dostavame 45 rieseni.
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f) Pre k =5je a + 9r = 306, z coho a = 9(34 — r). Mdme
35 riedeni.

g) Ak k=6, je a + 9r = 209, z ¢oho a = 9(23 —r) + 2.
Dostdvame teda 24 rieSeni.

h) Prek =Tjea + 9r = 112,z ¢ohojea = 9(12 —r) + 4.
To znamend dalSich 13 celociselnych nezdpernych rieSeni rov-
nice (2a).

i) Konecne v pripade k£ = 8 dostaneme a + 9r = 15 Cize
a =9(1 —r) + 6. Dostavame teda dve rdzne rieSenia.

Celkovy pocet nezdpornych celoCiselnych rieSeni ststavy
(2a), (2b), a teda pocet prirodzenych rieSeni rovnice (1) je
2.(88 + 78 + 67 + 56 4 45 4 35 + 24 + 13 + 2) = 816.

B-P-2

Pre kazdé prirodzené &islo n existuju navzdjom rdzne pri-
rodzené Cisla r, s tak, Ze Cislo

3r — 3s
je delitelné Cislom 7. Dokézte.

RieSenie: Pri rieSeni tlohy vyuZijeme zndmy Dirichletov
priehradkovy princip. UvaZzujme o tychto prirodzenych ¢islach

31, 32,33, ..., 3%, 30+,
ktorych je prave n + 1. Pri deleni ¢islom » musia mat aspon
dve z nich rovnaky zvysok, pretoZe moznych zvyskov je prave n:
0,1,2,...,7n — 1. Nech st to ¢isla 37, 3. Platiteda 3" = k.n +

+ 2, 35 =m.n + 2, kde k, m su celé nezdporné ¢isla, z je
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niektory z moznych zvyskov. Potom 37 — 38 = (k —m) n je
Cislo delitelné Cislom n. Tym je tvrdenie ulohy dokdzané.

B-P-3

Nech ABCD je deltoid (vypukly S$tvoruholnik stimerny
prdve podla jednej zo svojich uhlopriec¢ok) s osou sumernosti
AC. Nech S je prieseCnik priamok AC, BD a M, N, P, Q
v uvedenom poradi st jeho kolmé priemety na priamky AB,
BC, CD, DA.

a) V $tvoruholniku MNPQ plati MQ||NP. Dokézte.

b) Nech <BAD = 2«, <(BCD = 2y. Vyjadrite velkosti
uhlov §tvoruholnika MNPQ pomocou uhlov o, y.

¢) Rozhodnite, kedy je Stvoruholnik MNPQ lichobeznikom
a kedy rovnobeznikom.

RieSenie: a) Deltoid ABCD je osove sumerny podla osi AC.
V tejto symetrii odpovedd bodu B bod D, tisecke AB tseCka
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AD, tsecke SM kolmej k AB tusecka SQ kolmd k AD (pozri
obr. 11). Bodu M odpovedd teda bod Q, z ¢oho vyplyva, Ze
MQ||BD. Analogickou tvahou sa dokaze, ze NP||BD. Z tran-
zitivnosti reldcie rovnobeZnosti preto priamo vyplyva, Ze
MQ||NP, ako sme mali dokdzat.

b) Trojuholniky SMB a SNB su pravouhlé so spolo¢nou
preponou SB. Stvoruholniku SMBN mézeme preto opisat
thaletovskd kruznicu s priemerom SB. Uhly <tSBM = 90° —
— o.a <CSNM st obvodovymi uhlami tejto kruZnice prislicha-
jicimi tomu istému obliku SM. Preto tiez LSNM = 90° — a.
Z analogického dévodu plati tiez <CNBS = 90° — y = <CNMS.
Preto plati

SLMNP = XNPQ = <MNS + < SNP =90° — o + y,
S POM = S 'OMN = < SMN + <OMS =90° —y + a.

c) Stvoruholnik MNPQ je stimeray podla osi AC. Rovno-
beznikom mdze byt preto len vtedy, ked plati MN||AC||PQ.
V takom pripade vsak bude priamka MN kolmd ku priamke MQ,
Cize COMN =90°. Z casti b) vSak vieme, ze <LQMN =
=90° + o« — . Stvoruholnik MNPQ bude rovnobeZnikom
teda prave vtedy, ked plati oo = 7, Cize vtedy, ked dany deltoid
ABCD bude kosostvorec. Vo vsetkych ostatnych pripadoch
bude $tvoruholnik MNPQ lichobeznikom.

B-P-4

Nech K je dany kruh s polomerom 1. Urcte mnoZinu
vrcholov C vSetkych rovnostrannych trojuholnikov ABC,
ktorych vrcholy A4, B lezia vo vaitri alebo na hranici kruhu K.
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RieSenie (obr. 12): Oznaéme S stred daného kruhu K.
Nech M je hladand mnozina vrcholov C vsetkych rovnostran-
nych trojuholnikov danych vlastnosti. Vzhladom na symetriu
kruhu a rovnostranného trojuholnika mozno ocakdvat, Ze body
mnoziny M vyplnia kruh G so stredom S a polomerom » > 1.

c

AN

Obr. 12

Polomer r kruhu G ststredného s danym kruhom K uréime
tak, ked budeme uvaZovat o takej polohe rovnostranného troj-
uholnika ABC pri pevne zvolenej dizke AB, kedy mé vrchol C
najvicsiu vzdialenost od bodu S (pozri obr. 12). V takom
pripade plati:

|SC| = |SP| + |CP| = |SP| + |/3|BP| =

_ 1 I3
=cosa + )3 sino =2 o cosa+ ——sina | —

= 2(sin 30° cos o + cos 30° sin ).

Je teda |SC| = 2 sin(30° + o) = 2, priom rovnost nastane
pre o = 60°. Je teda r = 2 CiZe mnoZina M je Castou kruhu

G(S;2).
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Nech je obratene C Iubovolny bod kruhu G roézny od jeho
stredu S. Potom mozno zostrojit uhol A'CB’ velkosti 60° tak,
aby obsahoval bod S a aby priamka CS bola jeho osou. Nech 4,
resp. B je v uvedenom poradi priese¢nik polpriamky CA’,
resp. CB’ s hranicou kruhu K. Pri vhodnom oznaeni bodov
A’y B’ na ramendch zostrojeného uhla tvoria potom body
A, B, C vrcholy rovnostranného trojuholnika s vrcholom C
z mnoziny M (obr. 13). Ak C=S§, potom moZno uvazovat o lu-

Obr. 13

bovolnom uhle velkosti 60° s vrcholom v bode C a priesec-
niky jeho ramien s hranicou kruhu K pri vhodnom oznaceni
tvoria vrcholy A4, B rovnostranného trojuholnika pozadova-
nych vlastnosti. Tym sme dokdzali, Ze kruh G(S;2) je Castou
mnoziny M, pretoze existenciu bodov A4, B v oboch uvazo-
vanych pripadoch zarucuje skutoCnost, Ze vzdialenost d bodu
S od polpriamok CA’, CB’ je

d = |CS|sin 30° = 2 sin 30° = 1.
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Z oboch vyssie dokdzanych inklizii: M = G a G M
dostdvame M = G, ¢o znamend, Ze mnozinou bodov danych
vlastnosti je kruh so stredom § a polomerom r = 2.

SUTAZNE ULOHY I. KOLA

B-1-1

Pre kazdé prirodzené Cislo n =< 150 existuju dva rozne deli-
tele di, dg Cisla 9 000 000 také, Ze n deli rozdiel di — da. Do-
kézte.

RieSenie: Pretoze prvociselny rozklad cisla 9 000 000 je

9000 000 = 9.106 = 32,26 56,
bude pocet vSetkych jeho delitelov » urceny vztahom:
=24+ 1)(6 + 1)(6 + 1) =49.3 = 147.

a) V pripade, ked n << 147, m6zeme pouzit opit Dirichletov
priehradkovy princip ako pri rieSeni tlohy B-P-2. Pri deleni
¢islom 7 maju totiz asponi dva z delitelov ¢isla 9 000 000 rovna-
ky zvySok. Potom vsak ich rozdiel bude zrejme Cislo delitelné
¢islom 7.

b) Zostdva este dokdzat tvrdenie ulohy v pripadoch, ked
n = 147, 148, 149, 150. V tychto pripadoch vSak nebude
tazké delitelov Cisla 9 000 000 pozadovanych vlastnosti sku-
to¢ne ndjst:

Pre n = 147 mozno vziat d; = 150 = 3.2.52, d» = 3, pretoze
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diy — dy = 147. Pre n = 148 stadi vziat opit d; = 150, dz = 2,
lebo dy — do = 148. Pri n =149 je opit dy =150, dp =1
a d — ds = 149. Pri n = 150 vezmime d; = 300 = 3.22,52
a dy = 150. Potom d; — d2 = 150.

B-1-2

Nech a je prirodzené Cislo tvaru 2p + 1, kde p je prvocislo.

Néjdite mnozinu vsetkych prirodzenych Cisel x, pre ktoré plati,
B x G B

Ze ak z nich vynechdme prvi &islicu, dostaneme —
a’

RieSenie: Z textu ulohy je zrejmé, ze Cislo x musi byt aspon
dvojciferné. Predpokladajme, Ze md m cifier, kde m > 1. Potom
ho mozno zapisat v tvare

x=y.10m"1 4 2,
kde y je niektoré z jednocifernych prirodzenych d&isel: 1, 2, 3,

4,5,6,7,8,9 a z je nejaké (m — 1) -ciferné ¢islo. Po vynechani
prvej Cislice y z dekadického zdpisu Cisla x dostaneme zépis

x
¢isla z. Podla textu tulohy vSak md platit 2 = o Z toho vyply-

va, Zze plati x = a.z, Cize y.10m1 + 2 = (2p + 1) 2, odkial
dostaneme

y.10m1 =2p 2
a po deleni ¢islom 2 bude
5y.10m-2 = p. 2. )]
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Rovnica (1) nemdze byt splnend pre p > 10 pri Ziadnom z,
pretoze prvolislo p > 10 nedeli 5y.10m-2. Staci teda ndjst
rieSenie rovnice (1) pre jednotlivé prvocisla p < 10.

a) Nech p = 2. Potem a = 5 a preskiimame postupne riese-
nia rovnice (1) pri jednotlivych moznych hodnotéch ¢isla y:
Pre y = 1 dostaneme z (1) 5.10m72 = 2z, z Coho pre m = 3
vyplyva z = 25.10m73, &ize x = 1.10m°1 4+ 25.10m3 =
= 125. 10m-3,

Pre y = 2 mame z (1) 5.10m-2 = z, z ¢oho x = 25.10"72,
Prey = 3 bude z (1) 5.3.10m2 = 22, odkial 2 = 5.15.107-3,
akm = 3, tj. x = 3.10m-1 4 75,10m—3 = 375.10m-3,

Ak bude y = 4, potom z (1) mdme 2z = 5y.10m-2, z oho
2z =25.y.10m=3 = 100.10m-3 = 10m-1, To vSak nemoéZe na-
stat, pretoze Cislo 2z je podla predpokladu len (m — 1)-ciferné.
V tomto pripade do hladanej mnozZiny patria Cisla:

{25, 250, 2500, ...} U {125, 1250, 12500, ...} U {375,
3750, 37 500, ... }.

b) Nech p = 3. Potom a = 7 a z rovnosti prirodzenych Cisel
5y.10m=2 = 3z vyplyva, Ze ¢islo y musi byt ndsobkom ¢isla 3.
Preto ndm treba postupne preskumat pripady y =3, 6, 9.

Ak y =3, potom z (1) mdme 5.3.10m-2 = 3z, z Coho
2 =5.10m"2, ¢ize x = 3.10m~1 4+ 5.10m2 = 35,102,

Pre y = 6 dostaneme 3z = 5y.10m~2 = 30.10m—2 = 3. 10m-1,
z &oho v spore s predpokladom vyplyva z = 10m-1,

V tomto pripade do hladanej mnoziny patria ¢isla {35, 350,
3500, ... }.

¢) Ak p =5, potom a = 11 a z (1) dostancme 5y.10m~2 =
=5z, z ¢oho z = y.10m72, ¢ize x =y.10m~1 4 y 1072 =
= 11y.10m-2. Z toho vyplyva, Ze pre kazdi moZnu hodno-
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tu y dostaneme nekoneCni mnozinu rieSeni, takze hladand
mnozinu Cisel tvori zjednotenie mnozin:

{11, 110, 1100, ...} U {22, 220, 2200, ...} U ... U {99,
990, 9900, ... ).

d) Ak p =7, bude a = 15 a po dosadeni do (1) dostaneme
5y.10m~2 = 7z, z Coho vyplyva, Ze rovnici (1) mdze vyhovovat
len y =7. Pri tejto hodnote vsak plati z =5.10m"2 C(ize
x=7.10m"1 4+ 5. 10m2 = 75.10m~2,

V tomto pripade ulohe vyhovuju &isla {75, 750, 7500, ... }.

Zistili sme teda, Ze uloha mad rieSenie len pre a = 5,7, 11, 15
a v kazdom z tychto pripadov sme nasli nekone¢nt mnoZinu
prirodzenych &isel, ktoré vyhovuju podmienkam tlohy, ako
sa 0 tom lahko mozno presvedcit.

B-1-3

Urcte vSetky hodnoty redlneho parametra m, pre ktoré mad
sustava rovnic

X2 4+ 92 =4, ¢))
(x +m2+ (y —mp =1 (2)

s nezndmymi x, y prave jedno riesenie.
RieSenie: Ak od rovnice (2) od¢itame rovnicu (1), dostaneme
?m(x —y) = —2m2 — 3. 3)

Z (3) vyplyva, Ze pre m = 0 nemd dand sustava ziadne rieSenie.
Ak m +# 0, potom z (3) dostaneme
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2m2 + 3

X=y— 4
X =y o ©)

Ak za x zo (4) dosadime do (1), dostaneme postupne

oz
¥+ y—m—o =4,

©)

, ’ 3 ) N 9 o

2y ——(2,n+m Yy +m +4m2— =0.

Pre diskriminant D kvadratickej rovnice (5) plati

3 \2 9 : 9
D=\2m+—) —8\m2+ — — 1| =—4m2—— + 20.
m App? m2

Rovnica (5) md mat préve jedno rieenie. Preto jej diskriminant
musi byt rovny nule, ¢ize

4m* — 20m2 + 9 = 0. (6)

Ak v rovnici (6) pouZijeme substitiiciu 2 = m2, dostaneme

1
kvadraticki rovnicu 422 — 202 + 9 = 0 s korefimi 21 = PE
22 = —. Pre kazdy z tychto korefiov dostaneme dve hodnoty

2
parametra 7, pre ktoré ma ststava (1), (2) prdve jedno riesenie.
Danej tlohe teda vyhovuju prave Styri hodnoty parametra m:
]2 ]2 3]/2 3]/2

m= M=M=y 2

s My — —
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B-1-4

Nech ABCD je vypukly stvoruholnik taky, Ze kolmé prieme-
ty priesecnika jeho uhloprieok na jednotlivé strany lezia vo
vnutri tychto strdn.

Nutnou a postacujicou podmienkou pre to, aby tieto priemety
lezali na kruznici je, aby uhlopriecky $tvoruholnika ABCD boli
na seba kolmé. Dokdzte.

RieSenie: Oznacme S priesecnik uhlopriecok stvoruholnika
ABCD a M, N, P, Q v uvedenom poradi jeho kolmé priemety
na strany AB, BC, CD, DA (pozri obr. 14). Stvoruholnikom

Obr. 14

AMSQ, BNSM, CPSN, DQSP mozno opisat kruznicu
(thaletovsku) s priemermi v uvedenom poradi 4S, BS, CS, DS.
Su to teda tzv. tetivové Stvoruholniky. Podla vety o rovnosti
obvodovych uhlov prislichajicich tomu istému obliiku kruzni-
ce preto plati: <TASM = CAQM = o, < TMSB = LMNB =
= B, <<PSD = < PQD = v, LPSC = < PNC = §. Dalej
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zrejme plati: o + f =7y + § a taktiez <LPOM = 180° —
— (o + ), <CPNM = 180° — (f + 6). Nutnou a postacuju-
cou podmienkou pre to, aby Stvoruholnik bol tetivovy, tj. aby
jeho vrcholy lezali na kruZnici je, aby sucet jeho vnutornych
protilahlych uhlov bol 180°. To znamend, Ze body P, Q, M, N
budu lezat na kruZnici vtedy a len vtedy, ked <{POM +
+ <LPNM = 180°. Pretoze <CPOM + <{PNM = 360° —
—(+ B+ 9+ 6) =180° vtedy a len vtedy, ked plati
o+ B+ y+ 0=180°% lezia body M, N, P, Q na kruZnici
vtedy a len vtedy, ked o + f =y + 0 = 90°, CizZe vtedy, ked
uhol ASB uhlopriecok $tvoruholnika ABCD je pravy. Tym je
tvrdenie ulohy dokdzané.

B-I-5

Pravouholnik P nazveme opisanym pravidelnému $estuhol-
niku, ak kazdd z jeho strdn obsahuje aspoii jeden vrchol Sest-
uholnijka a Ziaden bod $estuholnika nelezi mimo pravouholnika.

Je dany pravidelny $estuholnik so stranou dizky 1. Zostrojte
aspoil jeden jemu opisany pravouholnik, ktory:

a) md Co najvicsi obsah;

b) m4d ¢o najmensi obsah.

V oboch pripadoch uréte podiel obsahov Sestuholnika a pravo-
uholnika.

Riesenie: Z definicie opisaného pravouholnika je zrejmé, ze
asponi dva susedné vrcholy Sestuholnika lezia na susednych
strandch pravouholnika. Oznacme ich 4, B a ostatné vrcholy
Sestuholnika ozna¢me podla obr. 15. Ozna¢me dalej K, L, M, N
vrcholy opisaného pravouholnika. Tieto vrcholy v uvedenom
poradi lezia na oblukoch thaletovskych kruZnic s priemermi
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AB, BD, DE, EA, pretoze uhly <CAKB, <{BLD, <{DME,
<LENA st pravé. Ak oznaCime <{KAB = o, {NAE = f,
potom zrejme plati f = 90° — o. Z toho, Ze vnutorny

W, S A

= /;\\
4 ///

Obr. 15

uhol pravidelného Sestuholnika md velkost 120° vyplyva, Ze
o € (30°% 60°).

Obsah O pravouholnika KLMN dostaneme ako sucet kon-
$tantného obsahu obdiznika ABDE a obsahov trojuholnikov
AKB, BLD, DME, ENA. Velkost obsahov tychto trojuholni-
kov je priamo timernd vzdialenosti vrcholov K, L, M, N v uve-
denom poradi od strin AB, BD, DE, EA obdiZnika ABDE.

a) Z vyssie uvedenej uvahy vyplyva, Ze obsah O opisaného
pravouholnika bude maximaélny, ked trojuholniky AKB, BLD,
DME, ENA budt rovnoramenné, ¢izeak o = f = 45°. V ta-
kom pripade vSak budu uhlopriecky KM, LN opisaného pra-
vouholnika na seba kolmé, ¢o znamend, ze KLMN bude
stvorec.

Z pravouhlého trojuholnika ADE s preponou |[AD| = 2 sa

lahko vypocita, Ze |AE| = |/3. Vzdialenost bodu K od tsecky
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AB, resp. bodu M od useCky DE je v uvazovanom pripade
1

zrejme - 2 tak pre uhlopriecku KM stvorca KLMN zrejme

plati [KM| =1 + |/3. Preto

1
Omax = 7 11<M[2 — 2 + 1//3

Pretoze pre obsah S pravidelného Sestuholnika so stranou I

3 - 3 _
plati § = 7]/3, dostaneme S : Omax = ~2—]/3 (24 )3)=

3
=— @3 -3).

b) Obsah O opisaného pravouholnika KLMN bude zrejme
minimdlny vtedy, ked budu minimélne vzdialenosti bodov K,
L, M, N v uvedenom poradi od useciek AB, BD, DE, EA. Ten-
to pripad nastane vtedy, ked bud o = 30°, f = 60° alebo
o = 60°, f =30° (pozri obr. 16). V takom pripade vSak

N 3 M
|

/\
T D

93



Onin = |KL| . |LM| = |BE| . |AC| =2]/3, Preto S : Opin =

323 .

B-1-6

Je dand gula G s polomerom 1. Uréte mnozinu vrcholov I/
vSetkych pravidelnych S$tvorstenov ABCV, ktorych vrcholy
A, B, C lezia vo vnutri alebo na hranici gule G.

RieSenie: Ide zrejme o stereometricki analégiu ulohy
B-P-4. Ozna¢me M hladant mnoZinu vrcholov V' pravidelnych
Stvorstenov pozadovanych vlastnosti. Nech ABCV je niektory
z tychto Stvorstenov. Ak ho budeme otdcat okolo stredu §
gule G, zostane cely trojuholnik 4BC, ktory je podstavou tohto
Stvorstena v guli G. Z toho vyplyva, Ze mnozina M musi byt
podmnozinou gule K so stredom S a polomerom » > 1. Jej
polomer ur&ime tak, ked zistime maximdlnu moznu vzdialenost
|SV| pre vrchol pravidelného Stvorstena pozadovanych vlast-

Obr. 17
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nosti. Nech V je vrchol, pre ktory je |SV| maximalna. Potom
zrejme vrcholy A, B, C podstavy Stvorstena leZia na hranici
gule G. Nech T je tazisko podstavy. Ak bude $tvorsten ABCV
rotovat okolo osi TV, potom vrcholy 4, B, C opi$u na hranici
gule G kruznicu so stredom 7 a polomerom |[AT|. Oznacme a
2al3 4|3

hranu $tvorstena. Potom zrejme plati |[AT| = 3, T3

Ak vyjdeme zo situdcie v rovine A4SV (pozri obr. 17) a oznaci-
me |AT| = x, |ST| = y, potom vzhladom na vyssie uvedené
plati a = x|/ 3. Z Pythagorovej vety vyplyva a2 + 32 =1,
|ITV| = x]/,a.—. Preto

|SV| = [ST| + [TV]| =y + x|/2,

z ¢oho priamo vyplyva
[SV]2 =92 + 21,:‘3xy +2x2=1— 2 + Z]Exy +

+201—3) =3 —(x — |3

SV =13 —(x— J25)

Co znamend, ze [SV | max — ]/3_, pricom tdto situdcia nastane pre
x = | 2y avzhladom na podmienku %2 + y2 =1 pre x = 30
y=] 3.Z uskutocnenej tivahy vyplyva teda, Ze M je Castou gule K
so stredom S a polomerom r = ]/5 Pripomenme si este, Ze
pri uvazovanej rotacii okolo osi VT vytvori Stvorsten ABCV
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kuZelovu plochu, ktorej podstavou je kruznica so stredom v bo-
/3
de T a polomerom a 32 jej vrchol V je totozny s vrcholom V'
uvazovaného Stvorstena. Pre vrcholovy uhol SVD velkosti 2«
/3
3
Nech teraz obriatene bod V je Tubovolny z bodov gule

zrejme plati: sin o0 =

K(S;V;). Zostrojme rotacnt kuzelovu plochu s vrcholom }°

a vrcholovym uhlom 2, pricom sin o = 3 @s osou SV, ak

V # S (v pripade V = § volime za os kuZelovej plochy ITu-
bovolnt priamku prechddzajicu bodom 7). Pretoze pre vzdiale-
nost d stredu S od kuzelovej plochy (obr. 17) plati

EE
d=|SV|sina=1]3. —3 =1,

pretina tato kuzelovd plocha hranicu gule G aspon v jednej
kruznici k. Ak do kruznice & vpiSeme rovnostranny trojuholnik
ABC, potom jeho vrcholy spolu s bodom ¥V urcuju pravidelny
Stvorsten pozadovanych vlastnosti. Tym sme dokdzali, Ze
K< M.

Z platnosti oboch dokdzanych inklvzii vyplyva preto, Ze
hladanou mnoZinou M je gula K(S ;Vg).
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SOUTEZNI ULOHY II. KOLA

B-1I-1

Ndjdite vSetky prirodzené Cisla n > 5, pre ktoré je Cislo
1.2.3. ... .(n —4)

delitelné ¢islom 7.

RieSenie: PredovSetkym je zrejmé, Ze tvrdenie ulohy ne-
plati pre Ziadne prvocislo. Predpokladajme preto, Ze # je Cislo
zlozené, tj. Ze plati n = a.b,kde a = 2, b = 2 st prirodzené
Cisla.

n n

a) Nech a # b. Zrejme platia = —, b = 5 Z toho vsak vy-

plyva, Ze v tomto pripade vyhovuje ulohe kazdé zloZené Cislo,
n

pre ktoré plati-z— = n — 4 Cize n = 8. Zostdva preskimat ¢islo

n = 6 = 2.3, ktoré vsak 1lohe nevyhovuje.

b) Dalej je zrejmé, Ze zloZenymi &islami, pre ktoré nie je
splnend vysSie uvedend podmienka, su len ¢isla tvaru n = p2,
kde p je prvocislo. V takom pripade v§ak budu ulohe vyhovovat
vietky také Cisla, pre ktoré s v stcine 1.2.3. ... .(p2 —4)
asponi dva faktory delitelné Cislom p. Tito vlastnost spliiuji
vietky také prvocisla p, pre ktoré plati 2p = p2 — 4 ¢ize p = 4.
Zostdva eSte preskamat Cislo » = 32 = 9, ktoré je tohto tvaru,
ale Iahko sa vidi, Ze ulohe nevyhovuje.

Zaver: Danej ulohe vyhovuju vsetky zloZené prirodzené
¢isla n = 10 a Cislo 8. :
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B-11-2

Nech kolmé priemety prieseCnika uhloprieCok konvexného
Stvoruholnika na jednotlivé strany lezia vo vnutri tychto strdn.
Nutnou a postacujicou podmienkou pre to, aby tymito Styrmi
priemetmi bolo mozné prelozit kruznicu je, aby bolo mozné
prelozit kruznicu stredmi jeho strdn.

Dokazte.

RieSenie: Oznacme A, B, C, D vrcholy uvaZovaného
konvexného Stvoruholnika a K, L, M, N stredy jeho strdn
(pozri obr. 18). Z vlastnosti strednej prie¢ky trojuholnika vy-

Obr. 18

plyva, e plati: KL || AC| MN a tiez KN | BD ||LM.
Stvoruholnik KLMN je teda rovnobeznikom. RovnobeZniku
v§ak mozZno opisat kruznicu vtedy a len vtedy, ked je pravo-
uholnikom. Stvoruholnik KLMN je v$ak pravouholnikom
vtedy a len vtedy, ked sd uhlopriecky $tvoruholnika ABCD na
seba kolmé. Podla tvrdenia, ktoré sme dokdzali v ulohe B-1-4,
je kolmost uhlopriecok stvoruholnika ABCD nutnou a postacu-
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jucou podmienkou pre to, aby kolmé priemety priesecnika
uhlopriecok Stvoruholnika na jeho jednotlivé strany leZali na
kruznici. Tym je tvrdenie tlohy dokdzané.

B-1Il-3a

V priestore je dand gulovd plocha so stredom S a polomerom
a vo vzdialenosti d od bodu § priamka p. Urcte na priamke p
vrchol pravidelného Stvorstena, ktorého vSetky hrany sa doty-
kaju danej gulovej plochy.

Urobte diskusiu riesiteInosti.

N
A c
M
B
Obr. 19
M
ay¥3 ay3
2 2
r
C N a J)]
Obr. 20

99



Riesenie: Ozna¢me G danu gulovu plochu. Je zrejmé, Ze
mnozinou vrcholov vSetkych pravidelnych Stvorstenov, ktorych
vietky hrany sa dotykaju gulovej plochy G(S;r) bude opit
gulovd plocha so stredom S. Oznacme jej polomer R a vypo-
¢itajme jeho hodnotu. Nech ABCD je pravidelny Stvorsten,
ktorého vSetky hrany sa dotykaju danej gulovej plochy a nech a
je velkost jeho hrany. Nech M, N st v uvedenom poradi stredy
hrén AB, CD (pozri obr. 19). V rovnoramennom trojuholniku

al/3
CMD (obr. 20) zrejme plati: |CM| = |DM| = % Bod §
leZi vo vnutri trojuholnika CMD, pri¢om plati: |SM| = |SN| =
=r, [SC| = |SD| = R. Podla Pythagorovej vety z pravouh-
Iych trojuholnikov CNS a CNM vyplyva
a? 3 a?
R2:r2+7, —4—a2=4r2+—,

z ¢oho dostaneme a? = 82, R2 = 3r2, Teda R = r]/?;_

Hladany vrchol pravidelného $tvorstena dostaneme zrejme
ako spoloény bod priamky p a gulovej plochy K(S;rV3)-
Vzhladom na to, Ze priamka méZe mat s gulovou plochou
najviac dva spolo&né body, dostaneme v pripade d < r]/3 dve
rie§enia ulohy, v pripade d = r]/3 m4 tloha prdve jedno rieSe-
nie a v pripade d > r|/3 riefenie nejestvuje.

B-Il-3b

Ndjdite vSetky hodnoty redlneho parametra p, pre ktoré
sustave rovnic
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%2 + 8% + 2x = Tp?, (1)

(x+ 124+ 2y +p2=1 .(2)

vyhovuji prave dve usporiadané dvojice x, y redlnych Cisel.
RieSenie: Rovnicu (1) mbZeme prepisat do tvaru

(x + 1) + 8y2 ="Tp2 + 1. 1

Z (1), (2) je zrejmé, Ze ak danej sustave vyhovuje usporiadand
dvojica x, y potom je rieSenim tieZ dvojica —x — 2, y.

Ak od rovnice (2) od¢itame rovnicu (1"), dostaneme
82 — (2y + PP = Tp%
z ¢oho po jednoduchej tprave vyplyva
y2—py —2p*=0. 3)
Pre p = 0 md (3) zrejme jediné riesenie y = 0 a danej sustave
vyhovuju prdve dve dvojice: x =0,y =0a x = —2,y = 0.
V pripade p # 0 md (3) dva rbézne redlne korene: y; = —p,
Y2 = 2p.
V pripade y = —p maju obe rovnice danej sustavy tvar
x2 + 2x + p2 =0, (4)

pre ¥y = 2p dostaneme z kazdej z rovnic (1), (2)
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x2 4+ 2x + 25p2 = 0. NG)!

Z toho vyplyva, Ze sustava (1), (2) md prave dve rieSenia vtedy
a len vtedy, ked z rovnic (4), (5) jedna md dva reédlne korene,
druhéd nem4 redlne korene. To v$ak nastane vtedy a len vtedy,
ked plati

1
= 2
25<p <1

Ststava (1), (2) md teda prdve dve rdzne rieSenia vtedy a len

1
vtedy, ked nastane niektory z tychto pripadov: p € (—l > — -5) 5

1
p:O,pe(—S—,1>.
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Kategéria A

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

A-P-1

V roviné je ddna sit rovnostrannych trojuhelniki o strané a,
vytvorena tfemi soustavami rovnobéznych primek. Dokazte, Ze
uvnitf kazdého ctverce, ktery lezi v roviné sit¢ a md stranu
vetsi nez a, lezi alespon jeden vrchol sité.

RieSenie: Najprv si uvedomime dve jednoduché vlastnosti
siete. Ich jednoduché dokazy neuvddzame.

Ak X, Y su dva rozne vrcholy siete a ich vzdialenost | XY
je vdcsia ako a, tak uz plati

Druhad vlastnost je takato. Nech Q je Stvorec leziaci v rovine
siete. Ak na jednej jeho strane lezia dva rozne vrcholy siete,
potom aj v jeho vnutri lezi nejaky vrchol siete. Teraz dokdZzeme
pomocné tvrdenie: kazdy kruh v rovine siete o polomere
all3
3 obsahuje vrchol siete.
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Nech § je stred takého kruhu. Ak vytvorime systém kruhov

al 3
o polomere N stredmi v kazdom vrchole siete, tak systém

pokryje celd rovinu siete. Specidlne, existuje vrchol siete X
taky, Ze kruh nd$ho systému so stredom X obsahuje bod S.
Vrchol X je hladany vrchol siete, ktory lezi v kruhu so stredom

“al/3
Sa polomeromT.

Ukédzeme, Ze ak Stvorec o strane b neobsahuje vo svojom
vautri ani jeden vrchol siete, tak b = a.

Nech ABCD je §tvorec o strane b, ktory neobsahuje ani
jeden vrchol siete vo svojom vnutri. Zvacsime ho tak, aby obsa-
hoval aspoil dva vrcholy siete na svojich strandch. Nech § je
stred S$tvorca ABCD. Ak X je vrchol siete, oznaCime Ry
priesecnik polpriamky SX so stranou §tvorca ABCD. Zrejme
existuje taky vrchol siete X, Ze Cislo £ — |SX]| : |[SRx]| je naj-
mensie zo vSetkych takychto cisiel. Kedze X nelezi vnutri
stverca ABCD, tak k = 1. ZvicSime Stvorec ABCD rovno-
Tahlostou so stredom S a koeficientom % na $tvorce A1 B1C1D1.
Zrejme strana b §tvorca A1 BiC1Di je by = k.b = b, A1B1C1D1
neobsahuje vo svojom vnutri vrchol siete, ale vrchol X lezi
na jeho strane. Teraz rovnolahlostou so stredom X zvicS$ime
stvorec 41B1Ci1Dy na $tvorec AsB2CsD» taky, Ze vo svojom
vautri neobsahuje ani jeden vrchol siete, ale na jeho strane
lezi vrchol siete Y rozny od X. Zrejme stali uvazovat vrchol
siete Y, pre ktory je Cislo A = |YX|:|XQy| najmensie
(Qy je priese¢nik polpriamky XV so stranou S$tvorca) a ki
vziat za koeficient rovnolahlosti. Strana ba Stvorca AsBsC>De
je bg = klbl 2 b1 2 b.
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Ak vrcholy siete X, Y lezia na susednych strandch Stvorca
AsB>C2Ds, napr. na stranach As2Bs, A2Ds, tak vhodnou rovno-
lahlostou so stredom A5 zviac$ime Stvorec na Stvorec A3B3CsDs,
ktory obsahuje vrchol siete aj na jednej zo stran B>Cs, C2Ds.

Madme teda $tvorec A’B'C’'D’ so stranou b’ = b, ktory bud
obsahuje dva vrcholy siete na tej istej strane alebo na nesused-
nych strandch a vo svojom vnutri neobsahuje vrchol siete.

Ak dva vrcholy siete lezia na tej istej strane $tvorca A'B'C'D’,
tak zrejme &' = a a teda aj b = a. Ak dva vrcholy siete lezia
na protilahlych strandch a ich vzdialenost je a, tak tieZz plati
b <agatedad = a.

Zostdva ndm pripad, ze dva vrcholy siete X, Y lezia na
protilahlych strandch Stvorca A’'B'C'D" a | XY| = a]/3—. Potom
uhlopriecka Stvorca A'B'C’'D’ nie je menSia ako |XY|, t;.

b2 = al/3.

1\%

Teda
al/3 3a b

—
3 <2]/2= 2"

Z toho vyplyva, ze kruh so stredom identickym so stredom
. al/3 .
stvorca A'B’C'D’ a polomerom EN lezi vnutris§tvorca A'B'C’'D’
a podla pomocného tvrdenia obsahuje vrchol siete.

Takze posledny pripad nie je mozny a v predchddzajucich
pripadoch sme ukdzali, Ze b = a.
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A-P-2

Ndjdite vSetky redlne korene rovnice

Jx2—p + 2)x2 —1 =1x, (1)
kde p je redlny parameter.

Riesenie: Rovnicu (1) umocnime na druhu

X2 —p+ 4(x2 — 1) + 4](a — p)(x% — 1) = 2

a upravime

4)/(x2 — p)(x2 — 1)'=4 + p — 4a2. 2
Thto rovnicu umocnime na druhu
16(x* — px% — x2 + p) = 16 + p2 + 16x* + 8p — 8px2 — 3242

a upravime
x2(16 — 8p) = p2 + 16 — 8p
teda
X34 —2p)4 = (p — 4. ®)

Kazdé riesenie rovnice (1) je aj rieSenim rovnice (2) a kazdé
rieSenie rovnice (2) je aj rieSenim rovnice (3). Rovnica (3) ma
rieSenia
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4—p

X ==
2)/4 —2p
4)
p—4
Xo — T ———
2)/4 —2p

za predpokladu 4 — 2p > 0 a jediné rieSenie x = 0 za predpo-
kladu p = 4.

Zistime, kedy rieSenia rovnice (3) st aj rieSeniami rovnice
(1). Kazdé rieSenie x rovnice (2) je rieSenim rovnice (1) za
predpokladu x = 0, x2 —p =0, x2 — 1 = 0. Teda rovnice
(1) a (2) su ekvivalentné za predpokladu

x=1, 22 =p. (5)

Lahko vidiet, Ze za predpokladu p — 4 koré¢nn x = 0 nie je
koren rovnice (1). Ak p << 2, tak skdsime, ¢i korene (4) rovnice
(3) vyhovuju podmienkam (5). Zrejme x2 je vtedy zdporny,
teda nie je rieSenim rovnice (1). Pre koreni x1 dostaneme

t—p (4 — pp
Mt A 2 .
Wiz w2 ©

1%

Prvé z nerovnic (6) plati pre kazdé p << 2 a druhd dokonca pre
kazdé p. Teda za predpokladu p << 2 kazdé rieSenie rovnice (2)
je aj rieSenim rovnice (1). ESte musime zistit, kedy korefl x;
je rieSenim rovnice (2). Zrejme je to vtedy, ak plati

X = p, x=1; 4+ p—4x3=0.
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Prvé dve podmienky su vlastne nerovnice (6) a platia pre kazdé
p < 2. Z tretej podmienky dostdvame:

(» — 47
—— >
4 +p (4 2p)_0

a po tprave (vieme, Ze p << 2)

—3p% +4p =0,
t.j.
p(4 —3p) = 0.
4
Poslednd nerovnica je ekvivalentnd 0 = p = 3

4
Zaver: Ak 0 = p = 30 rovnica (1) md jediny korenn x =

4 — 4
- ———-?: Ak p < 0 alebo p > ——, rovnica (1) nemd redl-
2]/4 —2p 3
ny koren.

A-P-3

Jsou-li vSechny vysky Ctyfsténu stejné velké, jsou vSechny
jeho stény shodné trojihelniky. Dokazte.

Riesenie je uvedené v brozure Vybrané dlohy MO - A +
MMO, tloha 87.
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A-P-4

Je ddn ostrouhly trojihelnik 7 s obsahem P. Sestrojte
pravouhly trojuhelnik, ktery je obsazen v trojuhelniku 7" a md

1 —
obsah vétsi nebo rovny Y PJ/3.

RieSenie je uvedené v brozarke 25. roénik MO, uloha
A-II-3b.

SUTAZNE ULOHY I. KOLA

A-1-1

Je dany $tvorec ABCD o dizke strany 6. Néjdite najmensie
také prirodzené Cislo 7, Ze vo vnitri §tvorca ABCD moZno
zvolit n bodov tak, Ze vo vnttri kazdého $tvorca o strane: 1,
ktory cely lezi v §tvorci ABCD, sa nachddza aspoii jeden z uva-
Zovanych bodov.

D C
\VAVAVAVAVAVAVAN

VA VAVAVAVAVAVA YA

FAVAVAVAVAVAVAV AVA
NAVAVAVAVAY, N\
JAVAVAV: VAVAVAVAVE
A - B
Obr. 21
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RieSenie: Stvorec ABCD mozno rozdelit na 36 $tvorcov
o strane 1, ktoré nemajui spolocné vnitorné body. Teda po-
trebujeme aspon 36 bodov, aby sme vyhoveli poziadavke tlohy,
t.j. n = 36.

Ukdzeme, ze mozno zvolit 36 bodov s danou vlastnostou.
Vytvorme siet rovnostrannych trojuholnikov o strane 0,99 vy-
tvorenu troma ststavami rovnobeznych priamok. Umiestnime
stvorec ABCD do tejto siete podla obr. 21. Pak 36 vrcholov
siete, leziacich vniutri Stvorca ABCD, podla ulohy A-P-1
vyhovuje poziadavke ulohy.

Zaver: najmenSie prirodzené Cislo poZadovanej vlastnosti je
Cislo 36.

A-1-2

Nijdite vsetky redlne Cisla x, pre ktoré plati

V2p+1—x2+ |3x+p+4=]x2+9x+3p+9, (1)

kde p je redlny parameter.
RieSenie: Ak urnocnime rovnicu (1) na druhu, dostaneme
po tuprave

2)/(2p + 1 — xD)(Bx + p + 4) =222 + 6x + 4.

Thto rovnicu delime Cislom 2 a umocnime na druhi, dostaneme
rovnicu

6px + 3x —3x3 + 2p2 + p —px2 + 8p + 4 — 4x2 =
=axt + 9x% + 4 + 63 + 4x? + 12x
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a po uprave
x4+ 9x3 + (17 + p)x2 + (9 —6p)x — (2p2 + 9p) =0. (2)

Zrejme kazdé rieSenie rovnice (1) je aj rieSenim rovnice (2).
Rovnicu (2) v3ak bezprostredne nevieme riesit. Ak sa divame na
Tavu stranu rovnice (2) ako na kvadraticky polyném premen-

nej p:
PA—2) + p(—9 — 6x + x2) + (x* + 9x3 + 17x2 + 9x) =0,
A3)

tak jeho diskriminant je

D = (—9 —6x + x2)2 — 4.(—2)(x* + 9x3 + 1722 + 9x) =
— 9x% + 60x3 + 154x2 + 180x + 81 = (32 + 10x + 9)2.

Teda rovnica (3) ma korene

9+ 6x — x4 (3x2+ 10x + 9)
pro=— ) =,

po uprave
plz—%(x2+8x+9), P2 = x2 + x.

Z uvedeného vyplyva, Ze rovnicu (2) mézeme ekvivalentne vy-
jadrit v tvare

[p+%(x2+8x+9)](p~—x2~—x)=0,
a po uprave
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(2 4+ 8x + 9 + 2p)(x2 + x — p) = 0. (4)

Rovnica (4) mad korene
x1,2=—4j:]/7-2p, x3,4=%(—1:l:]/1+4p).
Zistime, kedy tieto korene st redlne korene rovnice (1).

Aby korene x1, x2 boli redlne, musi byt 2p = 7. Keby cislo

x = x1 alebo x = x9 vyhovovalo rovnici (1), tak musi byt

2+9%x+3p+9=0
2p+1—x2=0.

Uvedené Cisla v8ak vyhovujd rovnici
x2 +8x+ 9+ 2p=0.
Ak od prvej nerovnice od¢itame rovnicu, dostaneme
x+p=0.
Z rovnice potom vyplyva
(x +32=—2x—2p=0,

teda x = —3. Z druhej nerovnice potom dostdvame 2p ='8.
Teda x1, x2 nie sd redlne korene rovnice (1).

Vysetrime korene x3, x4. Aby boli redlne, musi byt p = — %
Pre x = x3, x4 plati p = x2 + x, takZe po dosadeni mame

lx + 1| + |x + 2] = |2x + 3. (5)
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KedZe x3 = — -, tak zrejme x3 vyhovuje rovnici a teda aj
rovnici (1).

Aby koren x4 vyhovoval rovnici (5), musi byt’ budxs +1=0,
x4+2=0 alebo x4+ 1=0, x4 +2=0. Teda, bud
x4 = —1 alebo x4 = —2. To plati prive vtedy, ked p=0
alebo p = 2. Este si v§imnime, Ze pre p = — plat1 X3 = X4.

MobéZeme zhrnut. Ak << — l, tak rovnica (l) nemd redlne
korene. Ak p = — - alebo p e (O 2), tak rovnica (1) md jediny

redlny korefi  (— 1+ 11 + 4p). Prepe(—— + 0> U <2, )
md rovnica (1) dva rozne redlne korene - 5 (—1 4 l/l + 4p).

A-1-3

Je dédno pfirozené &islo n > 1. Mnozina M uzavienych
intervali md tyto vlastnosti:

1. Pro kazdy interval{u, ) € M plati, Ze u, v jsou pfirozend
Cisla, 1 S u<<o=n.

2. Pro kazdé dva ruzné intervaly Ie M, I'e M je I < I’
nebo I’ < IneboINI = ¢

Urcete nejvétsi mozny pocet prvki mnoziny M.

Pozndmka: Uzavieny interval {u, »)> je mnoZina vsech redl-
nych cisel », pro které plati u = r = v.

RieSenie: Pre dané prirodzené Cislo n > 1 oznac¢ime f(n)
najvacsi mozny pocet prvkov mnoziny M.

Ak zvolime M = {<1,2), (1,3), ..., {1,n>}, tak M vyho-
vuje podmienkdm 1. a 2. Teda f(n) == n — 1. Ukdzeme, Ze
plati rovnost f(n) = n — 1.

Pre n =2 je M S {<1,2)} a teda f(n) = 1. Budeme po-
kracovat matematickou indukciou. Nech n > 2 a predpokla-
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ddme, ze pre kazdé prirodzené Cislo £ << n, k = 2 plati f(k) =
=k — 1. Nech M je mnozina s vlastnostami 1. a 2., ktord ma
maximdlny pocet prvkov. MnoZina M musi obsahovat interval
{1, n), totiz keby ho neobsahovala, tak by nemala maximalny
pocet prvkov, lebo M U {<1, n)} tiez spifia podmienky 1. a 2.
Oznatime M’ = M — {(1,n)}. Rozli§ime tri pripady.

a) Ziadny z intervalov I € M’ neobsahuje ¢islo #. Potom pre
M’ plati podmienka 1) pre » — 1 a podla indukéného pred-
pokladu pocet prvkov M’ je nie vacsi ako » — 2. Teda pocet
prvkov M je nie vac$i akon —2 + 1 =n — 1.

b) Ziadny z intervalov Ie€ M’ neobsahuje &islo 1. Nech
M’ = {u—1,v —1);<u,v>eM}. Potom M" md podla
indukéného predpokladu najviac # — 2 prvkov. Teda M ma
najviac n — 1 prvkov.

c) Niektory interval z M obsahuje Cislo # a niektory interval
z M’ obsahuje Cislo 1. Nech p je najvicsie prirodzené Cislo také,
ze {1, p> € M'. Nech g je zase najmensie prirodzené ¢islo také,
ze {g,n) € M'. Oznalime

M’ = {IeM;1< {,p)},
M" ={TeM;I< {gn}.

Zrejme je p << q. Pocet prvkov M’ je rovny suctu poctu prvkov
M’ a M. Teda

M| = M| +1=[M'l + M"|+1.
Podla indukéného predpokladu vsak
M| = f(p) =p — 1.
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Argumentom rovnakym ako v Casti b) z indukéného predpo-
kladu vyplyva

M"=fn—q+1)=n—gq.
Teda

M=(p—-D+@m—gq+1=n—1.

A-1-4

Zostrojte $tvoruholnik ABCD, ktorého vsetky vrcholy leZia
na kruznici o polomere 1 a pre ktory plati

|ABJ2 + |BC|2 + |CD}? + |DA|? > 8,999.

RieSenie: Nech ABC je rovnostranny trojuholnik, ktorého
vrcholy lezia na kruZnici o polomere 1. Jeho strany sd potom

dlhé Vga teda
|AB2 + |BC|2 + |CA|? = 3.3 = 9.

Nech X je bod na kratSom obliku kruZnice urCenom bodmi
A, C. Uhol 6 = <AXC nezdvisi od polohy bodu X na tomto
obliku a je rovny ¢ = 120°. Podla kosinusovej vety plati

|CA2 = |AX]2 + | XCJ2 — 2|AX]|- |XC|. cos 120° =
— |AX]2 + |XCP? + |AX].|XC!.

Ak zvolime bod D = X tak, aby bolo
E
|CD| < 3 0,001,
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tak pre Stvoruholnik ABCD plati
|4B[% + |BC|? + |CD|? + |DA|2 =9 — |4AD| . |CD|.

Ale |AD| = |AC| — |/3, teda

W |

V

|AD| . |CD| < |/ 3. *-. 0,001 = 0,001.

Potom

|AB|2 4+ |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 > 9 — 0,001 = 8,999.

A-1-5

Nech K je kruh s priemerom 1. N4jdite v rovine kruhu K
mnozinu vSetkych bodov patriacich pravouhlym rovnoramen-
nym trojuholnikom, ktorych aspofi dva vrcholy lezia v K.

RieSenie: Lahko vidiet, Ze hladand mnoZina M je kruh so
stredom v strede kruhu K. Je potrebné ur¢it polomer kruhu M.
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Polomer kruhu M bude maximum ¢isiel r, kde r je vzdialenost
vrcholu C pravouhlého trojuholnika ABC takého, Ze vrcholy
A, B lezia v kruhu K. Zrejme sta¢i uvazovat pripad, ked body
A, B lezia na obvode kruhu K. Z obr. 22 zase vyplyva, Ze staci
uvazovat pripad, ked AB je odvesna pravouhlého trojuholnika.
Kvoli jednoduchosti, nech AC je prepona a teda |AB| = |BC].

Nech X je vrchol pripravom uhle pravouhlého trojuholnika
SCX, Y je stred usecky AB a o = <LASY. Zrejme plati

|SY| = |XB| = 4 cos o ,
|SX| =14Y| =3 sina,
|BC| = |AB| = sin «.

Potom podla Pythagorovej vety dostdvame

2 =|XC|?2 + |SX]2 = (% cos o + sin o) + ; sin? o =
=+ (3 —2c0s 2¢ + 2 sin 2¢) = 4 [3 + 2]/2 sin 22 — 7)].

Maximélna hodnota » bude pre o = %n ato

/ 1 142
r=| T(3+ 2]/2)=—2“
1+ )2
Teda polomer kruhu M je —
A-1-6

Je dané prirodzené Cislo 7 a Stvorsten s vlastnostami:
a) Velkosti jeho strdn su prirodzené Cisla rovné najviac 7.
b) Obvody stien Stvorstenu maju konstantnu velkost.
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Dokaézte, ze pre n = 5 steny Stvorstenu tvoria rovnoramenné
trojuholniky.

Plati rovnaké tvrdenie pre n = 6 ?

RieSenie: Nech 4ABCD je Stvorsten s vlastnostami a), b).
Ozna¢ime dizky jeho hrén takto: a; = |4B|, a2 = |BC|,
az = |AC|, as = |BD|, a5 = |AD|, ag = |CD|. Z podmienky
b) vyplyvaji rovnosti

ay + az + ag =¢
az + ag + ag = ¢
ay + ay+ as =¢
as + as + ag = c.

Ak tieto rovnice sCitame, dostaneme
ay + a2 + as + ag + a1 + a1 = 2c.
Postupnym od¢itanim dostaneme odtial
a; =as, a1=as a3 = as.

Z tychto rovnic vyplyva, Ze vSetky strany Stvorstenu si zhodné
trojuholniky. Teda staci vySetrovat jeden z nich, napr. ABC.
Cisla a1, az, az su prirodzené, nie vicsie ako 5 a musia spix"xovat’
trojuholnikovi nerovnosti. Mdme pre ne 22 mozZnosti:

1,1,1; 1,2,2; 1,3,3; 1,4,4; 1,5,5;

2,2,2; 2,2,3; 2,3,3; 2,3,4; 2,4,4; 2,4,5; 2,5,5;

3,3,3; 3,3.4; 3,3,5; 3,4,4; 3,4,5; 3,5,5;

4,444; 44,5; 4,5,5;

5,5,5.
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Vsetky z nich, okrem 2,3,4; 2,4,5; 3,4,5, st rovioramenné tro-
juholniky. UkédZeme, Ze tieto pripady nenastanu, tj. Ze ne-
existuje Stvorsten so stranami 2,3,4 (alebo 2,4,5; 3,4,5) a ste-
nami zhodnymi trojuholnikmi.

Stadi si uvedomit, Ze vo vSetkych troch pripadoch by bol
uhol <TABC = <tADC = 90°. Ak ozna¢ime E stred strany

as
AC, tak lahko vidiet, Ze |BE| = |DE| = |AE| = Kedze

DEB je trojuholnik, musi platic |[BE| + |DE| > |DB| = as.
To vSak neplati.

Tym sme dokdzali, ze pre n = 5 kazdy Stvorsten s vlastnos-
tami a) a b) md za steny rovnoramenné trojuholniky.

UkédZeme teraz, Ze existuje $tvorsten, pre ktory plati a; =
=as =4, as =ag =5, a3 = as = 6. Nech ABC je troj-
uholnik o stranich |AB| =4, |BC| =5 a |AC| = 6. Nech
bod D je spolocny bod gulovych pléch o stredoch 4, B, C
a polomeroch 5, 6, 4. Lahko vidiet, ze body ABCD tvoria
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Stvorsten, pre ktory plati |AD| = |BC| = 5, |[BD| = |AC| = 6,
|CD| = |AB| =4, teda vyhovuje podmienkdm a), b) pre
n = 6 a jeho steny nie st rovnoramenné trojuholniky.

Nedokazali sme, ze taky bod D existuje. Prienik gulovych
ploch (4, 5) a (B, 6) je kruznica k. Staci ukdzat, Ze tato kruz-
nica pretina gulova plochu (D, 4). Priemet tejto kruznice do
roviny ABC je Gsecka D'D",kde |[BD'| = |BD"| = 6, |AD’| =
= |AD"| =5 (pozri obr. 23). Staci ukazat, ze |CD"| << 4 <
< |CD'|. To sa vsak zisti jednoduchym vypoctom.

SOUTEZNI ULOHY II. KOLA
A-11-1

Kazdy trojuhelnik je obsaZzen v rovnoramenném trojthel-
niku, jehoZ obsah je mensi nez tfi poloviny obsahu ptivodniho
trojahelniku. Dokazte.

RieSenie: Uvazujme trojuholnik ABC s obsahom P.
Oznadime a, b, ¢ dizky jeho strin BC, AC, AB. Bez tjmy na
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vSeobecnosti mdzeme predpokladat a > b >c. Nech 4 je
bod na polpriamke CA, pre ktory plati |[41C| =a a A3 je
bod na polpriamke BA, pre ktory plati |AsB| = |42C| (pozri
obr. 24).

Oznacime postupne vu, va’, va’" VySky trojuholnikov ABC,
A1BC, A2BC na stranu BC. Z viet o podobnosti trojuholni-
kov vyplyva

Va b

‘va, = —-a—J (1)
Va C 2
‘Ua,” '— |AzB] M ( )

Obsah P; rovnoramenného trojuholnika 4;BC je podla (1)
teda rovny

1
"2

1 a
P — a.vq' =

a
> a.vaZTP. 3)

a 3
V pripade 7 < 2 trojuholnik 4;BC je hladany trojuholnik.

a 3
Predpokladajme teraz Z = 5 Pre obsah Ps rovnoramenné-

ho trojuholnika A>BC podla (2) plati

1 1 |A4:B] |A2B] p
2 . 2 a. ¢ Vg — c .
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Ak f je velkost uhlu pri vrchole B, tak plati

a
cos f = 4.8
a teda
Py = 2¢ cos B £ )

Podla predpokladu je b = 2 a, teda
c>a—b= % a.
Potom pouzitim kosinusovej vety dostdvame

a a? a? a?

— = < =
2ccos f 2accos B a? + 2 —b? az+%a2—%a2

v|w

:olal —

Podla vztahu (4) v tomto pripade obsah trojuholnika A2BC
je mensi ako tri polovice pévodného trojuholnika.
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Iné rieSenie: PouZijeme oznalenie z predchddzajuceho
rieSenia. Uvazujme trojuholnik B;AC, kde B; je taky bod na
polpriamke CB, pre ktory plati |BiA| =b. Oznacime Ps3
obsah rovnoramenného trojuholnika B;AC. Lahko vidiet, Ze
plati (pozri obr. 25)

|B1C| = 2b cos y
a teda
2b cos 2b cos y
Ps =1 |BiCl.ou — T lgu==""2p (5
a a

Dokazeme, Ze plati

P< |2.P
alebo

P3 < VZ.P.

To je silnejsie tvrdenie ako tvrdenie tulohy, lebo V2_< %
Dokdzeme to sporom. Predpokladajme, ze Pi= ]2.P,
P3 = ]/2.P. Potom podla (3) a (5) je

a — 2b _
721/2, -;—cosyg]/2
a teda
a 2b = =
—b—.Tcosyng.]/Z:Z,
tj.

cosy = 1.

To vsak nie je mozné, lebo y je uhol trojuholnika 4 BC.
Tym je tvrdenie dokdzané.
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A-11-2

Ndjdite vSetky rieSenia sustavy rovnic

1980x; + 1979x9 + ... + 2x1979 + X1980 = O,
X1 — X1980 = X2 — X1979 = ... = X999 — X901 = 1981,
X1 — X2 = X2 — X3 = ... = Xgg9 — X990 = — L.

Riesenie: Z rovnic (3) dostdvame
Xpp1=xp + 1 prek=1,2,...,989
a teda
xp=x1+ (k—1) prek=1,2,...,990.
Podla rovnic (2) plati
X — X1981 —k — 1981 pre k= 991, ey 1980.

Pouzitim (4) dostaneme

xp =x1 —k —1 pre k =991, ..., 1980.

(M
©)
€)

)

®)

Ak takto ziskané vyrazy dosadime do rovnice (1), dostaneme

1980x; + 1979 (x1 + 1) + ... + 991 (x; + 989) +

+ 990 (x1 —992) + ... + 1.(xy — 1981) = 0.
Vyraz na lavej strane modZeme upravit postupne takto:
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x1 (1980 + 1979 + ... + 1) +

+ 1.1979 + 2.1978 + ... + 989.991 —
—990.992 — 989.993 — ... —1.1981 —

= 1%1.1980.1981 + 1.(1979 — 1981) +

+ 2(1978 — 1980) + ... + 989 (991 — 993) —
—990.992 = x1.990.1981 —

— 5.2.989.990 — 990.992 =

= (x1 — 1) 990.1981.

Odtial vyplyva, ze x1 = 1, lebo pravd strana rovnice (1) je
nula.
Zistili sme teda,ze ak Cisla x1, . . ., X190 vyhovuju rovniciam
(1), (2), (3), tak musi platit
xp=kprek=12,...,990
xp = —k pre k = 991, ..., 1980.

Skuskou Iahko zistime, Ze je to skutoCne jediné rieSenie tejto
sustavy rovnic.

A-1l-3a

Jsou dédna pfirozend cisla n > 1, k. Kone¢nd posloupnost
I, I, ..., I, uzavienych intervallt ma tyto vlastnosti:
a) Pro kazdy jeji ¢len I; = {uy, v; ) plati, Ze u;, 2; jsou
prirozend Cisla, 1 = u; < v; = n.
b) Kazdé redlné Cislo lezi nejvySe v % jejich Clenech. Jaké
hodnoty mtize nanejvys nabyvat ¢islo m?
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RieSenie: Oznacime s; pocet tych intervalov, ktoré maju
Tavy koncovy bod i. Teda

m=s+ ... + Sp-1.

Ak interval I mé lavy koncovy bod 7, tak 7 + 1 patri do I.
Teda Cislo 7 + 1 patri aj do intervalov s lavym koncovym
bodom 7 aj do intervalov s pravym koncovym bodom 7 + 1.
Podla podmienky b) z toho vyplyva

S+ s = k. (n

Ak 7 je nepdrne, n = 2p + 1, tak dostdvame
m=(s1 + s2) + (53 + 1) + ... + (s2p-1 + S2p) = pk.

Podobne pre # parne, n = 2¢ z vztahu (1) vyplyva

m=(s1+ s2) + ... + (s2g-2 + S2g-1) + $2¢ =
=(¢g— Dk + k =gk

Teda
<l i 2
m=|—|k )
Lahko vidiet, Ze (2) je najlepSie ohraniCenie Cisla m, tj.
existuje postupnost intervalov Iy, ..., I, s vlastnostami a)

n
a b) takd, Zze m = [7J k. Stadi totiz polozit:
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i = ... == <33 4>3

' n nl.
lenfyln = - = g = 2 H 5]

Iné rieSenie: Kazdy =z intervalov I3, ..., I, obsahuje
pdrne Cislo nie vicsie ako n. Parnych Cisiel nie vdcSich ako n

n
je [7] KedZe kazdé smie byt najviac v & intervaloch, tak

k| 5|

Podla riesenia Igora Krige, ziaka 1L.D triedy gymndzia W.
Piecka v Prahe 2.

A-11-3b

Urcete mnozinu, kterou vyplni body vsech krychli, jejichz
télesova whlopficka je obsazena v dané kouli s jednotkovym
polomérem.

Riesenie: Nech § je stred gule G s polomerom 1. Oznaci-
me M hladani mnozinu.

Nech M’ je mnozina bodov vSetkych kociek K, ktorych
telesova uhlopriecka 7 je tetivou gule G a S$tyri vrcholy kocky
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K lezia v rovine urenej tetivou ¢ a bodom §. Uréime mno-
zinu M’ a ukdzeme, 7e M = M'.
Uvazujme kocku ABCDA'B'C'D’ taky, ze AC’ je tetiva

Obr. 26

gule G a body 4, 4’, C, C’, S lezia v jednej rovine. Oznalime
r = |SC|, o = <tSC'A4, [ = <CAC’'C (pozri obr. 26).
Jednoduchym vypoctom zistime, Ze

2cos o
|AC'| =2 cos o, |C'C| = —=—
/3

(lebo pomer |C'C|: |CA| : |C'A4|je 1: ]2_ V3_).
Podla kosinusovej vety dostdvame
r2 = |SC'|2 + |C'C|2 — 2|SC'|.|C'C}.cos (o + p) =

4cos2o 4 cosa

=1+ 3 I/E cos (o + f).
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) ) |C'C| 1 V2
Zrejme plati cos f = —— — —, sin p=—
14C| ] 3 /3

Potom jednoduchou upravou mdme

. 4cos? . 4cosy.( 1 V2 . )
2 =1+ ———=|-=cosa—T=sina | =
3 I3 Y J
T
= & 3 SN £ &

T 2
Najvicsia hodnota » bude pre o = =32 to] 1+ l/ Ukdze-

2|2
me, ze M’ je gula so stredom S a polomerom l/l + —13/
Ak bed X rpatri do M', tek X rpatri do nejakej kocky
/ 202
ABCDA'B'C'D’y a teda |SX| = |SC| = ]/1 + —J/— Teda
2 ]/2
X patri do gule so stredom S a polomerom l +
Nech naopak X je bod tejto gule. Ak X patri do gule G,
tak sa lahko zostroji kocka, ktorej telesovd uhlopriecka je
priemer gule G a obsahuje bod X. Teda X patri do M'. Ak
X nepatri do G, tak staci zvolit kocku ABCDA’'B’C’D' takd,
22
5

X patri do tejto kocky a teda X patri do mnoziny M'.
Teraz ukdzeme, ze M' = M. Zrejme M’ & M - priamo

ze SC=|/1+

a bod X lezi na polpriamke SC. Potom
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podla definicii. Nech bod X patrido M. Ak X patri do gule G,
tak argumentom rovnakym ako vyssie mozno ukdzat, Ze bod X
patri do M’. Nech bod X nepatri do gule G, ale patri do kocky
ABCDA'B'C’'D’ a telesova uhlopriecka AC’ patri do gule.
Rovnolahlostou s vhodnym koeficientom a stredom na usecke
AC’ zvacsime kocku ABCDA'B'C’'D’ tak, aby uhlopriecka
AC’ presla do tetivy gule G. Dostaneme tak kocku K’, ktord
obsahuje bod X. Pootocenim okolo telesovej uhlopriecky,
ktora je tetivou gule G a potom okolo stredu § gule G dosta-
neme kocku K", ktord obsahuje bod X a Styri vrcholy mad
v rovine urcenej stredom S a uhloprieckou - tetivou. Odtial
vyplyva, 7ze X e M'.

Teda hladand mnozina je gula so stredom S a polomerom

SOUTEZNI ULOHY III. KOLA

A-lll-1

Najdéte vSechny redlné hodnoty parametru a, pro které
plati:
nerovnice

x4+ 23 —2@a@+ a2 —ax +a>2<0 (1)
md alesponi jedno feSeni v oboru redlnych Cisel.

RieSenie: Lavad strana nerovnice je kvadraticky trojclen
v premennej a. Jeho diskriminant je
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D = (—x — 2x%)2 — 4(x* + x3 — 2x2) =
= x2 + 4x% + 4x3 — 4x* — 4x3 + 8x2 = 942

Korene troj¢lenu su a; = x2 + 2x, az = x? — x. Teda ne-
rovnicu (1) méZeme napisat v tvare

(22 4+ 2x —a). (x2 —x —a) <O. 2)

Vsimnime si diskriminanty D;, Ds trojclenov x2 + 2x — a,
x2 — x — a (v premennej x):

D) =4+ 4a, Dy =1 + 4a.

Aka = —1,tak D; = 0, Dy << 0 a pre kazdé x je x2 + 2x —
—a =0, x2 —x —a>0. Teda nerovnica (2) nemd redlne
rieSenie.

Ak a > 0, stadi zvolit x = V; Nasli sme aspoti.jedno rie-
Senie nerovnice (2).

Ak a > —1, a0, tak x2 + 2x — a je zdporné pre x
z intervalu (—1 — 1/1—4-—_11, —1 + ]/l_-i——;) Speciilne, pre

x = —1 je x2 —2x — a << 0. Lahko vidiet, Ze x2 —x —a
je kladné pre x = —1 a a > —1. Teda v tomto pripade
nerovnica (2) md redlne rieSenie x = —1.

Zistili sme, Ze nerovnica (1) md redlne riesenie pre a > —1.
Pre a < —1 redlne rieSenie nemd.

A-11-2

Nech n =1 je prirodzené ¢islo. Na priamke je danych
n? + 1 uzavretych useciek. Potom plati aspoii jedno z nasle-
dujucich tvrdeni:
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a) Existuje medzi nimi z + 1 useciek, ktoré maji neprdazdny
prienik.

b) Existuje medzi nimi z + 1 dseCiek tak, Ze kazdé dve
z pich maju prédzdny prienik.

Dokdzte.

RieSenie: Oznacime dané tseCky I, Is, ..., ,» 1. Nech
A; je lavy a B; pravy koncovy bod usecky I;. Bez Ujmy na
vieobecnosti mozeme predpokladat, Ze bod A; nelezi vpravo
od bodu 4; . 1, tj. bod A4; bud splyva s bodom 4; ;1 alebo
lezi od neho vlavo.

Predpokladajme, Ze neplati tvrdenie a). Teda kazdych
n + 1 tsetiek mé prazdny prienik. Specidlne, prienik 7 + 1
useciek I(k41) n+1s I(k_1) 1425 «vos Ikns Ikni1 je ’prézdny.
Z toho vyplyva, ze lavy koncovy bod Arpi1 tGseCky Irn:1
nepatri do niektorej z useCiek Ix-1) n+1> -..» Ign. Ozna-
¢ime ju Up (kR =1, 2, ..., n). Oznacime Upi1 = Ipsya1.

Ukédzeme, ze kazdé dve z useliek Ui, Ug, ..., Upy1 maju
prizdny prienik. Skimajme dve také tsecky U;, Uj;, kde
1=i<j=n+ 1. Z definicie use¢ky U; vyplyva, Ze bod
Ainy1 nepatri do usecky Uj. Teda pravy koncovy bod usec-
ky U; je vlavo od Aiu41. Z definicie Uj; vSak vyplyva, zZe
Tavy koncovy bod usecky Uy je niektory z bodov A(s-1yn+15 - - -
vvvs Ajn alebo Apsy1, ak j =mn. KedZze i <j, tak i <j — 1
a teda pravy koncovy bod usecky U; je viavo od lavého kon-
cového bodu usecky Uj. Z toho uZ vyplyva, ze U; N\ U; = .

A-lll-3

V rovine je dany $tvorec ABCD so stranou |AB| = 1.
a) Uréte v rovine mnoZzinu M, ktord vyplnia tretie vrcholy
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vsetkych rovnostrannych trojuholnikov, ktorych dva vrcholy
lezia vo vniitri alebo na hranici daného §tvorca ABCD.

b) Vypocitajte obsah mnoziny M.

RieSenie: Dany Stvorec ABCD ozna¢ime Q. Nech ¢x
oznacuje otoCenie roviny okolo stredu X o 60° v kladnom
smere (proti smeru hodinovych ruiCiek) a wy oznacuje
otoCenie roviny okolo stredu X o 60° v zdpornom smere.
Kvdli jednoduchosti, oznac¢ime Qx = @x(Q) obraz Stvorca Q
v otoceni @x.

Ak XYZ je rovnostranny trojuholnik (pozri obr. 27),

Obr. 27

body X, Y lezia v §tvorci Q, tak bod Z je obraz bodu Y pri
otoceni @x a teda Z € Qx. Z toho vyplyva, Ze hladand mno-
Zina M je podmnozZina zjednoteni vSetkych Stvorcov Qx
pre X e Q.

Lahko vidiet, Ze Stvorec Qx vznikol zo $tvorca Q4 posu-
nutim o vektor 4A’, kde A" = @px(A4). Trojuholnik A4'X
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je rovnostranny, lebo |AX| = |4A'X] a CA'XA = 60°. Teda
bod A’ je obraz bodu X v otoCeni y4. Oznacime Q' obraz
$tvorca Q v otoCeni 4. Potom bod 4" € Q.

Z uvedeného vyplyva, ze kazdy bod Z mnozmy M dosta-

neme z bodu A4 posunutim o vektor AE + AF kde E€ Q4
a Fe Q. Ozna¢ime W mnoZinu vietkych bodov Z, ktoré su

posunutim bodu A o vektor AE + AF, E€Qu4, FeQ'.
Teda M < W.

Nech Py, P2, P3, Py su tretie vrcholy rovnostrannych troj-
uholnikov ABP;, BCP;, CDP3, DAP;, ktoré lezia mimo

3
R3
< _ B R,
\ RCTL, o /
\\ D o ~~_\C y
N /
1 BN -\
\ /
\ ! A / \\ ,/
" v/ S s \/
4 /K‘ /X\\ /X\ P2
I\ // \\ / \
\ e N ;7
/ ¢ e b //\\/
/| A\ ~~~___--"/B
/ I \
/ - b S
R, R,
A
Obr. 28
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$tvorca Q. Oznac¢ime dalej Ry, Ro, R3, R4 vrcholy rovnostran-
nych trojuholnikov, ktorych jedna strana je uhlopriecka
$tvorca Q. Nech § je stred Stvorca Q (pozri obr. 28).

UkdZzeme, ze W je podmnozina osemuholnika
PR PoRoP2R3PyR; a tento osemuholnik je podmnoZina hla-
danej mnoziny M. Odtial a z inklizie M < W vyplyva,
Ze hladand mnozina M je uvedeny osemuholnik.

Lahko vidiet’, ze P1 = y)A(B), Rl = u)A(C), P4 = ¢A(D),
R3 = ¢4(C). Stvorec Q. lezi v polrovine urcenej priamkou
Rspa(B) obsahujucou bod S. Ak tuto polrovinu posunieme

—-

o vektor AF, F € Q', tak bude podmnoZinou polroviny urce-
nej priamkou P3R» obsahujicou bod S. Teda mnozina W je
podmnozina tejto polroviny. Stvorec Q' lezi v polrovine urée-
nej priamkou y4(D)R; obsahujicou bod S. Ak Stvorec Q’

posunieme o vektor AE, E = Q4, tak bude lezat v polrovine
urcenej priamkou RyP» obsahujucou bod S. Teda mnozina W
je podmnozina tejto polroviny. Podobne by sme postupovali
pre dalsie polroviny. Odtial vyplyva, ze mnozina W je pod-
mnozina osemuholnika P1R1PoRoP2R3PiR,.

Q1, 03, Os, O7 budd Stvorce, ktoré ziskame zo $tvorca Q'
_ s —>

posunutim o vektory A4, Ag(B), AR3, APs. Q2, Qa, Q¢, Os

budu §tvorce, ktoré ziskame zo §tvorca Q4 posunutim o vek-
= —_

tory ARl, AwA(D), AA, AP,. Zrejme zjednotenie Q) U
U Q2U ... U Qg je osemuholnik PR PoRoP3R3PsRj.
Ukdzeme, ze kazdé Q;, i =1, 2, ..., 8 je podmnozina
mnoziny M. Nech napr. bod Z patri do mnoziny Qs. Potom
existuje bod F e Q' taky, Ze Z je posunutie bodu F o vektor

Apa(B). Nech X e Q je taky bod, ze y4(X) = F. Lahko
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vidiet, ze trojuholnik XBZ je rovnostranny. Teda Ze M.
Pre ostatné Q; postupujeme analogicky.

Zistili sme, Ze mnozina M je osemuholnik
P1R1P2R2P3R3P4R4.

b) Obsah mnoziny M je zrejme osemndsobok obsahu
trojuholnika P1R;S. Uhol < P SR; je 45°, pre dizky strin
[ER

1 _
plati |SP;| = - t 5 |SRy| = r3 |/ '3. Teda obsah M je

~|3.sin45° =3 + |3.

p—

ENEN )

2 \2 7 2

[\

Spracované podla rieSenia M. Englifa, ziaka IIL.D triedy
gymndzia W. Piecka v Prahe 2.

A-1l1-4

Je dédno pfirozené Cislo n. Dokazte, Ze existuje prvocislo p
a posloupnost ai, as,... pfirozenych Cisel tak, Ze vSechny
Cleny posloupnosti p + nai, p -+ nas,... jsou navzdjem
riznd prvocisla.

RieSenie: Nech P je mnozina vietkych prvocisiel. Ozna-
¢ime P, 1 =0, 1, ..., n — 1 mnoZzinu tych prvocisiel, ktoré
pri deleni ¢islom 7 ddvaju zvySok 7. Potom

P=PyuPiyU...UbP,,.

MnozZina P je nekonecnd, teda existuje ¢ také, Ze mnozina
P; je nekoneCnd, 0 =7 <#n. Nech p je najmensi prvok
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mnoziny P;. Potom kazdy prvok x € P; je tvaru x = p + na

pre vhodné a. Nech x1, x2, ..., Xp, ... je oislovanie mno-
.. e . i —P
ziny podla velkosti, tj. x, << xp:1. Staci polozit a; =
n
A-lll-5

Je dané pfirozené Cislo #. Urcte maximdlnu hodnotu vy-
razu x; + X2 + ... + x, za predpokladu, Ze x1, X2, ..., xp
st celé nezdporné Cisla vyhovujice podmienke

X3+ Xt .+ =T

RieSenie: Pre n = 1 je maximdlna hodnota vyrazu x; = 1.
Nech # = 2 a predpokladajme, Ze plati

x4+ < Tn.

Najprv si vSimneme, Ze niektoré z Cisiel xi, ..., x, musi
byt mensie ako 2. Keby totiz x; = 2, ..., xp, = 2, tak

X+ ..+ X =8> Tn.
Ak niektoré z Cisiel x1, ..., x, je vacSie ako 2, napr. x; > 2,
tak vytvorime novua n-ticu. Niektoré z Cisiel x1, ..., x, musi
byt mensie ako 2, napr. x; < 2. Polozime

yi=ux + 1L, y; =x; — 1,y = x pre kR #% 1, .
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Potom

M+ oo TV =X1+ ... + Xn

Y +yi =+ 1+ 3 + 1) — x50 — 1)<
< x} + x.

R I S vy ]

Z uvedeného vyplyva, Ze moézeme predpokladat toto: ak
X1 + ... + xp je maximdlny, tak vsetky Cisla x1, ..., x, su
mensie alebo rovné 2.

Keby vsetky x; boli ostro mensie ako 2, tak (x; + 1)3 +
+ X+ =B+ 14+ o+ 1=8+ - D<
< Tn. Teda vyraz x; + ... + x, nie je maximdlny. Z toho
vyplyva, Ze aspon jedno z Cisiel x1, ..., x; je rovné 2.

Keby niektoré z Cisiel x1, . . ., x5 bolo rovné 0, napr. x; = 0,
niektoré rovné 2, napr. x; = 2, tak

(ki + 13 + (x5 — 1P =13+ (5, — 1B < x) + x.

Mézeme zhrnat: ak xi, ..., x, su také Cisla, Ze vyraz
X1+ ...+ %, je maximdlny, tak mézeme predpokladat
1=x=2,i=1,2,...,n

Je potrebné urdit, kolko Cisiel z n-tice x1, ..., x, mdze byt
rovné 2. Nech x1= ... =x; =2, &1 = ... = x5 = L.
Potom

138 :



£33+ (n—k).1<Tn

Teda
3 6n
= 7 .
Maximalna hodnota vyrazu x; + ... + x, za uvedenych
podmienok je
[6n ( len]) [611
7 +1 n — 7 =n T 7
A-llI-6

Vo vnitri gule s objemom V je danych 11 rdznych bodov.
Potom existuji roviny o, o, ktoré obe obsahuju stred gule
a urCujd vyse¢ s objemom % V, ktord neobsahuje vo svojom
vnutri ziadny z danych 11 bodov. Dokazte.

RieSenie: Nech o1 je rovina obsahujuca stred gule a aspon
dva body danej mnoziny. Rozdeli gulu na dve pologule.
Vntri jednej z nich st najviac 4 body. Nech rovina g2 obsa-
huje stred gule, je kolmd na rovinu o; a obsahuje aspon jeden
z tychto Styroch bodov. Roviny g1, 02 vytnu §tvrt gule, ktora
obsahuje vnutri najviac jeden bod. Nech rovina o3 je kolmad
na o1, p2 a obsahuje stred gule. Rovina g3 rozdeli uvedenu
Stvrt gule na dve rovnaké Casti o objeme —;— V. Jedna z tychto
Casti neobsahuje ziaden z danych bodov vnutri.

Iné rieSenie: Zrejme staci ndjst vyse¢ gule o objeme aspoii
—; V, ktord v svojom vnutri neobsahuje ziadny z danych bodov.

Nech 71 je rovina obsahujuca stred gule a aspon dva z da-
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nych bodov. Rozdeli gulu na dve pologule, z ktorych jedna
obsahuje najviac 4 body. Dvoma z nich vedme rovinu 7
obsahujucu stred gule. Nech 73, 74 sU roviny, ktoré obsahuju
zostdvajuce dva body a prieseCnicu rovin s a 2. Roviny
782, 73, a4 rozdelia pologulu na Styri vyseCe, ktoré neobsa-
huji vo svojom vnutri Ziadny z danych bodov. Podla Di-
richletovho principu aspon jedna z tychto vyse¢i md objem
vadi alebo rovny ¢ V.
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Korespondenéni seminai UV MO

Cilem korespondencniho semindfe je ddle zvySovat drovert
$pickovych fesitelt, ktefi nejsou z Prahy ani z Bratislavy
a nemaji tak moznost pracovat v tamnich semindfich pro
pfipravu na mezindrodni MO. K tcasti pozvalo pfedsednictvo
UV MO na zikladé vysledkt v MO, navrha KV MO a indi-
vidudlniho zdjmu asi 50 Zdkut, z nichZ se pfihldsilo a ztucastnilo
pfes 30. Pravidelné jim byly rozesildny série pomérné ndroc-
nych tloh, které méli béhem 4—5 tydnid vyfesit. Dosld fe-
$eni byla pak opravena, ohodnocena a spolu s rozmnoZenym
komentdfem vrdcena utastnikim. Uvddime znéni vSech uloh
zadanych v korespondenénim semindfi:

1. Teorie Cisel
1.1 Posloupnost {a,} je definovana pfedpisem
an =3n2+n) + 7.
Dokazte, Ze m4 ndsledujici vlastnosti:
(1) Mezi kazdymi péti po sobé ndsledujicimi Cleny je pravé
jeden délitelny péti.

(2) ZAdny ¢len neni tfeti mocninou celého ¢isla.
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1.2 Dokazte: Pro kazdé pfirozené Cislo # je Cislo
(n3 — 1) n3(n3 + 1) délitelné Cislem 504.

1.3 Najdéte vSechna prvodisla p takovd, ze 4p% + 1, 6p2 + 1
jsou také prvocisla.

1.4 Plati-li pro celd ¢isla a, b

2a% + a = 3b% + b,

jsou Cisla @ — b, 2a + 26 + 1 druhé mocniny celych Cisel.
Dokazte.
1.5 Dokazte: Jsou-li x1, x2 kofeny rovnice

x2 + px —1=0,
kde p je liché &islo, pak &isla x|’ + x37, x1® + x3® jsou
celd a nesoudélnd.
1.6 Najdéte vSechna celd Cisla x, y 2, pro kterd plati
x2 + y% + 22 = 2xyz.
1.7 Najdéte vSechna celd Cisla x, y, 2, ¢, pro kterd plati
X+ y+ 2+ t=xy3t.

2. Geometrické nerovnosti

2.1 Na kruhovém stole s polomérem 25 lezi 143 minci s polo-
mérem 1. DokaZte, Ze se na sttl vejde jesté jedna mince
tak, aby se s Zddnou minci nepiekryvala.

2.2 Ve ¢tvercovém poli o strané 12 je studna a od ni vede sit
zavlazovacich kandlt. Kandly jsou sloZeny z tsecek a kazdy
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23

24

25

2.6

2.7

3.1

bod pole je od nékterého vzdilen nanejvys 1. Dokazte, Ze

celkova délka kanalt je vétsi nez 70.

Stred kruhového lesa o poloméru 50 je v pocatku a stromy

rostou v bodech s celoCiselnymi soufadnicemi (kromé po-
1

¢atku). Budou-li poloméry stromt mensi nez l 12501 bude

ze stfedu vidét z lesa ven, budou-li poloméry stromi
-5» vidét nebude. Dokate.

Ve stiedu Ctvercového pole je vlk a ve vrcholech Ctyfi psi.
Vik mtze b&hat po celém poli, psi jen po obvodu. VIk
pfemize jednoho psa, dva psi pfemohou vlka. Psi uméji
béhat vic nez 1,5krdt rychleji nez vlk. Dokazte, Ze psi
mohou udrzet vika v poli.

Kiiznik pluje rovnomérné pfimocafe rychlosti ». V oka-
mziku, kdy ho zpozoruje ponorka, je spojnice obou lodi
kolmad na drahu kfizniku a lodi maji vzdalenost d. Na jakou
nejmensi vzdalenost se miize ponorka pfiblizit ke kfizniku,
md-li maximdlni rychlost % ?

Svétlomet majaku ozafuje tseCku dlouhou 1 km a otdci se
jednou za minutu. Jakou rychlosti musi plout lod, aby se
dostala k majaku a nebyla osvétlena ?

Na okraji kruhového bazénu stoji Petr a uprostfed plave
Pavel. Petr neumi plavat, ale béha k-krdt rychleji nez
plave Pavel, ale pomaleji, nez béhd Pavel. UteCe Pavel
Petrovi ?

3. Funkcionalni rovnice

Je dano redlné Cislo a funkce f takovd, Ze pro vSechna redlnd
Cisla x plati
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fx + @) =5 + Vf(x) — G-
Dokazte, ze funkce f je periodickd. Uvedte asponi dva pii-
klady funkce f, kterd splituje podminku.

3.2; Najdéte vSechny mnohocleny f takové, Ze pro kazdé redlné
Cislo x plati:

xf(x — 1) = (x — 26) f(x).
3.3 Najdéte vSechny spojité funkce g, k nimz existuje spojitd

funkce f dvou proménnych tak, Ze pro kazda dvé redlnd
¢isla x, y plati

&(xy) = f(x.8(y))-

3.4 Najdéte vSechny funkce f takové, Ze pro kazdd dvé redlnd
Cisla x, v plati

xf() + yf(x) = (x + ).

3.5 Najdéte vsechny funkce f takové, Ze pro kazdd dvé redlnd
¢isla x, y plati

F®) (@) =f(x — ).

3.6 Najdéte vSechny funkce f takové, Ze pro kazdd dvé redlnd
Cisla x, y plati

fx + ) =f(x) + f(3),
foy) = F(x) f(3)-
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3.7

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Najdéte viechny rostouci funkce f takové, Ze pro vSechna
kladnd redlna cisla x, y plati

flxy) = f(x) + f(3)-
4. Kombinatoricka geometrie

V mnohothelniku je sestrojena soustava uhlopficek, které
se neprotinaji. DokaZte, Ze aspoii ze dvou vrcholii nevychd-
zi zddnd z téchto uhlopricek.

V roviné je ddna kone¢nd mnozina bodd, z nichZ Zddné tfi
nelezi v pfimce. Body postupné spojujeme tseCkami tak,
aby se usecky neprotinaly; pokracujeme tak dlouho, dokud
to jde. DokaZte, Ze poCet usecek, které se podari sestrojit,
nezévisi na postupu. V jakych mezich se pfi daném poctu
bodt pohybuje pocet useek v zdvislosti na rozlozeni bodu?
Kone¢nd mpozina bodli v roviné md tu viastnost, Ze osa
soumérnosti libovolnych jejich dvou bodu je osou soumér-
nosti celé mnoziny. Dokazte, Ze mnozina lezi na kruZnici.
Plati to i pro nekonecné mnoziny?

Najdéte viechny takové n-prvkové mnoziny bodll v roving,
ze vzddlenosti bodl v mnoZiné nabyvaji jen dvou hodnot
a, b. Pro jakd ¢isla # a jaky pomér a : b takovd mnozina
existuje ?

Existuje sedmiprvkovd mnozina bodid v roviné tak, aby
kazdé tri jeji body byly vrcholy rovnoramenného troj-
thelnika ? PopiSte vSechny Sestibodové mnozZiny s touto
vlastnosti.

Uvazujme mnozinu bodi v roviné, z jejichz libovolnych
péti bodu lze vybrat &tyfi tak, aby lezely na kruZnici.
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4.7

5.1

52
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Dokazte: Md-li mnozZina » > 6 bodu, lezi asponi n — 1
z nich na kruznici. Plati to také pron << 7?

Koneénd mnozina bodt v roviné md tu vlastnost, Ze na
kazdé pfimce prochdzejici dvéma body mnoziny leZi aspon
jeden dal$i bod mnozZiny. Dokazte, Ze mnozina lezi v pfim-
ce. Plati to i pro nekone¢nou mnozinu ?

5. Stereometria

Su dané priamky a, b, ¢, z ktorych kazdé dve st navzdjom
mimobezné a kazdd z nich je rovnobeznd s danou rovinou g.
Nech M je mnozina vSetkych prieCok priamok a, b, ¢
(tj. mnozina vSetkych takych priamok, z ktorych kazdd
pretina kazdd z priamok a, b, ¢). Nech m € M je lubovolnd
priecka a nech My =mnNa, Mo =mNb, Ms =mnN c.
a) Akd hodnotu mé podielovy pomer u = (MiMaMs) =
|M1M31
T | MoMs|
orientovanej usecky M;Mj;, tj. kladné alebo zdporné
redlne Cislo) pre Iubovolnu priamku m e M ?
b) Maju vSetky priamky m € M nejakd vyznacnd vlast-
nost tykajucu sa polohy ?
Nech je dany trojhran Sabc (S - vrchol trojhranu, pol-
priamky a, b, ¢ - hrany trojhranu). Uhly dvojic hrdn troj-
hranu oznaéme o = (b, ¢), f = <(c, a), y = <L(a, b);
uhol susedny s uhlom =, resp. f, resp. y oznacme o, resp.
f's resp. y'.
1. Dokazte:
a) Tri osi uhlov &', (', 7" lezia v jednej rovine g.

(v tejto tlohe |M;M;| znamend dizku



b) Tri osi ublov o, f3, " (resp. «, f’, v, resp. &'s B, )
lezia v jednej rovine o’.
c) Rovina g (resp. ¢”) zviera s hranami a, b, ¢ zhodné uhly.
2. Dokézte: Tri roviny o, 7, & prechddzajice postupne
osami uhlov e, f,, priCom o | (b,¢),7 | (c,a),&é | (a,b),
sa pretinaju v jednej priamke p, ktord je kolmd na rovinu o
z Casti 1.

5.3 Nech z n bodov Ay, A, ... , Ax (n = 3) priestoru Ziadne

Styri neleZia v jednej rovine. Nech p je rovina rdznobeznd
s kazdou z priamok A;di G =1, ... , n; Ay = A1).
Oznaéme A;Aiy1 N o = Ky, i1
n
a) Dokdzte: IT (4i4i1Kii1) = 1.

i=1
b) Preverte platnost obrdteného vyroku:

Ak K i1 (1 =1, ..., n) st body priamok 4;4;1 (Ani1 =
= A1), pre ktoré plati

(4idiaKii1) = 1,
i=1
lezia vSetky body Kj, ;41 v jednej rovine.

Sformulujte pripadnu zdvislost platnosti tohto vyroku
od cisla 7.

5.4 V rovine alebo priestore treba najst #n bodov A1, As, ..., An

(n€ N) tak, aby ani jeden z uhlov <tA4;4;4x (i, j, k =
=1,2, ...,n;1 5 j % k 7 1) nebol tupy.

Zistite vietky prirodzené Cisla n, pre ktoré je uloha riesi-
telnd.

a) v rovine;

b) v priestore.
(Tvrdenie oddvodnite).
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5.5 Nech st dané usecky AB, CD. Nech M je mnozina vSetkych
priamok m, obsahujticich spolo¢nu hranu EF kazdych
dvoch stvorstenov ABEF, CDEF, pre ktoré sa pomer ich
objemov rovnd danému (kladnému) redlnému Cislu k.
Néjdite mnozinu M’ vSetkych takych priamok m € M, kto-
ré prechadzaju danym bodom S.

5.6 a) Ako treba umiestnit na gulovej ploche »n bodov
Ay ...y An(n =2,3,4, 5, 6), ak najmensia zo vzdia-
lenosti |AiA;| (5,7 = 1, ..., n; i % j) md mat maxi-
malnu moznu hodnotu ?

b) Ako treba umiestnit na gulovej ploche s jednotkovym
polomerom najvy$§i mozny pocet bodov A;(i =
=1,2, ...), ak pre kazdu vzdialenost d;; = |4;A4}|
(i # j) plati:

1. di; = V?,
2. di]' > V2.

5.7 V priestore je dané otdcanie ¢ s osou otdcania 7.
1. Vyjadrite otdCanie p ako kompoziciu dvoch otdcani
0, ¢’ s osami s, s’ za predpokladov, Ze
a) uhly (orientované) otdcani o, ¢’ st navzdjom zhod-
né, a
b) osou otdcania o je dand priamka, ktord je réznobeznd
s priamkou 7.
2. Ndjdite mnozinu vSetkych osi s" otdCania ¢’ za pod-
mienky, Ze os s otdcania o prebieha pevnou rovinou &.
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22. MMO

Dvaadvacdtd mezindrodni matematickd olympidda (MMO)
se konala ve dnech 8.—20. Cervence 1981 v USA - poprvé
mimo evropsky kontinent. Jejim hlavnim pofadatelem byla
americkd védeckd spoleCnost The Mathematical Association
of America, hlavnim déjistém pak Georgetown University ve
Washingtonu.

Olympiddy se zucastnily delegace z 27 zemi vSech péti konti-
nentii - z Austrélie, Belgie, Brazilie, Bulharska, Ceskosloven-
ska, Finska, Francie, Holandska, Izraele, Jugoslivie, Kanady,
Kolumbie, Kuby, Lucemburska, Madarska, Mexika, NSR,
Polska, Rakouska, Rumunska, Recka, SSSR, Svédska, Tunisu,
USA, Velké Britdnic a Venezuely. Z obvyklych tcastnika tedy
chybély tentokrdit NDR a Vietnam, poprvé se ztcastnily
Austrdlie, Kanada, Kolumbie, Mexiko, Tunis a Venezuela.

Pres jednorocni prestdvku - v roce 1980 se MMO nekonala -
se podafilo navdzat na dlouholetou tradici téchto mezindrodnich
soutézi mladych matematikil a opét MMO uspofddat v obvyklé
podobé; nedoslo k Zddnym podstatnym zméndm ani v organi-
zaci, ani v ndplni soutéze. Pocet soutézicich byl opét rekordni -
185 zdku strednich Skol tu zméfilo své sily a schopnosti.

Jako obvykle byla MMO rozdélena na pfipravnou fézi
(9.—12. Cervence), vlastni soutéz (13. a 14. Cervence) a hodnoce-
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ni vysledka a zdvér (14.—19. Cervence). Jednotlivé delegace
pricestovaly do New Yorku vétSinou uz ve stfedu 8. Cervence.
Vedouci delegaci, ktefi tvofi mezindrodni porotu MMO, se
spolu s predsedou poroty 22. MMO prof. S. L. Greitzerem
z Rutgers University pfesunuli 9. Cervence do mésta Frede-
ricksburg ve staté Virginia, aby tam - pfisné izolovani od sou-
tézicich zdka - vybrali a pfipravili soutéZni ulohy. Zastupci
vedoucich a Zdci byli mezitim ubytovdni v aredlu Rutgers
University ve mést¢ New Brunswick ve stdté New Jersey, kde
méli volno na odpocinek po cesté zpestiené vyletem a prohlid-
kou New Yorku.

Mezindrodni porota ubytovand v Mary Washington College
ve Fredericksburgu zatim pilné pracovala. Z materidlu pifi-
praveného organizdtory a obsahujiciho 19 tloh navrZzenych
zucCastnénymi zemémi postupné vybrala tuto Sestici soutéznich
tloh:

1. Je-li P vnitfni bod daného trojihelniku ABC, oznatme
po fadé D, E, F paty kolmic spusténych z P na pfimky BC,
CA, AB. Najdéte viechny body P, pro které je soucet

|BC| |CA| |AB|
| 1PE) T |PF|

minimdlni.

2. Necht 7, r jsou celd ¢isla, 1 =< r = n. Utvofme vSechny
r-prvkové podmnoZiny mnoziny {1, 2, ..., n}; z kazdé z nich
vezmeme jeji nejmensi prvek a oznaCime F(n, r) aritmeticky
pramér vsech takto ziskanych cisel. Dokazte, Ze

n+1
FEm,r) = Pt
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3. Urcete nejvétsi hodnotu vyrazu m? + n2, kde m a n jsou
celd Cisla, 1 = m < 1981, 1 < n =< 1981, takovi, Ze

(n2 — mn — m2)2 = 1.

4. a) Pro které hodnoty n, n > 2, existuje # po sobé jdou-
cich kladnych celych ¢isel tak, Ze nejvétsi z nich je délitelem
nejmensiho spole¢ného ndsobku ostatnich n—1 Cisel?

b) Pro které n existuje pravé jedna takovd n-Clennd po-
sloupnost ?

5. Tti shodné kruznice maji spole¢ny bod O a lezi uvnitf
daného trojuhelniku ABC. Kazdd kruZnice se dotykd dvou
stran tohoto trojuhelniku. Dokazte, Ze stfed kruZnice vepsané
trojuhelniku ABC, stfed kruZnice opsané trojihelniku ABC
a bod O lezi na jedné pfimce.

6. Funkce f(x,y) spliiuje

fO,9) =y +1 (1)
f(x + 1,0) = f(x, 1), ()
s x+ Ly+ 1) =flxflx+ 1,5)) 3)

pro viechra celd nezdrornd x, y. Urcete f(4, 1981).

Vybraré tlchy pechdzely z pévrhi, které predloZily Velkd
Britérie, NSR, Holandsko, Belgie, SSSR a Finsko.

Vybér soutéZnich ulch na MMO rneni lehkou zéleZitosti
a miZe velmi podstatné ovlivnit dal$i prib&h soutéZe. Porota
je rfi vytéiu cmezera ra piedloZeré révrhy a kopeény vysle-
dek byvd urcen fedcu kempremist. Cilem je ovSem nalézt
vyvéZery soubor festi vuloh, ktery by piesvéd¢ivé provéfil
zpalosti a sckoprosti soutéZicich, apiZ by zdroveii pfedem zne-
vyhcdiiovel ktercukoliv skupiru castniki.
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O Sestici soutéznich uloh vybranych pro 22. MMO lze fici,
Ze kazdd z tuloh sama o sobé je dobrd a pro MMO vhodnd,
aviak v celém souboru zjevné chybi alespon jedna opravdu
obtiznd tloha, jejiz vyfeSeni vyZaduje podat skutecné $pi¢kovy
vykon. Porota si byla této skuteCnosti védoma, coZz vyjddrila
mj. i tim, Ze na rozdil od dosavadni praxe ohodnotila vSechny
tlohy stejnym poctem sedmi bodd; celkem tedy mohl kazdy
soutézici ziskat maximdlné 42 body.

Jak ukdzaly vysledky soutéZe, byly tdlohy pro 22. MMO
skutecné pfilis snadné. I kdyZ soutéZicim z nékterych zemi
s men$imi zkuSenostmi z MMO délaly i tyto snadné dlohy
potize, Zdci ze zemi, kde matematické olympiddy jiz maji tradici
a kde se s mladymi talenty soustavné a cilevédomé pracuje,
dokdzali vétSinou rozfesit v stanoveném cCase (4% hodiny na
kazdou trojici tloh) vSechno nebo takika vSechno.

Porota na MMO rozhoduje hlasovdnim, k pfijeti ndvrhu
staci prostd vétsina. Na 22. MMO pfijelo mnoho delegaci vitbec
poprvé a tito »novacci« méli ovsem tendenci udrzet obtiZnost
soutéze v »pfijatelnych« mezich. To spolu se skutecnosti, Ze
porota méla k dispozici jen texty tloh bez jejich podrobného
rozboru, snad muze vysvétlit, pro¢ byla soutéZ tak snadnd.

Vybeér tdloh byl skoncen jiz 10. Cervence, zbyvajici ¢as pfi-
prav zabraly detailni formulace, preklad textti do ndrodnich
jazykl soutézicich zdki a rozmnoZeni potiebného poctu exem-
plara. VSechny tyto ptipravy byly ukonéeny v nedéli 12. Cerven-
ce. Tyz den se jiz také soutézici a zdstupci vedoucich prestého-
vali z Rutgers University do aredlu Georgetown University
ve Washingtonu D. C. V dtery 14. Cervence sem presidlila
i porota z Fredericksburgu.

Slavnostni zahdjeni 22. MMO probéhlo v pondéli 13. ¢erven-
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ce dopoledne ve velké aule uriverzity za ucasti federdlniho
ministra pro vychovu 7. H. Bella a zastupct potadajicich
instituci a georgetownské university. Hned poté ndsledovala
prva cast soutéze (feSeni prvni trojice uloh); druhd Cdst pro-
béhla dopoledne 14. Cervence.

Tim skoncila pro soutézici zéky pracovni ¢ést jejich pobytu -
ve zbyvajicich dnech se mohli vénovat prohlidkdm mésta
Washingtonu a jeho pamétihodnosti i ndv§tévé kulturnich pod-
nikd, které pro né poradatelé pripravili. Dvou z nich - pfed-
staveni hry Camelot v divadle Harlequin a vystoupeni ho-
landské baletni skupiny v amfitedtru Wolf Trap - se mohli
zGcCastnit také clenové poroty, kiefi jinak méli v téchto dnech
plné ruce price s opravou Zakovskych feseni, s jejich hodnoce-
nim a s koordinaci.

Koordinaci hodnoceni tloh provddéla skupina dvaceti koor-
dindtort vybranych z fad americkych vysokoskolskych odbor-
niki. Byli vesmés na vysoké odbori:é tirovni a uplatiiovali nd-
ro¢nd hlediska nejen co do vécné spravnosti feSeni, ale také pii
posuzovani formdlni strdnky, tj. pfesnosti a tplnosti formulaci
vSech tvrzeni a jejich dikaza. Tato zvySend ptisnost byla ov§em
jen zdkonitym dtsledkem snadnosti tloh a zdroven i relativné
ucinnym prostiedkem, jak zabrdnit pfilisné kumulaci dspés-
nych fesiteld na pfednich mistech vysledného poradi. I tak
se celkem 26 Zaktim podatilo projit soutéZi beze ztrdty bodu.

V pétek 17. Cervence byly prace s koordinaci dokonceny a po
vyfeSeni nékterych spornych otdzek mohla porota schvilit de-
finitivni vysledky soutéze. Na sobotnim zaseddni pak jednala
porota o cendch. Rozhodla, Ze na 22. MMO nebudou udéleny
Z4dné zvlastni ceny za origindlni a elegantni feSeni, ackoli
koordinatofi pfedlozili fadu ndvrht. Pfi dals$im rozhodovéni -
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o hranicich pro udéleni prvnich, druhych a tfetich cen - sehrély
urcitou roli i otdzky prestizni. Ackoliv byly tlohy snadné, po-
rota cenami nijak nesetfila. Hned v ivodu jednani rozhodla, Ze
prvni cenu dostane nejen 26 zaka s plnym poctem 42 bod, ale
také dalsich 10 Zdkt s 41 body - celkem tedy 36 prvnich cen.
V porovnédni s malym poctem prvnich cen udélenych na 20.
a 21. MMO je to zjevny odklon od dosavadnich zvyklosti.
Také obvykly pomér 1 : 2 : 3 poCtu prvnich, druhych a tfetich
cen nebyl tentokrdt dodrzen: druhych cen udélila porota 37
(za vykony ohodnocené 34—40 body), tfetich cen pak 30 (za
26—33 bodu). Celkem 103 soutézici (tj. 55,7 %, z celkového
poctu) ziskali na 22. MMO nékterou z cen.

Vzhledem k tomu, Ze mnoho zemi vyslalo na 22. MMO de-
legaci s méné neZ osmi Zdky, nelze tentokrdt dost dobie porov-
névat druZstva podle celkového poctu bodu. Vysledky i polty
ziskanych cen jsou patrny z pfipojené tabulky.

Na svém poslednim zaseddni v nedéli 19. cervence dopo-
ledne jednala porota o budoucnosti MMO. Byla informovéna
o navrhu ICMI na zfizeni komise pro MMO. Vét§ina ¢lenti
komise navrzenych ICMI byla ostatné na 22. MMO osobné
pfitomna, komise se tedy ihned se$la - za ucasti nékterych
dalsich c¢lenti poroty. Bylo dohodnuto, Ze komise md zatim
fungovat jako informacni centrum a poradni orgdn a nemd
samoziejmé pravomoc rozhodovat o organizaci MMO. Jeji
vztah k ICMI nebyl zatim plné specifikovdn. Bude zileZet
na organizdtorech pfiStich MMO, jak dalece budou pfihlizet
k doporucenim komise. Zatim byla pfednesena dvé podstatnd
doporuceni: udrZet tradici pofddat MMO kazdy rok a snizit
pocet zakt v druzstvu z osmi na Sest; toto snizeni bylo motivo-
vano stale rostoucim poctem delegaci. Zda se tato doporuceni
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Vysledky 22. MMO

Zem¢é Soucet bodu zika ¢. Celkem Pocet
cen

1 2 3 4 5 6 7 8 I. 11 III
Australie 22 13 12 10 17 12 8 28 122 0 O 1
Belgie 37 24 25 38 6 3 3 3 139 0 2 O
Brazilie 42 23 21 14 17 13 21 21 172 1 0 0
Bulharsko 32 42 40 34 28 37 33 41 287 2 3 3
Ceskoslovensko 38 38 40 42 32 — — — 190 1 3 1
Finsko 27 41 17 10 31 9 38 33 206 1 1 3
Francie 29 15 42 26 8 29 42 18 209 2 0 3
Holandsko 25 25 37 36 27 16 17 36 219 0 3 1
Izrael 42 32 25 31 16 29 — — 175 1 0 3
Jugoslavie 26 31 42 32 23 37 35 20 246 1 2 3
Kanada 42 25 23 16 35 42 37 29 249 2 2 1
Kolumbie 14 13 13 11 1 13 14 14 93 0 0 O
Kuba 25 34 22 12 19 9 14 6 141 0 1 O
Lucembursko 42 — — — — — — - 42 1 0 0
Madarsko 41 42 41 40 — — — — 164 3 1 O
Mexiko ! 3 4 2 2 1 — — - 12 0 0 O
NSR 41 39 37 42 42 41 28 42 312 5 2 1
Polsko 1 35 18 41 36 24 28 35 42 259 2 3 1
Rakousko 42 41 41 36 37 42 21 30 290 4 2 1
Rumunsko 36 35 33 32 — — — — 136 0 2 2
Recko f24 11 13 13 15 2 12 14 104 0 0 O
SSSR 42 33 36 35 42 42 — — 230 3 2 1
Svédsko 22720 17 32 32 28 38 18 207 0 1 3
Tunis 14 18 — — — - - — 32 0 0 O
USA 42 42 42 39 42 35 39 33 314 4 3 1
Velka Britdnie 42 38 41 36 27 37 38 42 301 3 4 1
Venezuela 6 3 9 4 14 4 23 1 64 0 0 O

|
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uplatni v praxi, uvidime na pfisti MMO, kterd se bude konat
v Madarsku.

Slavnostni zakonceni 22. MMO a s nim spojené rozdileni
cen se konalo v nedéli 19. Cervence odpoledne ve velkém sdle
budovy National Academy of Science ve Washingtonu. Zéci,
ktet{ ziskali nékterou z cen, zde dostali diplomy a vécné dary
(mj. kapesni kalkulacky firmy Hewlett-Packard, digitdlni ho-
dinky). Program byl zpestfen kulturni vlozkou (dvé klavirni
sbla prednesend dvéma soutézicimi z USA) a obcerstvenim.

Ndsledujici spolecnd vecetfe vSech tcastniki MMO byla jiz
ve znameni louceni. Nékteré delegace odjizdély na newyorské
leti$té uz béhem noci, ostatni opustily Washington v pondéli
20. Cervence dopoledne.

Ceskoslovenskd tcast na 22. MMO byla zpo&itku pozname-
ndna nejistotou - dlouho se rozhodovalo o tom, zda a v jakém
slozeni Ceskoslovenskd delegace na 22. MMO pojede, a ko-
necné rozhodnuti padlo az relativné nedlouho pfed odjezdem.
Proto také Ceskoslovensko tentokrite neposlalo ndvrhy tloh
pro soutéz.

Delegace ve slozeni
vedouci delegace:
dr. FrantiSek Zitek, CSc., mistopfedseda UV MO,

Clenové delegace:

Jozef Bedndrik, 4. r. GAM, Bratislava,

Petr Couf, 3. r. GWP, Praha 2,

Igor KviZ, 2. r. GWP, Praha 2,

Jan Nekovar, 4. r. GWP, Praha 2,

Firi Sgall, 2. r. GWP, Praha 2,

odletéla z technicko-ekonomickych davoda az ve ctvrtek 9. cer-
vence, tedy o den pozdé&ji, nez predpoklddal program 22. MMO.

156



Zci si sice stadili po cesté trochu odpo¢inout, ale vedouci do-
razil do Fredericksburgu na zaseddni poroty pravé v okamziku,
kdy zde koncilo jedndni o vybéru tuloh, takZe uz nemohl vy-
bér nijak ovlivnit.

V dal$ich dnech uZ byla tcast ¢s. delegace plné ve shodé
s pldnovanym programem. Ponévadz tentokrdte nebyl v delegaci
zadny zastupce vedouciho, byli Zdci po celou dobu izolace po-
roty, tj. az do 14. Cervence, zcela odkdzdni na péci pridélené
pravodkyné, jiz byla sleéna Mary T. Barrettova, studujici
mikrobiologie na Rutgers University. Ta se o né starala velmi
peclivé po celou dobu jejich pobytu v USA a po této strdnce
nedoslo k Zddnym komplikacim.

Vysledky, jichz ¢s. Zdci dosahli v soutézi, jsou obsazeny
v nésledujici tabulce:

Body ziskané
méno zdka za ulohu ¢&. celkem  cena
Jméno zik ilohu ¢ 1k
1 2 3 4 5 6

J. Bednarik 7T 7T 7T 7 37 38 II.
P. Couf 77 3 7 77 38 II.
J. Kriz 777 6 6 7 40 II.
J. Nekovar T 7T 7T T 7T 7 42 I.

P. Sgall 07 7 75 6 32 II1.

Zcela bezchybny byl - podobné jako uz na 21. MMO v Londy-
né v r. 1979 - vykon fana Nekovdie, ktery ziskal prvni cenu
za plny pocet bodu. Daldi tfi Zdci ziskali druhé ceny, kdyz
rovnéz vyfesili - jen s mensimi zdvadami - vSech Sest tdloh
soutéze. Paty zak, ktery ztratil body pfedevsim proto, Ze nevy-
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fesil prvni dlohu, ziskal alespori tfeti cenu. Nikdo z nich se tedy
nevracel bez ziskané ceny, coz lze nepochybné hodnotit jako
uspéch. Je jen Skoda, Ze se nemohlo 22. MMO ztcastnit osm
zdka - vysledky tfetiho kola nasi MO nasvédcovaly, Ze bylo
z Ceho vybirat.
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Reseni aloh 22. MMO

1.  DokdZeme, Ze jedinym bodem minimalizujicim soucet

1B jc4| |4B
~pp| " PE| T |PF

je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. K tomu cili vyna-
sobime § vyrazem

|BC|.|PD| + |CA|.|PE| + |AB| . |PF|,

ktery je roven dvojndsobnému obsahu trojuhelniku ABC a ne-
zdvisi tedy na volbé bodu P. Dostaneme tak vyraz

|PD| | PE|
,Bcw+icA>+,AB*+|BQ|CA( ) »

[PE| © |PD|
(ffi ]PFW CPDI |PFO
= 1CALIAB e+ p )+ 14BL1BCI B+ o )

Pro kazdé kladné redlné ¢islo x plati

1
x+— =2,
x
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pfiCemZ rovnost nastdvd pravé tehdy, jestlize x = 1; toto
tvrzeni snadno vyplyvad ze zfejmé nerovnosti (x — 1)2=0.

Odtud jiz vidime, Ze vyraz V - a tedy také soulet S, ktery je
jeho konstantnim ndsobkem - je minimélni pravé tehdy, jest-
lize |PD| = |PE| = |PF/|, tj. jestlize bod P je stejné vzdélen
od vsech tfi stran trojihelniku ABC, tj. je-li P stfedem kruzni-
ce vepsané trojuhelniku ABC.

2. Pocet viech r-prvkovych pedmnoZin mnoziny {1,2,...,n}
n
je ovsem ( r)' Prok=1,2,...,n —r+ 1 urime pocet téch

r-prvkovych podmnoZin, jejichZz minimélni prvek je prdvé
Cislo k. Tento pocet je roven poctu zptisobl, jimiZ lze k mini-
malnimu prvku %k vybrat zbyvajicich » — 1 prvkd z mnoziny

n—=k
{k+1, R+ 2, ..., n}, a je tedy ddn éislem(r i 1). Pro

F(n,r) odtud dostdvame vyjddreni

nY -
- r

Dile pouzijeme vytvorujici funkce, resp. binomickou vétu.
Plati

a

2l — x)y = xr1, k% (—r) (—1)F xk =
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2l — x) T2 = xr 3 (_’_2) (—1)kxk =
k=0 k

S (r+k+1) =S (m+l)x1n.

k=0 r+1 - r+1

Ponévadz pak 7 1(1 — x)7 x (1 — x)~2 = a7 (1 — &)~7~2, do-
stdvdme porovndnim koeficient pfi stejnych mocnindch x™
podle vzorce pro ndsobeni fad rovnost

—r+1 .
S k(" k):(n+l),
A1 r—1, r+1
(n+1
r+1 n+1
F(ny) = =

(n) r+1°
r

3. Oznalme M mnozinu vSech uspofddanych dvojic (n, m)
pfirozenych &isel vyhovujicich vztahu

n

a tedy

coZ jsme méli dokdzat.

(n2 — nm — m?2)2 =1, (1)
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Nejprve si dokazeme Ctyfi pomocnd tvrzeni A - D:
A. Pro (n,m) € M platin = m.
Skutecné, kdyby bylo 7# <<m, bylo by

n2 —mnm—m?2<<n2—m2<O0,
tj.n2 —mm —m2 = —2,
atedy (n2 — nm — m2)2 = 4

ve sporu s (1).
B. Pro (m,m) e M platim = 1.
Z (1) totiz plyne
1 =(m2 —m? — m??2 =mb,
ale m je pfirozené cislo, a proto m = 1.
C. Jestlize (n, m) € M, pak také (n + m, n) € M.
Skutec¢né plati
[(n + m)2 — n(n + m) — n2)2 = (n2 + 2nm + m2 —
—n2 —nm — n2)2 = (—n2 + nm + m?)? =
= (n2 — nm — m?)2 = 1.

D. Jestlize (n, m) € M, n > 1, potom také (m, n — m) e M.
Skutecné, z nerovnosti z > 1 vyplyvéd podle B a A nerovnost
n > m, takZe n — m je pfirozené Cislo. Avsak [m2 — m(n — m) —
— (n — m)? = (m%2 — nm + m2 — n? + 2nm — m2)2 =
=(—n2 + nm + m2)2 = (N2 — nm — m2)2 =1, a tedy
(myn —m) e M.

Budiz nyni {F},”, posloupnost tzv. Fibonacciovych Cisel,
definovand vztahy

F=F=1, )
Fyyo =Fpa + Fr, k=1,2,3,... 3)

Dokazeme nyni toto tvrzeni:
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Jestlize (n, m)e M, potom existuje pfirozené k takové,
ze m = Fyan = Fgy.

Dukaz provedeme indukci. Tvrzeni zfejmé plati pro n = 1.
Podle A je totiz také m = 1, a tedy podle (2) m = Fi, n = Fj,
tzn. k= 1.

Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro v§echna n = N,
kde N je pfirozené Cislo; dokdZeme, Ze plati i pro vSechna
n=N + 1. Stali ovSem vySetfit pfipad n =N + 1 > 1.
Podle A a B je pak n >m, tj. m = N; zdroven podle D je
(m, n—m)e M. Podle indukéniho predpokladu existuje
pfirozené k takové, Ze n —m = Fy, m = Fr.1. Podle (3)
vSak potom

n=m+n—m=Fy + Fgx.1 = Fpo.

Abychom maximalizovali soulet m? + #2, musime vzit
maximdlni % takové, Ze plati m = F = 1981, n = Fp1 =
= 1981. Pfimym vypocétem ¢lenti posloupnosti {Fy} zjistime,
ze Fig = 987, F17 = 1597, F13 = 2584, takZe musime zvolit
m = 987, n = 1597 a hledané maximum bude 9872 + 15972 =
= 3524 578.

4. Necht posloupnost pfirozenych cisel
a—n+l,a—n+2,....,a—1,a (1)
vyhovuje podminkdm tlohy, tj. Cislo a je délitelem nejvétsiho
spole¢ného ndsobku Cisel a —n + 1, a —n+ 2,...,a — 1.
Vyjadfime-li Cislo a ve tvaru
a=pre ... P
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kde p; (j=1,...,7) jsou navzdjem riznd prvocisla p; <<
<p<...<praoy;>0(G=1,2,...,7), znamend dand
podminka, Ze pro kazdé j (=1, 2,...,7) musi existovat
m(m=1, 2,...,n—1) takové, Ze p¥ d&li Cislo a — m.
Ponévadz p}’ deh c1slo a, znamend to, Ze je nutné p’ = n —1
pro vSechnaj (j=1,2,...,7).

Kdyby bylo r =1, tj a =p}', muselo by byt n=a =
=pP = n — 1, coZ je spor, je tedy r = 2. Musi tedy existo-
vat alespori dv& rtiznd prvolisla mens$i neZ #, tj. musi byt
n=4.

Nyni dokdZeme, Ze pro kazdé » = 4 existuje posloupnost (1)
vyhovujici podminkdm dlohy a Ze pro n» = 5 existuji vidy
alespoti dvé takové posloupnosti.

Je-li » =4, musi byt p}' = 3, p3* = 3, tedy nutné r = 2,
p1=2, pa =3, ag =oa2 =1, takZe jedinou posloupnosti
danych vlastnosti je Ctyfclennd posloupnost

3,4,5, 6, 2)

ktera skute¢né vSem podminkdm ulohy vyhovuje.
Existuji dvé péticlenné posloupnosti

2,3,4,5,6 3
8,9,10, 11, 12 4)
vyhovujici podminkdm tlohy.

Je-li n = 6, oznaCme r, s, ¢ pfirozend Cisla spliiujici nerov-
nosti

2r§n_1<2r+1’
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P=n—1<3,

5t<n—1<5+L

V posloupnosti (1) lze pak volit bud a = 27.35, anebo a =
= 2r.5¢, Skutecné je pak

n—1<<2r+1<2r3=<2r3 =aq,
resp.
n—1<2r+l<2r5<2r5t=gq,

takZze n-Clenné posloupnosti (1) obsahuji vesmés pfirozend
¢isla a vyhovuji podminkdm ulohy.

5. Kazdd z danych tfi kruznic (navzdjem riznych) se dotykd
jiné dvojice stran trojihelniku ABC. Oznatme S4, Sp, Sc
stfedy téchto kruznic, a to tak, aby Sg leZel na ose thlu ABC,
Sc¢ na ose uhlu BCA a S4 na ose thlu BAC. Potom SgScl|
[|[BC, S4Sc||AC, S1Ssl|AB. Osy uhlu trojuhelniku ABC
jsou zdrovenn osami uhla trojuhelniku S4S8pS¢ a oba troj-
thelniky, ABC a S4SpSc¢, maji tyz stfed kruZnice vepsané,
oznaCme ho S. Trojihelnik 4BC je obrazem trojihelniku

|SA|
S4SpS¢ pfi homotetii o stfedu S a koeficientu x = =
[SS4|
|[SB|  [SC|
|SSB|  |SS¢l

Bod O je stejné vzdalen od vSech tfi bodd S4, Sz, Sc, je
to tedy stfed kruZnice opsané trojuhelniku S4SSc. Jeho
obrazem pii homotetii (S, x) je ovSem stfed kruZnice opsané
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trojuhelniku ABC a je jen pfirozené, Ze stfed homotetie S,

bod O a jeho obraz lezi na jedné pfimce.
6. Pro x = 0 plyne z (3) a (1) rovnost
[y + 1) =f0,f(1,y) =f(1,3) + 1
pro kazdé y = 0. Aviak podle (2) a (1) je
f(1,0) =0, 1) = 2.
Z (5) a (4) pak plyne
fLy)=y+2

pro vSechna y = 0.
Pro x = 1 plyne z (3) a (6) rovnost

@2y + 1) =f(1,12,3) =f(2, ) +2.
Podle (2) a (6) je pak
f2,0) = f(1,1) =3.
Ze (7) a (8) dostavime tak
f2,y) =2y +3

pro véechna y = 0.
Pro x = 2 plyne z (3) a (9) rovnost
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fGsy + 1) =f2,f3,5) = 2/3,9) + 3, (10)
kdezto (2) a (9) dava
fG,0) =f(2,1) =5 =8 — 3, (11
Z (10) a (11) pak plyne
fGy)y=22+3-3 (12)

pro vSechna y = 0.
Polozme nyni g(y) = f(4, y) + 3 proy =0, 1, 2,... Plati

80) =3 + f(4,0) =3 + f(3,1) = 16. (13)
Pro x = 3 pak (3) a (12) dav4

8+ D) =f4hy+ 1)+ 3=(3,f4,9) + 3=
=2U4¥+3 3 4 3 — 2w,

takZe v dusledku (13) bude

g(y) = 22 (celkem y + 3 dvojek),

a tedy
2

f(4,1981) =22 3 (1984 dvojek).
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