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Predhovor

Mili mladi priatelia a spolupracovnici
v matematickej olympidde!

Uzatvirame opit dal$i ro¢nik naSej sutaZe, ktory sa konal
potas Skolského roka 1982/83. Tradi¢nd rofenka, ktord
vam tymto predkladdme, obsahuje ako zvyCajne prehlad
o organizdcii a vysledkoch 32. ro¢nika MO 1 vSetky sutazné
tlohy s rieSeniami. PodrobnejSie ako obvykle sa zaoberdme
prehladom podujati a pomocnych akcii organizovanych na
pomoc riesitefom MO v jednotlivych krajoch. Dozviete sa
okrem iného, Ze takmer vo vSetkych krajoch sa uZ ujala
myslienka poriadania krajského koreSponden¢ného semindra
uskuto¢iiovaného podla vzoru celostitneho koreSpondenéného
semindra, ktory sa konal po prvy raz v $kolskom roku 1974/75
pre vybranych uspe$nych riesitetfov MO z celej CSSR.
Nemo6zZu tu preto chybat ani texty uloh 9. ro¢nika kores-
pondenéného semindra UV MO ako zdroj cenného tloho-
vého materidlu pre krajské sustredenia, semindre i kruZky
MO na $koldch. Medzi jeho uspeSnych rieSitelov patrili tieZ
¢lenovia druZstva, ktoré naSu vlast reprezentovalo na
24. medzindrodnej MO v PariZi, kde dspe$ne nadviazalo na
vysledky dosiahnuté naSimi Zziakmi na niekolkych pred-
chddzajucich MMO. Nevritilo sa bez prvej ceny a v neofi-
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cidlnom hodnoteni 32 krajin zastipenych na uslachtilom
zdpoleni vo Franctzsku obsadilo velmi pekné 8. miesto.
O priebehu, ulohdch i vysledkoch 24. MMO sa taktiez
podrobnejsie docitate na dalSich strdnkach.

V tejto suvislosti stoji urcite za zmienku, Ze dalsia kapi-
tola medzindrodnych sutazi v rieSeni ndro¢nych matematic-
kych tloh sa bude pisat u nds. Je to o to vyznamnejsie, Ze to
bude kapitola jubilejnd, pretoZe v jili 1984 sa bude konat
v Prahe, hlavnom meste socialistického Ceskoslovenska, uz
25. MMO. Sme presvedceni, Ze prinesie uspech nielen spo-
loCensky a organizaCny, ale potvrdi tieZz sprdvnost cesty
nastipenej u nds v poslednych rokoch v cielavedome;j starost-
livosti o matematické talenty a ziska dalsich priaznivcov pre
matematickd olympiddu medzi Ziakmi, ich rodi¢mi, uditelmi
1 ostatnymi Skolskymi pracovnikmi ako aj medzi Sirokou
verejnostou u nds doma i v zahranidi.

Prichddza ndm vSak sucasne vyslovit velké polutovanie
nad tym, Ze tohto sviatku $kolskej matematiky a matematickej
olympiddy sa nedozl byvaly dlhoroény predseda UV MO,
niekolkondsobny tc¢astnik MMO vo funkcii vediceho esko-
slovenskej delegdcie, hlavny autor celého radu ro¢eniek MO
doc. Jan Vysin, CSc., ktory nds navzdy opustil 24. jina 1983
vo veku 75 rokov. Cely svoj Zivot zasvitil vychove mladych
Tudi a odbornej prédci v oblasti tedrie vyulovania matema-
tiky. Do histérie matematickej olympiddy u nds i vo svete
sa zapisal nezmazatelnym pismom. Bol autorom mnohych
stitaznych tloh, s jeho menom je spojeny vznik metodic-
kych materidlov pre udlitelov pracujucich v MO, tzv. ko-
mentdrov, ktoré rad rokov sdm tvoril. Napisal desiatky
putavych cldnkov pre rieSitefov MO i ucitelov, je autorom
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viacerych knih, ulebnic i odbornych stati o modernizicii
vyulby matematiky. Bol jednym z inicidtorov zriadenia
tried so zameranim na matematiku na gymndziich. Jeho
myslienky, vysledky jeho prdce a Ziarivy priklad jeho hiZev-
natosti, pracovitosti a cielavedomého usilia budi nds inSpi-
rovat k dalSiemu rozvoju starostlivosti 0 matematické talenty.

V listopadu 1983

Ustredny vybor matematickej olympiddy



O prubéhu 32. roéniku
matematické olympiady

Matematickou olympiddu pofddaji ministerstva Skolstvi
CSR a SSR ve spoluprici s Jednotou &eskoslovenskych ma-
tematikd a fyzikid, Jednotou slovenskych matematiki a fy-
zikli, Matematickym tstavem CSAV a Socialistickfm
svazem mlddeZe. Souté€z fidi tGstfedni vybor matematické
olympiady (UV MO) prostfednictvim krajskych a okresnich
vyborit matematické olympiddy (KV MO, OV MO). Cleny
UV MO jmenuji ministerstva $kolstvi, &leny KV MO a OV
MO jmenuji pfislu$né odbory Skolstvi KNV a ONV. V pri-
b&hu 32. roiniku MO byl pfedsedou UV MO prof. dr.
Jozef Moraveik, CSc., prorektor Vysoké S$koly dopravy
a spoji v Zilin&, ktery tuto funkci zastdval jiZ mnoho let.
Mistoptedsedy byli dr. Frantidek Zitek, CSc., z MU CSAV
a doc. Jan Vysin z téhoZ ustavu. Funkci jednatele zastdval
dr. Leo Botek, CSc., z matematicko-fyzikdlni fakulty
UK v Praze; &ast jeho povinnosti pfevzal v priibéhu roku
dr. Karel Hordk z MU CSAV. Zistupcem UV SSM
v UV MO byl s. Pavel Krsitka, ktery tuto funkci pievzal
aZ na za&itku $kolniho roku 1982/83. Novym &lenem UV MO
se stal také s. Pavel Klenovcan z Pedagogické fakulty v Ban-
ské Bystrici, ktery vystfidal doc. dr. P. Krsndka, CSc., ve
funkci predsedy KV MO Stfedoslovenského kraje. Jinak
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bylo slozeni UV MO stejné jako v minulém, 31. roéniku MO.

Zéici souté# ve Ctyfech kategoriich, v kategorii A Zici
tietich a ¢tvrtych ro¢nika stfednich $kol, v kategorii B Zdci
druhych ro¢nikd a v kategorii C Zici prvnich ro¢nika. Pro
zéky osmych tfid zdkladnich Skol je urlena kategorie Z, ve
které sout&ili i Zici dobihajicich devitych tiid ZDS. V této
kategorii se soutéZi ve tfech kolech, tlohy I. kola fe$i Zdci
doma nebo v krouZcich MO a mohou se pfitom radit se
svymi udliteli a vedoucimi. Nejlepsi fesitelé uloh I. kola
postupuji do II. kola, které je organizovdno v kazdém okrese
a md formu pisemné price, pfi které fesi Zaci Ctyfi tlohy.
Konalo se 2. tinora 1983. Z iniciativy krajskych vybora MO
probihd obdobné v kazdém kraji III. kolo; v krajich CSR
to bylo 16. dubna, v SSR 21. kvétna 1983. V kategoriich A,
B, C mi I. kolo dvé &asti, nejdiive fesi Zdci Sest uloh doma
nebo v matematickych krouZcich, druhd &ist md jiz formu
pisemné price a organizuje se na jednotlivych Skoldch.
Obdobné probihd i II. kolo, které organizuji ve vSech kra-
jich krajské vybory MO. V kategorii A se kond i kolo III.,
celostdtni. Jeho wcastnici fe$i ve dvou dnech Sest tiloh a nej-
lepsi z nich jsou vyhldSeni vitézi pfisluSného ro¢niku MO.
V kategoriich B, C se druhd &ist I. kola konala 9. tinora,
II. kolo 16. dubna 1983; v kategorii A to bylo 15. prosince
1982 a 12. tnora 1983.

Ulohy vybird pro viechny kategorie a vSechna kola pted-
sednictvo UV MO, pouze tlohy III. kola kategorie Z pii-
pravuji nékteré krajské vybory MO. Vsechny tlohy
32. ro¢niku MO jsou v dalsich &stech této rocenky uvedeny
i s feSenim. KaZd4 dloha je oznafena pismenem kategorie,
fimskd &islice znadi pfislusné kolo soutéZe a pak je uvedeno
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poradové cislo ulohy. U dtloh oznalenych 3a a 3b md sou-
tézici mozZnost volby, fe$i bud tdlohu 3a, nebo tdlohu 3b.
Ulohy I. kola druhé &isti (tykd se kategorii A, B, C) jsou
oznaleny pismenem S.

Celostatni kolo 32. ro¢niku MO se konalo ve dnech 5. aZ
8. kvétna 1983 v Pardubicich. Slavnostniho zahdjeni se
zulastnili doc. Miloslav Bohd¢, vedouci odboru skolstvi
KNV Vychodo&eského kraje, tajemnik KV SSM v Hradci
Krilové dr. Karel Prochdzka, zistupce OV KSC s. Milan
Slavitek a dalsi predstavitelé stranickych a stdtnich orgdni
kraje, okresu a mésta Pardubice. Doc. M. Bohd¢ vyzdvihl
ve svém projevu prdci ulitelt pfi pfipravé nové generace
a nejlep$im uditelim i Skoldm Vychodocdeského kraje predal
Cestnd uzndni za dlouholetou dspé&$nou prici v matematické
olympiddé a dalsi prospé$nou Cinnost pfi prdci s talenty.
SoutéZici pozdravil také s. Jan Kratochvil, byvaly Zdk pardu-
bického gymndzia a tspéSny ucastnik i mezindrodnich
matematickych olympidd. Prof. Morav¢ik piipomnél v zi-
véreném slové vyznam zdkona o jednotné $kole, od jehoz
schvéleni uplynulo jiZz 35 let. Béhem pobytu v Pardubicich
navitivili soutZici s ¢leny UV MO pamitnik »Zime&eke,
aby uctili pamdtku umucenych vlastenciit v dobé druhé svétové
vilky. Clenové UV MO byli pfijati na generilnim fedi-
telstvi sdruzeni UNICHEM jeho ekonomickym feditelem
s. ing. K. Kadparem, CSc., kde prob&hla beseda nejen
o uplatnéni matematiki v chemickém pramyslu, ale téz
o ochrané Zivotniho prostfedi pfi sou¢asném rozvoji chemie.
Daldi beseda se uskutelnila na gymndziu v Pardubicich
s Feditelem gymndzia dr. Z. Martincem. Pro soutéZici pfi-
pravil KV MO bohaty spole¢ensko-kulturni program: navsté-
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vu pamdtné obce Lezdky, besedu s ucastniky mistrovstyi
svéta v lednim hokeji a koncert folkové skupiny Kantofi.
Jako v pfedchdzejicich dvou ro¢nicich mohly byt jiz posled-
niho dne vyhldSeny vysledky; vitézové i dalsi Gsp&Sni reSitelé
obdrzeli spolu s diplomy i kniZni odmény. Kromé doc. M. Bo-
hd¢e mél hlavni zdsluhu na GspéSném prabéhu vlastni sou-
téZe a dalSiho programu pfedeviim dr. J. Kubdt, profesor
gymnadzia v Pardubicich a pfedseda KV MO, a jeho kolegové
L. Dvoidk, V. Kubdtovd, P. Pochobradsky a dal$i pracov-
nici.

B&hem roku se konala dvé zaseddni UV MO. Na pro-
sincovém se hodnotil pfedev§im prubéh minulého ro¢niku
MO a bylo dohodnuto vyhldsit v celostitnim kole vzdy
také poradi zdkd z tiid, které nejsou zaméfeny na matema-
tiku. Druhé zaseddni se konalo spolu s celostitnim kolem
MO v Pardubicich; hlavnimi body jedndni byla pfiprava
dalSiho ro¢niku MO, edi¢ni &innost a otizka zavedeni mate-
matické olympiddy i do nizSich tfid zdkladni Skoly. ProtoZe
kontilo funkéni obdobi UV MO, pod&koval jeho piedseda
prof. Morav¢ik viem ¢lentim za vykonanou prdci v mate-
matické olympiddé. Pfedsednictvo UV MO se schdzelo
jednou mési¢né, hlavni jeho Cinnosti byl vybér tloh i pro
dalsi ro¢niky MO, projedndni spoluprdce se SSM, organi-
zalni otdzky, ndplil semindit a soustfedéni apod.

Ve vSech krajich se konaji rizné akce, které maji nejen
pomdhat feSitelum uloh matematické olympiddy, nybrz
1 dal§$imi formami vyhleddvat matematické talenty, ddt jim
mozZnost uplatnit své matematické vlohy a ziskat je pro
studium technickych obord.

KV MO Praha pofddal pracovni predndSky pro feSitele
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kategorii B, C a ve spoluprédci s fakultni organizaci SSM
na matematicko-fyzikdlni fakult¢ UK pfipravil korespon-
denéni semindf. Vysledky v tomto semindfi byly hlavnim
kritériem pro ucast na podzimnim a lednovém soustfedéni,
ucastnici Cervnového soustfedéni byli vybirdni podle vysled-
ka ve II. kole MO.

Stfedolesky kraj pofddal pfipravné predndsky a konzul-
tace vzdy soucasné pro Zzdky nékolika $kol. Krajského kores-
ponden¢niho semindfe se zulastnilo 11 Zdkd. Pro 29 nej-
lepsich feSiteld tdloh matematické a fyzikdlni olympiddy
z z4kt zdkladnich $kol bylo uspofdddno krajské soustfedéni
v Janové n. N., pro 40 Zika stfednich $kol se podobné
soustfedéni konalo v zdfi.

V JihoCeském kraji byly ve vSech okresech na pomoc
uditelim zdkladnich $kol ve spolupridci s OPS organizoviny
instruktdZe k vedeni zdjmovych krouzkd MO. Tyto krouzky
vedli i posluchati Pedagogické fakulty v Ceskych Budé&jovi-
cich v rdmci spolefenskopolitické praxe. Primérnd ucast
v krouZcich byla 12 Zikd. Spolu s pobokou JCSMF se
uskute¢nilo 43 prednd$ek pro feSitele kategorii A, B, C
a tiikolovy koresponden¢ni semindf, jehoZ se zucastnilo 72
zéka z celého kraje. Nejlepsi jeho ucastnici byli pozvdni na
letni $kolu, kterd se konala v Cervnu v Zadové.

KV MO v Plzni zorganizoval dvé predndsky k soutéZnim
tlohdm kazdé kategorie, pfedndsky probéhly vidy ve tfech
stiediscich. PfedndSeli pracovnici katedry matematiky na
VSSE v Plzni. Pro ulitele zakladnich $kol probg&hly pred-
nasky k soutéZnim tulohdm v pét stfediscich; prednaSeli
pracovnici katedry matematiky na Pedagogické fakulté
v Plzni. V kraji se konal tfetim rokem korespondentni semi-
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naf ve dvou kategoriich; ztcastnilo se ho 57 studentd vys-
Sich ro¢nika stfednich Skol a 42 studentt prvnich a druhych
roénikii. Pro dspé$né fesitele MO, FO a v korespondenénim
semindfi se konalo v Cervnu soustfedéni, na které mohlo byt
pozvano 40 studentii. Korespondenéni semindf a soustfedéni
vedli pracovnici VSSE v Plzni.

V Severoceském Kkraji se jiZ tradi¢né kond tydenni soustie-
déni fesiteld uloh MO a FO v cervenci v Teplicich. Ve
ttyfech tfidach se ho zucastnilo 88 Zdkd, program zajistila
pobotka JCSMF v Usti n. L. Oblastni semindfe pro feSitele
MO se konaly v sedmi méstech kraje, celkem se konalo 34
semindfd pfi pramérné ucasti 13 Zdkd. Korespondenéni
semindf prob&hl ve dvou kolech pro kategorii B za ucasti
10 Zikt. Semindf organizuje Pedagogickd fakulta v Usti n. L.
Jiz druhym rokem pofddd KV MO soutéZ v matematice pro
Zdky tiiletych uebnich oborf stfednich odbornych udilist,

Koresponden¢ni semindf pro feSitele tloh MO Kkate-
gorie A a druhy pro kategorii B poifddal KV MO Vychodo-
Ceského kraje. Pro kazdou z téchto kategorii se konala dvé
soustfedéni, kterd probéhla vzdy ve dvou dnech, a to v pa-
tek a v sobotu. Nezapomnélo se ani na kategorii C, nejlepsi
feSitelé MO byli pozvdni na desetidenni soustfedéni do
Vysokého Myta v Cervnu.

Krajské soustfedéni uspéSnych resiteld MO a FO v kraji
Jihomoravském se konalo v &ervnu na SPS strojni v Jedov-
nicich. Trvalo tyden a zudastnilo se ho 28 studentl prvnich
ro¢niki a 28 student druhych roénika stfednich $kol.
Souddsti soustfedéni byla exkurze k pocitaci, besedy o teo-
retické kybernetice a o studiu na VUT a na pfirodovédecké
fakulté v Brné.
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Severomoravsky kraj je sidlem gymndzia M. Kopernika
v Bilovci, na némz jsou tfidy se zaméfenim na matematiku.
Toto gymndzium pofddalo setkdni feSiteld MO z tiid za-
méfenych na matematiku a také korespondentni seminafr.
KV MO organizoval sobotni besedy pro kategorie A, B, C,
jez se konaly v Olomouci a v Ostravé a zdroveit se na nich
setkdvali FeSitelé MO s vysokoskolskymi uditeli. Jako v ostat-
nich krajich pofddal i KV MO Severomoravského kraje
instruktdZe predsedd OV MO k ulohdm kategorie Z a in-
struktdZe referenti MO ze stfednich $kol.

Stejné instruktiZe byly pofdddny i v Bratislavé, kde se
dadle konaly koresponden¢ni semindfe pro Zéky stfednich $kol
s dvéma tydennimi soustfedénimi a pfedndsky pro vybrané
fesitele MO kategorie A. Soustfedéni bylo uspofdddno téZ
pro tspéSné feSitele kategorii B, C, Z. Krouzky MO na
zakladnich i stfednich Skoldch vedli ulitelé a studenti MFF
UK v Bratislavé.

Zipadoslovensky kraj pofddal instruktiZe pro uditele,
ktefi méli na starosti matematickou olympiddu na jednotli-
vych stfednich Skoldch. InstruktiZe vedl dr. O. Ralik z Pe-
dagogické fakulty v Nitfe. Doc. dr. K. Krizalkovi¢, CSc.,
z téZe fakulty vedl obdobné instruktdZe pro ucitele zdkladnich
$kol. Kromé matematickych krouzki se konalo pro ziky ZS,
tcastniky III. kola kategorie Z, pétidenni soustfedéni s pred-
ndSkami. Koresponden¢ni semindf probihal po cely $kolni
rok, Zdci fesili Glohy z péti témat, napfiklad »MrfiZové bodys,
»Geometrické nerovnosti« apod. Semindf vedl dr. P. Vra-
bel, CSc., z Pedagogické fakulty v Nitfe. Vybrani feSitelé
tloh koresponden¢niho semindfe se seSli na soustfedéni
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v Mlynkdch. Konalo se v ervnu a zudastnili se ho i Zdci
z Bratislavy a ze Stfedoslovenského kraje.

Stiedoslovensky kraj uspofddal pro 38 Zzdka stfednich
$kol v mésici zafi 1982 soustfedéni v Kuneradg, v fijnu pak
v sedmi okresech instruktdZe pro uclitele zdkladnich $kol.
Uspésni feSitelé I. kola kategorie A se sefli na semindfi
v Zilin& a 30 nejlepSich fesiteli krajského korespondenéniho
seminafe na pétidennim soustfedéni v Ndamestové.

Jako v kazdém roce se ve Vychodoslovenském kraji konaly
instruktdZe pro ulitele podle jednotlivych kategorii a jiZ
tradi¢ni krajsky koresponden¢ni semindf. Matematické
krouzky na S$koldch vedli predevsim ucitelé matematickych
kateder piirodovédecké fakulty UPJS v Kosicich.

O celostitnim korespondenénim semindfi, ktery organi-
zoval UV MO, piSeme v této rodence podrobn& v samostatné
kapitole. Pro pfipravu na mezindrodni matematickou olym-
piddu uspofddal UV MO dvé soustfedéni, jedno bylo tydenni,
druhé trvalo 14 dni. Obé& se konala v Kladné, objekty za-
jistilo MS CSR. P¥ipravu na MMO vedli pracovnici MU
CSAV dr. K. Horék, P. Liebl, dr. J. Mordvek, dr. J. Stras-
kraba, dr. A. Vrba a dr. A. Vencovskd, z MFF UK Praha
se podileli dr. J. Dane$ a dr. R. Svarc a byvali tspé&ini ulast-
nici MMO, nyni studenti MFF Jan Kratochvil a Jan Neko-
véf, jedno zaméstnini vedl dr. Kauki¢ z VSDS v Ziling.
Jaky vysledek tato dvé soustfedéni pfinesla, se doCtete v &dsti
této rofenky, kterd je vénovdna mezindrodni matematické
olympiddé.

UV MO vydiva v nakladatelstvi Mlad fronta edici Skola
mladych matematikd, ve které vychdzeji matematické bro-
Zurky pro stfedoSkoldky, nékteré brozurky jsou uréeny
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i pro ziky zdkladnich Skol. V prabéhu 32. ro¢niku vyslo
Sest svazki této edice:

A. Plocki: O nédhodé a pravdépodobnosti

A. Kufner: Symetrické funkce

P. Vit: Ret&zové zlomky

N. B. Vasiljev, V. L. Gutenmacher: Pfimky a kfivky

J. Gatial, T. Hecht, M. Hejny: Hry takmer matematické
a druhé vydéni broZzurky

F. Vesely: O nerovnostech a nerovnicich

Velkou roli pfi organizaci matematické olympiddy hraje
vybér tloh pro jednotlivé kategorie a jednotlivd kola soutéZe.
Kazdy rok je tfeba vybrat asi 60 vhodnych tloh. Proto vyhld-
sily JCSMF a JSMF jiz v roce 1966 konkurs na ulohy MO,
ktery stdle probihd. Kazdy md moZnost poslat na adresu
UV MO ndvrh tloh pro MO; nivrh ka?dé tilohy musi byt
vypracovin ve dvou exempldfich a musi obsahovat i feseni
tlohy. Pfijetim tlohy ziskdvi autor finanéni odménu a UV
MO préavo tlohu upravit a pouZzit.
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SEZNAM VITEZU A USPESNYCH RESITELU
CELOSTATNIHO KOLA 32. ROCNIKU MO

Vitézové

Poradi, jméno a pfijmeni, rocnik, zaméfeni tfidy, Skola.

1.-2,
3.—4.
5;
6.—17.
8.—9.
10.
11.—12.
13.—14.
15.—17.
18.—20.

Igor Kii%, 4., My, G W. Piecka, Praha 2

Ji#t Sgall, 4., M, G W. Piecka, Praha 2

Viadimir Danéik, 4., M, KoSice, Smeralova

Maridn Neamtu, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Xaver Gubds, 4., M, G A. Markus$a, Bratislava
Jaroslav Smejkal, 4., P, Velké Mezifiéi

Martin § tépdnek, 4., P, Jaromer

Juraj Baldzs, 3., MF, Kosice, Kuzmédnyho
Frantisek Vencl, 4., P, Ceskd Tiebovi

Ludmila Morav&kovd, 4., H, Zilina, Wolkerova
Petr Marsdlek, 3., P, Praha 4, Ohradni

Ji¥i Witzany, 3., M, G W. Piecka, Praha 2

Milan Kuchta, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Dusan Pospisil, 3., P, PovaZska Bystrica

Martin Cerny, 3., M, G W. Piecka, Praha 2

Viktor Martisovit$, 4., MF, G J. Hronca, Bratislava
Fdn Sef¢ik, 2., M, G A. Markusa, Bratislava

Marek Hatala, 4., M, Kosice, Smeralova
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21.-22.
23.

24.—-26.
27.—-28.
29.—-33.
34.—-36.
37.

38.—40.

Vladan Pecha, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
Pavel Valtr, 3., M, G W. Piecka, Praha 2

Dalsi uspésni Fesitelé

Roman Baéik, 4., M, G A. Markus$a, Bratislava
Igndc Teresédk, 3., P, Michalovce

Peter Karailiev, 4., P, Michalovce

Martin Foltin, 2., M, G A. Marku3a, Bratislava
Martin Klazar, 3., P, Louny

JiFi Susicky, 4., My, G W. Piecka, Praha 2
Stanislav Jelen, 4., MF, Karlovy Vary

Martin Kold¥, 4., P, Brno, Kfenova

Peter Borovansky, 4., MF, G J. Hronca, Bratislava
Fatima Covrékovd, 4., P, Strakonice

Petr Daniel, 4., P, G J. K. Tyla, Hradec Krélové
JiFi Soudny, 4., M, G W. Piecka, Praha 2

Zuzana TrangoSovd, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Rudolf Blasko, 4., MF, Zilina, Wolkerova

Petr Loucky, 2., M, G W. Piecka, Praha 2
Miroslav RySka, 3., P, Frydek-Mistek

Fan Danék, 4., MF, Zilina, Wolkerova

Ladislav Németh, 4., M, G A. MarkuS$a, Bratislava
Bronislav Suchy, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
Jifi Votinsky, 4., MF, Pardubice

Vsichni byli Zaky gymndzia (G),

zaméfeni tfidy: M — na matematiku
MF — na matematiku a fyziku
P — zaméfeni pfirodovédné
H — zaméreni humanitni
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Poradi Zdkt z tiid, které nejsou zaméfeny na matematiku:
Vitézové celostdtniho kola '

3.—4.

P N0

-----

Martin Stépdnek, Jarom&F

Juraj Baldzs, Kosice, Kuzményho
Frantisek Vencl, Ceskd Ttebova

Ludmila Moraviikovd, Zilina, Wolkerova
Petr Maridlek, Praha 4, Ohradni

Dusan Pospisil, Povazskd Bystrica

Viktor Martisovits, G J. Hronca, Bratislava

Dalsi uspésni fesitelé

9.
10.
11.
12.—13.

14.—16.

17.—18.

19.
20.

Igndc Teresédk, Michalovce
Peter Karailiev, Michalovce
Martin Klazar, Louny
Stanislav Felen, Karlovy Vary
Martin Kold¥, Brno, Kienova
Peter Borovansky, G J. Hronca, Bratislava
Fatima Corékovd, Strakonice
Petr Dantel, Hradec Krilové
Rudolf Blaiko, Zilina, Wolkerova
Miroslav Ry$ka, Frydek-Mistek
Fan Danék, Zilina, Wolkerova
Jifi Votinsky, Pardubice
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SEZNAMY NEFJUSPESNEFSICH RESITELU
II. KOLA KATEGORII 4, B, C

Z kazdého kraje a kazdé kategorie je uvedeno nejvyse
prvnich deset nejusp&néjsich Fesiteldi. Zamé&feni t¥id je ozna-
Ceno stejné jako u usp&nych fesiteld celostitniho kola, tfidy
gymnadzia s odbornymi pfedméty jsou oznaceny také P. Sou-
téZici kategorie C jsou Zdky 1. ro¢niku, soutéZici v kategorii B
jsou zdky 2. ro¢niku, pokud neni uveden 1. ro¢nik. Pokud
neni uvedena $kola, jde o gymndzium.

Praha

Kategorie A

| Igor K¥i%, 4., M, G W. Piecka, Praha 2

2.—3. Richard Pleva, 3., MF, Praha 3, Sladkovského
Jiii Su$icky, 4., M, G W. Piecka, Praha 2

4. Petr Maridlek, 3., P, Praha 4, Ohradni

5. Petr Valrr, 3., M, G W. Piecka, Praha 2

6. Petr Loucky, 2., M, G W. Piecka, Praha 2

7.—9. Petr Alexa, 4., M, G W. Piecka, Praha 2
Zdenék Culik, 3., M, G W. Piecka, Praha 2
Jiri Soudny, 4., M, G W. Piecka, Praha 2
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1.—-2.
3.—4.
5.—8.
9.
1.
2.
3.
4.
5.—6
7.
8.
1.
2.
3.
4.

Kategorie B

Fan Huéin, M, G W. Piecka, Praha 2

Jan Sigl, M, G W. Piecka, Praha 2

Adam Obdrzdlek, 1., M, G W. Piecka, Praha 2
Roman Tima, M, G W. Piecka, Praha 2

Leos Mevart, P, Praha 10, Vodéradska

Petr Paleta, M, G W. Piecka, Praha 2

Boris Perusié, M, G W. Piecka, Praha 2
Patrik Spanél, M, G W. Piecka, Praha 2
Viadimir Cmela, P, Praha 10, Vod&radskd

Kategorie C

Adam Obdrzdlek, M, G W. Piecka, Praha 2
Petr Hdjek, M, G W. Piecka, Praha 2

Ivan Libicher, P, Praha 4, Bud&jovickd

Petr Paviicek, M, G W. Piecka, Praha 2

. Martin Masdt, P, Praha 8, Ndhorni

Ivo Petrous, M, G W. Piecka, Praha 2
Martin Heisler, M, G W. Piecka, Praha 2
Karel Rott, M, G. W Piecka, Praha 2

StredocCesky kraj

Kategorie A

Perr Kold#, 3., P, Mladd Boleslav
Martin Dvordk, 4., P, Céslav
Perr Havelka, 4., P, Sedl¢any
Petr Zavadil, 4., P, Ri¢any
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5. Hana BlaZiékovd 4., P, Kolin
6. Perr Kuboii, 4., P, Mladéd Boleslav
7.—9. Antonin Kralik, 4., P, BeneSov
Jaroslav Lain, 4., P, Kralupy nad Vltavou
Pavel Novotny, 4., P. Beroun

Kategorie B

. Ondiej Zdgora, P, BeneSov

. Perr Sil, P, Mlad4 Boleslav

. Zdenk Petrds, SPS Mladé Boleslav
. Tomds Lorenc, P, Kolin

w0 N e

Kategorie C

. Jitka Rennerovd, P, Slany

. Karel Valter, P, Dobfis

. Jan Ornst, P, Brandys n. L.
. Ladislav Jelinek, P, Kladno

= N =

Jihocesky kraj

Kategorie A

1. Roman Bldha, 4., P, Ceské Budéjovice, Jirovcova
2.—5. Petr Bilek, 4., P, Tdbor
Fatima Corékovd, 4., P, Strakonice
Bohumir Slddek, 3., SPSE Pisek
Petr Tiller, 4., P, Tdbor
6.—7. Tomd§ Drtina, 3., P, Ceské Budé&jovice, Jirovcova
Ludmila Dvordkovd, 4., P, Milevsko
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Kategorie B

Zidny dspéiny fesitel

1

SN d RN

0.

o

e IS LI ol A

Kategorie C

Milan Stéch, MF, G K. Satala, Ceské Budé&jovice
Petr Faros, P, Pelhfimov

§i¥i Bozik, SPSE Pisek

Martina Vovesnd, P, Pisek

Ale§ Berdnek, P, Tdbor

Stanislav Benda, MF, G K. Satala, Ceské Bud&jovice
Josef Fictum, SPS Volyné

. Stanislav Hora, SPS Volyn&

Milan Theier, P, Kaplice
Faroslav Kostra, SPS stav., Ceské Budgjovice

Zapadodesky kraj

Kategorie A

Jaromir Vajgert, 4., P, Klatovy

Stanislav Jelen, 4., MF, Karlovy Vary

Michaela KiiZanovskd, 3., MF, G J. Fucika, Plzei
Miroslav Plevny, 3., P, Cheb

Radek Machatka, 3., MF, G J. Futika, Plzed

—17. Josef Béldé, 3., MF, G J. Fulika, Plzeii

Stépdn Trojan, 4., P, Cheb
Frantisek Adamec, 3., P, Ostrov n. O.
Tomds Martinek, 3., P, Ostrov n. O.
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Kategorie B

1. Ladislav Hanyk, MF, Karlovy Vary
2.—3. Sdrka Novi, MF, Karlovy Vary

Ivan Vrzal, MF, Karlovy Vary
4. Faromir Matas, P, Susice
5. Dominika Janikovd, MF, Karlovy Vary
6. Libor Martinek, MF, G J. Futika, Plzefi

Kategorie C

1.—2. Radovan Osoba, MF, Plze, ul. Pionyri
Ji¥i Pittner, MF, G J. Fulika, Plzent

3. Pavel Samek, MF, G J. Fulika, Plzeii

. Felix Wintr, P, Cheb
Michal Wittner, MF, Karlovy Vary
Tomds Mecl, MF, Plzefi, ul. Pionyra
Jakub Yaghob, MF, G J. Fulika, Plzen
Lubomir Perk, MF, G J. Fulika, Plzeni
Hynek Valenta, MF, Plzefi, ul. Pionyru

10. Kamil Meisl, MF, G J. Futika, Plzen

>
|
&)

©®Na

Severolesky kraj

Kategorie A

1. Pavel Vitovec, 4., P, Litvinov

2. Martin Klazar, 3., P, Louny

3.—4. Pavel Krtous, 2., MF, Liberec
Radek Mojdl, 4., P, Most

5.—8. Jaromir Drdbek, 4., P, Jablonec n. N.
Petr Jaklin, 3., P, Usti n. L.
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$i#i Kunc, 4., P, Usti n. L.
Pavel Satrapa, 4., P, Kadaii

9.—10. Michal Krejéik, 4., P, Jablonec n. N.
Jaroslav Novdk, 4., P, Liberec

Kategorie B

1.—2. Pavel Krtous, MF, Liberec
Herbert Salov, P, Rumburk
3. Davwid ‘Veverka, P, Litoméfice

Kategorie C

1. Petr Sleich, P, D&in

2.—3. Pavel Benilek, P, Zatec
Michal Janus, P, Tanvald

4. Michal Kukla, P, Tanvald

5. Ondfej Pavlata, P, Jablonec n. N.

6.—8. Ivan Perman, P, Liberec
Daniel Svoboda, P, Roudnice n. L.
Milan Vodiéka, P, Litomé&fice

9.—10. Marek Spika, SPS stroj. a el., Liberec
Renata Flajsmanovd, P, Tanvald

Vychodotesky kraj

Kategorie A

1.—3. Martin Stépdnek, 4., P, Jaromé&f
Frantisek Vencl, 4., P, Ceskd Ttebové
iFi Votinsky, 4., MF, Pardubice
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4, Ales Kratochvil, 4., P, Hofice
5. Petr Daniel, 4., MF, G J. K. Tyla, Hradec Krilové
6. Magda PraZanovd, 4., P, Policka
7.—8. firi Hofman, 4., P, Hofice
Zbynék Linhart, 3. MF, Pardubice

Kategorie B

. Ludék Brukner, MF, Pardubice

. Petra Sekyrovd, MF, Hradec Krélové, Simkova

Radka Joudalovd, MF, Hradec Krilové, Simkova

. iii Kristek, SPS el., Pardubice

Ales Hybner, MF, G J. K. Tyla, Hradec Krédlové

. Hana Partykovd, P, Havlickiv Brod

. Tvan Picek, MF, Hradec Krilové, Simkova

. Veronika Majerechovd, MF, Pardubice

. Jaroslav Tachovsky, MF, G J. K. Tyla, Hradec Krdlové
. Jan Tunys, P, Semily

O 0NV A WD

1

(=]

Kazegorie C

1. Michal BlaZej, P, Trutnov

2. Lubos Dvordk, MF, Pardubice

3. Nata$a Formanovd, P, Rychnov n. K.

. Ji¥i Novdéek, P, Jaromé&r

. Jan Vdora, P, Lanskroun

. Michal Fiala, P, Litomysl

. Zbynék Novotny, MF, Hradec Krilové, Simkova

'S

NN\

32



Jihomoravsky kraj

Kategorie A

1. Faroslav Smejkal, 4., P, Velké Mezifici

2. Faroslav Stefnek, 4., P, Straznice

3.—4. Tomds Nekvapil, 3., P, Brno, Elgartova
Petr Slavik, 4., MF, Brno, Konévova

5. Martin Kold#, 4., P, Brno, Kfenovd

6. Ivo Pandéek, 4., P, Jihlava

7.

Zdenék Kovd#, 3., P, Brno, Slovanské nim.

8.—9. Dus$an Vaskovic, 4., MF, Uhersky Brod
Tomds Werner, 4., MF, Brno, kpt. Jarose
10. Radek Pdilenik, 4., P, Prost&jov

Kategorie B

1. Martin Kovd#, MF, Brno, kpt. Jarose
2.—3. Olga Pekdrkovd, P, Gottwaldov
Zuzana Manovd, SPS Brno, Kotlafskd
4. Karel Skoupy, P, Blansko
5.  fi#i Cirtek, P, Znojmo
6.—7. Vit Kratochvil, P, Ttebi&
Miroslav Skoupy, P, Blansko

Kategorie C

1. Michal Krupka, MF, Brno, kpt. Jarose
2. Petr Brada, P, Ttebit ¢

3. Richard Seda, P, Blansko

4. Libor Skfitka, MF, Brno, kpt. Jarose

33



5. Petr Bartl, MF, Brno, kpt. Jarose
6. Marek Prisa, P, Brno, Koné&vova

Severomoravsky kraj

Kategorie A

1 Martin Grajcar, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
2. Ladislav Svec, 4., P, Sternberk
3. Viadan Pecha, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
4.—5. Petr Addmek, 2., M, G M. Kopernika, Bilovec
Miroslav Ryska, 3., P, Frydek-Mistek
6.—7. Bronislav Suchy, 4., M, G M. Kopernika, Bilovec
Miloslav Vasiek, 4., P, Ostrava, Smeralova
8. Pavel Krdémar, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec
9.—10. Ales Cieply, 4., P, Ostrava, Smeralova
Ivo Cermdk, 3., M, G M. Kopernika, Bilovec

Kategorie B

1. Petr Addmek, M, G M. Kopernika, Bilovec

2. Farmila Ranosovd, M, G M. Kopernika, Bilovec

3.—4. ¥i#i Kopecky, SPSE Olomouc, BoZetéchova
Petr Pdnek, P, RoZznov p. R.

5. Premysl Dédic, M, G M. Kopernika, Bilovec

6. Ivo Stanék, M, G M. Kopernika, Bilovec

7. Miroslav HoSek, P, Bruntil

8.—9. Vladimir Jasek, SPSE Olomouc, BoZetéchova
Roman Kantor, M, G M. Kopernika, Bilovec
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Kategorie C

1. Viadimir Kordula, M, G M. Kopernika, Bilovec
2. Martin Blamy, M, G M. Kopernika, Bilovec
3. Ales Pofizka, M, G M. Kopernika, Bilovec
4.—5. Antonin Franek, M, G M. Kopernika, Bilovec
Tomds§ Skalicky, P, Olomouc, Jifiho z Podébrad
6. Michal Hrabdk, M, G M. Kopernika, Bilovec
7. Roman Stanék, M, G M. Kopernika, Bilovec
8.—9. Otrro Fiinger, M, G M. Kopernika, Bilovec

Radim Novdk, P, Ostrava-Poruba
10. Jana HoluSovd, M, G M. Kopernika, Bilovec

Bratislava

Kategorie A

1. Hana Rieéanovd, 4., MF, G J. Hronca, Bratislava

2.—6. Maridn Blecha, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Peter Borovansky, 4., MF, G J. Hronca, Bratislava
furo Dubrava, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Viktor MartiSovits, 4., MF, G J. Hronca, Bratislava
Martin Zeman, 4., P, Bratislava, Tomasikova

7.—8. Roman Balik, 4., M, G A. Markusa, Bratislava
Jan Seféik, 2., M, G A. Markusa, Bratislava

9. Milan Kuchta, 4., M, G A. Markusa, Bratislava

10. Xaver Gubds, 4., M, G A. Markusa, Bratislava

Kategorie B

1. Jdn Seféik, M, G A. Markusa, Bratislava
2. Ewa Kopeckd, MF, G J. Hronca, Bratislava
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3. Peter Volek, P, Bratislava, Metodova

4. Martin Knor, M, G A. Markusa, Bratislava

5. Martn Foltin, M, G A. Markusa, Bratislava

6. Peter Fedor, P, Bratislava, Metodova ,
7. Maridn Sumsala, M, G A, Markusa, Bratislava

1.—-2.
3.—4
5.—6
7.
8.—9
10.
1.
2.—3.
4.—5.
6.—10.
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Kategorie C

Juraj Griaé, MF, G J. Hronca, Bratislava \
Ivan Poldch, MF, G J. Hronca, Bratislava:

. Stanislav Meduna, MF, G J. Hronca, Bratislava

Robert Trdvnik, MF, G J. Hronca, Bratislava A

. Katarina Petroviéovd, MF, G J. Hronca, Bratislava

Anna Vojtkovd, MF, G J. Hronca, Bratislava
Zuzana Semmerovd, MF, G J. Hronca, Bratislava

. Mdria OrgondSovd, MF, G J. Hronca, Bratislava

Martin Uher, MF, G J. Hronca, Bratislava
Viadimir Potisk, MF, G J. Hronca, Bratislava .

Zipadoslovensky kraj

Kategorie A

Roman Sdsik, 4., P, Nitra-Parovce
Viadimir Berus$, 4., P, Zlaté Moravce
Anna Valkéovd, 3., P, Levice

Danica Rapikovd, 3., P, Trencin

Jozef Rohdé, 4., P, G E. Gudernu, Nitra
Juraj Baranovié, 4., P, Trnava

Igor Kravdr, 4., P, Nitra-Pdrovce

Tibor Lovdsz, 4., P, madarské G, Komdrno



Hyacint Mircz, 4., P, madarské G, Galanta
Norbert Oriskd, 4., P, madarské G, Galanta

Kategorie B

Dusan Kusenda, SPSE Piedtany
. Yuraj Bdtora, P, Banovce n. B.
. Pavol Kulerdk, P, Myjava

. Viktor Csiba, SPSCh Sala
.S tefan Hajdin, P, Malacky

. Jan Mrdzik, SPSE Piestany

< NS I NI R

Kategorie C

. Peter Elid$, SPSE Stara Turé

. Stefan Furitek, P, Skalica

Rdbert Fakubik, P, Levice

. Peter Klein, 8. tida 7. ZS Pie$tany

. Katarina RekoSovd, P, Nitra-Parovce

. Zsuzsa Ivanicsovd, P, madarské G, Komarno
Ivan Kovdr, P, Myjava

Ernest Merihart, P, Levice

. Ladislav Oresko, P, G E. Gudernu, Nitra

. Rudolf Bocdn, P, Levice

00NN AW N

ot
o

Stfedoslovensky kraj

Kategorie A

1. Duslan Pospisil, 3., P, Povazska Bystrica
2.—3. Martin GaZo, 4., P, Martin
Ludmila Moravéikovd, 4., H, Zilina, Wolkerova
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4, Peter Dubec, 4., P, Rimavskd Sobota
5.—6. Lubos Aldé, 3., MF, Zvolen
Jdn Danék, 4., MF, Zilina, Wolkerova
7. Roman Gajdosech, 3., M, Zilina, Velkd Okruznd

Kategorie B

1. Igor Odrobina, MF, Zilina, Velkd Okruzni

2. Miroslav Mensik, P, Banskd Bystrica, Tajovského

3.—4. Richard Nemec, P, Banskd Bystrica, Tajovského
Alexander Vengrin, P, Rimavskd Sobota

Kategorie C

1. Jozef Cierny, MF, Zilina, Velki Okruzni

. Milan Kubala, MF, Zilina, Velkd OkruZni

. Gabriela Lestdkovd, P, Banskd Bystrica, Tajovského
. Katarina Gemelovd, P, Prievidza

. Yuraj Buchta, P, Cadca

Katarina Stykovd, P, Banskd Bystrica, Tajovského
. Peter Uher, P, Prievidza

Roman Jezo, P, Dubnica n. V.

. Robert Germi¢é, MF, Zilina, Velki Okruzni

Vychodoslovensky kraj

Kategorie A

1. Viadimir Danéik, 4., M, Kosice, Smeralova
. Marek Hatala, 4., M, Kogice, Smeralova
3. Peter Karailiev, 4., P, Michalovce
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4, Igndc Teresédk, 3., P, Michalovce

5. Frantisek Bobeni¢, 3., M, Kosice, Smeralova

6.—7. Peter Belédk, 4., M, Kosice, Smeralova
Dusan Cupka, 3., P, Poprad

Kategorie B

1. Jana Goceliakovd, P, KeZmarok
2. Peter Trembecky, M, Kosice, Smeralova
3.—4. Peter Cajka, P, KoSice, Srobdrova

Fdn Lisny, SPSE PreSov

Kategorie C

1.—2. Mdria Curnekovd, M, KoSice, Smeralova
Fana Istvdnikovd, M, KoSice, Smeralova

3.—5. Peter Cirip, P, PreSov, Konstantinova
Daniela Gavalcovd, M, KoSice, Smeralova
Vladimir Hasik, SPSE Kogice

6. Anton Gromoczki, SPSE Kosice

7. Roman Maslenka, M, KoSice, Smeralova

8. Bedta Vavrin&kovd, M, Kosice, Smeralova

9.—10. Igor Bilik, P, PreSov, KonStantinova
Mdria Medvidovd, P, KoSice, Srobédrova
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Kategorie Z

ULOHY 1. KOLA
Z-1-1

Kazdy ze Sesti kamardadti md dfevénou kostku, jejiz kazdd
sténa je obarvena jednou z barev bild, Zlutd, Cervend, zelend,
modrd, Cernd. Na ziddné kostce nejsou dvé riizné stény obarve-
ny stejné a proti bilé st€né je vidy st€na Cernd. Kostky se lisi
pouze umisténim daldich barev, napiiklad AlSova kostka ma
proti zelené stén& sténu modrou, kdeZzto u Honzovy kostky
jsou zelend a modrd sténa sousednimi sténami. Mohou byt
kostky vSech Sesti kamarddd obarveny tak, aby se kazdé dvé
lisily 2 :

ReSeni. Kazdou z kostek miZeme jedinym zpuisobem po-
loZit pfed sebe na stil tak, Ze horni sténa je bild (dolni sténa
je tudiZ &ernd) a pfedni sténa Cervend. Jednotlivé kostky se
pak li8i podle toho, jakou barvu maji zadni, levd a pravd sténa
kostky. Je-li napfiklad zadni sténa modrd, miZe byt levd
sténa zelend a pravd Zlutd nebo leva sténa Zlutd a pravi zelend.
Dalsi dvé moZnosti dostaneme, kdyZ je zadni sténa zelend,
levd strana miZe byt Zlutd a pravd modrd, nebo obracené.
Konetné muzZe byt zadni sténa Zlutd, dostaneme tak jesté dvé
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moznosti - bud je leva sténa modrd a pravé zelend, nebo obra-
cené. Celkem mdme Sest moZnosti, jak obarvit zadni a obé
bolni stény krychle. Kostky vSech Sesti kamarddii mohou byt
tedy obarveny tak, aby se kazdé dvé kostky lisily.

Z-1-2

Mezi misty A a B tvofi ulice &tvercovou sit, strana kazdého
&verce m&ti 100 m (obr. 1). Jakou nejmensi vzdilenost musi
ujit chodec, aby se dostal z mista A po ulicich do mista B?
Kolika moZnymi zptisoby to mtiZe provést? Pfitom povaZzuje-
me dvé cesty za riizné, jakmile se 1i§i asponi jednim tseken.

Obr. 1

ReSeni. Nejkratsi cesta z mista A do mista B bude takovi,
pii které jde chodec vzdy jen »doprava« nebo »nahoru«, ne-
vraci se zpét »dolii« nebo »doleva«. Pfitom musi ujit &tyfi
useky doprava a tfi tseky nahoru, nejkratsi vzdilenost je tedy
700 m. Chodec nemuZe ovSem nejdfiv ujit vSechny &tyii dseky
doprava, nejvySe po tfech usecich doprava musi jit aspoi
jeden tsek nahoru. PfipiSme si na pldnku mésta ke kazdé kfi-
Zovatce (islo, které uddvi, kolika moZnymi zptisoby lze k této
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kiizovatce dojit nejkratsim zplusobem z bodu A. Zatneme
u kfiZovatek, které lezi nejblize k bodu A, a postupujeme aZ
k bodu B. Kazdé pripsané (islo je sou¢tem téch Cisel, kterd
stoji od ného nalevo a pod nim. Jdeme-li totiZ nejkratSim
zpusobem, muzeme ke kazdé kfiZovatce pfijit jen zleva nebo
zdola. Vysledek je zndzornén na obr. 2. Celkem je 24 moZnosti,
jak dojit nejkratsi cestou z mista A do mista B.

10 24

Obr. 2

Z-1-3

Sedmindsobny souget dvou dvojcifernych &isel je desetkrit
vétsi nez jejich rozdil. Uréete vSechny takové dvojice.

ReSeni. Hledand &isla oznadime x, y, jejich sedmindsobny
soucet je 7(x + y) a ten md byt desetkrat v&tsi neZ jejich
rozdil x —y. M4 tedy platit 7(x + y) = 10(x — y). Tuto
rovnici upravime na tvar 17y = 3x. Je tedy Cislo 3x délitelné
¢islem 17, a protoZe jsou &isla 3 a 17 nesoudélnd, musi byt
Cislo x dé&litelné &islem 17. Zdrovei vime, Ze je to Cislo dvoj-
ciferné, muZe se proto rovnat pouze né€kterému z Cisel 17, 34,
51, 68, 85. Ke kazdé z t&chto hodnot x vypolteme z rovnice
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17y = 3x ¢&islo y. Dostaneme tak dvojice (17, 3), (34, 6),
(51, 9), (68, 12) a (85, 15). JelikoZ &islo y md byt také dvoj-
ciferné, md naSe uloha pouze dvé feSeni: x = 68, y = 12
ax =285y =15

Z-1-4

Z krychli o hran& 1 cm jsme slepili krychli o hrané 4 cm.
Potom jsme sténdm velké krychle pfiradili ¢isla 1, 2, 3, 4, 5
a 6 stejnym zpasobem jako na hraci kostce, tj. na protéjsich
sténdch jsou Cisla 1 a 6,2 a 5, 3 a 4. Kazdé z téchto &isel jsme
napsali na pfislusné sténé do kazdého pole &tvercové sité
vytvoiené hranami malych krychli. Velkou krychli jsme pak
opét rozdélili na puvodni malé krychle a pro kaZzdou malou
krychli jsme vypocetli soucet viech &isel, kterd na ni byla na-
psdna.

Zjistéte:

a) Kolik je celkem malych krychli se sou¢tem rovnym ¢&islu 2 ?

b) Kolik je celkem malych krychli se sou¢tem rovaym &islu 6 ?

c) Jaky je nejvétsi moZny soucet a kolik existuje malych
krychli s timto nejvét§im soudtem ?

ReSeni. Na nékterjch malych krychlich nebude napsino
Zadné &islo; je jich 8 a jsou to ty, které leZely uvnitf velké
krychle. Potom maZeme ke kaZdému z &isel 1, 2, ..., 6 najit
Ctyfi malé krychle, které maji toto ¢islo napsano na jedné své
sténé a k dal$im sténdm nemaji pripsdno Zddné &islo. Jsou to
ty malé krychle, které leZi pfi st€ndch velké krychle, aviak ne
pri jejich hrandch. Vynechdme-li ty malé krychle, které lezi
v rozich velké krychle, leZi pii kazdé hrané velké krychle dvé
malé krychle, které maji na svych sténdch pfipsdna pravé dvé
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raznd &isla. Nejsou to vSak takova dvé &isla, jejichz soudet je 7.
Konetné je v kazdém rohu velké krychle jedna mald rohova
krychle, ktera bude ‘mit pfipsdna tfi Cisla; Zddnd dvé z nich
nemaji soucet rovny &islu 7.

Soucet 2 maji pouze ty Ctyfi malé krychle, které maji pfi-
psdno &islo 2 na jedné své sténé a ostatni stény prdzdné.
Soucet 6 maji ty Ctyfi krychle, které maji popsénu jen jednu
sténu, a to Cislem 6, ddle ty malé krychle, které maji pfipsdna
pravé jen dvé Cisla, a to &isla 1 a 5 nebo 2 a 4, celkem tedy
opét ctyfi krychle, a konetné ta jedna rohova krychle s pfi-
psanymi Cisly 1, 2, 3. Celkem je tudiZ devét malych krychli
se soultem 6. Nejvétsi soutet mizZe byt jen 6 + 5+ 4 = 15
a patfi k nému jedind mald krychle v rohu velké krychle.

' Z-1-5

Sestrojte pétithelnik ABCDE, jestlize plati |AB| =1,
|BC| =2, |CD| =3, |[DE| =4, |AE| =5 a uhly ABC
a CDE jsou pravé.

ReSeni. Piedpoklddejme, Ze pétitihelnik pozadovanych
vlastnosti existuje. ProtoZe je tthel CDE pravy,. |CD| = 3,
|DE| = 4, musi byt podle Pythagorovy véty |CE| = 5. Odtud
jiz plyne konstrukce hledaného pétitthelniku: Sestrojime
pravouhly trojihelnik ABC s odvésnami |AB| = 1, |BC| = 2.
Dile sestrojime rovnoramenny trojuhelnik 4ACE se zdkladnou
AC, jehoz ramena AE, CE maji délku 5. To lze, protozZe

1 1 -
E]AC | = 31/5 < 5. Nad pfeponou CE pak sestrojime pravo-

thly trojuhelnik CDE s odvésnami |CD| =3, |DE| = 4.
Uloha m4 sice vice feSeni, protoZe pfi konstrukci bodu E
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i bodu D mdme vzdy dv& moZnosti, aviak jen jeden pétivihel-
nik poZadovanych vlastnosti je konvexni (obr. 3).

Obr. 3

Z-1-6

Je dédna krychle ABCDA’B'C’D’ o hrané délky 10. Kulova
plocha protind sténu BCC’ v kruZnici vepsané &tverci BCC'B’
a prochdzi sttedem S prot&jsi stény ADD’'A’. Urdete stied
a polomér této kulové plochy.

Reseni. Ozna¢me O stied uvaZované kulové plochy a r jeji
polomér. ProtoZe protind sténu BCC’ v kruZnici vepsané
&tverci BCC'B’, lezi jeji stfed O na pfimce, kterd prochdzi
sttedem 7 tohoto ¢tverce a je k jeho roviné kolmd. Tato
pfimka protind sténu ADD’ ve stfedu S ¢tverce ADD'A’
(obr. 4). V ném se kulovd plocha stény ADD’A’ dotyki.
Oznadme jesté K stfed tuseCky BC; uvazovand kulova plocha
jim prochdzi, proto je |[OK| = r. Bod O leZi na polopfimce
ST, |SO| = r, proto je |OT| =10 — r nebo |OT| = r — 10,
podle toho, zda je r vétsi nebo mensi nez 10. UZitim Pythago-
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Obr. 4

rovy véty na pravouhly trojuhelnik OTK dostivime pro r
rovnost

2 — (10 — r)2 = 25,

odkud plyne » = 6,25. Stfed O nasi kulové plochy leZi na
polopfimce ST ve vzdilenosti 6,25 od bodu S.

ULOHY II. KOLA

Z-1-1

Ttindctinasobny rozdil dvou dvojcifernych Cisel je devét-
kréat v&t8i neZ jejich soudet. Najdéte viechny takové dvojice.
ReSeni. Oznadime-li hledand &sla x, y, md platit
13(x — ) = 9(x + y),tedy4x = 22y. Na rozdil od podobné
tlohy v I. kole nemiZeme nyni z posledni rovnice tvrdit,
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Ze Cislo x je délitelné &islem 22. Rovnici musime nejdfive
délit dvéma, dostaneme 2x = 11y. Cisla 2 a 11 jsou nesou-
délnd, a proto musi byt &islo x délitelné &islem 11. Protoze
je dvojciferné, prichdzeji v ivahu &isla 11, 22, 33, 44, 55, 66,
77, 88, 99, a Zzddnd jind. Vyndsobime-li kaZdé z téchto Cisel
dvéma a délime &islem 11, dostaneme pfisluSnou hodnotu y:
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18. Prvni &tyfi nejsou dvojcifernd,
feSenim wlohy jsou tyto &tyfi dvojice: (55, 10), (66, 12),
(77, 14), (88, 16) a (99, 18).

Z-11-2

Sestrojte lichob&Znik ABCD, pro ktery plati |AB| =8,
|BC| = 6,|<C ABC| = 30°a tihel pfi vrcholu A4 je pravy.
Vypoctéte délky stran AD, CD.

ReSeni. Sestrojime usetku AB délky 8, dile polopfimku
BM tak, aby |<C ABM| = 30° (obr. 5), na ni bod C tak, aby
|BC| = 6. Bodem C vedeme rovnobé&zku s pfimkou AB,
jeji prusetik s kolmici k pfimce AB vedenou bodem A4 je

M

Obr. 5
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vrchol D. Oznaéme P patu kolmice vedené bodem C k piimce
AB a E bod soumérné sdruZeny k bodu.C podle piimky 4B.
Trojuhelnik CBE- je rovnostranny, protoZe' |CB| = |CE|
a|<¢ CBE| = 60°. Podle Pythagorovy véty nebo podle vzorce
pro velikost vy$ky v rovnostranném trojihelniku je |PB| =
=33, a tudiZ |CD| = |4AB| — |PB| =8 — 3 |/3, |AD| =
= |PC| = 3. ‘ 3

Z-11-3

Drievénou krychli o hrané délky 7 cm natfeme Cervené
a pak rozfizneme rovinnymi fezy na 73 krychliek, z nichZ
kazdd bude mit hranu dlouhou 1 cm. Kolik krychli¢ek bude
mit jednu Cervenou sténu, kolik bude mit dvé Cervené stény
a kolik t#i? ' ey

ReSeni. Ty krychli¢ky, které vzniknou z rohti velké krychle,
budou mit kazdd tfi Cervené stény. Takovych krychli¢ek
je 8. Ty krychli¢ky, které jsou umistény p¥i hranich velké
krychle, avsak nikoli v rozich, maji obarvené dvé& stény.
Krychle md 12 hran, pfi kazdé hrané je 5 krychli¢ek uvaZo-
vaného typu, celkem tedy 60. Jednu Cervenou sténu budou
mit ty krychlicky, které lezi pifi sténdch pavodni krychle,
nikoli vSak pfi hrandch. Pri kaZdé sténé je jich 25, celkem
6.25 = 150. Vysledek je tudiz 150, 60, 8.

Z-11-4

Na kruznici £ o poloméru » = 10 cm jsou zvoleny body 4,
B, C, D tak, ze AB a CD jsou kolmé pruméry kruZnice %.
Vypoltéte obsah pranikd kruhd, které jsou ohraniteny
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kruZnicemi prochdzejicimi body C, D, kdyZ jedna z nich
ma stfed v bodé A, druhd v bodé B.

ReSeni. Uhel CAD je pravy (obr. 6), protoze ABCD je
¢tverec, Vypolitdme obsah ¢tvrtkruhu ohranic¢eného poloméry

AC, AD, odetteme obsah trojihelniku ACD. Tim dostaneme
obsah jedné ze dvou shodnych kruhovych isedi, ze kterych
se sklddd pranik kruh@ ze zaddni dlohy. Hledany obsah je
proto

1 1 . _ _
p =2 -Z-T:a2———é-a2 ykdejea=|AC|=r]2=10}2,

tedy

P =100(r — 2)= 114.
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ULOHY III. KOLA V CSR
Ulohy ptipravil KV MO Stfedoteského kraje

Z-1-1

Mnohothelnik na obr. 7, ktery se sklddd z 36 &tvercd
o strané 7 mm, rozdé&lte pfimkou prochdzejici bodem X na
dva obrazce o stejném obsahu.

-

Obr. 7

ReSeni. Spojime-li bod X pfimkou s bodem K, sklid4 se
ta &ist mnohothelniku, kterd leZzi pod pfimkou XK, z troj-
thelniku XMK a $esti &tvercd o strané 7 mm; celkovy obsah

1
je 77.7.3.7 + 6.72 =16,5.72 (mm?), coZ je méné neZ

polovina obsahu celého mnohouhelniku. Vedeme-li pfimku
bodem X a bodem L, sklddd se &ist mnohothelniku pod
pfimkou XL opét z Sesti &tverct o strané 7 mm a z troj-

1
thelniku XML; celkovy obsah této &isti je 2 7.7.4.7 +
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+ 6.72 = 20.72 (mm?). To je vice neZz polovina obsahu
celého mnohodhelniku. Hledand pfimka bude proto pro-
chézet né€kterym bodem Y na tseéce KL. Oznalme v vzda-
lenost bodu Y od bodu K. Obsah ¢&isti mnohothelniku pod

1
pfimkou XY se pak rovnd -2—7.7.(3.7 + 9) + 6.72a to md

byt polovina obsahu celého mnohouhelniku, tedy 18.72,
odkud plyne » =3 mm. Tim je bod Y urlen, a tim téZ
hledand pfimka.

Z-11-2

Soucet tfi celych kladnych ¢&isel, z nichZ jedno se rovnd
soudinu zbyvajicich dvou, je 47. Kterd jsou to &isla? Najdéte
viechna feSeni lohy.

ReSeni. Hledand &sla oznadime x, y, 2. Necht se &islo z
rovnd soudinu zbyvajicich, tedy 2 = xy. Podle podminky
tlohy md platit x + y + xy = 47, coZ muZeme psit ve
tvaru (x + 1) (y + 1) = 48. ProtoZe x, y jsou kladnd celd
Cisla, jsou ¢&isla x + 1, y + 1 celd a vé&tsi neZ 1. RozloZme
Lislo 48 v soudin dvou celych &isel vétSich nez 1, dostaneme
tyto moZnosti (nepfihliZime k pofadi linitelt): 48 = 2.24,
48 = 3.16, 48 = 4.12 a 48 = 6.8. Cisla x, y jsou pak vidy
o 1 mensi neZ vypsané &initele, &islo 2 je soulinem d&isel x, y.
Dostaneme tak &tyfi trojice &isel, které jsou feSenim tlohy:
(1, 23, 23), (2, 15, 30), (3, 11, 33) a (5, 7, 35).

Z-11-3

Na diselnou osu umistime do obrazu &isla O figurku.
Figurkou pohybujeme tak, Ze ji pfi kaZdém tahu pfemistime
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do obrazu sousedniho celého ¢&isla, doprava nebo doleva.
Figurka se muZe vracet, obrazem nékterého <isla muze
projit nékolikrdt. Z obrazu ¢isla O se mdme dostat do obrazu
Cisla 5 prdavé deviti tahy. Kolika rdiznymi cestami muize
figurka jit?

ReSeni. Je ziejmé, Ze z deviti taht musime sedmkrdt
tdhnout doprava (k vétdimu ¢islu) a dvakrdt doleva. Zalezi
ted na tom, pfi kterych dvou tazich tdhneme doleva. Moz-
nosti je tolik, kolika zpuisoby je moZno vybrat dvé &isla
z &sel 1, 2, ..., 9. To je mozZno 36 zptisoby.

Z-11-4

Je ddna pfimka p a na ni bod P. Narysujte usecku AB,
kterd obsahuje bod P, jestlize je vzddlenost bodu A4 od
pfimky p» 3 cm, vzddlenost bodu B od pfimky p se rovna
1,5 cm a |AP| =5 cm. Na pfimce p sestrojte body X, ¥
tak, aby byl trojuhelnik AXY rovnoramenny s rameny XA,
XY a aby pfimka BX pilila tthel AXY. Vypotitejte velikost
zdkladny rovnoramenného trojihelniku AXY.

ReSeni. Ve vzdilenosti 3 cm od pfimky p sestrojime p¥im-
ku rovnob&Znou s pfimkou p a zvolime na ni bod A tak,
aby |AP]| = 5 cm. Bod B lezZi na polopfimce opacné k polo-
pfimce PA a na pfimce ¢ rovnobé&Zné s piimkou p ve vzdd-
lenosti 1,5 cm. Je-li trojihelnik AXY rovnoramenny se
zdkladnou AY a je-li pfimka BX osou uhlu AXY, je tato
pfimka i osou zdkladny AY. Proto je |BA| = |BY|. Bod Y
tedy sestrojime jako prusecik pfimky p a kruZnice o stfedu B,
prochdzejici bodem A. Takové priseCiky jsou dva. Zvoli-
me-li libovolny z nich za bod Y, sestrojime k nému bod X

52



jako pruse¢ik piimky p s osou tsetky AY. Uloha mi dvé
feSeni (obr. 8). Oznatme A’ a Y’ paty kolmic vedenych
body A, Y na pfimku ¢. Z pravouhlych trojihelnikit BAA’
a BYY' plyne (vSechny vzdélenosti uddvime v cm):

|BA'| = |/7,52 — 4,52 =6,
IBY’| = }/7,5% — 1,52 = }/54 = 3 J/6.

Obr. 8

Pii jednom fefeni je |A'Y’| = |BY’| — |BA'| =3 /6 —6,
pro druhé feleni plati |4'Y’| = |BY’| + |BA'| = 3/6 + 6.
Dile je |AY[2 = |A'Y'|> + 32, takZe |AY|2 = 9 (11 — 4 /6)
pii prvnim feSeni a |AY|2 =9 (11 + 4 VE) pii druhém
feSeni.

ULOHY III. KOLA V SSR

Z-11-1

K dvojcifernému prirodzenému <&islu pripotitajte pri-
rodzené ¢&islo k nemu obritené, tj. &islo, ktoré dostanete
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zdmenou ¢islic daného dvojciferného ¢&isla. Ndjdite vSetky
dvojciferné prirodzené &isla, o ktorych plati, Ze sucet daného
Cisla a &sla k nemu obrdteného je druhou mocninou pri-
rodzeného ¢&isla.

ReSeni. Je-li dané &islo 10a + b, je obracené &islo 106 + a,
jejich soulet je 11 (@ + b). Md-li byt toto &islo druhou moc-
ninou pfirozeného &isla, musi byt a + b vhodnym ndsobkem
¢isla 11, a protoZe nemuiize byt vétsi nez 18, musi byta + b =
= 11. Refenim tlohy jsou dvojcifernd &isla 29, 38, 47, 56,
65, 74, 83 a 92.

Z-11-2

Pomocou kruhovej formy s polomerom 10 cm vykrojila
Anicka nasledujtici kold¢ik (obr. 9). Uréte velkost plosného
obsahu kold¢ika. (Vrcholy kold¢ika sd vrcholmi pravidel-
ného Sestuholnika.)

ReSeni. (3 |/3 — x) 102 = 205 cm?, stadi od obsahu 3esti-
dhelniku odecist rozdil obsahd kruhu a Sestighelniku.

Obr. 9
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Z-11-3

Dreveny kvdder s rozmermi 3cm X 3cm X 1 cm cely
zafarbime na Cerveno, potom ho 4 rovinami rozreZeme na
9 kociek s rozmermi 1cm X 1cm X 1cm. Vrchné steny
kociek ozna¢ime 1 aZ 9 (obr. 10) a kocky pomieSame. Kolky-
mi réznymi spésobmi sa dd z kociek opit zloZit ¢erveny kvi-
der, v ktorom st vSetky &isla na hornej stene?

Obr. 10

Reseni. Kostka &islo 5 musi byt vzdy uprostfed a kostky
1, 3, 7 a 9 v rozich. Celkem mdme 4.3.2.1 = 24 moZnosti
jejich umisténi. RovnéZ tak mdme 24 moZnosti pro umisténi
kostek s &isly 2, 4, 6 a 8 na mista zbyvajici. Celkem mdme
24.24 = 576 riznych moZnosti, jak sloZit erveny kvddr. To
povaZujeme vSak za rizné i takové dva kvadry, z nichZ jeden
dostaneme pouhym otocenim z druhého. Jinak jich bude jen
576 : 4 = 144.

Z-11-4

Je dany zrezany 3-boky hranol ABCDEF, velkost hrany
AB je 10 cm, velkost hrany 4D je 13 cm, velkost BE je
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tieZ 13 cm a velkost hrany CF je 16 cm (obr. 11). Obsah
hornej podstavy je 25 cm?2. Zistite obsah dolnej podstavy.

F

| —

A-<z

B

Obr. 11

ReZeni. Velikost vysky na stranu DE v trojihelniku DEF
je 5 cm. Ozname P patu této vysky a O bod na usetce CF, pro
ktery je |CQ| = 13 cm. Podle Pythagorovy véty vypolteme
z pravothlého trojihelniku PQF velikost use&ky |PQ| =
=4 cm. To je zdroven velikost vy$ky v trojihelniku DEQ
a také velikost vySky na stranu AB v trojuhelniku 4BC.
Jeho obsah je proto 20 cm2.
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Kategorie C

ULOHY I. KOLA — DOMACI CAST

C-1-1

Je dén ostrouhly trojuhelnik ABC. KruZnice, kterd je mu
opsdna, mi stfed S a polomé&r r. Zvolme soustfednou kruZnici
o poloméru " < r, kterd vSak také protind vSechny strany
trojuhelniku ve dvou bodech. Ozname u, v, w velikosti
tétiv, které tato kruZnice vytind na stranich trojihelniku
ABC. Dokazte, Ze

W+ 2+ a?=a%+ 02 + 2 —12(r2 —r'2),

kde a, b, ¢ znadi velikosti stran trojihelniku ABC (|4B| = ¢,
|BC| = a, |AC| = b).

Reseni. ProtoZe trojihelnik 4BC je ostrouhly, lezi stfed
S uvnitf trojdhelniku. Ozname (obr. 12) A4y stfed strany BC
a A jeden z pruasediki kruZnice &’ se stranou BC. Z Pytha-
gorovy véty pro pravouhlé trojihelniky BAoS a A140S
plyne

a?
] ’
184p}2 =2 — i P2 — —
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'Obr. 12

w2 =a2 —4 (2 —r'2).
Obdobné pro ostatni dseky dostaneme
22 = b2 — 4 (r2 — r'2),
22 =c2 —4(r2 —17?)
a seCtenim
W@+t w=a+ b2+ 2 —12(r2 — 12,

coZ je rovnost, kterou jsme méli dokdzat.
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C-1-2

Jsou diny dvé kruznice k1 = (4; r1), ke = (B; rg), pfi-
¢emzZz ry < 2rs, A€ ks Na kruZnici k1 zvolme libovolny
bod T tak, aby tena v ném sestrojend ke kruZnici &, protala
k2 v riznych bodech K, L. DokaZte, Ze |AK|.|AL| = konst.

Reseni. Oznalme C druhy prisedik piimky AB s kruz-
nici kg, prisetiky telny s kruZnici ks ozname K, L tak,
aby v pfipadé, Ze oba leZi na témZe oblouku AC, bylo jejich
poiadi 4, K, L, C (obr. 13). Pak bude podle véty o obvodo-
vych uhlech

| ACK| = |& ALK].

Ky

Obr. 13

ProtoZe [X ATL| = |<X AKC| = 90°, jsou trojiihelniky ATL
a AKC podobné, takZze musi platit

|AT|: |AK| = |AL| : |AC]|.
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Dosadime-li |AT| = r1, |AC| = 2r9, dostaneme
|AL|.|AK| = 2rire = konst.
Jiné feSeni. Necht KL je tétiva kruZnice k& = (S; r),

pak pro libovolny bod X na kruZnici k, ktery je razny od
bodi K a L, plati

IKL|
sin |<C KXL| = AR

Pro obsah trojuhelniku AKL z tdlohy pak dostivime

P ! AK|.|AL]| si KAL : AK|.|AL | XL
- 2 I }'] XSIDI@: I - 2 l ['l l' 272
a zdroveil
1
P=— |KL|.n,

takZe opét

|AK|.|AL| = 2rir2 = konst.

C-1-3

Je dén rovnostranny trojihelnik KLM a uvniti jeho
strany KL bod O. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC,
jehoZz odvésna AC lezi na pfimce KM, bod O je stfedem
odvésny AB a stfed pfepony BC leZi na piimce LAM.
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ReSeni. Oznatme P stied strany BC hledaného pravo-
thlého trojuhelniku ABC (obr. 14); pak je OP stfedni
prickou trojihelniku ABC. Odtud plyne konstrukce. Nej-
dfive sestrojime odvésnu AB, kterd je kolmd k pfimce KM
a jejimz stfedem je bod O. Bodem O vedeme rovnob&zku
s piimkou KM a jeji prusecik s pfimkou LM bude bod P.
Primka BP pak protne pfimku KM v bodé C.

B

Obr. 14

C-1-4

Najdéte vSechna pfirozend Cisla, jejichZ tfeti mocnina
konéi skupinou cifer 56 789.

Reseni. Md-li tfeti mocnina &isla # kon&it skupinou cifer
56 789, musi byt predevsim

n=10a + 9,
pak

8 = (10a + 9) = 100x + 30.81a + 729 =
= 1002 + 10.3a + 29,
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takZe musi byt ¢ = 102" + 2, tj. » = 1006 + 29, pak

n® = 1038 + 300.292p + 293 = 1034’ + 100.3b + 389,
takZe musi byt & = 106" + 8, tj. n = 103¢ + 829, pak
nd = 104y + 3.103.8292 + 8293 = 10%' + 103.3¢ + 2789,
takZe musi byt ¢ = 10¢" + 8, tj. n = 10*d + 8 829, pak

n3 = 1056 + 3.10%d.8 8292 + 8 8293 —
= 10%%" + 104.3d + 6 789,

takZe musi byt d = 10d" + 5, tj. n = 10% + 58 829. Dost4-
vime tak celkovy vysledek. Uvedenou podminku spliiuji
vSechna pfirozend isla, kterd kondi péti¢islim 58 829.

C-I-5

605 kouli stejného priiméru je srovnino do dvou pyramid,
z nichZ jedna md ve spodni vrstvé koule uspofidané do
Ctverce, druhd do rovnostranného trojihelniku. Ob& pyra-
midy maji stejny pocet vrstev. Urlete, v kolika vrstvich
byly koule srovndny v kazdé z pyramid a kolik kouli bylo
v jednotlivych pyramidéch.

ReSeni. V iloze se pouZiji obrazcovi &isla trojiihelnikova
a &vercovd. Cisla (poéty koulf) uspotddéme do tabulky:
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&tvercova

pyramida 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
trojahelnikova

pyramida 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
soucet kouli

v 1 vrstvéch 2 9 24 50 90 147 224 324 450 605

Koule byly srovndny v 10 vrstvdch. V pyramidé s trojthel-
nikovou podstavou bylo 220 kouli a v pyramidé& se &tvercovou
podstavou 385 kouli. Pokud jiZ znime nebo dovedeme
odvodit vzorec pro polet kouli v #-té vrstvé trojuhelnikové
pyramidy (poéitdno od vrcholu)

nn+1
142+ ... +n= (2 )

a pro soudet kouli v n vrstvich &tvercové pyramidy
1
o =12422 + ... —l—n2=-g-n(n +1D@2n+ 1),

pak pro soulet kouli v » vrstvich trojihelnikové pyramidy
dostaneme
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n(n+ 1)
— =

4

t)L=1+3+..-+

:7(1+2‘3+...+n’3+1L cee +n) =

! (%n(n%— 1)(2n+ 1) + (n2 l))

2
! ! 12 1+3 ! 1 2
6 2”(”"7‘ Y2n+ 1+ )——6n(n+ )(n+2).

Pro soucet kouliv obou pyramid ma4 platit (# je polet vrstev)

1
Tn:Cn+ Ip = —En(n+1)2:605.

ProtoZe # je pfirozené a md byt
n(n+ 12 =1210 = 10.112,
dostdvame n = 10, z, = 220, ¢, = 385.

C-1-6

Pro kazdé dva trojuhelniky se stranami a, b, c a p, ¢, 7
plati

@+ 12+ @G —12+ (c+ 12 —2ap + bg + cr) >
>6—(p+12—(¢g—12—(r+ 12

Dokazte.
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ReSeni. Nejprve danou nerovnost upravime pomoci
ekvivalentnich Gprav

a2+ +c2+3+2a—>b+c)—2ap+ bg+cr)>
>6—(P+¢2+r)—-2(p—q+7r)—3

méme tedy dokdzat nerovnost

@+ 2+ +p2+ g2+ r2—2ap+ bg+cr)+
+2a—b+c)+20p—q+1r)>0.

Levou stranu posledni nerovnosti miZeme ale psdt jako

(@a—p2+B—gq2+@C—r2+2a—>b+c)+
+20pp—q+71)

coz je vzdy kladné vzhledem k trojihelnikovym nerovnostem

a—b+c>0,p—qg+r>0.

ULOHY I. KOLA — SKOLNI CAST

C-S-1

Na kruZnici 2 si dané body 4, B, C, D tak, Z¢ AB je
priemer kruZnice & a tetiva CD je kolmd na AB. Na tsecke
CD je dany bod L. Nech M je priesenik priamky AL s kruZz-
nicou k, M * A. DokdZte, Ze sidin |AL|.|AM]| je nezavisly
na polohe bodu L.

65



ReSeni. Oznatme K prusetik pfimek 4B a CD. Bud
nyni L libovolny bod na pfimce CD, M prusecik ptimky AL
a kruZnice % (takovy vZdy existuje pravé jeden) (obr. 15).
Trojihelnik ABM je podle Thaletovy véty pravouhly.

7
L
Obr. 15
Trojihelniky ABM a AKL jsou podobné, protoZe jsou oba
pravothlé a maji spole¢ny thel | LAK| = |<x MAB|. Je
tedy
|AL| : |AK| = |AB| : |AM|,
tj.
|AL|.|AM| = |AB|.|AK],

a hodnota vpravo na poloze bodu L nezavisi.
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C-S-2
Dokazte, Ze pre redlne Cisla a, b, p, ¢ plati

a®p? + a%q® + b2 + b2¢® + a® + B2 + P + 2=
= (ap + bg)? + 2ap + 2bg.

Zistite, kedy plati rovnost.
ReSeni. Umocnénim dvojélenu vpravo a ekvivalentni
tpravou nerovnosti dostaneme

a’q® + b%p? + a% + b + g2 + p% — 2ap — 2bgq —
— 2apbg =0,

€o0Z lze upravit na nerovnost
(ag —bp + (a—pP + (®—q*=0,

kterd plati vZdy. Pfitom je zfejmé, Ze rovnost v posledni
nerovnosti, a tedy i v nerovnosti puvodni, nastane pravé
tehdy, kdyZ a = p, b = ¢ (pak je i ag = bp).

C-S-3a

Je ddn rovnostranny trojihelnik KLM. Uvnitf jeho stran
KL a ML jsou po fadé ddny body B a T, pfitom plati 3| TL| =
= |ML|. Sestrojte trojihelnik ABC, jehoz vrcholy 4, C
leZi po fadé na ptimkdch KM, KL a jehoZ tézistém je bod T.

Reseni. Z rozboru (obr. 16) je ziejmé, Ze znime stied By
strany AC a Ze vrcholy A a C jsou stfedové soumérné podle
stfedu B;. Odtud plyne konstrukce: Na polopfimce BT
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3
najdeme bod B; tak, aby [BB;| = -2—[BTE?. Sestrojime nyni

pfimku p stfedové soumérnou s pfimkou KL podle stiedu By,
jeji prisedik s pfimkou KM bude vrchol A, vrchol C dosta-
neme napi. z bodu 4 stfedovou soumérnosti podle stiedu Bi.
ABC je pak trojihelnik poZadovanych vlastnosti. Podminka
3|TL| = |ML| ndm navic zaruluje, ze bod A bude leZet
uvniti strany KM. : E

C-S-3b

Nijdite vSetky prirodzené &isla n také, Ze Cislo n2 —n
je deliteIné &islom 50.

ReSeni. Protoze &islo n2 —n =n(n — 1) je vizdy déli-
telné dvéma (ze dvou po sob€ jdoucich &isel je aspon jedno
sudé), stadi zjistit, kdy je délitelné 25 (Cisla 2 a 25 jsou navzd-
jem nesoudélnd). Ale 25 déli soudin n(n — 1), pravé kdyz
25 déli » nebo 25 déli » — 1, tedy hledand pfirozend isla »
jsou tvaru
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n =25k nebo n =25k + 1,

kde £ je libovolné prirozené &islo. Resenim jsou tedy viechna
piirozenad Cisla zakon¢end dvojéislim

00, 25, 50, 75 nebo 01, 26, 51, 76.

ULOHY II. KOLA

C-Ii-1

Urcete vSechna trojcifernd pfirozend Cisla #, pro kterd
se posledni trojlisli dekadického zdpisu &isla 72 nelis§i od
posledniho troj¢isli dekadického zipisu &isla (n + 32)2.

ReSeni. Ulohu je moZno fedit postupnym zji¥fovinim,
¢emu se musi rovnat posledni cifra &isla n, jeho pfedposledni
cifra atd. Oznalime-li napf. posledni cifru &isla » jako ¢,
musi byt &slo (c + 2)2 — 2 = 4¢ + 4 délitelné 10, takZe
5 d&li 2(c + 1) a muZe byt jen ¢ =4 nebo ¢ =9. Dile
rozliSujeme dva pfipady. Ozna¢ime-li dalsi cifru jako b, musi
pak napf. pro ¢ = 4 byt &islo (1056 + 36)2 — (1056 + 4)2 =
= 6400 + 1280 délitelné 100, tedy 5 déli & + 2, tak-
ze je bud b = 3, nebo b = 8. Jak je vidét, je tento postup
znatné zdlouhavy. Uvédomime si rovnou, Ze posledni troj-
¢isli dekadického zdpisu &isla a se nelisi od posledniho troj-
¢isli dekadického zdpisu &isla b, pravé kdyz 1000 déli a — b.
Pro &islo # z na$i dlohy musi tedy platit (100 < < 999),
Ze 1000 dé&li

(n + 32)2 — n%2 = 64n + 1024 = 64 (n + 16),
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coz je privé tehdy, kdyz 125 d&li n + 16. Cislo 7 je tedy
tvaru
n = 125k — 16.
Vzhledem k podmince 100 = # =< 999 miZe byt jen 1 =
=< k = 8, tak¥e tloze vyhovuji Cisla 109, 234, 359, 484,
609, 734, 859 a 984.
C-11-2
Je ddn rovnostranny trojuhelnik KLM a uvnitf jeho
1

strany KL takovy bod O, ze |KO| < TlKL(- Sestrojte

pravouhly trojihelnik ABC, jehoZ pfepona BC leZi na pfimce
KM, bod O je stiedem odvésny AC a pfimka 4B prochdzi
bodem L.

ReSeni. Protoze O mi byt stfedem strany AC a vrchol C
lezi na pfimce KM, bude A leZet na pfimce p stfedové
soumérné podle stfedu O s piimkou KM, p || KM (obr. 17).

L

A P

30

M B K C
Obr. 17
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Didle si uvédomime, Ze uhel OAL je pravy, takze
vrchol A bude leZet na Thaletové kruZnici 2 nad primé&rem
OL. Odtud jiz plyne konstrukce: Sestrojime bod A jako
prisetik pfimky p a kruZnice k, vrcholy B a C dostaneme
jako pruseliky pfimky KM s pfimkami AL a AO. Z pod-

1
minky |KO| < D) |KL| plyne, Ze pfimka p obsahuje pravé

jeden vniténi bod dsetky OL, takZe vZdy najdeme dva rizné
prisetiky pfimky p s kruZnici k. Uloha tedy bude mit vidy
dvé riiznd feseni.

C-11-3a

Uhlop#itky daného &tyiahelniku jsou osami jeho vnit¥nich
thla. Uréete jeho obsah, jestliZe jedna strana a jedna z jeho
uhlopfi¢ek maji shodn& délku 2 cm.

Reseni. Necht ABCD je dany &tytdhelnik a o, B, y, 0
piislusné vnitini Ghly. Ozna¢me O prusecik udhlopficek. Pro-
toze uhlopfiCky jsou zdroveil osami Ghli, musi byt

a+ f + 9

2 2 °

nebot thly AOB a COD jsou shodné. ProtoZe soucet
1
whla ve &tyfuhelniku je 360°, musi byt > (« + B) = 90°%

takZe thlopfi¢ky jsou na sebe kolmé. Uhlopiidky jsou viak
zdroveli osami thld, jsou tedy trojihelniky ABC, BCD,
CDA a DAB rovnoramenné, |AB| = |BC| = |CD| = |DA|=
= 2, &yfthelnik ABCD je kosotverec a jeho obsah je

71



roven 4 P4op, kde AOB je pravouhly trojuhelnik s pfepo-
nou délky 2 cm a jednou odvésnou délky 1 cm. Jeho obsah

tedy je V23 a obsah koso&tverce ABCD pak bude 2]/5 cm?,

C-1l-3b

Naijdite vSetky trojice redlnych &isel x, y, 2, pre ktoré
plati x2 + 3% + 22 = 4 a stitasne x* + y* + 2% = 16.

ReSeni. Z uvedenych rovnic plyne

(22 + 32 + 222 =2+ 5t + 24,
takZe
%% + 2222 + 3222 = 0.
Je tedy
xy = x2 =yz =0.

Tento vztah je splnén, pravé kdyZ asponi dvé z ¢&isel x, y, 2
jsou rovna nule. Pro tfeti &islo pak dostdvime z prvni rovnice

hodnotu -+-2. Refenim soustavy jsou tedy privé trojice

(0, 0, 2), (0, 0, —2), (0, 2, 0), (0, —2, 0), (2, 0, 0),
(—2, 0, 0).
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Kategorie B

ULOHY I. KOLA — DOMACI CAST
B-1-1

Dokazte, Ze 2zidné z Cisel 31982 4 21981 3 31982 __ 21981
neni prvodislo.

ReSeni. DokiZeme, Ze prvni &islo je délitelné jedendcti
a drubé sedmi. Je totiz 31982 4 21981 — (32)991 4 21981 —
= (11 —2)%1 4 21981 — 1] T — 2991 21981 — 11 T +
+ 2991 (2990 — 1), Nyni stali dokdzat, Ze Cislo 299 — 1 je
délitelné &slem 11. Je 2990 — ] — (210)99 — ] — 10249 —
— 1 =(1024 — 1) Q, kde Q je stejné jako T &islo pfirozené.
A protoze je ‘1023 délitelné jedendcti, je prvni Cdst
tilohy dokdzdna. Vezmeme druhé ze zadanych d&isel. Je
31982 _ 21981 — (7 4 2)991 — 21981 — 7 R 4 2991 _ 21881 —
=T7R —2%1[(28)330 — 1] 2 830 — 1 =(8 — 1) §, &isla R,
S jsou pfirozend. Prvni &islo je tedy délitelné jedendcti, druhé
sedmi a pfitom se témto &islim nerovnaji, jsou mnohem vétsi.
Proto to nejsou prvocisla.

B-1-2

Urlete mnoZinu vSech bodd v roviné, kterd je grafem
relace
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G:{[x,yleRxR:(x—m)2+(y_,,)z§
1 1 2 , 1 2<(21/5_1)2
16"(""2"P)+(y—2—q): T

pro nékterd celd Cisla m, 7, p, q} .

IA

ReSeni. Pro redlnd &isla m, » je mnoZinou viech bodi

1
[x, y], splityjici podminku (x —m)? + (y —n)2 < 16’ kruh

1
se stfedem v bodé [m, n] o poloméru e Podobné je mno-

Zinou vSech bodu, jejichZ soufadnice x, y spliiuji nerovnici

SR A

1 1 22 —1
kruh se stiedem | p + 29 + —2—] o poloméru 3 Bod

[x, ¥] patii tedy do grafu relace G pravé tehdy, lezi-li v né-

kterém kruhu o poloméru Ve jehoz stied md celoliselné
soufadnice, a sou¢asné patfi bod [x, y] do né€kterého kruhu
22 —1

0 poloméru 7

, pfi¢emZ soufadnice stfedu tohoto

1
kruhu se 1i8i od celého &isla o > MiZeme také fici, Ze stfed

tohoto kruhu splyvd se stiedem jednotkového Ctverce, jehoZ
vrcholy maji celodiselné souradnice. Budeme struéné& mluvit
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o kruzich prvni soustavy a kruzich druhé soustavy. Bod
patii do grafu relace G pravé tehdy, patfi-li do né&kterého
kruhu prvni soustavy a zdroveil do nékterého kruhu soustavy
druhé. Kazdy kruh jedné soustavy se dotykd ¢tyf kruha
druhé soustavy (obr. 18). Hledand mnoZzina se sklddd ze
viech takto obdrZenych bodu dotyku, tedy ze vSech boda

I x [
—_t T —\
Obr. 18
12 2 2 2
o P B 2,2
2 )2 2 2
[m o s n + 8],[771—8,"—‘8—],
kde m, n jsou celd Cisla.
B-1-3

Linedrnim mnohoclenem tfi proménnych x, y, 2 rozumime
funkci tvaru (x, ¥, 2) P ax + by + ¢z + d, kde a, b, ¢, d
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jsou redlnd &isla, (a, b, ¢) # (0, 0, 0). Cisla a, b, ¢, d se nazy-
vaji koeficienty mnohollenu. Zjistéte, zda existuji takové
linedrni mnohoCleny L1, Lo, Ls, L4 tfi proménnych x, y, 2
s redlnymi koeficienty, aby pro vSechny (x, y, z) € R3 platilo
Ly (%, 9, 2) . L2 (%, 35 ) + L3 (%, 3,2) . La (% 3, 2) =
= x2 + y2 + 2%

Reseni. Nulovym bodem mnoho&lenu R(x, y, 2) ti pro-
ménnych nazyvidme takovou uspofddanou trojici (xo, Yo, 20)
realnych &isel, pro kterou plati R (xp, yo, 20) = 0. Pfedpo-
klddejme, 2e mnoholleny Li, Lo, L3, L4 s vlastnosti popsa-
nou v textu ulohy existuji. ProtoZze mnohoclen P (x, y, 2) =
=Li(x, 9, 2).La(x, 3, 2) + L3 (x, 3, 2).Ls (x, ¥, 2) se md
pro kaZdou trojici redlnych &isel (x, y, 2) rovnat mnohoclenu
O(x, ¥, 2) =2x%+ 2+ 22, musi mit oba mnohotleny
stejné nulové body. Mnohotlen QO md viak jediny nulovy
bod, je jim trojice (0, 0, 0). Je tedy také P(x, y, 2) =0
pouze pro x =y =z = 0. M4d-li né€ktery z mnohollenu
Ly, Ly spole¢ny nulovy bod s nékterym z mnohoclend Ls, Lg,
je to téZ nulovy bod mnoho¢lenu P. Proto nemuZe mit
Z4dnd z dvojic mnoho&lend (Li, Ls), (L1, La), (L2, Ls) nebo
(L2, L) spole¢ny nulovy bod rizny od bodu (0, 0, 0). Je-li
Ly(x, y, 2) = ax + by + ¢z + d, musi se Lz rovnat aZ na
nenulovy ndsobek mnohollenu ax + by + cz + ds, kde je
ds %~ d. V opainém piipadé¢ by mély mnohodleny L; a Ls
dokonce nekoneéné mnoho spole¢nych nulovych bodid. Je
tedy Ls(x, vy, 2) = p (ax + by + cz + d3), podobné&

Ly(x,y,2) =g (ax + by + cz + ds) ataké Lo (x, y, 2) =
=r(ax + by + cz + do), kde pgr£0, dss%d, dy#d,
do 5~ d3, ds 7 ds. ProtoZze je P(0, 0, 0) =0, je drdy +
+ dsdspg =0 a P(x, 3, 23) = (r + pg) (ax + by + c2)? +
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+ (dr + dor + pgds + pqds) (ax + by + cz). Mnohotlen
ax + by + cz md viak nekoneéné mnoho nulovych bodi,
a tim jsme dosli ke sporu. Linedrni mnohocleny L1, Lo, L3,
L4 poZadované vlastnosti neexistuji.

B-1-4

Sestrojte trojﬁhelm’k ABC, je-li dina délka strany c,
vyska v na stranu c¢ a rozdil ¢ uhlt pfi vrcholech 4, B hleda-
ného trojuhelniku.

ReSeni. Bez ijmy na obecnosti mizeme ptedpoklddat, Ze
je « > B, tedy ¢ > 0. Pfedpoklddejme, Ze trojihelnik ABC
md pozadované vlastnosti. Bodem C vedme piimku p rovno-
béZnou s pfimkou AB. Necht je B’ bod soumérné sdruZeny
k bodu B podle piimky p. Pak je thel ABB’ pravy a thel
ACB’ mi velikost y + 2 = 180° — ¢ (obr. 19). Z popsa-
ného rozboru jiZ vyplyvd konstrukce. Sestrojime pravoidhly
trojuhelnik ABB’ s pravym udhlem pifi vrcholu B tak, Ze
|AB| = ¢, |BB’| = 2v. Nad tsetkou 4B’ sestrojime v polo-
roviné opa¢né k poloroviné AB’B kruhovy oblouk %, ktery

Obr. 19
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je mnoZinou viech téch bodi X této poloroviny, pro néz
plati |<{ AXB'| =180° — ¢. Vrchol C je pak prinikem
oblouku % a ptimky p, kterd je osou tsetky BB'. Uloha
m4 vzdy pravé jedno feSeni.

Jiné ¥eSeni vyuzivd stejnolehlosti. Pfedpoklddejme, Ze
trojuhelnik ABC spliiuje podminky ulohy. Necht je C’ bod
soumérné sdruzeny k bodu C podle osy o usetky 4B (obr. 20).

D c s ¢ p
YAy e G
i ~

G

Obr. 20

Potom md thel BAC' velikost g, a tedy tihel CAC’ velikost ¢.
Toho vyuzijeme pifi konstrukci trojihelniku ABC. Sestro-
jime useCku AB délky ¢ a na jeji ose o zvolime bod § tak,
aby mél od pfimky AB vzdéilenost v. Déle zvolime tselku
DD’ tak, aby byla rovnobé&Znd s pfimkou AB a bod S byl
jejim stfedem. Na polopfimce SA zvolime bod E tak, aby
|<C DED’'| = ¢. Trojuhelnik DED’ je s hledanym trojihel-
nikem CAC’ stejnolehly, stfedem stejnolehlosti je bod S.
Stadi tedy bodem A vést rovnob&zku s pfimkou ED; jeji
pruseik s pfimkou DD’ je vrchol C hledaného trojihelniku.



B-I-5

V kruhu K o poloméru 1 lezi kruhovy oblouk C; o tomtéz
poloméru, jehoZ krajni body leZzi oba na hrani¢ni kruZnici
kruhu K. Oblouku C; se dotykd dal$i kruhovy oblouk Ca
o poloméru 1, ktery lezi v kruhu K a jehoZ krajni body P, Q
leZi na hrani®ni kruZnici kruhu K. Najdéte mnoZinu stfedit
tétiv PQ vSech moznych oblouki Cp popsanych vlastnosti.

ReSeni. Oblouk C; le#i na kruZnici k; se stfedem S,
podobné oblouk C: je &isti kruZnice, kterou oznalime kg
a jeji stfed Sa. Oznalme jesté & hrani¢ni kruZnici kruhu K
a § jeji stfed. ProtoZe kruZnice k, k2 maji stejn& velké polo-
méry a protinaji se v bodech P, Q, splyvd stied U tuseky
PQ se stiedem tuseCky SSe. Obdobné splyvd bod dotyku T
obloukii C1, C; se stiedem tseCky S1S:. Je tedy tsetka UT
stiedni pfitkou v trojihelniku S2SS81 (obr. 21). Proto je
bod U obrazem bodu T v posunuti, ve kterém se zobrazi
bod 81 na stfed tselky S;S. ProtoZe kazdy bod oblouku C;

Obr. 21
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je bodem dotyku oblouku C; a nékterého oblouku Cs poZa-
dovanych vlastnosti, je mnoZinou stfedd vSech v textu
tlohy popsanych uselek PQ oblouk C’, ktery dostaneme
z oblouku C; zminénym posunutim.

B-1-6

Dvé protilehlé hrany %3, A2 &tyfsténu jsou na sebe kolmé,
jejich vzddlenost oznalime v. Zbyvajici hrany &tyfsténu jsou
stejn€ dlouhé, jejich délku oznadime d.

a) Ukazte, Ze vysky Ctyfsténu, které jsou vedeny krajnimi
body hrany %1, jsou rtznob&Zné. Jejich priselik oznalime
Xi. Podobné oznatime X» pruselik vySek Ctyfsténu, které
jsou vedeny krajnimi body hrany #s.

b) Dokazte, Ze vzddlenost boddi X; a Xz zdvisi pouze na
hodnotich v, d a Ze nezdvisi na velikostech hran A1, As.

ReSeni. Oznaime vrcholy uvaZovaného &tyfsténu A, B,
C, D a necht AB, CD jsou ty hrany &tyfsténu, které jsou
na sebe kolmé, |AB| = ki, |CD| = h2. Trojtihelnik ABC
je rovnoramenny, proto jsou pfimky 4B a CP na sebe kolmé,
kdyZz je P stfed hrany AB (obr. 22). Stejné tak jsou kolmé

D

Q

. Hﬁ—-—

N

B
Obr. 22
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piimky DP a AB, takze rovina CDP je kolmd na pfimku AB.
V této rovin& leZ tudiz vy3ky &tyfsténu vedené body D, C,
protoZe jsou téZ kolmé na pfimku AB. Bod X3 je proto
pritsecikem vysek v trojahelniku CDP, a leZi tedy na spojnici
PQ, kde Q je stfed hrany CD. Z podobnosti trojihelnikil

(h2)?
POD a DQX; plyne |QXp| = o

protoZze [PQ| = v

h1)?
(obr. 23). Podobné& odvodime, Ze |PX1| = (—4% a | X1 X5 =
= |v — |PXi1| — |QX3||. Z pravodhlych trojihelniki PCQ

a PBC pak plyne

D Q C
XZ
P
Obr. 23
2 7 \2
IPC2 = o2 + (——) —dz— (—1) ,
2 2

tedy
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|202 — d2| ]
a proto |X1Xo| = Y Vidime, Ze vysledek zavisi

pouze na hodnotich v, d, coZ jsme méli dokdzat.

ULOHY I. KOLA - SKOLNI CAST

B-S-1

Usetky PQ a UV jsou dvé tétivy kruznice o stiedu S, kte-
ré nejsou spolu rovnobézné. V bodech P a Q vedeme kolmi-
ce k pfimce PQ, body U, V vedeme kolmice k pfimce UV.
ObdrzZené &tyfi pfimky tvoii rovnobéZnik. Dokazte, Ze jeho
thlopfi¢ky prochazeji bodem S.

ReSeni. Osy tsetek PQ a UV jsou stfednimi ptitkami uva-
Zovaného rovnobéZniku a prochdzeji stfedem S kruZnice,
protozZe to jsou osy tétiv kruZnice o stfedu S (obr. 24). Je tedy

Obr. 24

bod S stfedem uvaZovaného rovnobézniku, a proto jim pro-
chézeji téZ obé jeho whlopricky.

82



B

B-§-2

V roviné je ddna kruZnice k o stfedu S a v jeji vnéjsi oblasti
bod A. Pfimka r prochdzi bodem A4 a dotykd se kruZnice &
v bodé T. Oznatme P, Q prusetiky pfimky AS s kruznici &,
teny kruZnice k v bodech P, Q oznatime p, ¢. Prisecik pfi-
mek p a QT oznacime M, prisecik pfimek ¢ a PT oznacime
N. Dokazte, Ze body M, N, A leZ na pfimce.

ResSeni. Oznaime K prisetik pimek p,  (obr. 25) a obdob-
né L prusetik pfimek ¢, z. ProtoZe jsou pfimky p, g rovno-

N

L]
M . ¢

k
K
A P Q

pwi ?
Obr. 25

bézné, prochdzi pfimka MN privé tehdy bodem A, kdyz
plat [NQ| : |[MP| = |LQ| : |KP|. V pravoihlém trojihelniku
NTQ je |TL| = |LQ)|, protoze tiseky na te¢ndch kruZnice ve-
denych bodem L jsou stejné dlouhé. Je tedy bod L stfedem
pfepony NQ. Stejné tak je bod K stiedem tsecky MP. Plati
tudiz |MP| = 2|KP| a |[NQ| = 2|LQ|, a tim také vySe uvede-
ni uméra. Proto také lezi body N, M, A na pfimce.

83



B-S-3a
Dokazte, ze Cislo
1984.124 —1983.123 + 1982.122 —1981.12

je délitelné cislem 13.

ReSeni. ProtoZe mdme dokdzat délitelnost daného &isla
¢islem 13, napiSeme si &islo 12 jako 13 — 1. Dané &islo napi-
Seme tedy ve tvaru 12[1 984(13 — 1)3 — 1983(13 — 1)z +
+ 1982(13 — 1) — 1981] = 12[1 984(13% — 3,132 +
+3.13 —1) —1983(132 —2.13 + 1) + 1982(13 — 1) —
—1981] =12(13¢ — 1984 — 1983 — 1982 — 1 981), kde
je a celé &islo. Staci proto jiZ jen dokdzat, Ze je tfindcti délitelné
Cislo 1981 + 1982 + 1983 + 1984, coz je zfejmé, protoze
se tento soucet rovnd &islu 2.3 965 = 2. 13. 305.

B-S-3b
V roviné se zvolenou kartézskou soustavou soufadnic urlete
mnozinu viech boda [x, ], pro které plati: existuji celd &isla

m, n tak, ze (x —mp2 + (y —n)2 = 2 zdroveinl existuji

. 5 1 2 1 2 1
celd Cisla ry stak, Ze (x -5~ r) + (y =5 -——s) =
ResSeni. Prvni podminka fikd, Ze bod [x, y] leZi v n&kterém

1
kruhu o poloméru — X jehoz stfed md celo¢iselné soufadnice.
R SRR
Druhd podminka ulohy fikd, Ze bod [x,y] leZiv nekterem kruhu

1 1 1
o poloméru — X jehoz stfed md soufadnice r + — 5> s+ — 2°
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kde 7, s jsou libovolnd celd ¢&isla. Hledand mnoZina se
tedy sklddd ze vSech praniki libovolného kruhu prvni sku-
piny s libovolnym kruhem druhé skupiny (obr. 26).

ULOHY II. KOLA

B-1II-1

Je dén ctverec ABCD se stfedem S a kruZznice k, kterd je
mu vepsdna. Uréete mnozinu vSech boda X s touto vlastnosti:
k bodu X existuje na kruZnici k£ bod Y tak, Ze bod X leZ na
useéce SY a vzddlenost bodu X, Y se rovnd vzdélenosti bodu
Y od obvodu ¢&tverce ABCD.

ReSeni. Podle textu ulohy mime ke kazdému bodu ¥
kruZnice % najit bod X tak, aby leZel na tsetce SY a aby se
vzddlenost bodti X, Y rovnala vzddlenosti bodu Y od obvodu
Ctverce, a pak urcit, co vyplni vSechny takto obdrzené body X.
Uvazujme nejdfive jen ty body Y kruZnice &, které lezi zé-
roveii v trojihelniku DSC (obr. 27). Pro kazdy takovy bod Y
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S

Obr. 27

se jeho vzddlenost od obvodu ¢tverce rovnd jeho vzddlenosti
od pfimky DC. Splyvi-li bod Y se stiedem F usetky DC, je
X =Y =F. Pro Y = F ozname jesté¢ Z patu kolmice ve-
dené bodem Y k pfimce DC. Trojuhelnik YFS je rovnoramen-
ny, proto je H: S YFf =|X SF Y[. Z rovnobéznosti pfimek ¥YZ
a SFplyne|X SFY| = | ZYF|,tedy|X XYF| = | ZYF|.
Podle véty sus jsou tedy trojuhelniky ZYF a XYF shodné,
proto jsou piimky FX a XS kolmé. Vidime, Ze body X lezi
podle Thaletovy véty na kruznici nad prumérem SF, a protoZe
leZi téZ v trojuhelniku DSC, lezi body X na polokruZnici nad
priumérem KL, kterd obsahuje bod F, pfi¢emz K, L jsou
stiedy useCek SD, SC. Necht je obricené X bod této polo-
kruZnice, Y pruselik polopfimky SX s kruznici 2 a Z pata
kolmice vedené bodem Y k piimce DC. Pak jsou trojuhelniky
ZYF a XYF pravouhlé se spoleénou pieponou YF. Stejné
jako v predchdzejici ¢dsti odvodime shodnost uhld ZYF
a XYF, jde tedy o shodné pravouhlé trojihelniky. Proto je
|YZ| = |XY|, a bod X je tudiz bodem hledané mnoZiny.
Probiha-li tedy bod Y ¢tvrtkruznici, kterd je pranikem kruz-
nice % a trojihelniku DSC, probihd bod X celou polokruZnici
nad pramérem KL, obsahujici stfed use¢ky DC. Celd hledand
mnoZina se pak sklddd ze ¢tyf polokruZnic (obr. 28).
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N,

Obr. 28

B-Il1-2

Dokazte, Ze pro Zidné prvocislo p nemd jeho mocnina p¥
s kladnym sudym exponentem £ tvar 25 — 1, kde je &islo s celé.

ReSeni. Predpoklidejme, Ze p* — 25 — 1, s celé. Je vidét,
Ze nemiiZe byt s = 0, protoZe 20 — 1 = 0; s nemiZe byt také
zdporné, nebot pro zdporné s je i 25 — 1 zdporné. Je-li p = 2,
je p¥ délitelné dv&€ma, ponévadz se pfedpoklddd % kladné,
zatimco 25 — 1 je Cislo liché, a proto se &isla 2% a 25 — 1 ne-
mohou sob& rovnat. Je-li p jiné prvocislo, je p liché. PoloZi-
me-li £ = 2/, je p! = 2m + 1 také liché a p¥ = 2m + 1)2 =
= 4m? + 4m + 1. Toto Cislo davd pfi déleni ¢tyfmi zbytek 1.
Avsak ¢isla tvaru 28 — 1 maji pfi déleni ¢tyfmi zbytek tfi pro
kazdé celé s, s= 2.V pfipadé¢ s =1 by vSak muselo byt
p = 1, coZ neni prvocislo. Tim je tloha dokdzina.

B-Il-3a

Linedrnim mnoho¢lenem tfi proménnych x, y, 2 rozumime
funkci tvaru (x, y, 2) & ax + by + cz + d, kde a, b, ¢, d jsou
redlnd &isla a aspoil jedno z &isel a, b, ¢ je ruzné od nuly.
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Ukaizte, Ze linedrni mnohotleny L, L1, Lo, L3, L, tii promén-
nych x, y, z takové, Ze pro viechna redlnd &sla x, v, 2 a redlny
parametr % plati :
2B+ 3+ kB =L(x, 9, 2).
[Li(x, ¥, 2) . Lo(x, 3, 2) + Ls(x, ¥, 2) . La(x, ¥, 2)],
existuji tehdy ajen tehdy, kdyZ je & = 0.

Reseni. Pro £ = 0 mame
B+yP=>x+y) -3 +y.5)

stali tedy poloZit L = x + y, L1 = x, Le = x — y,
L3 = L4 = y. Pfedpoklddejme, Ze pro k 7= 0a kazdé x, v, z
je x8 + 33 + k2% = L[L1Ls + LgL,). PoloZme L(x, y, 2) =
=ax + by + cz + d. ProtoZe je k 5~ 0, musi byt také ¢ == 0.
V opaéném pfipadé by mnohollen L[L;Lg + LgL4] neobsa-
hoval proménnou z ve tieti mocniné. Pak se vSak tento mno-
ho¢len rovnd nule pro libovolné hodnoty x, y a z =
= —(ax + by + d)[c. To oviem znamend, Ze pro libovolni
x, y je x8 + 33 — k(ax + by + d)3/c® = 0. Dosadime-li po-
stupné za x, y uspofddané dvojice &isel (0, 0), (1, 0), (0, 1),
(1, 1), (1, —1), dostaneme spor.

B-II-3b

Uvnitf usecky PQ jsou ddny dva ruzné body 4, B. KruZnice
k ma stied v bod€ Q a polomér r. Zvolme si libovolny bod X
kruZnice &, ktery neleZi na pfimce PQ, a oznaéme p pfimku
rovnobéZnou s pfimkou QX prochizejici bodem P. Dile
oznatme A; prise¢ik pfimky p s pfimkou XA a B; praseéik
pifimky p s pfimkou XB. Jakou &dst roviny vyplni tsecky
A1By, kdyZz bod X probihd celou kruZnici £ kromé boda
piimky PQ?
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ReSeni. Probihi-li bod X kruinici k, probihd bod A

kruZnici o stfedu P a poloméru r, z obou kruZnic musime

PA

|4Q|
oviem vynechat body na pfimce PQ. Bod A4 je totiZ obra-
zem bodu X ve stejnolehlosti se stfedem A, ve které bodu O

odpovid4 bod P (obr. 29). Podobné probihd bod B; kruZnici

By

Obr. 29

B| . .,
B er. Usectky A1B; jsou usecky,

které jsou prinikem mezikruZi ohrani¢eného uvedenymi kruz-
nicemi a polopfimkami s potiteénim bodem P. Ze stejno-
lehlosti vyplyvd, Ze i obrdcené patfi kazdd takovd isetka
s vyjimkou t&ch, které leZi na ptimce PQ, do hledané mnoZiny.
Vysledkem je tedy mezikruZi se stfedem v bod€ P bez téch
bodd, které lezi na pfimce PQ.

se stiedem P a polomérem
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Kategoria A

ULOHY I. KOLA - DOMACA CAST

A-1-1

Nech &, n si prirodzené &isla, n = 2. Ak prirodzené &isla
x, y vyhovuji nerovnici

l" w1
— — V2 +
5 |

= !
prE (M

potom plati

x

5 + k>yn2—1.
Dokazte.

RieSenie. Je zrejmé, Ze za danych predpokladov je Cislo
x [
—+ JR2 + 1
P

kladné, a ak nim vyndsobime obe strany nerovnosti (1), do-
staneme
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xz
‘:;é' — (k2 + 1)

<yin (;x + VkTﬁ). )

Po vyndsobeni nerovnosti (2) kladnym &islom y* a po jedno-
duchej tprave dostdvame dalej

x —
2 x2 —y2(k2 + 1) < 3"' + JR2 + 1. 3)
Teraz najskor ukdZeme, Ze za danych predpokladov musi
platit
x2 — y2(k2 + 1) #£0. 4
Ak by totiZ neplatil vztah (4), muselo by byt x2 = y2(k2 + 1),
¢o znamend, Ze Cislo k2 + 1 by muselo byt $tvorcom pri-
rodzeného ¢&isla; to vSak nie je moZné, pretoZe pre kazdé
prirodzené Cislo % plati

B2 <R+ 1< (k+1)02.

Tym je platnost vztahu (4) dokdzand a vzhladom na to, Ze
¢islo na jeho lavej strane je celé, vyplyva z toho, Ze

[x2 —32(k2 + DI = 1. ©)

Dalej je zrejmé, Ze pre prirodzené &islo k plati 2 + 1 >
> k2 + 1, z &oho vyplyva, Ze

X x —
—+k+1>—+ |JR2+ L (6)
y y
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Vzhladom na (5) a (6) vsak z nerovnosti (3) vyplyva, Ze
P E+1
2 < —+ kot 1,
7 y

odkial uZ bezprostredne plynie spravnost dokazovanej ne-
rovnosti.

A-1-2

Nech ay, ag, . . ., ap st kladné redlne Cisla, Pre kazdua n-ticu
kladnych redlnych &isel x1, x2, ..., x» plati nerovnost

/ n n e ——————————
11/ 2 " z 1 wY/x1.xe. ... . %Xn
S x ). — = .
n a; a.az.....an

i=1 i=1

Dokdzte. Kedy plati rovnost?
RieSenie. Podla znimej Cauchyho nerovnosti plati
n

AL

a podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym prie-
merom zasa

HV

MM3|
°‘l\’)

1 X; n ,,/xl.xz.....x,,
LN HS l/,» 38 com e B0 @)
n a;

i=1
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Z nerovnosti (1) vyndsobenej kladnym ¢islom — a z nerovnosti
n

(2) vsak uz vyplyva spravnost dokazovanej nerovnosti. Rov-
nost v danom vztahu nastane zrejme prave vtedy, ked nastdva
rovnost vo vztahu (1) a stcasne vo vztahu (2). Rovnost vo
vztahu (1) viak nastdva prive vtedy, ked plati

X141 = Xod2 = ... = Xpdpn » (€))

a rovnost vo vztahu (2) nastdva prdve vtedy, ked

X1 X2 Xn
== = )
a az an

Rovnosti (3) a (4) viak sudasne platia prave vtedy, ked

X1=X2=...=Xpadaq =0a2= ... =4d4p .

A-1-3

MnozZina @ bodov v rovine ¢ mi tieto dve vlastnosti:

V1:Spolu s kazdymi svojimi dvoma navzdjom réznymi bodmi
A, B obsahuje celd tdsecku AB.

V2:V kazdom kruhu s polomerom 1 leZi aspoii jeden bod z ¢.
Potom plati ¢ = p. Dokézte.

Riesenie. Ak nejakd mnoZina bodov v rovine m4d vlastnost
Vi, volime ju konvexnou mnoZinou. MnoZina ¢ je teda
konvexnou mnoZinou so $pecidlnou vlastnostou Vz. Vzhladom
na to, Ze kazdy nenulovy uhol v rovine obsahuje nejaky kruh
s polomerom 1, vyplyva z V2, Ze kazdy nenulovy uhol v ro-
vine ¢ obsahuje aspoil jeden bod mnoZiny .
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Nech X je IubovoIny bod roviny ¢. Z vlastnosti Vg vy-
plyva, Ze mnoZina ¢ je neprdzdna. Nech 4 € ¢. Ak je X = A4,
potom zrejme X € ¢. Nech X 7 A. UvaZujme o priamke
AX, ktord rozdeli rovinu ¢ na dve polroviny. Vzhladom na
vyssie uvedené vyplyva, Ze v kazdej z oboch polrovin, ktoré
st priamymi uhlami, leZi bod z ¢. Oznatme jeden z nich B.
Bod B nelezi na priamke 4X. Preto duty uhol uréeny pol-
priamkami opa¢nymi ku polpriamkam XA a XB je nenulovy
a nachddza sa v fiom aspoii jeden bod C € ¢ (obr. 30). Oznac-

Obr. 30

me Y priese¢nik priamok CB a XA4. Bod Y leZi zrejme na
tusetke BC a vzhladom na to, Ze bod C leZi v polrovine
opatnej k polrovine obsahujicej bod 4 a urenej priamkou
BX, lezi bod Y taktieZ na polpriamke opa¢nej k polpriamke
XA. Z toho vsak podla Vi vyplyva, Ze Y € ¢ ako bod dseCky
BC, a taktieZ, Ze X € ¢ ako bod usetky YA.

Tym sme dokdzali, Ze kaZdy bod roviny g patri do mnoZiny
@, z ¢oho uz vyplyva, Ze ¢ = p.

A-1-4

Je dand kocka ABCDEFGH s hranou dizky a. Ozna¢me
O stred steny BCGF a 7 gulu so stredom O a priemerom a.
Bodom E vedte rovinu ¢ a zostrojte bod X na hrane AE tak,

94



aby guli s priemerom AX v stmernosti podla roviny o
odpovedala gula najvicSieho priemeru, ktord leZi celd v guli 7.
Vypotitajte dizku tohto najviSicho priemeru.

RieSenie (obr. 31). Pri Tubovolnej polohe roviny o, ktord
prechddza bodom E, leZi obraz bodu 4 v sumernosti podla

H G
E
C
X
S
A

Obr. 31

roviny o na gulovej ploche %(E; a). Gula so stredom S na
hrane AE s polomerom SA sa dotyka gulovej plochy x
(v bode A) a to isté plati i pre jej obraz v stimernosti podla
roviny ¢. Gulové plocha y poZadovanych vlastnosti bude mat
maximélny priemer préve vtedy, ked sa jej symetricky obraz y’
bude dotykat oboch gulovych ploch x a 7 a jej stred S’ bude
lezat st¢asne na useCke EO ako strednej oboch gulovych
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ploch. Ozna¢me P, Q v uvedenom poradi body dotyku gulo-
vej plochy 9" s gulovymi plochami x a 7.

Hladand rovina stimernosti ¢ zrejme rozpoluje uhol AEO
a je kolmd na rovinu AEO. Velkost |PQ| priemeru gule »’
vypocitame teraz z pravouhlého trojuholnika EFO. Zrejme
plati:

|EP| + |0Q| = |EO| + |PQ|, ¢))
a z pravouhlého trojuholnika EFO mdme

|[EO|2 = |EF|2 + |FOJ?,

cize
a2
|[EOR2 =a? + PR
odkial
al/6

|EO| = -
Z (1) po dosadeni dostaneme

a dJ6

a+ 2 =5 + |PO|,

z ¢oho po jednoduchej tprave vyplyva
a _
|PQl = [AX| =—( — 16).
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A-1-5

V rovine je dany $tvorec ABCD so stranou |AB| = 1.

a) Urcte v rovine mnoZinu M, ktord vyplnia tretie vrcholy
vietkych rovnostrannych trojuholnikov, ktorych dva vrcholy
lezia vo vnitri alebo na hranici daného $tvorca ABCD.

b) Vypoditajte obsah mnoZiny M.

RieSenie ulohy ndjde Citatel v roCenke 30. ro¢nika MO
na str. 133—136 (dloha A-III-1).

A-1-6

Pre dané prirodzené &islo 7 rieSte ststavu 7 rovnic o # ne-
zndmych X1, X2, ..., Xp:

(3)-x1=(:), (1)
(3)me(3)=-()

(”Z 1).x1+ (;).x2+ +(§).x”—("+é) .(1n)

RieSenie. Ak od rovnice (1z) odgitame rovnicu (1z_1)
postupne pre k = n,n — 1, ..., 2 a vyuZijeme znime pravidlo
0 stcte kombinaénych &isel

() D)=(50)
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ktoré plati pre kazdd dvojicu nezdpornych celych &isel 7, s,
dostaneme stistavu rovnic
X1 =1,

2x1 + x2 =4,

........................

m—Dx1+m—2Dx2+ ... +2%p2+ Xp1 = (”_;l),

nx1+ (m— Dxz+ ... + 3% 2+ 251 + Xp = (n;Z),

ktord je zrejme s danou sustavou ekvivalentnd. Ak pre tuto
sistavu zopakujeme algoritmus od&itania (B — 1)-tej rovnice
od k-tej pre k =n,n — 1, ..., 2, dostaneme opit ekvivalent-
nu sustavu

X1 =1,
X1 + X2 =3,

n
X1+ X2+ ... + Xp-2 + Xp-1 =(2),

n+1
X1+ X2+ .. F Xp-2+ Xp1+ Xp= 2 .

Po dalSom zopakovani pouzitého algoritmu dostivame ko-
necne sustavu

x1=1Lx=2,...,x;, =mn,

ktord predstavuje jediné rieSenie danej sustavy.
Pozndmka. SkutoCnost, Ze dana sustava ma jediné rieSenie,
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je zrejma uz z jej tvaru. Toto rieSenie by bolo moZné urdit
aj tak, Ze z prvej rovnice vypolitame x; = 1 a dosadime do
druhej rovnice, z ktorej jednoznatne urime xs, atd.

ULOHY I. KOLA - SKOLSKA CAST

A-S-1

Nech je n prirodzené &islo. Uvazujme o vsetkych uspo-
riadanych n-ticiach reélnych tisel x; 1 = 1, 2, ..., n) takych,
Ze pre ziadne 7 = 1, 2, .. ., n nie je x; celotiselnym nasobkom

c‘.isla —aplati Z tg2 x; = 1. Najdite najmensiu moznd hodnotu
=1
sﬁétu

n
s = > cotg?x;.
i=1

RieSenie. Je
n n 2
> cotg2x; = (2 cotgzxt) (2 tgzxz\) (Z cotg x; tg x,) = n?
i=1 i=1 i=1 i=1

podla Cauchyho nerovnosti. Z toho je zrejmé, Ze pri Iubovol-
nej volbe hodnét x; vyhovujicich podmienkam tlohy je
s = n2. Ak vSak zvolime vSetky hodnoty x; rovnaké a tak, aby

1
platilo tg x; = —, je
|/n
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i
z ‘tg2x; = P 1, z cotg?x; = Z n = nZ

i= ‘ i=1 1=1 i=1

Preto je #2 najmensia moznd hodnota sutu s.

A-S-2

Urcte vsetky prirodzené Cisla 7, pre ktoré moZno rovno-
stranny trojuholnik so stranou dizky 7 rozloZit na navzdjom
sa neprekryvajtice lichobezniky so stranami dizky 1, 1, 1, 2.

Riesenie. Rovnostranny trojuholnik so stranou # (z prirod -
zené) sa dd rozloZit (obr. 32)nal+3 + ... + (2n — 1) = n2

Obr. 32

rovnostrannych trojuholnikov so stranou 1. Lichobeznik' so
stran ami diZok 1, 1, 1, 2 sa dd rozlozit na 3 rovnostranné
troju holniky so stranou 1. Z toho vyplyva, Ze ak sa rovho-
stranny trojuholnik so stranou 7 dd rozloZit na lichobeZniky
uvaZovaného tvaru, musi byt n2 deliteIné Cislom 3, ¢o zna-
mend, Ze &islo # musi byt deliteIné Cislom 3. .
Nech obritene plati: » = 3k, kde k je prirodzené Eislo.
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Potom sa rovnostranny trojuholnik so stranou » di rozloZit
na rovnostranné trojuholniky so stranou 3 a kazdy rovno-
stranny trojuholnik so stranou 3 sa d4 rozlozit na 3 lichobez-
niky uvaZovaného tvaru (obr. 33). Tym je dokdzané, Ze tieZ
trojuholnik so stranou 3k sa dd rozlozit na lichobeZniky so
stranami 1,1, 1, 2.

A-S-3a

Vo vnitri kruhu K so stredom S a polomerom r je dany
bod A. Niéjdite mnoZinu bodov v rovine, ktord vyplnia
vrcholy D vsetkych rovnobeznikov 4BCD, ktorych vrchol B
i priese¢nik uhloprieok leZzi vo vnutri alebo na hranici
kruhu K.

RieSenie. UkdZeme, Ze hladanou mnoZinou M je kruh K;
so stredom S a polomerom 3r, z ktorého si v pripade § = 4
vyiiaté vSetky hrani¢né body a v pripade S % 4 dva body
X, Y, v ktorych hranicu kruhu K; pretina priamka SA4.

Nech je totiz DeM a ABCD rovnobeZnik vyhovujici
tlohe. Oznaéme T priese¢nik jeho uhloprietok. Potom plati:

|SD| = |ST| + |TD| = |ST| + |TB| =
< |ST| + ITS| + |SB| < 3r.
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Bod D lezi teda v Kj. Je zrejmé, Ze v pripade S = A nemodze
D lezat na hranici K a v pripade S 7= A nemdZe byt bod D
totozny s bodom X alebo Y.

Nech obrdtene lezi bod D v mnoZine Ki(S; 3r) s vynimkou
uvedenych bodov. Rozli§ime dva pripady:

a) § = A. Ak nelezi D na priamke SA4, stati za bod B
zvolit vzdialenej$i priesednik priamky DS s hranicou K
a doplnit body 4, B, D na rovnobeznik ABCD vyhovujuci
poziadavkdm ulohy. Ak D leZi na priamke S4,je X 4D # Y
podla predpokladu. Ozna¢me Kp kruh, ktory vznikne z K
rovnolahlostou so stredom D a koeficientom 2. Potom
existuje bod Be Kn Kp, ktory neleZi na priamke SA4.
Staéi body B, D doplnit na rovnobeZnik ABCD vyhovujici
poziadavkdm ulohy.

b) § = A4. V tomto pripade volime bod B podla druhej
konstrukcie Casti a).

A-S-3b

V rovine je dany pravouholnik ABCD so stranami |AB| =
=a, |BC| = b. Bodom B vedte priamku p tak, aby obsah
trojuholnika ohrani¢eného polpriamkami DC, DA a priam-
kou p bol minimdlny.

Riesenie (obr. 34). Bodom B vedieme priamku rovno-
beinti s priamkou AC. Jej prieseéniky s polpriamkami DA,
DC v uvedenom poradi oznaéme Q, R. Zrejme je |CR| = a,

1
|AQ| = b a obsah trojuholnika DQR bude ab + 7ab +

1
5 ab = 2ab. Vedme bodom B ind priamku, ktord pretina
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e
Y b
A /a
B
Q)
M L
Obr. 34

polpriamku D4 v bode M a polpriamku DC v bode N.
Je zrejmé, Ze bud N lezi vo vmitri usetky CR, alebo M
lezi vo vnitri useCky AQ. Nech nastane napriklad prvi
moznost. Oznalme L prieseénik priamky MN s priamkou
vedenou bodom Q rovnobezne s priamkou DC. Potom su
trojuholniky QLB, RNB zhodné. Obsah lichobeZnika
OLND sa rovnd obsahu trojuholnika QRD, kym obsah
trojuholnika DMN je pre N % R va&i ne% obsah trojuhol-
nika DQR. Hladanou priamkou p je teda rovnobeZka s priam-
kou AC vedend bodom B.

D C, N
Y
b}

p T — Z

X

D
M
Obr. 35

103



Iné rieSenie (obr. 35). Vedme bodom B priamku p,
ktord pretina polpriamku D4 v bode M a polpriamku DC
v bode N. Oznatme |AM| = x, |CN| =y. Z podobnosti
trojuholnikov BNC, MBA, ktoré maja zrejme vSetky uhly
zhodné, vyplyva, Ze x : b = a: y liZze xy = ab. Pre obsah P
trojuholnika DMN plati: '

1 ab?
P=ab+~2—(ax+by)=ab+—(ax+~;)=

PouZitim nerovnosti b2 + x2 = 2bx vyplyvajicej zo znd-
mej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym prie-
merom dvoch nezdpornych &isel dostivame: P = 2ab, pri-
¢om znamienko rovnosti plati len pre x = b, kedy musi byt
tiez y = a. V tom pripade vsak je zrejme priamka p rovno-
beznd s priamkou AC.

ULOHY II. KOLA

A-ll-1
Nech n je prirodzené &islo a nech pre redlne &isla ay,
i=1,2,...,nplati
n
> sin? oy = 1.

=1
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Potom

n [
[Z sin 20 | < 2)n — 1.
i=1

Dokadzte.
RieSenie. Podla znimej Cauchyho nerovnosti pre redlne
tisla xi, yi, 2 =1, 2, ..., n plati

%3'%2 2.y 2 XY i ¢))
(£3) (2%)2 (£ 200)°

Ak v (1) polozime x; = sin oy, ys =cos @i, ¢ =1, 2, ..., m,
dostaneme

(.2 sin2 a;) ( ‘;‘_cosz ai) = ("”2 sin oy COS ai)z. )

1 d=1 i=1

PretoZe podla predpokladu 3 sin? o; = 1, postupne dostd-
i=1

vame

Zcoszou Z(l—smza;)—-—ZI—Zsmzai—n—l

i=1 f=1 i= i=

na ziklade ¢oho z (2) vyplyva

n 2
(izlsin o COS az) <n-—1, 3
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a pretoze sin 2y =2singgcosax, ¢ =1, 2, ..., 7, po
jednoduchej uprave z (3) dostaneme

n
I > sin 2 [ < 2)n — 1,

i=1

o sme mali dokdzat.

A-11-2

Detskd skladacka pozostdva z kamefiov (plochych dosti-
¢iek) tychto troch typov:

a) rovnobeZnik so stranami dizky 12 mm a 24 mm a ostrym
vanttornym uhlom velkosti 60°;

b) rovnostranny trojuholnik so stranou dizky 24 mm;

c) pravidelny $estuholnik so stranou dizky 12 mm.

Rozhodnite, ¢i je moZné z kametiov uvedenych typov zloZit
rovnostranny trojuholnik so stranou dizky 180 mm tak, aby
kazdy z bodov trojuholnika bol pokryty niektorym kameiiom,
pri¢om by sa kamene vzdjomne neprekryvali, ak predpokla-
ddme, Ze kamefiov kazdého typu je dostatone velky pocet.

RieSenie. Odpoved bude zdpornd, ¢o dokdZeme nepriamo.
Pripustme, Ze nasa snaha bola tispe$nd, a kvoli zjednoduseniu
zvolme za jednotku dizky use¢ku 12 mm dlhd. Potom nds
predpoklad znamend, Ze rovnostranny trojuholnik so stranou
dizky 15 moZno vyjadrit ako zjednotenie koneného poétu
navzdjom sa neprekryvajicich konvexnych mnohouholni-
kov, z ktorych ka?dy patri k niektorému z tychto troch
typov (obr. 36):
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Obr. 36a, b, ¢

a) rovnobeznik so stranami 1 a 2 a ostrym vnidtornym
uhlom velkosti 60°;

b) rovnostranny trojuholnik so stranou dizky 2;

¢) pravidelny $estuholnik so stranou dizky 1.

Plosny obsah rovnostranného trojuholnika so stranou
dizky 1 ozna¢me p (hodnotu p mo¥no zrejme fahko vy&islit,
ale nebudeme ju potrebovat). Pomocou p mozZno Iahko
vyjadrit plo$né obsahy mnohouholnikov vSetkych troch
typov z obr. 36, ako ukazuje obr. 37.

Obr. 37a,b, ¢

Dostdvame teda, Ze ploSny obsah rovnobeZnika typu a)
je 4p, plosny obsah trojuholnika typu b) je taktieZ 4p a plo$ny
obsah Sestuholnika typu c) je 6p. Z podobnosti rovnostran-
ného trojuholnika so stranou 15 s rovnostrannym trojuhol-
nikom so stranou 1 (koeficient podobnosti je zrejme 15)
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dostivame, Ze plo$ny obsah trojuholnika so stranou dizky 15
je 152p. ‘
Ak pouzijeme na zloZenie trojuholnika so stranou 15
x rovnobeZnikov typu a), y trojuholnikov typu b) a z Sestuhol-
nikov typu c), kde x, y, 2 si nezdporné celé &isla, potom
plati:
4px + 4py + 6pz = 152p CiZe 4x + 4y + 62 = 152

V poslednej rovnosti viak na lavej strane mdame dCislo
pirne a na pravej Cislo nepdrne, ¢o znamend, Ze rovnost
neplati pre Ziadne celé neziporné x, y, z. Tento spor po-
tvrdzuje spravnost nasho tvrdenia, Ze sa uvedeny trojuholnik
z kameniov skladatky zloZit nedd.

A-ll-3a

Je dany kvider ABCDEFGH s rozmermi a, b, c. Jeho
vrcholom F vedte rovinu g tak, aby objem Stvorstena ohra-
ni¢eného rovinami ADC, CDH, HDA, ¢ a obsahujiceho da-
ny kviader bol minimdlny.

RieSenie (obr. 38). Oznatme M, N, P v uvedenom po-
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radi priesetniky roviny g s polpriamkami D4, DC, DH.
Nech dalej |AB| = a, |BC| = b, |BF| = c. Predpokladajme,
Ze Stvorsten DMNP uz md pozadovanu vlastnost, a ozna¢me
|DM| = x, |DN| =y, |DP|==z. Objem V S3tvorstena
DMNP sa zrejme rovnd suctu objemov Stvorstenov FMDP,
FNDP, FMND, ktorych vysky v uvedenom poradx ma)u
velkosti a, b, c. Preto plati:

1

X2 b 1
V=g at + c. (1)

Na druhej strane vsak zrejme plati:

1 x

V 24 ! 2
=73 5 F= ¢ W 2
Preto z rovnosti (1), (2) vyplyva

axz + byz + cxy = xy=z. 3)

1
Ak rovnost (3) vyndsobime kladnym &islom —5’;, dostaneme
a b c
—+—+—=1 @
y x 2
K tomu, aby sme zistili, pri ktorych hodnotich x, y, z bude

objem V minimdlny, vyuZijeme zndmu nerovnost medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom
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u-+ o+ w
—— = juem, (5)

ktord plati pre Tubovolné kladné redlne &isla #, v, , pricom

rovnost vo vztahu (5) nastdva prive vtedy, ked u = v = w.
a b c

Ak teraz vo vztahu (5) poloZime # = Ty—, V=W = do-

staneme vzhladom na (4)

a b ¢ 31/ abc
l=—"+—+—2=3 s
x z xyz

z oho vyplyva, Zze xyz = 27abc. Vzhladom na (2) preto plati

9
abc = > abe. (6)

z Coho vzhladom na (4) vyplyva
x = 3b,y = 3a, 2 = 3c. @)
Pre hodnoty x, y, 2 urené vztahom (7) bude teda objem V

9
Stvorstena DMNP minimalny, rovny > abc.
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Z toho uz priamo vyplyva konstrukcia roviny ¢ poZadova-
nych vlastnosti.

A-I1l1-3b

V rovine je dany $tvorec ABCD so stranou |AB| = 1.

Urcte v rovine mnoZinu M taZisk vSetkych takych rovno-
strannych trojuholnikov, ktorych vSetky tri vrcholy lezia
na strandch daného $tvorca ABCD.

RieSenie. Nech PQR je rovnostranny trojuholnik, kto-
rého vsetky tri vrcholy leZia na stranich Stvorca ABCD
(obr. 39). Nech T je jeho taZisko, V stred strany PQ, CiZe

» X0

Obr. 39

pita vySky z vrcholu R na stranu PQ a § stred $tvorca

3
ABCD. Pretoze |RV| = 1/2— |PQ|, je zrejmé, Ze Ziadne dva

vrcholy tohto trojuholnika neméZu leZat na tej istej
strane daného Stvorca. Vzhladom na osovi symetriu rovno-
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stranného trojuholnika i osovi a stredovi symetriu $tvorca
stali preto uvaZovat napriklad o pripade, ked Pe 4D,
Q€ BC, Re CD. V ostatnych pripadoch bude totiZ situdcia
analogickd. Ozna¢me Ry stred strany CD a Py AD, Qo €
€ BC také body hranice Stvorca ABCD, pre ktoré plati:
|PoRo| = |QoRo| = 1. Potom PoQyRp je rovnostranny troj-
uholnik poZadovanych vlastnosti. Nech Ty je jeho taZisko
a V) stred strany PoQy. Oba tieto body leZia zrejme na pol-
: 2 3 I3
priamke RoS a plati: |RoTo| = 33 =3 Vzhladom na
uz spomenutd symetriu sta¢i dokonca uvaZovat o pripade,
ked Qe QoB, R RyC, Pe PyD. Oznatme K, resp. L,
pitu kolmice z bodu Q, resp. T, na stranu AD, resp. CD
(pozri obr. 39). Potom zrejme |<¢ LTR| = |<¢ KQP)| a pra-
vouhlé trojuholniky PKQ a RLT si podobné. Vieme, Ze
plati:

Z toho vsak vyplyva, Ze

3 3 3
ILT| = 1/3— IKQ| =M§ |AB| = l/_;;

Znamend to teda, Ze taZisko T kaZdého rovnostranného
trojuholnika uvaZovanych vlastnosti leZzi vo vzdialenosti

3
y3— od strany CD do vnitra $tvorca ABCD. Z vyssie uve-
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denej symetrie preto vyplyva, Ze taZiskd T v3etkych rovno-
strannych trojuholnikov s vrcholmi na stranich S$tvorca
ABCD lezia na stranich Stvorca A1B1CiD; rovnofahlého
so §tvorcom ABCD v rovnolahlosti (homotetii) so stredom S

. . 3 1 ) 1
a s koeficientom rovnolahlosti & = (—3— -5z =
1 o

= (23 — 3) (obr. 40).

\/! /

DA G
A s \
¢

P / e

S ——— 1

A B
Obr. 40

Zostdva ndm eSte ukdzaf, Ze kaZdy bod T hranice Stvorca
A;B:C1D; mé poZadovani vlastnost, tj. existuje rovnostranny
trojuholnik PQR s vrcholmi na strandch S$tvorca 4ABCD
a s taziskom v bode 7. Vzhladom na symetriu zrejme stadi,
ak dbkaz urobime pre body dse¢ky ToBi. Z predchddzajicej
Casti rieSenia vieme, Ze pre bod T je takym trojuholnikom
trojuholnik PoQoRo so stranou 1. Nech T # Ty je Iubo-
volny bod usetky ToBi. Polpriamka V(T pretina stranu CD
$tvorca ABCD v bode R. Kolmica k priamke VR v bode Vo
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pretina stranu AD $tvorca ABCD v bode P a stranu BC
v bode Q. Trojuholnik PQOR je uZ rovnostrannym tro;uhol-
nikom s faZiskom v bode T.

Jetotiz | <L RoVoR| = | X TVoTo| = | <L LTR,|kde TL|[VoRo
(obr. 40), z &oho vyplyva, Ze pravouhlé trojuholniky VoR¢R,
VoToT, TLR st podobné. PretoZe |VoTo|:|ToRo| =1:2,
bude tiez |VoT|:|TR| =1:2. Dalej plati: |<C PVoPo| =
= |<x QoVoQ| = |<X POK|, kde QK|/AB. Preto si podobné
tiez pravouhlé trojuholniky PoVoP, QoVoQ a PQK. KedZe
|PoVo| = |QoVo|, bude tiez |PVy| = |VoQ|. Preto pravo-
uhlé trojuholniky RVoP, RV,Q st zhodné. Z toho vyplyva,
Zze RVy je taznica trojuholnika POR a T je jeho taZisko.
Kedze plati |RVy| : |PVo| = |RoVo|: |PoVo|, su tiez pravo-
uhlé trojuholniky RV,P a RoVoPo podobné, o znamend, Ze
|t PRV| = | PoRoVo| = 30°a [ RPVy| = | RoPoVo| =
= 60°. Trojuholnik PQR je teda rovnostranny, ako sme
chceli dokdzat.

Zdver: MnozZinou M tazZisk vSetkych rovnostrannych
trojuholnikov, ktorych vSetky tri vrcholy leZia na strandch
daného $tvorca ABCD, je hranica §tvorca A1B;1Ci1D; rovno-
Iahlého so $tvorcom ABCD v rovnolahlosti so stredom S

1 —
a koeficientom rovnolahlosti 3 (23 —3).
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ULOHY III. KOLA

A-IlE-1

Nech n=1 je dané prirodzené Cislo. Uvazujme o viet-
kych m-ticiach takych realnych ¢&isel x4, 1 =1, 2, ..., m,
pre ktoré plati:

n
> sin?x; = k&, O
i=1

kde 0 § k = n je dané redlne ¢&islo. Urlte, akd najva&siu

hodnotu nadobuda vyraz

n
=|> sin 2x; |.

i=1

RieSenie. Podla znimej Cauchyho nerovnosti plati

i=1 =1 i=1

(1% sinzaéi) (}_ cos2x¢) % sin x; COs xi)2 2)

Ak plati (1), potom

n n n n
2 cos2x; = > (1 — sin2x;) Z Z in?x; =n — k,
i=1 i=1 i=1 i=1

z &oho po dosadeni do Tavej strany (2) a jednoduchej tGprave
méme
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n 2
4k (n — k) = ( sin 2xi) 5
i=1

=

odkial

n
s = l > sin 2x;

i=1

< 2k(n — k). 3)

&
Ak zvolime x;prei =1,2, ...,ntak, Ze sin x; =V——- <1,

n
T n—k
0 x < —, je cos x; =
2 n

Vzhladom na (3) je teda tito hodnota za danych podmienok
maximdlna.

a s = 2|kn — k).

A-ll1-2

V rovine je dany trojuholnik ABC. Dokdzte, Ze pre kazdy
bod P vnitra strany AB tohto trojuholnika plati:

|PC|.|4B| < |PA|.|BC| + |PB|.|AC|,

kde |XY| znamend vzdialenost bodov X a Y.

RieSenie. Nech bod P je Iubovolny pevny bod vniitra
strany AB trojuholnika ABC (obr. 41). Vo vaitri strany AC
zostrojime bod A’ a vo vnutri strany BC bod B’ tak, aby
platilo PA’/|[BC, PB'[|/AC. Z trojuholnikovej nerovnosti

vyplyva
|PC| < |P4’| + |A'C| = |PA4'| + |PB'|. (1)
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Obr. 41

Z podobnosti trojuholnikov APA’, ABC, PBB’ dostaneme

, P4l , _IPB]
IPA'| = 51 1BCL [PB| = o 14C),

z &oho po dosadeni do (1) dostaneme

|PA| [PB

|PC| <|AB[ |BC| + IAB!

14Cl. 2
Vyndsobenim nerovnosti (2) kladnym &islom |4B| uZ dostd-
vame nerovnost, ktorej spravnost bolo treba dokdzat.

Iné rieSenie. Zavedme v rovine pravouhli stradnicovia
ststavu a ozname d, b, ¢, p v uvedenom poradi polohové

vektory bodov 4, B, C, P. Oznatme dalej |v| dizku vektora v.
Zrejme plati:

p=({1—1t)a+ th,
kde redlne ¢islo 0 << 7 << 1 vyhovuje vztahom

p — al ip — bl
t=lb—_;7|, l—tz}—b—_a—l. ‘ (3)
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Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti vzhlfadom na (3) po-
stupne dostaneme:

|IPCl=|c —p| =ltc + (1 —t)c —th — (1 — t)a| =
=|(1—t)(c—a) + t(c —b) <
< (—208lc—al+tlc—b|l =
Ip — a p—
=£t—lc—b II;%—*IC—G[:
lAl |PB|

= 25 BCI + 57 14C1

z Coho uZ priamo vyplyva dokazované tvrdenie. Ostrd ne-
rovnost v trojuholnikovej nerovnosti plati preto, lebo vektory
C — a, ¢ — b st linedrne nezdvislé.

A-lI1-3

Polia $achovnice 8x8 tvoria 3tvorce so stranou dizky
3 cm. Na $achovnicu polozime obdi#nikovy pruZok papiera
s rozmermi 6 cm a 3 cm. Budeme hovorit, Ze prizok sa
prekryva s polom Sachovnice, ak md s nim spolo¢ny aspoii
jeden vnitorny bod. Zistite, aky je najvialsi pocet Ciernych
poli, s ktorymi sa méze dany obdiZnikovy priZok papiera
prekryvat.

RiesSenie. Kvoli zjednoduSeniu zvolime useCku velkosti
3 cm za novd jednotku diZky. Potom je kazdé pole Sachovnice
$tvorec so stranou 1 a na $achovnicu kladieme obdiZnik so
stranami 2 a 1.

Najskor ukiZeme, Ze nie je mozné ndjst taki polohu

118



obdiznika, aby sa prekryval so siedmimi poliami $achovnice.
Predovietkym si uvedomime, %e obdi#nik sa neméd%e prekry-
vat sti¢asne so Styrmi poliami oznalenymi I na obr. 42.

/R
—K V4 ’// /},'/
Obr. 42

V opa¢nom pripade by musel totiZ obsahovat aspoii jeden
vnitorny bod kazdého z poli oznacenych I, a teda aj cely
konvexny obal tychto bodov. Vo vmitri konvexného obalu
viak leZi zrejme celé pole oznacené II, ¢o je §tvorec so stra-
nou 1. Tento by viak mal leZat vo vnitri obdiZnika rozme-
rov 2 X1, ¢o je spor.
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- Najdlh%ou tsetkou daného obdiZnika je zrejme jeho uhlo-
prietka, ktorej vefkost je /5 < 3. Z toho vyplyva, Ze dany
obdiznik méze mat neprizdny prienik najviac so Styrmi
riadkami a najviac so Styrmi stipcami 3achovnice. Bude
teda uréite vidy leZat v nejakej &asti Sachovnice s rozmermi
4 x4 polia (obr. 43). V tejto Casti je prave 8 Ciernych poli,
ktoré oznatime symbolmi I a II. Zo Styroch poli oznate-
nych I sa viak podla vys$ie uvedeného obdiZnik prekryva
najviac s troma a analogicky sa dokiZe, Ze i z poli oznale-
nych IT sa méZe prekryvat najviac s troma. Z toho vyplyva,
e dany obdiznik sa méze prekryvat najviac so 6 iernymi
poliami.

Teraz ukdZeme, Ze skutolne existuje takd poloha obdiznika,
pri ktorej sa prekryva so 6 Ciernymi poliami Sachovnice.
Stali ho polozZit tak, ako je to zndzornené na obr. 44: jeho

374

A
N,
2| A4

a b ¢ d

WS

Obr. 44

stred S lezi v bode dotyku poli 42, ¢3 a jeho strany zvieraji
so stranami Sachovnice uhol 45°. Ak pouZijeme oznalenie
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2

akona obr. 45,je |BS| =1 > - = |ES], |BC| = |AB| =

— 1
= |AS| — |BS| =}2 — 1, |BD| = - > |BC]|. Preto obsa-

2
A D
N g/{ ]
3 B)\ [
fx\E\iS
AN
(NN
b “c
Obr. 45

huje tsec¢ka BD vnttorny bod pola b4. Zo sumernosti ob-
diznika podla stredu S i podla osi 4S viak vyplyva, Ze
obdlZnik m4 spolo¢né vniitorné body tieZ s poliami a3, c1 a d2
a samozrejme aj s poliami b2 a ¢3.

PodIa rieSenia 7. Sgalla, 4. tr.
gymn. W. Piecka, Praha

A-lil1-4

Nech #n = 2 je dané prirodzené &islo a ag, a1, ..., @y SU
za sebou nasledujice ¢leny aritmetickej postupnosti. Potom
plati:
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éo(—l)k ( :) ax = 0. , )

Dokazte.

RieSenie. Pre kazdé k2(0 = k2 < n) zrejme plati ax =
=ap + kd, kde d je diferencia danej aritmetickej postup-
nosti. Ozna¢me L lavid stranu rovnosti (1). Je teda

o[ (6= ()« (3) e ()] -
A= ()2 (5) - () e ()]

Vyraz v prvej hranatej zdtvorke je vSak podfa binomickej
vety n-tou mocninou dvojélena 1 — 1 a tak sa pre n= 2
zrejme rovnd nule. V druhej hranatej zdtvorke sd scitance
tvaru

n n!
0 ) = 0 e =

(n —1)! n—1
= etk —nr — U (k — 1)’

k=1, 2, ..., n. Suilet v tejto zdtvorke sa teda rovnd
—n(l — 1)»1 =0. Oba s¢itance v L st teda rovné nule,
&im je spravnost rovnosti (1) dokdzand.
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A-I1ll-5

Uréte vietky dvojice (x, y) prirodzenych &isel, pre ktoré
plati

_x__vé'

y

1
<F. 1)

 RieSenie. Najskor dokdZeme, Ze pre kazdé rieSenie (x, y)
danej nerovnice (x, y prirodzené) je y << 3. Ak totiZ vynd-

x _
sobime dani nerovnost kladnym &islom y2 (; + VZ),dos-

taneme
1 x —
2 902 — — [—
[x2 — 292 < 5 (y + ]/2) 2

Vzhladom na iraciondlnost &isla VE nie je %2 —2y2 =0.
Je teda |x% — 292| =1 a vzhladom na to z (2) vyplyva

1< (x 1/5) ©)
<—|=+ .
y\y
Zo vatahu|— — |2 L 3ak vypl Z 12 L
o vztahu — < vsa yva, Ze < + =,
y y3 PV, 2y = Ve T 3

1 /1 —
z ¢oho vzhfadom na (3) mdme 1 < n (ﬁ + 2J/2 ) Pre
y = 3 jeviak
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s 1
—(-+2 2 —(2—7+ 284)

o je spor.
Stali teda vySetrovat pripady y =1 a y =2, o vedie
k rieSeniu nerovnic

_ = 1
lx—)2l <1, |x—2]/2|<7.

Prvd z nich md prdve dve rieSenia: x = 1, x = 2, a druhd
jediné rieSenie: x = 3.

Vsetky rieSenia v obore prirodzenych ¢&isel nerovnice (1)
teda su: (1, 1), (2, 1) a (3, 2).

A-l1l1-6

Je dand kruZnica k& = (S; r). Nech M je mnoZina vSetkych
takych trojuholnikov s vpisanou kruZnicou k, ktorych naj-
valdsi uhol sa rovnd dvojndsobku najmensicho uhla. Néjdite
mnoZinu vSetkych bodov, ktord vyplnia druhé od bodu S
najvzdialenejsie vrcholy vSetkych trojuholnikov z mnoZiny M.

RieSenie. Nech T je Iubovolny trojuholnik z mnoZiny M
a == =y su velkosti jeho vndtornych uhlov. Plati teda
« = 2y. Druhy od S najvzdialenejsi vrchol trojuholnika T
je vrchol odpovedajici uhlu f a jeho vzdialenost od S bude

7/ sin —g (obr. 46). Zrejme je
o+t B+y=F+3y=m a y=p=2.
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Obr. 46

Z toho vyplyva, Z¢ musi platit

2%
5 1)

IA
IA

T
4

B

Nech teraz f je uhol vyhovujici podmienke (1). Potom
2 1
@= 7 (®—B)sy= ?(T: — B) vyhovuji rovnostiam o +

+ B + y =, « = 2y a nerovnostiam « = f = y. To zna-
mend, Ze trojuholnik 7' s vnutornymi uhlami «, S, y, ktory
patri do mnozZiny M, existuje.
Hladanou mnoZinou bodov je preto uzavreté medzikruZie
™

¥
ohrani¢ené kruZnicami &; = (S, r/sin -5—),k2 e (S, r/sin 5 )
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Korespondenéni semina¥ UV MO

Cilem koresponden¢niho semindfe je ddle zvySovat troveri
Spi¢kovych feSiteld, ktefi nejsou z Prahy ani z Bratislavy,
a nemaji tak moZnost pracovat v tamnich semindfich pro
pfipravu na mezindrodni MO. K ucasti pozvalo predsednictvo
UV MO na zikladé vysledkia v MO, ndvrhtt KV MO a indi-
vidudlniho zdjmu asi 50 Zdku, z nichZ se pfihldsilo a zicastnilo
29 Zikd - 3 ze Stfedoleského kraje, 2 z Jiholeského, 1 ze
Zipadoteského, 5 ze SeveroCeského, 4 z Vychodoceského,
4 z Jihomoravského, 5 ze Severomoravského, 2 ze Stfedo-
slovenského a 3 z Vychodoslovenského kraje. Pravidelné jim
byly rozesiliny série pomérné ndrolnych uloh, které méli
béhem 4 aZ 5 tydnu vyfeSit. Dosld feSeni byla opravena,
ohodnocena a spolu s rozmnoZenym komentdfem vrdcena
ulastnikim. Nejlepsimi v celkovém hodnoceni byli Igndc
Teresédk (Michalovcee), Martin Klazar (Louny), Milan Kratka
(Prievidza), Frantisek Vencl (Ceskd Tiebovd), Darina Neuma-
novd (Brno) a ¥ifi Votinsky (Pardubice). Uvddime znéni vSech
tloh zadanych v koresponden¢nim semindfi.
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1. Geometrie

1.1 V prostoru je ddna rovina g a body 4, B v opa¢nych polo-
prostorech uréenych rovinou g. Najdéte v roviné g viechny
body X, pro které je | | XA| — | XB| | maximadlni.

1.2 Bod X se pohybuje po pfimce p konstantni rychlosti da-
nou vektorem u, bod Y se pohybuje po pfimce ¢ konstant-
ni rychlosti danou vektorem v. Pfimky p a ¢ jsou mimo-
béZné a v jednom okamziku je bod X v bodé 4, Y v bodé
B. Najdéte polohu bodt X, Y, pfi které je vzdédlenost
| XY | minimdlni.

1.3 V roviné je ddn trojuhelnik ABC a bod P. Oznaime
K, L, M paty kolmic vedenych bodem P ke strandm
trojuhelniku ABC. Udejte nutnou a postalujici podminku
pro to, aby
a) body K, L, M, P lezely na kruznici,

b) body K, L, M leZely na pfimce.

1.4 V roviné je ddn trojihelnik ABC. KruZnice k4 prochazi
bodem A4 a dotykd se strany BC v bodé B, kruZnice kg
prochdzi bodem B a dotyka se strany CA v bodé C, kruz-
nice k¢ prochdzi bodem C a dotykd se strany AB v bodé
A. Dokazte, Ze se kruZnice k4, kg, k¢ protinaji v jednom
bodé Q. Co plati o thlech Q4B, QBC, QCA?

1.5 V prostoru jsou ddny pfimky p, ¢ a rovina g, ddle kladné
Cislo d. Popiste konstrukci dsecky délky d, kterd je rovno-
bé&Znd s rovinou g, jeden jeji krajni bod leZi na pfimce p,
druhy na pfimce g.
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2.1

2.2

2.3

24

128

2. Kombinatorika

Na rohovém poli Sachovnice # X n (n = 4) stoji figura,
kterou stfidavé pfemistuji dva hraci. Prvni z nich tdhne
vzdy dvakrdt za sebou jako koném (tj. dvé& pole v jednom
sméru a jedno pole v kolmém sméru), zatimco druhy
tahne jednou jako koném s prodlouzenym skokem (tfi pole
v jednom sméru a jedno pole ve sméru kolmém). Prvni
hraé se snazi dostat do protéjsiho rohu, druhy se mu v tom
snazi zabranit. MuzZe prvni hra¢ zvitézit pfi jakékoli hie
druhého hrace?

Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Prvni hrd¢ vybere

bod X na strané AB, druhy hrd¢ bod Y na strané BC

a nakonec prvni hrd¢ bod Z na strané AC.

a) Prvni hrd¢ chce ziskat trojihelnik X YZ co moZnd nej-
vétsiho, druhy co moZnd nejmensiho obsahu. Jaky
obsah si muZe prvni hrac zajistit?

b) Prvni hra¢ se snaZi ziskat trojihelnik X YZ nejmensiho
moZného obvodu, druhy co moZnd nejvétSiho. Jaky
nejmensi obvod si miize prvni hrd¢ zajistit?

Dva hraci hraji ndsledujici hru: Prvni si mysli dvé &isla

od 1 do 25, druhy je musi uhidnout. Rekne vZdy dvé &isla

od 1 do 25 a prvni mu odpovi, kolik &isel (tj. 0, 1 nebo 2)

uhodl. Za jaky nejmensi pocet otdzek miZe druhy hrac

vzdy uréit mySlend &isla? X

Na desce je nékolik hromddek kamend. Dva hraci se

stiidaji v tazich - pfi kaZdém tahu se rozdéli kazdd hro-

mddka majici alespoii dva kameny na dv& mensi hromddky

a to se dé&je tak dlouho, dokud na vSech hromddkédch neni

po jednom kamenu. Kdo ulinil posledni tah, vyhrél.



2.5

Ctery z hrddd si miZe zajistit vyhru, jestlize na zatdtku
bylo na kazdé hromddce méné nez N kament ? (Provedte
diskusi vzhledem k ¢&islu N.)

Na ¢&tvere¢kovaném papife je vyznacen obdélnik m X n
¢tvereCkt. Dva hrdci po radé vySkrtdvaji vSechny Etve-

. reCky nékteré rady nebo sloupce, ve kterém byl jesté

2.6

2.7

3.1

3.2

alespoi jeden nevySkrtnuty Ctverecek. Vyhrdvd ten, kdo
vyskrtne posledni ¢tveredky. Kdo si miiZe zajistit vyhru -
zalinajici hrd¢, anebo jeho partner?

V fadé& za sebou je N poli, na nejlevéjsim stoji bild figurka,
na nejpravéj$im Cernd. Dva hrddi se stfidaji v tazich, pii
nichZ vzdy premisti svou figurku o jedno pole doleva
nebo doprava (je-li obsazované pole volné), vynechat tah
neni moZno. Prohrdva hra¢, ktery nemize tdhnout. Kdo
si muZe zajistit vyhru - prvni, nebo druhy hrac?

Na tabuli je napsin mnohoclen x!0 + sx + ... +

+ %x + 1, Dva hrd¢i postupné zamé&nuji hvézdictky

u &lent x, x2%, ..., x? redlnymi Cisly (ne nutné v tomto
poradi). Jestlize vysledny mnohoclen nebude mit redlné
kofeny, vyhrdvd prvni hrd¢; bude-li mit alespon jeden
redlny kofen, vyhrdvd druhy hra¢. Ktery z hrda¢u si mtize
zajistit vitézstvi?

3. Geometricka zobrazeni

Jsou ddny dv& kruZnice k1, k2 a piimka ¢. Sestrojte pfim-
ku p rovnob&znou s ¢ tak, aby vytinala na ki a ks tétivy,
jejichz délky dédvaji soucet a.

Je ddna pfimka p a dva body 4, B ve stejné poloroving
urlené piimkou p. Najdéte na p takovy bod X, Ze
|AX| + |XB| =a.
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3.3

3.4

3.5

4.1

4.2
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Jsou ddny &tyfi soustfedné kruZnice k, /, m, n. Sestrojte
pfimku p, kterd protind kruZnice po fad& v bodech 4, B,
C, D tak, ze |AB| = |CD|.

Spole¢nym bodem A kruZnic k, / vedeme libovolnou
piimku, kterd protind kruznice v dalsich bodech M; a Mo.
Potom sestrojime te¢ny ke kruZnicim &, / s body dotyku
M;i a M ajejich pruselik oznaéime N; déle vedeme stiedy
kruZnic 81, Sz pfimky S1f, Sof rovnob&Zné s teCnami
MiN, M:N. Dokazte, Ze pfimka FN prochdzi jednim
pevnym bodem bez ohledu na volbu pfimky MiM:
a tsecka YN mad konstantni délku.

Sestrojte &tyiuhelnik ABCD, ktery je tétivovy (lze mu
opsat kruZnici) a jehoZ strany zndte.

4. Rovnice

Necht f je redlnd funkce s defini¢nim oborem (—o0, o0)
takovd, Ze pro jakdkoli dvé& redlnd &isla x, y plati

fx + 3) =f(x) + f(9),
f(xy) =y f(x) + xf(y).

Necht & je redlny kofen né&kterého mnohoclenu s celo-
tiselnymi koeficienty. Potom plati f(&) = 0. DokaZte.
Dokazte, ze polynom

p(x) = xn — a1 — @ax"2— ||, — @z_1X — an,
n
kde ;= 0,7 =1, ...,ma 2 a; > 0, md pravé jeden
j=1

kladny kofen.



4.3 DokaZte, Ze polynom
A+ (=1 + DB+ G+ —201+iD)x+5+1i

nemd redlny kofen.
4.4 Pro které konstanty a, b, ¢, d plati identita

¥ —ax® +bx?—cx +d=
=@x—a)(x—b(x—c)(x—d)?

4.5 Rozlozte vyraz (1 + x + x% + ... + x")2 — x” na sou-

¢in dvou polynomi (7 je celé, n > 1).
4.6 Rovnice

W-52+x—-1=0
md kofeny x1, x2, x¥3. Vypoltéte hodnoty vyrazi
Q- —2h(A - a(l —2)( —x)(1 — =}

4.7 Reste rovnici

1 1 1
Bratl mebrl @mizel "

5. Teorie é&isel

5.1 DokaZte, Ze na kruZnici, jejiZ stted md aspoii jednu sou-
fadnici iraciondlni, leZi nejvySe dva body s raciondlnimi
soufadnicemi, tj. obé& soufadnice jsou raciondlni Cisla.
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5.2 Ukazte, Ze polynom

CoxP x3 Tx
flx) = - 3 + G

v celych &islech x nabyvé celo¢iselnych hodnot.
5.3 Dokazte, Ze
ar + b* =c", a>b,n>b,

nemd fedeni v celych kladnych &islech.

5.4 Kvadraticky polynom f(x) = ax2 + bx + c¢s celoéiselny’r-
“mi koeficienty nema celo¢iselné koreny, pokud f(3) a f(6)
jsou lichd &isla. DokaZte.

5.5 Dokazte, Ze pro nejvétsi spoleCny délitel a nejmensi spo-
le¢ny ndsobek plati rovnosti

(a, b, c) [ab, bc, cal = (ab, be, ca) [a, b, c] =
= (a, b, ¢) [a, b, c] [(a, b), (b, ¢), (c, a)] = abc.
(a, b) je nejveétsi spolecny délitel &isel a, b, [a, b] je nej=
mensi spole¢ny ndsobek Cisel a, b.
5.6 Necht jsou posloupnosti (a1, a2, ...), (b1, b2, ...),
(c1, c25 . ..) ddny rekurentnimi vztahy
ay = 2, apy1 = 2,
C by =3, bn+1 = by!,

cl = 3, Cnyl = 30,
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‘a) DokaZte, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla-n plati
an = by é Cne.
b) Najdéte co nejvétsi Cislo f a co nejmensi Cislo g tak,

aby pro posloupnosti (fi, fz, . . .), (g1, g2, . . .) definova-
né

fl :f> fn+1 sz":
g=g gn1=g"

platilo
T =bh=gn pro n=2.

‘(Pfiblizte se k nejlep$im hodnotdm f a g aspon tak,
aby uZ nebylo mozné f zvétsit a g zmensit o 0,05.)
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Hodnotenie priebehu a vysledkov 32. roénika MO

V tomto ro¢niku sa uZ po druhy raz vo vietkych kategéridch
uplatiiovala novd organizicia Skolského kola sutaZe. V kate-
goériach A, B, C to znamenalo, Ze toto kolo bolo zakon&ené
klauzurnou sutaZou na jednotlivych strednych $koldch a v ka-
tegorii Z sa rieSenia Skolského kola odovzddvali v dvoch
terminoch, ale ich pocet sa zvysil zo 4 na 6.

V kategérii A vo vietkych krajoch okrem Prahy a Zapado-
slovenského kraja podstatne vzrastol polet riesitelov Skolského
kola. Celkove sa v porovnani s predchddzajicim ro¢nikom
zvysil 0 34,6 9, a polet tspe$nych rieitelov tohto kola vzrdstol
dokonca o 38,6 %,. Zo vsetkych tucastnikov $kolského kola
tejto kategérie bolo uspesnych 46,6 9, (v 31. ro¢niku to bolo
45,2 9, rieSitelov a pre porovnanic uvedme, Ze v 30. ro¢niku
MO, ked este v $kolskom kole klauzidrna stitaZz nebola, bola
uspesnost riesitelov 82,9 %).

Nebyvale vysoky je tieZ pocet uspesnych riesitelov krajského
kola kategérie A: 288. To je viac nez dvojndsobok poltu
uspesnych riesitelov krajského kola v predchddzajucich 3 ro-
koch. Prejavilo sa to aj na uspesnosti ucastnikov krajského
kola, ktord dosiahla 40,2 9%, (v 3l. ro¢niku 24,1 %, kym
v 30. ro¢niku dokonca len 14 %,).

Podobne v celodtitnom kole kategérie A sa prejavila dobrd
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uroveil rieditelov, ked viac neZ 50 9, z nich dosiahlo aspofi
polovicu moZnych bodov. Celkom dosiahli ucastnici celo-
Statneho kola 51,3 9%, moZnych bodov a uspesnost pri rieSeni
jednotlivych tloh moZno kvantitativne vyjadrit takto: prvd
75,7 %, druhd 44,3 9%, tretia 34,5 9,, Stvrtd 71,6 9,, piata
35,4 9, a Siesta 63,1 9,. Najlah$imi sa podla ofakdvania ukd-
zali prvd a $tvrtd tiloha a najfaz8imi tretia a piata. Prekvapuje
pomerne velmi nizka uspeS$nost pri rieSeni druhej ulohy.

Podobne v kategériach B a C, i ked v miere o nie¢o mensej,
pokralovala tendencia zvy$ovania poctu rieSitelov S$kolského
kola.

V Kkategérii B sa celkovy pocet rieSitelov v porovnani
s predchddzajicim ro¢nikom zvysil o 21,3 9, a pocet uspes-
nych rieditefov Skolského kola o 15,4 9%, ale potet uspeSnych
rieSitefov krajského kola tejto kategérie bol vo vSetkych
krajoch netimerne nizky, na ¢om md zrejme podstatny podiel
skutotnost, Ze predsednictvu UV MO sa nevydaril vyber
uloh krajského kola tejto kategérie. Ulohy sice tematicky nad-
vizovali na tlohy kola $kolského, ale svojou ndro¢nostou ich
znalne predstihovali. V klauzirnej Casti $kolského kola bola
uspesnost 50,2 9, (v 31. ro¢niku 52,8 9%, a v I. kole 30. ro¢-
nika - eSte bez klauzurnej Casti - 83,8 9), v krajskom kole
10 9%, (v 31. ro¢niku 33,4 %, a v 30. ro¢niku 13,6 %,).

V Kkategérii C prekrocil pocet uastnikov Skolského kola
islo 3000 a v porovnani s minulym ro¢nikom dalej vzréstol
0 8,6 9%, (oproti 30. ro¢niku MO o 59,9 9,), ale pocet tspes-
nych rieSitelov klauzirnej Casti $kolského kola poklesol, ¢o vSak
v tomto pripade neprekvapuje, pretoZze v minulom ro¢niku
sme konstatovali az prili§ nizku ndro¢nost uloh tejto Casti
sutaze v kategérii C. Poclet tspe$nych rieSitelov krajského
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kola tejto kategérie sa zvysil 0 157 9, proti vlaiiaj$ku (oproti
30. ro¢niku MO dokonca o 217,4 %), ¢o sveddi o tom, Ze
vyber tloh tejto kategérie sa predsednictvu UV MO podstatne
viac vydaril neZ v minulom ro¢niku i ako v kategdrii B.
Uspesnost ucastnikov klauztrnej &asti §kolského kola mozno
© vyjadrit &islom 54,5 9, (v 31. ro¢niku 72,3 9%, a v $kolskom
kole 30. ro¢niku MO 78,7 9%,) a v krajskom kole tejto kate-
gorie bolo uspesnych 25,4 9, ucastnikov (v 31. ro¢niku MO
7,9 9%, a v 30. ro¢niku 8,2 %).

Zvlastnu pozornost si zasluhuje skutoCnost, Ze pocet
tcastnikov $kolského kola kategérie Z dosiahol takmer 25 tisic
a vzrastol oproti 31. ro¢niku o 28,7 9, a oproti 30. ro¢niku
dokonca o 33,2 9,. Polet uspe$nych riesitelov tohto kola sa
oproti vlanajsku zvysil o 46,6 9%, a pocet GspeSnych riesitelov
okresného kola o 62,8 9%,. V Skolskom kole bolo uspe$nych
55,2 9, ucastnikov (v 31. ro¢niku 48,5 %, a v 30. ro¢niku
59 %) a v okresnom kole 54,2 9%, (v 31. ro¢niku 44,7 9%,
v 30. ro¢niku 43,9 9%). Tieto vysledky potvrdzuji sprdvnost
vyberu uloh pre tuto kategdriu, a to ako z hladiska tématiky,
tak aj z hladiska nadvéznosti jednotlivych kol.

I ked nechceme predbiehat, zdd sa, Ze novd organizdcia
Skolského kola MO prindSa vcelku pozitivne trendy, ktoré
viak bude treba podporit starostlivej$im vyberom tloh
klauzirnych sutazi, a to predovSetkym v kategéridch B a C.

Vyssie uvedeny rozbor ukazuje, Ze 32. ro¢nik MO i s pri-
hliadnutim na vysledky dosiahnuté naSou reprezentdciou na
24, MMO mozno povazovat za jeden z najispeSnejSich
v celej histérii nasej sutaze,
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24. MMO

Ctyfiadvacitou mezindrodni matematickou - olympiddu
uspofddala Francie; konala se ve dnech 1.aZ 12. ¢ervence 1983
v PafiZzi za Gcasti delegaci z 32 zemi: AlZirska, Austrilie,
Belgie, Brazilie, Bulharska, Ceskoslovenska, Finska, Francie,
Holandska, Itilie, Izraele, Jugosldvie, Kanady, Kolumbie,
Kuby, Kuvajtu, Lucemburska, Madarska, Maroka, NDR,
NSR, Polska, Rakouska, Rumunska, Recka, SSSR, Spanélska,
Svédska, Tuniska, USA, Velké Britnie a Vietnamu: Byl to
opét rekordni pocet zucastnénych zemi; poprvé se na MMO
objevilo Spanélsko a Maroko, naopak nepfijely delegace
z Mexika, Mongolska a Venezuely, které se v minulych letech
jiZz MMO t&astnily a také tentokrdt byly pozvdny. ProtoZe
polet Z4kd v druZstvu byl z d¥iv&jdich osmi sniZen na Sest,
soutézilo na 24. MMO 186 Zika (druZstva Lucemburska
a Spanélska byla netiplnd).

Vedouci jednotlivych delegaci, ktefi tvofi mezindrodni po-
rotu MMO, pfijeli do PafiZe jiz 1. Cervence a ve dnech 2. aZ
5. Cervence vybirali tlohy a pfipravovali soutéZni texty. Tato
etapa priace poroty obvykle probihad v pfisné izolaci od souté-
Zicich zdkd, mnohdy v dosti vzddleném misté. Francouzsti
organizatofi vSak pro prdci poroty vybrali Mezindrodni pe-
dagogické centrum v Seévres, coz je prakticky pfedmésti Pa-
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fize, snadno dosaZitelné méstskou hromadnou dopravou. Ne-
bylo to vSak na zdvadu regulérnimu chodu soutéZe, nedoslo
k Zéddnému tniku informaci.

~ Z ptipravenych 25 navrhi vybrala porota po diskusi téch-
to Sest tloh pro sout&z: '

1. Uréete viechny funkce f, které zobrazuji mnoZnu R+
viech kladnych redlnych Cisel do R+ a které vyhovuji podmin-
kdm:

(1) flx.f(») =5 .f(x) pro viechna kladnd redlnd &isla x, y;
@) f(x)>0 pro x-—> +00.

2. V roviné jsou ddny dvé& protinajici se kruZnice &; a k2 se
stiedy O, resp. Oz, o riznych polomérech; oznaéme A4 jeden
z jejich priseciki. Jedna z obou spoletnych teen kruZnic
k1, k2 se dotykd kruZnice k1 v bod€ P; a kruZnice k2 v bodé Ps,
druha se dotykd kruZnice 21 v bod& Qs a kruZnice kg v bodé Q.
Oznatme M, stfed tselky PiQq a M stied tselky PpQo.
Dokazte, Ze plati

|<X 0140 = |<L MiAM:).

3. Necht a, b, ¢ jsou celd kladnd &isla, po dvou nesoudélnd.
Dokazte, Ze
2abc — ab — bc — ca
je nejvétsi celé &islo, které se nedd vyjadfit ve tvaru
xbc + yca + zab,
kde x, y, z jsou celd nezdpornd &isla.
4. Necht E je mnozina vSech boda leZicich na obvodu

rovnostranného trojihelniku 4ABC. Rozhodnéte, zda pro kaz-
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dy rozklad mnoZiny E na dvé podmnozZiny existuje pravouhly
trojuhelnik, jehoZ vSechny tii vrcholy leZi v jedné z obou pod-
mnozin.

5. Rozhodnéte, zda lze najit 1983 vesmés ruznych pfiro-
zenych &isel, ne vétsich neZ 105, tak, aby Zddnd tfi z nich ne-
byla tfemi po sobé& jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti.

6. Jsou-li a, b, ¢ délky stran libovolného trojihelniku, potom
plati

a?b(a — b) + b%(b — ¢) + c%a(c — a) = 0;

dokaZte. Kdy plati rovnost ?

Navrhy téchto Sesti uloh zaslaly: Velkd Britdnie, SSSR,
NSR, Belgie, Polsko a USA.

Pfi jedndnich o vybéru tloh byla probirdna také otdzka je-
jich obtiZnosti - porota se snazila, aby vybrand Sestice nebyla
prili§ lehkd. Proto také byly do ni zafazeny ulohy 5 a 6,
které byly povaZovany za velmi obtiZné. Naproti tomu ulohy 1
a 4 byly oznaceny za lehké. Pfesto rozhodla porota o tom, Ze
- podobné jako v poslednich dvou letech - vSechny dlohy maji
byt hodnoceny stejné, a to kazdd sedmi body.

Tato fize price poroty skontila pfekladem tloh do jazyku
soutéZicich, rozmnoZenim textl a jejich kontrolou - vie bylo
hotovo v pondéli 4. &ervence, takZe ndsledujici den mohl byt
vénovin exkurzi spojené s prohlidkou tfi zdmka na Loife:
Chambord, Chenonceaux a Amboise.

V pondéli 4. Cervence se do PafiZze sjeli soutéZici Zici
v doprovodu zdstupct vedoucich. Byli ubytovani v interndté
lycea Ludvika Velikého v pafiZzské Latinské Ctvrti. Lyceum
bylo pak sidlem i celého dal$iho prib&hu 24. MMO.

Vlastni souté&Z prob&hla ve dnech 6. a 7. &ervence. Slavnostni
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zahdjeni se konalo ve stfedu 6. éervence dopoledne ve velkém
amfitedtru pafiZské Sorbonny za pfitomnosti zdstupcd fran-
couzského ministerstva Skolstvi i univerzity; hned potom
ndsledoval prvni soutézni pialden (dlohy 1, 2 a 3). Soutéz
pokracovala ve Ctvrtek 7. Cervence dopoledne, kdy jiz do
lycea Ludvika Velikého presidlila také porota ze Seévres.
Béhem pitku a soboty byla Zikovskd feSeni uloh opravena
a zkoordinovéna, takZe v sobotu veler mohla porota schvalit
definitivni vysledky. '

Po deldi a dosti vzruSené debaté se vétSina poroty pfiklo-
nila k ndzoru, Ze md byt dodrZena tradice MMO a Ze se tedy
md udélit tolik cen, aby je ziskala pfiblizné polovina v$ech
soutéZicich. Vzhledem k tomu, Ze tlohy byly vcelku dost
obtizné a bodové zisky Zdka relativné nizké, znamenalo toto
rozhodnuti - velmi mirnou Kklasifikaci. K ziskdni tfeti .ceny
staCilo pouhych 15 bodt ze 42 moznych. Nékteré delegace
se k tomu rozhodnuti vyjadfovaly znatné kriticky, nebot se
tim podle jejich ndzoru snizila hodnota ziskanych cen, a proto
pozadovaly, aby alespoil prvnich cen nebylo piili§ mnoho,
aby se nepfihliZelo k tradi¢nimu déleni cen v poméru 1 : 2 ::3.
Nakonec bylo rozhodnuto udélit 9 prvnich cen Zdkim, ktefi
dosdhli alesponi 38 bodu, 27 druhych cen zakim s 26 az 34
body.a 57 tietich cen Zdktim s 15 aZ 25 body. Vedle toho byly
udéleny tfi zvlaStni ceny za origindlni a elegantni feSeni
jednotlivych tloh; ziskali je Zici z Velké Britdnie (za 3. Glohu),
z NDR (za 6. tlohu) a z NSR (za 6. tlohu). '
~V nedé&li 10. &ervence byl pro vSechny tcastniky MMO
uspofddan vylet do Versailles spojeny s prohlidkou zdmku
a parku. V pondéli 11. Cervence pak byla MMO zakon¢ena.
Odpoledne prob&hlo slavnostni rozdileni cen - opét ve velkém
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amfiteitru na Sorbonné - potom byli Gcastnici pfijati na pa-
fizské radnici a vSe zakontila zdvérelnd spoleind velete,
kterd méla tentokrat zcela neformadlni rdz. V dtery 12. Cerven-
ce jiz zahrani¢ni delegace opoustély Pariz.

Jako obvykle byl odborny program MMO doplnén 0 spo-
le¢enskou a kulturni &ist. Bohatstvi pafiZzskych kulturplch
pamitek poskytovalo dostatek pfileZitosti k prohlidkdm, jez
delegace absolvovaly vétSinou jednotlivé. Spoletn& byly pro
ziky organizovany projizdka lodi po Seiné, prohlidka muzea
v Louvru a koncert klasické hudby v kostele sv. Severina. Pro
vedouci delegaci a jejich zastupce pfipravili pofadatelé ndvsté-
vu baletniho predstaveni v pafizské Opefe.

"Ceskoslovensko vyslalo na 24. MMO delegaci v sloZeni
vedouci delegace — dr. Frantiek Zitek, CSc.

Matematicky ustav CSAV, Praha
zastupkyné vedouciho — dr. Jiulia Lukdtsovd
Ministerstvo $kolstvi SSR,

Bratislava
Zaci
Vliadimir Dan¢ik — Kosice, 4. ., G Smeralova ul.
Xaver Gubd§  — Bratislava, 4. r., G A. Markusa
Igor K¥ig — Praha, 4. 1., G W. Piecka
Mariin Neamtu — Bratislava, 4. r., G A. Markusa
Jifi Sgall — Praha, 4. r., G W. Piecka
Jiri Witzany — Praha, 3. r., G W. Piecka

Kromé toho byl na MMO piitomen téZ dr. Viclav Sila
z ministerstva $kolstvi CSR jako pozorovatel.

V souté&Zi si nasi Zici vedli se stfidavymi tspéchy; detailni
vysledky obsahuje pripojend tabulka:
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Jméno Body za ulohu &islo  Celkem Cena
1 2 3 45 6

Sgall 76 777 4 38 I
Kz 7777171 36 1I.
-Dané&k 77 4700 25 IIL
Witzany 3071700 17 111
- Gubas 32 4070 16 111,
Neamtu 120700 10 -

Soucet 2824293521 5 142 —

Jak je vidét, nejvétsi potize délala nasim Zdkim posledni,
Sestd uloha, s niZ si Zddny z nich nedokdzal poradit. Tato
tloha byla vSeobecn& povaZovdna za nejtéz§i. Urcité potize
méli také s tlohou pdtou. Nezdd se viak, Ze by nasim Zikim
chybély konkrétni védomosti v urditém sméru, ale spise vy-
rovnanost a spolehlivost vykonu.

Ve srovndni s ostatnimi zucastnénymi druZstvy dopadlo
teskoslovenské pomérné dobfe: v neoficidlnim poradi podle
soudtu bodu zaujalo osmé misto. Celkovy piehled o udélenych
cendch poddvd nésledujici tabulka:

142



Pocet cen Soucet

Zemé I 1L I Zvl. | bodd
Alzirsko 0 0 0 0 6
Austrélie 0 1 2 0 81
Belgie 0 0 0 0 25
Brazilie 0 0 3 0 77
Bulharsko 0 1 4 0 137
Ceskoslovensko 1 1 3 0 142
Finsko 0 0 3 0 103
Francie 0 2 3 0 123
Holandsko 1 3 0 0 143
Itélie 0 0 0 0 2
Izrael 0 0 5 0 96
Jugosldvie 0 0 5 0 89
Kanada 0 0 4 0 102
Kolumbie 0 0 0 0 21
Kuba 0 0 1 0 36
Kuvajt 0 0 0o .0 4
Lucembursko 0 0 0 0 13*
Madarsko 0’ 4 2 0 170
Maroko 0 0 0 0 32
NDR 0 0 5 1 117
NSR 4 1 0 1 212
Polsko 0 0 3 0 101
Rakousko 0 0 0 0 38
Rumunsko 1 2 3 0 161
Recko 0 0 3 0 96
SSSR 1 3 2 0 169
Spanélsko 0 0 0 0 37%%
Svédsko 0 0 0 0 47
‘Tunisko 0 0 0 0 26
USA 1 3 2 0 171
Velk4 Brit4dnie 0 3 1 1 121
Vietnam 0 3 3 0 148

* Z Lucemburska pfijeli jen dva Z4ci
** Ze Spanélska pfijeli jen &tyti Zici
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Regeni dloh 24. MMO

1. Snadno se presv&d¢ime, Ze funkce f definovand v R+
vztahem

1
f@ =— 3)

vyhovuje podminkdm (1) i (2); ukdZeme, Ze jiné feSeni dloha
nemad.
Ozna¢me S mnoZinu té€ch x € R+, pro né&Z je

f(x) = x. 4
Dosadime-li y = x do (1), vidime, Ze pro kazdé x € R+ je
f(x . f(x)) = x. f(x), 3

tj. x.f(x) € S; mnoZina S je tedy neprazdni. Podle (1) pak
pro libovolné x € S plati

x =f(x) = f(f(x) =fQA.f(x)) = x. f(1),

takZe nutné

f) =1 (6)

tj. 1 € S. Dile plati toto tvrzeni:
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JestliZze x € S, potom také x¢e€ S pro kazdé celé &islo c.
Tvrzeni dokdZeme nejprve pro ¢ = 0, a to indukci. Pro
¢=0je x0 =1¢€ § podle (6), pro ¢ = 1 se platnost x1e€ S
pfedpoklddi. Necht x” € S pro nékteré n = 1, potom podle (1)

S = f. %) = f(x.f(xm) = w0.f(x) = 271,

Tvrzeni tedy plati pro vSechna ¢=0. Z x¢ € S viak také
plyne

1 =f(1) =flx*.x) = f(x=¢.f(x)) = x°.f(x79),

f(xe) = x~¢,

takZe také x—¢ € S.

Jestlize x > 1, pak x¢—> 00 pro c¢—> 00, jestlize x < 1,
pak x¢— 00 pro ¢ — co0; v obou pfipadech tedy v S exis-
tuje neomezen& rostouci (geometrickd) posloupnost d&isel
spliiujicich (4). To je vsak ve sporu s podminkou (2), proto
jedingm prvkem mnoZiny S je &islo 1. To vSak znamend, Ze
pro kazdé x € R+ plati x.f(x) = 1, neboli (3), coZ jsme méli
dokdzat.

2. PonévadZ kruZnice k1 a k2 maji rizné poloméry, pro-
tinaji se jejich spoletné teCny v jednom bodé; oznacme jej V.
KruZnice k2 je pak obrazem kruZnice k; ve stejnolehlosti se
stfedem V' a koeficientem danym pomérem obou poloméri.
Oznatme A’ bod kruZnice kg, ktery je obrazem bodu 4 € &
v této stejnolehlosti. DokédZeme, Ze body 4, A’, Oz, M3 lezi
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na jedné kruZnici, a to tak, ze budeme pocitat mocnost
bodu V k této kruZnici.

Jelikoz A € ke, A’ € ks, je mocnost bodu V ke kruZnici &2
rovna soulinu |[VA|.|VA'|; zdroveid je vSak také rovna
|VP:[2. Podle Eukleidovy véty vSak v pravouhlém trojdhel-
niku VO:2Ps plati |V P2 = |VOs|.|VMs|, mdme tak celkem

(VA[.|[VA'| = |VO:|.| VM|,

tzn. Ze skute¢né body 4, 4’, O3, M> lezi na jedné kruZnici.
Podle véty o obvodovych thlech tedy plati

|5 02AMy| = | 0od’ M.
Avsak trojihelnik O24'Ms je obrazem trojihelniku O14AM;
ve zmin&né stejnolehlosti, takZe (X O24'Me| = | O1AM|.
Plati tedy | 024AM;| = [<C 01AM)| a vzhledem k uspord-
ddni bodu Ql, 02, M1, Mz na pfimce 0,0 také

|2 0140;| = | X My AM:|,

coz jsme méli dokdzat.

3. Kazdé celé &islo N se dd vyjadfit ve tvaru
N = xbc + yac + zab, (1)

kde x, y, = jsou celd &isla, a to dokonce riznymi zpusoby.
Vyjddfime-li déle ¢isla x, y, 2 ve tvaru

146



x=%a+ &, y=nb+ 1, 2=Cc+ lo 2
kde

0§§0<d,0_£_7]0<b,0§:0<€, (3)
dostaneme dosazenim do (1) pro Cislo N vyjddfeni
N =2~&bc +noac + Loab + (5§ +n + {)abc. 4)

Za podminek (3) jsou koeficienty &, 70, {o a (§ + 9 + {)
ve vyjadfeni (4) jednozna¢n& urleny &islem N. Kdyby totiZ
pro totéz &islo N existovalo jiné vyjddieni

N = &'bc + no'ac + {o'ab + 0 abc 4)

s Cisly &o', 7o', Lo’ rovnéZ splitujicimi podminky (3), dostali
bychom ode¢tenim (4") od (4) rovnost

0 = (&0 — o) bc + (o —no") ac + (o — L") ab +
+ (& + 75+ & —0)abe.

Z ni vyplyvi, Ze rozdil &y — &’ musi byt délitelny Cislem a,
to vSak je pfi platnosti (3) mozné jen kdyz &o = &o'. Obdobné
odvodime rovnosti 79 = 70" a {o = {o’, a potom oviem také
d=E&+n+¢.

Rizna vyjddreni &isla N ve tvaru (1) se mohou mezi sebou
tedy liSit pouze tak, aby &isla &9, 70, So Ve vyjddfeni (2) a sou-
Cet & + n + § zustaly zachovdny. Pfitom je zfejmé, Ze bude
x=0, resp. y=0, resp. 2= 0, pravé kdyz & =0, resp.
7 =0,resp. { = 0.
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Vezméme nyni celé &islo
No = 2abc — bc — ac — ab.
Vyjadfime-li je ve tvaru (4), dostaneme
No=(a—1)bc + (b —1)ac + (c — 1)ab — abc. (5)
Pfi kazdém jeho vyjadieni ve tvaru (1) je tedy & + 9 + { =
= —1, coZ znamend, Ze &isla &, n, { - a tedy ani &isla x, y,
2, v (1) - nemohou byt v§echna nezdporna.

Vezméme nyni libovolné celé ¢islo N > Ny. Rozdil
Ny — N je tedy zdporny; odetteme-li (4) od (5), dostaneme

0>No—N=(a—1—%&)bc+ (b —1—m0)ac +
+(—1—"C%o)ab— (1 + &+ n + {) abe.

Ponévadz v dusledku (3) jsou &islaa — 1 — &, b — 1 — 70,
¢ — 1 — {o vesmés nezdpornd, musi byt &islo1 + & + 9 + £
kladné. Jetedy & + n + £ > —1, 1j.

E+m+ 20

Ve vyjadfeni ¢isla N ve tvaru (1) Ize tedy volit x, y, 2 vSechna
nezaporna.

4. Dokazeme, Ze pfi libovolném rozkladu mnoZiny E na
dvé podmnoziny F, G

FUG=E Fn G=9,
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existuji v alespoil jedné z obou podmnoZin tfi body, které
jsou vrcholy pravouhlého trojihelniku.

Na stranich 4B, resp. AC, resp. CA daného rovnostran-
ného trojihelniku ABC najdeme body Ai, Az, resp. Bi, Bs,
resp. C1, C; tak, aby

|AA1| =| A1d2| = |42B| =
= |BBy| = |B1Bs| = |BsC| =
1
= |CCy| = |C1C3| = |Ced| = 3 |4B|.

Ze tii bodi A;, Bi, Cy patfi alespoii dva do jedné (stejné)
z obou podmnoZin F, G. Bez \jmy na obecnosti miZeme
predpokladat, Ze je A1 € F, B € F.

Jestlize n&ktery z bodd Bz, Cs, C nidleZi rovnéZz do F,
pak F obsahuje tfi vrcholy pravouhlého trojihelniku 418 Bs,
resp. A1B1Cs, resp. A1B,C. Jestlize vSak vSechny tii tyto
body Bs, C2, C nileZi do G, pak G obsahuje tii vrcholy
pravouhlého- trojuhelniku BaCoC. Tim je tvrzeni dokdzano.

5. Ozna¢me M mnoZinu viech pfirozenych ¢&isel, kterd 1ze
vyjadfit ve tvaru souctu

ao + 3a1 + 32az + ... + 3Ya,

kde aj(j =0, 1, ..., 10) jsou celd &isla, 0 < q; =< 1. Mno-
Zzina M md 211 — 1 = 2047 prvkd, nejvét§im z nich je Cislo

1+34+9+ ...+ 310=288573 < 10°.
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Vezméme tfi prvky mnoZiny M:
10 10 10
A= z aj37, B = Z 6131, C= z 6137;

j=0 j=0 j=0

kdyby to byly tfi po sobé& jdouci ¢leny aritmetické posloup-
nosti, platilo by

4 + C=2B,
a tedy také
aj + ¢; = 2b;
proj=0,1,2, ..., 10. To je viak moZné pouze, kdyZ
aj=¢;=0b; (j=0,1, ..., 10),
tj. kdyZz 4 = B = C.
Lze tedy najit nejen 1983, ale i 2047 (ba jeSté vice) pfiro-
zenych &isel mensich neZ 105, z nichZ Ziddna tii nejsou tfemi
po sobé jdoucimi ¢leny aritmetické posloupnosti.

6. PoloZme

b+c—a a+c—b a+b—c
X = 2 ’y‘= 2 » R = 2 5

z trojuhelnikové nerovnosti vyplyvd, Ze &isla x, y, 2 jsou
kladnd, pfitom plati
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X+y=c¢cy+z=a,x+z=0 ¢))
Dosadime-li do dané nerovnosti
a?b(a — b) + b2%(b —c) + cfalc —a) =0 2
podle (1), pfejde (2) po dpraviach v nerovnost
y283 + 28 + 82 = xyz(x + ¥ + 2). 3)
Vezméme nyni vektory

u = (/= Jx VySy)

v = (), 2|z, x]x=5).
Jejich skaldrni soutin
uv=Jxyz(y + z + %)
je nanejvy$ roven soutinu jejich délek |ul.|v|. AvSak

U =z+x+y

: V|2 = xy3+ y28 + 28z
Plati tedy

]/—x;;(x +y+ )= x+y+ 2. )x8 + y2B + a2,
resp.

xyz(x + vy + 2) = 232 + x° + y2d,

ale to je prdvé nerovnost (3), kterou jsme méli dokdzat.
Rovnost plati pravé pro rovnostranny trojuhelnik.
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