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PF¥edmluva

Ve $kolnim roce 1986/87 se konal jiz 36. ro¢nik matematické
olympiddy (MO). Pii svém zaloZeni v roce 1951 byla viak
MO vyhladsena pouze pro ziky stfednich $kol. Pro Ziky za-
kladnich $kol byla poprvé soutéZ organizovdna aZ v roce
1953, tj. od 3. ro¢niku MO. Tehdy se zacastnili soutéze Zaci
poslednich ro¢nikt zdkladni Skoly. Pro né je tedy letoni
soutéZ 34. roénikem. Pro Zaky z ostatnich ro¢niku zdkladnich
kol je tato soutéZ jesté daleko mladsi. Pfitom vyvoj MO
v CSR a SSR mél nékteré odlisnosti. Rychlejsi vyvoj byl
v SSR.

V roce 1980 vznikla v SSR tzv. Mald matematicka olym-
pidda (MaMO), kterou fidila v letech 1980—1984 pod vede-
nim prof. RNDr. Jozefa Morav¢ika, DrSc., komise MO pfti
UV Jednoty slovenskych matematikia a fyzika (JSMF).
Soutéz byla experimentdlné organizovana pro ziky 5., 6.
a 7. ro¢nika Z8. Na zdkladé ziskanych zkusenosti rozsitila tato
komise v roce 1983 soutéz i do 4. ronika ZS, tentokrit uz
pod ndzvem matematickd olympidda zakladnich $kol (MOZ).

V CSR probihi rozdifovani MO do dalsich ro¢niku zi-
kladni $koly pomaleji. V roce 1984 se ministerstva 3kol-
stvi CSR a SSR dohodla o celostitnim rozsifeni MO do 7.
ro¢nika. V tomto $kolnim roce byla poprvé experimentdlné
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roziifena MO v celé CSSR i do 6. ro¢nika Z8. Tak vznikly
postupné dvé nové kategorie MO, a to kategorie Z7 pro Ziky
7. ro¢nika a kategorie Z6 pro zaky 6. ro¢nika. Dosavadni ka-
tegorie Z urlend pro Zaky 8. ronika zménila své oznaleni na
Z8.

V SSR organizuje JSMF i nadéle soutéZe v kategoriich
Z5 a Z4 pro ziky 5. a 4. roénika. Zbyva doufat, ze i v CSR
dojde k brzkému rozsifeni MO o tyto dvé kategorie.

Piislibem je, ¢ na nékterych $kolich v CSR se fesi
v 5. a 4. ro¢nicich tlohy MO ze SSR. Letdky s tlohami
ochotné poskytuje subkomise pro ZS ustanovend pti slovenské
komisi MO JSMF (adresa subkomise: JSMF, Gorkého ul. 5,
Bratislava, PSC 811 01). Kromé toho poradaji nékteré ZS
nebo okresy CSR vlastni soutéze pro nizsi roéniky. Propagaci
matematickych soutézi v niz8ich ro¢nicich, a to v celé CSSR,
. napomadhaji i koresponden¢ni seminéfre, které organizuji kraj-
ské a okresni vybory MO, pobocky JCSMF a JSMF i mnozi
ucitelé ze zakladnich, stfednich i vysokych $kol. Rozvoj MO
na Z8 v CSR a SSR od roku 1980 ukazuji velmi nizorné ta-
bulky na str. 7.

Rozsiteni MO do dalsich ro¢nika ZS kladné ovliviiuje i po-
Cet soutézicich na stfednich $koldch a uroven jejich znalosti.
Stali malé srovnani. Od roku 1984 se setkivime v nejvyssi
kategorii A s uclastniky, ktefi v SSR zalinali soutézit v. MO
na zakladni Skole jiz v niz8ich kategoriich Z7, Z6 pfipadné
i Z5. To se projevuje v tom, ze narusta ve III. celostitnim
kole kategorie A podil Gcastnika z SSR.

Utast v matematické olympiddé je dobrovolni a nesouvisi
s Kklasifikaci zdka v matematice. Dlouholeté zkusSenosti uka-
zuji, Ze tato soutéz s uspéchem plni své poslani zlepSovat

6



CSR

80/81 | 81/82 | 82/83 | 83/84 | 84/85 | 85/86 | 86/87

80/81

81/82 | 82/83 | 83/84 | 84/85 ’ 85/86 ’ 86/87

zdjem z4k( o matematiku, rozsifovat a prohlubovat jejich do-
vednosti i znalosti a vyhleddvat mezi soutéZicimi talentované
zaky. Soutéz vede zéky i k dal§imu studiu matematiky, které
jim usnadfiuje feSeni soutéZnich Gloh. Pro mnohé ziky se
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proto muZe stat tato rolenka MO prvni kniZkou, ze které
budou bud samostatn&, nebo v zdjmovych krouZcich matema-
tiky ¢i v krouzcich MO pod vedenim svych utitela pronikat
poprvé do taji matematiky mimo $kolni ucebnice. '

Rogenky MO maji pro ziky jednu vyhodu. U¢i je fesit
tilohy. To je zejména pro ziky Z$ likavjsi nez studium ma-
tematické »teorie«. V roCence najdou viichni zdjemci viechny
ulohy 36. ro¢niku MO a jejich feSeni. A nejen to. U mnohych
uloh jsou uvedena riiznd feSeni a obcas i daldi poznimky,
ukazujici na hlubsi souvislosti, moZnosti zobecnéni tlohy ap.
Dalsi vyhodou je, Ze rofenku neni nutno ¢ist a studovat na-
jednou. Zici &i jejich ucitelé si mohou vybrat tlohy, které
jsou obdobné k ulohdm, které jsou zafazeny do soutéZe,
kterd pravé probihd. Proto se miZe tato roenka stat velmi
aktudlni pro soutézici i v dalsich ro¢nicich MO.

Vitéze III. kol MO v kategorii Z8 jisté poté&si, jestlize se
najdou v seznamech usp&snych fesitela, které jsou také za-
fazeny do této rocenky.

Mili Etendri,

piejeme vam proto pii studiu této rolenky, v poradi jiz
druhé, kterd je vénovina vylu¢né¢ kategoriim Z, mnoho ra-
dosti i Gspécha. Viem soutézicim v MO at uz v kategoriich Z,
nebo v dalsich letech ve vyssich kategoriich prejeme Gsp&iné
feSeni soutéznich uloh.

V listopadu 1987 Autort



Zpriva o prub&hu matematické olympiady
na zdkladnich $koldch ve Skolnim roce 1986/87

Matematicka olympiada je celostitni soutéz, kterou kazdo-
roéné vyhladuji a poradaji obé& ministerstva $kolstvi CSR
a SSR ve spolupréci s Jednotou eskoslovenskych matematiki
a fyzikd (JCSMF), Jednotou slovenskych matematikti a fy-
zika (JSMF), Matematickym ustavem CSAV a Socialistickym
svazem mlideze. SoutéZ z povéieni MS CSR a MS SSR
fidi Gstiedni vybor matematické olympiddy (UV MO), ktery
je jmenovan vzdy na tfileté obdobi. V letech 1986—1989 za-
staval funkci pfedsedy UV MO RNDr. Frantiek Zitek, CSc.,
z MU CSAV, mistopiedsedy UV MO jsou prof. RNDr.
Miroslav  Fiedler, ¢len korespondent z MU CSAV,
doc. RNDr. Branislav Rovan, CSc., z MFF UKo Bratislava
a RNDr. Milan Koman, CSc., z MU CSAV. Garanty pro
kategorii Z jsou spole¢né RNDr. Milan Koman, CSc.,
a RNDr. Vladimir Repas z EF SVST Bratislava.

V roce 1986/87 se konala matematicka olympidda na stied-
nich Skolach v kategoriich A, B, C, P*) a na zdkladnich $ko-
lach v kategoriich Z8, Z7, Z6, urtenych po fadé zakim 8.,
7. a 6. ro¢nika. Se souhlasem okresnich vybora MO (OV MO)

*) Dalsi podrobnosti najde ¢tenaf v samostatné ro¢ence 36. ro¢niku
MO na stiednich §kolach.



mohli Z4ci soutézit ve vyssi kategorii, neZ kterd je jim urlena.
Soutézit mohli i Zici, pro které nebyla soutéz vypsana, napi.
zaci 5. ro¢niku se mohli pfihldsit k alasti v kategorii Z6.
Utast v soutéZich byla dobrovolna a nesouvisela s klasifikaci
z matematiky.

V SSR probihala jesté narodni soutéz pro zaky 5. a 4. ro¢-
nika ZS, kterou jako v piedeslych letech vyhlasovala a pora-
dala Jednota slovenskych matematika a fyzikd. Soutéz fidila
subkomise pro ZS pti komisi MO ustanovend pii UV JSMF.
Predsedou této subkomise byl RNDr. Vladimir Rep4s. Zaci
soutézili v kategoriich Z5 a Z4 podle ro¢niku, ktery navsté-
vovali.

Zici zakladnich kol v celé CSSR mohli se souhlasem
krajského vyboru MO (KV MO) soutézit i v nékteré z kate-
gorii A, B, C, P urlenych zdkam stfednich $kol.

V kategoriich Z4 az Z7 se soutéZilo ve 2 kolech, v kategorii
Z8 ve 3 kolech. V 1. kole fesili Zaci viech kategorii doma nebo
v krouzcich MO zadanych 6 soutéZnich uloh. Mohli se pfi-
tom radit se svymi uciteli a vedoucimi krouzka. Ulohy byly
hodnoceny tfemi klasifikacnimi stupni: 1 - vyborng, 2 - dobte,
3 - nevyhovuje. Ze soutézicich, ktefi fe$ili Gspésné aspon
4 tlohy, vybraly OV MO nejlepsi fesitele, ktefi postoupili do
II. kola.

Druha kola pro kategorie Z5 az Z8 se konala v okresnich
méstech, a to pro kategorii Z8 dne 4. tinora 1987 a pro kate-
gorie Z5 az Z7 dne 22. dubna 1987. Pro kategorii Z4 se
konalo II. kolo na 3kole. Ve vSech kategoriich méla soutéz
formu pisemné price. V Kkategoriich Z5 az Z8 fesili Zici
4 Glohy, v kategorii Z4 jen 3 tlohy. Casovy limit byl odstuptio-
van podle kategorii. Soutézici v kategorii Z8 méli 4 hodiny
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na feSeni uloh, v kategoriich Z5 az Z7 2 hodiny a v kategorii
Z4 1 hodinu.

Reseni tloh II. kola byla bodovéna. Vyse bodového ohod-
noceni u jednotlivych tloh je uvedena v ulohové ¢asti ro¢enky.
Podle po¢tu ziskanych bodu se sestavilo v kazdém okrese
potadi zaka II. kola. Ucastnici, ktefi ziskali aspon polovinu
z maximalné dosazitelného poétu bodu, byli vyhldSeni za
aspésné resitele I1. kola. Nejlepsi z nich se stali vitézi I1. kola.
Zakam, ktefi se umistili v kategorii Z8 ve II. kole na prvnich
tfech mistech, byly prominuty pfijimaci zkou$ky na stiedni
skolu.

Treti kolo v kategorii Z8 mélo poprvé celostitni charakter.
(V diivéjsich letech se konala samostatna III. kola v CSR
a SSR; soutézni priklady byly vzhledem k riznym terminim
soutéze odlisné.) ITI. kola se konala v krajskych méstech dne
22. dubna, opét formou pisemné price. Zaci fesili v casovém
limitu 4 hodin 4 soutézni tlohy. Hodnoceni bylo stejné jako
ve druhém kole.

Ulohy pro 36. ro¢nik ptipravovala spoletné &eskd a slo-
venské komise pro kategorii Z. Byly pouzity tlohy piijaté do
konkursu uloh pro MO. Autory uloh podle kategorii byli:

Kategorie Z4 ¥. Gallo, Komjatice; M. Zdikovi¢, N. Mesto

n. Vahom; P. Cernek, Bratislava;

Kategorie Z5 ¥. Gallo; G. Monoszovd, B. Bystrica;

Kategorie Z6 V. Repds, Bratislava; ¥. Vantuch, Bratislava;

Kategorie Z7 M. Koman, Praha; V. Cech, Usti nad Labem

Kategorie Z8 V. Burjan, Bratislava; P. Cernek, Bratislava;

L. Blumenschein, Brno; R. Gargalovi¢, Bra-
tislava; S. Hordk, Praha; K. Krigalkovic,
Nitra; M. KriZalkovicovd, Nitra.
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Ulohy I. kola byly uvefejnény v ¢eském a slovenském letdku
MO doddvaném piimo na $koly. Dile byly otistény v Caso-
pisech Matematika a fyzika ve $kole, Rozhledy matematicko-
-fyzikélni a Sedmitka pionyri. Ulohy ostatnich kol byly tajné
a byly zasildny organizatorum v zapeleténych obélkich té&sné
pfed soutéznim kolem.

Pot&Sujicim jevem je, Ze rok od roku nartsta pocet orga-
nizovanych a zejména spontinnich akci pofddanych na po-
moc fesitelam MO, ulitelam, referenttm MO a vedoucim
krouzki MO. Mnohé z téchto akci pfertstaji rdmec MO
a maji $ir$i posldni. Pomahaji vyhleddvat a vychovavat talen-
tované zaky v matematice bez ohledu, zda se tito zaci za&ast-
fuji, nebo nezacastriuji soutéze MO. Neni moZné na tomto
misté vyjmenovat viechny tyto akce. Rada z nich vychézi
z iniciativy a fandovstvi nadSenych udliteld matematiky,
ktefi se vénuji ve svém volném Case svym zakam. Jejich préce,
zejména jde-li o systematickou péci, je nenahraditelna a ¢asto
prinddi mnohem vétsi uzitek, nez nékteré oficidlni, ale spise
jednorazové akce. O akcich vénovanych na pomoc MO ne-
existuje centrdlni evidence a proto uvedeme v dalim jen ty
nejznaméjsi. Nas§ dik za zasluznou Cinnost patii viem, i tém
nejmenovanym.

Péce o nadané zaky a jejich vyhleddvani je soudasti ¢innosti
JCSMF a JSMF. Pii HV JCSMF byla ustanovena pod
pfedsednictvim prof. dr. M. Fiedlera, ¢lena korespondenta
CSAV, komise pro talentované Ziky v matematice a fyzice.
Cleny této komise jsou téz zistupci JSMF. Tato komise
uspofddala 2 tydenni semindie urCené ucitelim, pracovni-
kiim domt pionyrti a mlddeze a studentum z vysokych $kol
o vyméné zkuSenosti s praci s nadanymi zaky. Seminafe se
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konaly v AlSovicich v listopadu 1986, jeden byl vénovin
stfednim a jeden zdkladnim $koldm. Mezi pozvanymi lektory
byli i zastupci ze SSR, kde maji s podobnymi akcemi bohatsi
zkugenosti nez v CSR. Utastnici vysoko hodnotili oba semi-
nafe a doporudili, aby se v nich kaZdoro¢n& pokracovalo.
Velkou zésluhu o tyto akce md jednatel komise pro talenty
dr. A. Vrba, CSc.

matematiky zndmy pod zkratkou ZAMAT. V roce 1987 pre-
vzal po dr. V. Burjanovi vedeni Z. Kocsis, studujici MFF
UKo v Bratislavé. Seminaf méd bohatou ¢innost a daii se mu
pro své lastniky a dalsi zdjemce vyddvat v omezeném na-
kladu i rtzné materialy. Jejich vydavani zajistuje FO SZM
matematicko-fyzikalni fakulty UKo v Bratislavé.

Pred nékolika lety zalaly slovensti matematikové organizo-
vat koresponden¢ni seminafe pro Zdky zakladnich 3kol. Je
poté&sujici, Ze i v CSR béhem poslednich dvou let se podobné
délit do dvou hlavnich kategorii:

1. Seminéfe pro zdky 7. a 8. ro¢nika ZS, velmi ¢asto ozna-
cované jako PIKOMAT. To je zkriceny nazev pro »pionyr-
sky korespondencni seminaf matematiky.

2. Semindf pro Ziky 4. az 6. ro¢nika ZS, oznalovany
v mnoha pfipadech jako KOMINAR.I v tomto piipadé jde
o zkratku a to pro »korespondenny seminar matematiky«.
Velkou prednosti KOMINARU, ktery organizuji bratislaviti
matematikové, je, Ze ulohy jsou otiskovany v Casopise Zenit
pionierov, Casopis vychazi na Slovensku, ale PNS jej za-
jemcum dorucuje i do Ceskych zemi.

Utastnici korespondenénich semindia fedi zadané ulohy

13



a sva feSeni zasilaji organizatorum. Ti je opravi a vrati fe-
sitelam. Vysledky se vyhodnocuji. Vitézové jsou zpravidla
pozvani na nékolikadenni soustiedéni nebo na letni tibory,
kde vyuka pokracuje.

Pro vitéze MO potfédaji mnohé pobotky JCSMF a JSMF
a také OV MO a KV MO Ietni $koly.

Z dalsich znidméjsich akci uvedme jen stru¢né »Klub udi-
tel matematiky zdkladnich Skol« v Bratislavé, »Klub mla-
dych matematiki« pofddany v Opavé pro zdky ZS, razné
soutéze pro jednotlivce (napi. Kalkula¢kidda) i pro tymy
(napi. Matboj, Algopreteky, Dejte hlavy dohromady).

Opavsky Klub mladych matematiki patfi mezi nejstarsi
formy péce o talentované zdky v matematice na ziakladnich
Skolach. Byl zaloZen v roce 1966 a navstévuje ho kazdoro¢né
vice nez 200 zaku ze 6. az 8. tiid celého okresu. Vyuka trva
od fijna do kvétna. Klub vede s celym kolektivem spolu-
pracovnika dr. L. Hozova z okresniho pedagogického stie-
diska.

Uvedeme nyni akce evidované, pripadné pfimo organizo-
vané KV MO, které byly uréeny zédkam. Jak jsme jiz uvedli,
jde spiSe o ukizky nez o uplny vycet. Cilem je upozornit
KV MO na razné moznosti.

Praha

Pracovni pfednéasky pro fesitele kategorie Z8 na 7 prazskych
obvodech. Celkem 44 pifedndsek po 2 hodinich. Pramérni
ucast 14 zaka na kazdé prednasce.

Dvé letni tydenni Skoly pro vitéze MO a Pythagoriady
z 5. az 8. ro¢nika pofidala pobotka JCSMF. Utast 90 zaka.
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Pro ziky 6. tiid ZS s roziifenym vyucovinim matematiky
a prirodovédnych pfedmétu uspoiadina tymova soutéz Dej-
te hlavy dohromady. Ucast 96 zakil z Prahy a Stiedoteského
kraje. Organizovala opét pobotka JCSMF.

Stredoclesky kraj
Soustiedéni vitézu III. kola kategorie Z8 v Cervnu 1987
v Telnici v délce 1 tydne. Ucast 30 zdka.

Jihocesky kray

Krajsky koresponden¢ni seminai PIKOMAT pro zaky
6. az 8. ro¢nika. Zadany 2 série uloh pro 300 zéka. Letni tibor
PO s matematickym zaméfenim pro ziky z okresu Pelhfimov
v délce trvani 1 tydne. V okrese Cesky Krumlov dvoudenni
semindi pro fesitele MO.

Zdpadocesky kraj
Tydenni soustfedéni mladych matematika pro 60 ucastnika
v Trhanové v Cervenci 1987.

Severolesky kraj

Tydenni letni $kola pro 33 zaka ze 6. az 8. ro¢nika. Poradala
poboctka JESMF a OV MO v Liberci. 7 paldennich seminait
pro fesitele kategorie Z8, pofadaly OV MO v Liberci a Tep-
licich.

Vychodolesky kraj
Priprava zdka na MO probihala v ramci krouzkd MO.

15



Jihomoravsky kraj

Celoro¢ni seminaf pro brnénské fesitele MO kategorii Z.
Celkem 14 lekci v délce 2 — 3 hodin. Zucastiiovalo se pri-
mérné 20 — 25 zaka.

Severomoravsky kraj

Zijmové matematické krouzky jedenkrat tydné na jednotli-
vych zékladnich $koldch. Desetidenni prizdninové soustie-
déni pro uspdiné fesitele kategorie Z8 v Cervenci 1987
v Bruntéle. Soustfedéni bylo spole¢né s kategorii C, ze ZS
bylo 10 tcastnika.

Bratislava

Koresponden¢ni semindi PIKOMAT pro 121 zaka. Zaddno
6 sérii uloh. Seminit KOMINAR pro 88 zaku, kteii fesili
6 sérii uloh. Dvé& pétidenni soustfedéni pro 35 Zzdka v unoru
a Cervnu 1987.

Zdpadoslovensky kraj
Pétidenni soustfedéni ucastnika III. kola kategorie Z8
v Budmericich, kterého se zucastnilo 40 zdku.

Stredoslovensky kraj

Téabor mladych matematiku, ktery porddal KV MO pro
40 zaka. Termin 4. az 14. 8. 1986. Dalsi matematické tdbory
potadaly ODPM v okresech Povazska Bystrica, Cadca, Lip-
tovsky Mikuld$. Krajsky koresponden¢ni seminaf z mate-
matiky, fyziky, Sachu a programovéni pro 62 alastnika. Bylo
organizovano 5 kol.
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Vychodoslovensky kraj
Korespondenéni semindf pro kategorii Z7 pro 250 ucastni-
- ku, ktefi fesili 2 série po 8 tilohich. Soustiedéni korespondenc-
niho semindfe 1. az 5. 12. 1986 v Lipovci pro 30 acastniki.

Je potésitelné, Ze do soutéZze MO se zapojuje pievazné vét-
Sina Skol. Podrobnosti udévaji tabulky se statistikami MO na
str. 20 az 23. Zde uvedeme jen stru¢ny vytah:

Utast $kol v kategorii

z8 z1 Z6 ‘
— — —— ———— s 777‘
| CSR 829% | 74% | 52%
| |
| LA S
| SSR 84 9%, 83 % 87 %
|

Mendi zapojeni do kategorie Z6 v CSR je nepochybné
ovlivnéno tim, Ze soutéZ v 6. roéniku v CSR probihala v tom-
to $kolnim roce poprvé.

Uspésnost soutéZicich v I. kole se pohybovala kolem 50 %,.
Ve II. kole byly vétsi odchylky. Jako nejobtizngjsi se ukizalo
II. kolo kategorie Z8, kde uspésnost byla jen 15 %,. V ostat-
nich kategoriich se pohybovala od 23 do 37 9,. Nejvyssi
aspés$nost byla ve II'. kole kategorie Z8 - primérné kolem
80 %.
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Utitelé hodnotili vétsinou alohy jako obtiZné nebo stfedné
té2ké. Zadaji, aby byly do soutéze zafazovany i lehké tlohy,
které se izeji pfimykaji k probiranému ulivu. ObtiZnost tloh
a mald ndvaznost na pfedchozi kolo se nejvice projevily ve
I1. kole kategorie Z8. Komise pro kategorii Z se touto si-
tuaci vdzn€ zabyvala a pfipravila pro III. kolo pfim&fené;jsi
sérii tloh, coz uditelé velmi pfivitali.

Kategorii Z7 hodnotili u&itelé jako pfiméienou, kladn& oce-
nili i ndvaznost II. kola na I. kolo. U &dsti uéitela vzbudila
viak jisté rozpaky netradi¢nost zatazenych Gloh. Vétsina uli-
teld vak povaZovala tGlohy za vhodné zvolené zejména proto,
Ze $lo o ulohy na Gsudek. Za nevyhodu II. kola se povazoval
kratky Cas na reSeni.

Ulohy kategorie Z6 byly vybrany tak, aby se pfi jejich
feSeni uplatnil vice Gsudek a vtip neZ matematické znalosti.
V tom néktefi utitelé vidéli malou ndvaznost na skolni mate-
matiku. Naproti tomu vétdina ucitela pozitivaé hodnotila
dobrou nédvaznost tloh II. kola na ulohy I. kola.

Ve viech kategoriich patfily jiz tradi¢né Glohy z geometrie
k méné Gsp3¥nym. To se ostatné projevuje i ve vy3sich kate-
goriich A, B, C. Zd4 se, Ze Groveii geometrie neni problémem
jen MO, ale celé nasi $koly.

Mezi vitézi a uspéinymi Fesiteli MO ve v3ech kategoriich
se uplatiiuji zejména ti Zdci, ktefi navitévuji tiidy s rozsire-
nym vyulovinim matematiky a pfirodovédnych piedméti.
Prave tito Zaci také patii nejcastéji mezi ty, ktefi soutézi
ve vy$si kategorii, neZ kterd je jim urcena. V Kkategoriich
A, B, C se viak zici ZS vyskytuji jen vyjimeind. Mezi
uspésnymi fesiteli kategorie C najdeme jen dva Zaky z Pra-
hy.
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2. misto Stépdn Kasal 21 + 6 bodu
32. misto Fan Hanmig 13 + 3 body
Oba byli Zzdky 8. ro¢. ZS s rozdifenym vyuovinim matema-
tiky a piirodovédnych pifedmétii, Praha 1, Uhelny trh.
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Seznamy Uspé&Snych Fesitell
I11. kol kategorie Z8

V kazdém kraji uvadime seznam deseti usp&snych Fesitelu,
ktery je pfipadné doplnén o daldi Ziky, ktefi se jest¢ délili
o 10. misto. Pokud neni jinak uvedeno, jsou uvedeni fesitelé
zéky 8. ro¢nika ZS.

Praha
1.— 2. ¥an Hannig, ZS Praha 1, Uhelny trh
Stépdn Kasal, ZS Praha 1, Uhelny trh
3. Tomds Visek, ZS Praha 4, Na planing
4.— 5. Michal Kubetek, ZS Praha 4, Na planin&
Michal Pravda, ZS Praha 8, Tt. Rudé armidy
6.—11. Michal Vojtisek, ZS Praha 1, Ostrovni
Karel Fridrich, Z8 Praha 2, Makarenkova
Karel Yaneéek, ZS Praha 3, Lupicova
Ondriej Najman, ZS Praha 6, Bila
Petr Novotny, ZS Praha 7, Fr. Ktizka
Petr Ostrouchov, ZS Praha 8, Na Sutce

Stiedocesky kraj
1. Jan Kolar, 3. ZS Slany
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2.— 4. Lenka Kurzweilovd, 6. ZS Mladé Boleslay
Tomds Pracka, 2. ZS Riany
Fan Cervenka, ZS Sttedokluky
5. Pavlina Kuthanovd, 2. ZS Neratovice
6. Petr Mourek, ZS Dusana Suberta, Rakovnik
7. Jan Novotny, 6. ZS Piibram
8.— 9. Miroslay Bdrta, 1. ZS Vladim
10.—11. Alena Pfecechtélovd, 2. ZS Kolin
Josef Viclavik, 1. ZS Céslav

Jihocesky kraj

1.— 2. ¥i#i Fontdn, ZS Blatni

Richard Viaria, ZS Pisek
3.— 4. Ondiej Machdéck, 11. Z§ Tteboit

Karel Netoény, ZS Besednice
5.— 6. Yan Bélik, ZS Kaplice

Josef Lexa, ZS Ceské Budg&jovice

7. Pavel Kopiiva, ZS Datice

8.—10. Renata Mrdzovd, ZS Roznov, Ceské Budgjovice

Zdenék Petrdsek, ZS Netolice

Miroslav Baréi, 3. Z8 Tibor

Zipadoclesky kraj
1. Zdenék Valetko, Z8 Karlovy Vary, Tuhnice
2. Sylva Snebergovd, ZS Dysinna
4. Martin Cihdk, ZS Karlovy Vary, St. Role
Fan Slaby, 1. Z§ Cheb
5.— 7. Miroslav Cerny, ZS Karlovy Vary, Tuhnice



8.—10.

1
2.— 6
7.—13.
1
2
3
4.— 17

26

Lubos Metl, 22. Z8 Plzett

Karel Soukenik, 5. ZS Plzeii

Fan Nejezchleba, 29. ZS Plzent

Pavla Mackovd, ZS Zinkovy

Karolina Ptitkovd, Z8 Karlovy Vary, Tuhnice

Severocesky kraj

. Radek Skoda, Z8 Liberec, Na bojisti
. Petr ¥iticka, 1. ro¢., ZS Liberec, Na bojisti

Roman Kliment, ZS Liberec, Harusova
Martin Blovsky, ZS Teplice, Buzulucka
Ladislav Simek, Z8 Usti n. L., Karla IV.
Filip Bartl, ZS Varndsorf, nim. 25. tinora
Ales Hubdéek, ZS Ceska Lipa, A. Sovy
$i#{ Fiala, Z8 Liberec, Na bojisti

Kamil Safka, ZS Liberec, Na Perityné
Petra Fiserovd, ZS Frydlant, Rudé armady
Ondiej Wolf, 7. ro¢., Z8 Teplice, Buzulucka
Fan Viola, ZS Jilové

Yana Reissigovd, 3. ZS Most

Vychodeéesky kraj

. Petr Kietek, ZS Nichod, Komenského

. Petr Tobiska, ZS Hradec Kralové, Bezrutova
. fitka Hertikovd, ZS Dobrugka, P. Kupky

. Yiri Hordk, ZS Pardubice, Konévovo nim.

¥ Lakosil, ZS Havli¢kav Brod, V sadech
Roman Mikan, ZS Chrast



8.—11.

9.—12.

Svatopluk Tomsii, ZS Hradec Krilové, S. Allende
Petr Cervinka, Z8 Jablonec n. Jizerou

Faroslav ¥irdk, ZS Pardubice, Konévovo ndm.
Ladislav fires, ZS Zamberk, 28. fijna

Fakub Trnka, ZS Svobodné Dvory

Jihomoravsky kraj

. Bohdan Farnik, ZS Brno, Sirotkova
. Michal Uhde, Z8 Brno, Sirotkova

Michal Relich, ZS Brno, Sirotkova
Fan Kasprzak, ZS Brno, Sirotkova

. Katarina Kopiinovd, ZS Brno, Sirotkova
. JiFi Prunkdt, ZS Zastivka u Brna

Petr Dobids, Z8 Zdéir nad Sizavou, Komenského
Lucie Jarosovd, ZS Prostéjov, J. V. Chorize

Fan Stransky, ZS Letovice, Komenského

Lucie Douskovd, ZS Brno, Sirotkova

Robert Batisek, ZS Chropyné

Stanislav Urbanec, ZS Luhatovice

Severomoravsky kraj

. David Habrndl, ZS Frydek-Mistek, Rudé armady

Pavel Rychly, ZS Olomouc, Fr. Stupky
Michal Sevéik, ZS Olomouc, Fr. Stupky
Radek Horensky, 3. ZS Sternberk

Jan Komdrek, 3. ZS Sternberk

Radim Vojtek, 3. ZS Sternberk

Ivan Pur, 5. ZS Sumperk
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8.—10. Ales Stempén, Z8 Frydek-Mistek, Rudé armady

1. 2
3.— 4
5-17
8.— 9
10.—13.
1
2
3
4
5
6
7
8

28

Radim Kubacki, ZS Ostrava 3, Kosmonauti
Evgen Machytka, ZS Ostrava 1, Ostréilova

Bratislava

. Ladislav Kis, 7. ro¢., Z8 Bratislava, Kosicka

Jilius Vanko, ZS Bratislava, Bierutova

. Miroslav Kocan, ZS Bratislava, Betiovského

Pavol Mederly, 7. ro¢., ZS Bratislava, Kogické

. Martin Fedor, ZS Bratislava, Batkova

Martin Maéaj, ZS Bratislava, Batkova
Martin Vojtko, ZS Bratislava, Kosickd

. Kristina Kostkovd, ZS Bratislava, Jesenského

Andrea Zienglerovd, ZS Bratislava, Riazanski
Miroslava Dubcovd, ZS Bratislava, Dubovi
Sldvka Franekovd, ZS Bratislava, Jesenského
Andrej Hronec, 7. rot., ZS Bratislava, Nevidzova
Michal Mrocek, Z8 Bratislava, Kladnianska

Zapadoslovensky kraj

. Norbert Kuéerka, ZS Levice, Jesenského

. Anita Juhoszovd, ZS Dunajska Streda, Skolsk4
. Martin Skubla, ZS Sala

. Juraj Bdlek, ZS Trentin, HodZova

. Drahoslav Cagari, ZS Nové Zamky, Mostnd

. Anna Sadikovd, ZS Myjava, Obr. mieru

. Igor Plesko, ZS Lubina

. Peter Salzman, ZS Nové Zamky, Mostni



10.

10.—16.

. Michal Slezdk, ZS Nitra, Alexiho

Fan Chvostik, ZS Komirno, ul. Slobody

Stiedoslovensky kraj

. Rudolf Pazdernaty, Z8 Ptchov, Komenského
. Vladimir Hiigevka, ZS Zilina, Konevova

Viadimir Glasndk, ZS Cadca, Zarec

. Simon Maly, Z8 Ziar nad Hronom

Richard Rusndk, Z8 Lu&enec, ul. SNP

Radoslay Harman, Z8 Liptovsky Mikulas, MI.
hrdinov

Roman Tlstik, ZS Bobrovec

Valeridn Valdsek, ZS Banska Bystrica, nim.
Cervenej armady

. Maridan Kolldrik, ZS Banskd Bystrica, Mlddeznicka

Karol Mravec, ZS Banska Bystrica, nim. Cervenej
armady

Boris Cejpek, ZS Banska Bystrica, Spojova

Martin Balta, Z§ Martin, Vychodna

Zuzana Kvopkovd, ZS Martin, Vychodna

Martin Ragas, ZS Dubnica nad Vihom

Rastislav Illo, ZS Povazska Bystrica, Slov.
partyzinl

Fan Mjartan, ZS Bojnice

Vychodoslovensky kraj

1. Slavomir Hrinko, ZS Presov, Mir. Nespora
2. Martin Mudrosi, ZS Presov, Gottwaldova
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8.—-1

30
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. Peter Cmilansky, ZS Presov, Smeralova
. Algonz Luca, Z§ PreSov, Prostejovska

. Peter Pasteka, ZS Kosice, Dneperska

. Martin Kdlovec, ZS Poprad, Pionierski
. Erik Majeréik, ZS Kosice, Jenisejska

. Jozef Lapos, ZS Humenné, Kudlovska

Martina Ferencovd, ZS Kosice, Febr. vitazstva
Lubica Maslejovd, ZS Michalovce
Martina Zipajovd, ZS Sol, okr. Vranov



Seznam uspé&Snych Fesiteld,
kte¥i soutéZili ve vyssi kategorii Z

Kategorie Z7 Vit Novdk, 6. ro¢., ZS Praha 4, Na planiné

Kategorie Z6  Ondie/ Vich, 5. ro¢., ZS Praha 10, Gutova
Ondrej Paldt, 5. rok., ZS Praha 8, Na Sutce
Ondrej Viia, 5. rot., ZS Praha 8, Na Sutce
Katerina Pavlovskd, 5. ro¢., ZS Praha 8,
Na Sutce

V ostatnich krajich CSSR nebyli Zadni Gsp#3ni fesitelé ve
vyssich kategoriich Z zaznamenadni.
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Kategorie Z8

ULOHY I. KOLA

Z8-1-1

Na obrazku 1 je zobrazen pudorys stfechy, rozméry jsou
uvedeny v metrech. VSechny stfe$ni plochy maji tyz spad,

Ty
Al 8
M
R,
6T, L
Ry
10
& 8
T,
8
Obr. 1
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pii¢emZ niz8i hieben je 3 metry vysoko nad rovinou okapu.
Vypocitejte celkovy povrch stiechy.

1. feSeni. Sestrojime fez nizsi &asti stiechy rovinou kol-
mou k hiebenu, obr. 2. Dostaneme rovnoramenny trojuhel-
nik se zdkladnou dlouhou 6 m a vySkou 3 m. Proto maji
viechny stiechy sklon 45°. Odtud snadno zjistime, Ze troj-
uhelnik T, a rovnobezmky Ry a Ry (obr. 1) maji ve skuted-

nosti vys§ky v = 3. l/ 2. Podobné zjistime, Ze tro;uhelmky T,
T3 a lichobéZnik L maji ve skutetnosti vysky w = 4.]2.

Rovnobézniky R; a Rs maji stejné obsahy Si:
S =10.3.)2 = 30.)2
Soudet obsah trojahelniku 73 a mnohotuhelniku M se

rovna obsahu S lichob&Zniku L. Lichobé&Znik L ma delsi
-dkladnu dlouhou 22 m (2.8 m + 6 m), kratsi zdkladnu -

- hieben - dlovhou 14 m (22 m — 2.4 m) a vy§ku o = 4]/_2—
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Proto je

Konetné trojuhelniky 7%, T3 maji také stejné obsahy

8 .
§ = .4.J2=16.}2.

Obsah celé stiechy je roven
§=2.851+4+2.85+2.8

S =60.]2 + 144.})2 + 32.]/2 = 236.)/2 = 333

S =333 m2.
Obsah stfechy je roven 333 m?2.

2. reSeni. Stejné jako v 1. FeSeni se ukize, Ze sklon viech
stfech je roven 45°. Nyni pouZijeme vétu:

Necht obrazec M lezi v roviné p a M’ je jeho pravouhly
prumét do roviny o, kterd svird s rovinou p thel «. (Obr. 3,
kde obrazec M je trojuhelnik.) Potom obsah S’ obrazce M’
muzeme vypoclitat z obsahu § obrazce M podle vzorce

S" = 8. cos a.

Tuto vétu snadno sami dokaZete nejdfive pro trojuhelniky,
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Obr. 3

které maji jednu stranu rovnobéZnou s pruselnici p rovin
p a ¢. Odtud pak snadno plyne dikaz pro libovolny mnoho-
ahelnik.

Podle této véty plati pro obsah stiechy S a obsah jejiho
pudorysu S’ vzorec

S" = 8§ . cos 45°
neboli

’

S:CTSE’: S.L?..

Obsah pudorysu S’ je roven
8" =6.10 + 8.22 = 236,
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takZe
S = 236.)/2 = 333.

Dostdvdme stejny vysledek jako pfi 1. feSeni.

Z8-1-2
Dokazte nerovnost
1 1 1 1
200 T 202t T 300 7 3

ReSeni. Na levé strané nerovnosti je 100 zlomki. Kazdy,

1
kromé posledniho, je vétsi nez ——. (Oduvodnéte sami.)

300
Proto je
1 1 1 1 1 1
200 V2027 T 300 7300 T300 T T 300 T
100kt
100 1
=300 " 3

Pozndmka k tloze Z - 1 -2. Na levé strané nerovnosti je &ast tzv.
harmonické fady, tj. fady
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1 1 1 1 1 1 1 1
1+ +g+pt+gtetratgtgt
1 1
+ + ll
Je pi‘ekvapujici, Ze tato fada mé nekoncén)" soucet, i kdyi

Vv

1+7+?+7{+—§“+?+—7‘+?+
——
LI ) R §
>2'3=73 =RT§ =2
1 1 1
+9+10+. +l6+
1 1
>8'16=7

Tedy soucet této Fady je vétsi nez soulet
. 1 1 1 1
SN et e alh el PR

S¢itancu je nekonedné mnoho a tedy i jejich soucet je ne-
konelny.

Z8-1-3
Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Oznalme a, b
vzdalenosti vrcholu E od piimek 4B a BC. Urgete vzdilenost

bodu E od uhlopficky AD pomoci a, b.
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ReSeni. Viimneme si obrizku 4. ProtoZe jde o pravidelny
pétidhelnik, je whlopficka AD kolmi k piimce EEs. Ze
stejnych davodu je vzddlenost bodu E od ptimky AB stejnd
jako vzdélenost bodu 4 od pfimky BC, tedy |44:| = a.
Protoze AA1E>Q je obdélnik,je |QFs| = a. Odtud dostdvime:

o(E, AD) = |[EQ| = b — a

E
a
E‘l
A - D
Q
=b
a a
/‘%
A, B E, C
Obr. 4
Z8-1-4

Urdete nejmensi a nejvetsi Ctyfciferné Cislo s témito vlast-
nostmi:
a) Cislo je délitelné jedendcti,
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b) rozdil tohoto &isla a jeho ciferného soutu je délitelny
¢islem 17.

ReSeni. Nejdfive najdeme nejmensi a nejvétsi Ctyfciferné
tislo, které je délitelné jedendcti.

1000 = 11.90 + 10
1001 = 11.91 (nejmensi)
9999 = 11.909  (nejvets

i

Sestavime tabulku ndsobku &isla 11 a budeme potitat poZa-
dované rozdily a délit je ¢islem 17. V

Cislo Ciferny I .
(nasobek 11) soucet | Hozail
— ‘
1 001 2 999 = 17. 58 + 13
1012 4 1008 = 17.59 + 5
1023 6 1017 = 17.59 + 14
1034 8 1026 = 17.60 +- 6
1 045 10 1035 = 17. 60 + 15 1
1056 12 1044 = 17.61 + 7
1 067 14 1053 = 17. 61 -+ 16
107877 16 i 1062 = 17.62 + 8
|7179§9 | 18 1 1071 = 17. 63
B — S : — — — i - —
9 999 36 9963 = 17. 586 + 1
9988 34 9963 = 17. 585 + 9
| 9977 | 32 | 9945 — 17. 585
|

Hledan4 &isla jsou 1 089 a 9 977.
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Z8-1-5
V rovnici

x+b x-—0> x+b x— b 2x
s+ b a—b @r2ab+ b -t

s nezndmou x a realnymi Cisly a, b

a) udejte podminky Fesitelnosti,
b) najdéte redlny kofen,
c) provedte zkousku.

ReSeni. a) Aby méla rovnice smysl, museji byt viechny
jmenovatele razné od nuly.

) a+b+#0

) a—b+#0

3) a? + 2ab + b = (a + b) % 0
(4) a®— b =(a+b)(a—b)#0
(5) a0

Tedy a #% 0. Z podminek (1) a (2) plyne & 5 +a. Za téchto
podminek jsou splnény i nerovnosti (3) a (4).

b) Nyni budeme rovnici fesit. Abychom z rovnice odstra-
nili zlomky, nisobime celou rovnici soucinem vyrazi (a +
+ b)? . (a — b)a (tj. spolenym jmenovatelem). Po vykriceni
zlomku dostaneme:
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(x +b)(@a+b)(a—b).a+ (x—b)(a+ bPa=
= (x+b)(a—b)a—(x—b)(a+b).a+
+ 2x(a + b)Xa — b)

Nejdfive upravime levou stranu:

L = x(a® — ab?) + (a3b — b3) + x(a® + 2a%b + ab?) —
— (a3b + 2a%b% + ab®) =
= x(2a® + 2a%b) — (b3 + 2a2b? + ab%)
Pak upravime pravou stranu:
P = x(a? — ab) + (a%b — ab?) — x(a%b — ab®) +
+ 2x(a3 + 2a%b + ab? — a%b — 2ab> — b3) =
= x(2a® + a%b — ab?> — 2b3 + a® — ab) + (a%b — ab?)
Dostaneme rovnici

x(2a% + 3a%b) — (b3 + 2a%b% + ab?) =
= x(2a3 + a% — ab®> — 2b3 + a®> — ab) + (a% — ab?).

Nyni ¢leny s neznamou x prevedeme na levou stranu a ostatni
¢leny na pravou stranu rovnice. Po zjednoduseni dostaneme

(6) 2xb(a + ab + b*) = 2ab(a + ab + b7);
pokud je
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(M b=£0,

(8) a+ ab + b #0,

muzeme celou rovnici délit soutinem
2b(a + ab + b2)

a dostaneme koifen

X = Q.

Nyni si v§imneme vylou¢enych pfipada (7) a (8).
Je-li b = 0 nebo a + ab + 5% = 0, dostaneme po dosazeni
do rovnice (6)

x.0=0.

Kofen této rovnice je libovolné redlné C&islo.
Muzeme tedy shrnout:
a) Podminkou feSitelnosti je splnéni nerovnosti

a#0 a b+# +a

b)Je-li 640 a a+ ab + b 40, ma rovnice jediny
redlny kofen

Je-li 5 =0 nebo a + ab + b2 = 0, je kofenem rovnice
kazdé redlné ¢islo.
¢) Provedeme zkousku. Nejdfive pro pripad 6 40 a a +
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+ ab + b2 # 0. Kofen x = a dosadime do levé a pravé
strany rovnice:

I a+b a-—-2»>
_a+b+a—b_

1+1=2

a+b a—>b 2a
_a2+2ab+b'~’_a2—b2+ a

1 1 R
_a+b_a+b+ o

Tedy skute¢né L = P.

Zkouska pro ptipad & = 0. (Od zdka se v tomto pripadé
zkouska nepozadovala.) Dosadime do levé i pravé rovnice;
x je libovolné &islo.

X X 2x

L —_— + R —

a a a
X x 2x 2x
:*2*———;‘-{-’**:***
a a? a a

Tedy L = P.

Zkousku pro pripad a + ab + b = 0 provadét nebudeme.
Také v tomto pfipadé se zkouska od soutéZicich nepozado-
vala. Zkousku je mozné provést, ale vypolet je slozity. Z rov-

B
nosti a + ab + b2 = 0 se vypoclitd a = 11
se dosadi do puvodni rovnice. Vzniknou dosti sloZité slozené

. Za toto a

43



zlomky. Jejich upravou se da zjistit, Ze levd strana rovnice
se pro vSechna x rovnd pravé strané rovnice.

Z8-1-6

Existuje rovnobéznik, ktery se da slozit ze téi nepiekryva-
jicich se rovnoramennych trojahelnika, z nichz Zzddné dva
nejsou shodné ? Pokud ano, ukaZte jeden takovy.

ResSeni. Budeme piedpoklidat, Ze takovy rovnobéznik
ABCD existuje. Zkusime, zda se dad slozit z trojuhelnik
ABC, AED a DEC (obr. 5).

vl 180°-2c
X

Obr. 5

V trojahelniku ABC ozna¢ime velikosti uhla pfi zdkladng
AC pismenem «. Vypotitime velikost thlu pfi vrcholu B.

|< ABC| = 180° — 2«
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Uhly BCA a CAD jsou stridavé uhly, proto je
|< CAD| = u;
Podobné i Ghly BAC a ACD jsou stiidavé, takze také
|<C ACD| = .
V trojahelniku AED zndme velikost uhlu pfi hlavnim vrcho-

Iu 4. MuzZeme vypotitat velikosti vnitfnich ahla pii zékladné
DE.

1 o
|<t AED| = |<t EDA| =-—2—(180° — o) = 90° — ry

V trojuhelniku DEC znédme velikost Ghlu pfi vrcholu C. Je
to uhel pii zdkladng, proto i druhy uhel pfi zdkladné je roven

| CDE| = «.

V rovnobéZniku je vidy soulet velikosti dvou sousednich
uhla roven 180°, proto je napf.

|<X BAD| + |< ADC| = 180°.
Podle obr. 5 je viak také

o 5
|<¢ BAD| + |<C ADC| = 2u + <90° — z;) + o= 7oc+90°.
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Porovninim dostaneme rovnici

5
180° = Pl + 90°.
Jejim kofenem je

o = 36°.

Tim jsme aspoii jeden takovy rovnobéznik sestrojili. Je to
kosoctverec s jednim vnitfnim uhlem velikosti 2o = 72°.
Uloha v3ak m4 i dal3i fe3eni, viz obr. 6a—e; z nich obrazek

a) b) c)

x=180°:7=25,7...

d) €)
Obr. 6a—e

6a udava pravé nalezené feleni. Z uvedenych péti FeSeni je
nejzajimavéjsi feSeni z obr. 6e. Ukazuje, Ze existuje rovno-
béznik, ktery lze slozit ze téi nepfekryvajicich se rovnora-
mennych trojahelniki, z nichZ 24dné dva nejsou shodné, ale
dokonce ani podobné.
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Zobecnéni tlohy Z8 - I - 6. Reieni ulohy z obr. 6d, e
naznacuji, ze ulohu je moZzno zobecnit takto:

Necht 7 je libovolneé prirozené ¢islo vétsi nez 2. Ukaizte,
Ze existuji rovnobézniky, které Ize sloZit z n rovnoramennych
nepiekryvajicich se trojuhelnik, z nichz Z4dné dva nejsou
shodné (podobné).

ULOHY II. KOLA
Z8-11-1

Najdéte aspoit jedno prirozené &islo n, pro které plati:

; 2 1 1 1 2
1) 3>301+°02+"'+n>5

(5 bodi)

Reseni. Pro zjednoduseni oznatime n = 300 + m. Potom
nerovnosti (1) miZeme pfepsat takto:

2 1 1 1 2
37300 732 Y 300rm 5
Vyraz
s 1 1
=301 T332 T 300+ m

je soultem m sCitanci, z nichz kazdy, s vyjimkou posledniho,
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1
je vetsi nez

300 + » . Zaroven je kazdy z téchto scitanch

1
b . Tedv
(bez vyjimky) mensi nez —— 300" edy

m
S(B>V>§60+ m’

m

Nyni najdeme piirozené &islo m tak, aby

2 m

3 =30 °

m
300 + m

%
v

2
5"

V obou nerovnostech rozdifime zndmé zlomky &islem 100
takZe dostaneme

200 m m 200
—_— a T ==
300 — 300 300 + m— 500

Z toho je vidét, Ze stadi volit m tak, aby
200=m a m= 200.

Tomu vyhovuje ¢&islo m = 200 a hledané prirozené &islo n
je proto

n = 300 + m = 500.

Pozndmka. Cislo n = 500 neni jediné, které vyhovuje
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nerovnostem (1). MuZeme provést presnéjsi odhady. Napti-
klad nejdiive odhadneme soudet

1 1 1
a_%T+302 +...+400.

Pro kazdy z téchto stitancu plati, Ze je vét§i nebo roven

1 1
200 2 mensi nez 300" Proto je

100 100 1

1
3 7300 %7 w007 2

MizZeme tedy hledat # tak, aby platilo

2 1 1 1 1 2 1
373 g1 a2 T T 5 T
neboli
111 1 3
3>401+402+...+ ﬂ>20

Snadno sami stejnym zpusobem odhadnete, Ze tyto nerov-
nosti plati pro viechna n spliiujici nerovnosti

533 = n = 471.
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Z8-11-2

Najdéte nejmensi Sesticiferné &islo s navzdjem raznymi
¢islicemi, které ma tyto dv& vlastnosti:
— je délitelné &islem 72,
— v jeho desetinném zipise se nevyskytuji &islice 0, 8, 9.
(5 bodu)

Reseni. Cislo 72 = 9. 8. Proto je hledané &islo délitelné
ob&éma ¢isly 9 a 8. V hledaném ¢&isle se mohou vyskytnout
jen &islice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. ProtoZe hleddme 3esticiferné
¢islo, musime jednu &islici vynechat. Hledané &islo ma byt
délitelné deviti, takZe musi mit ciferny soulet také délitelny
deviti. ProtoZe

1+2+3+4+5+6+7=28,

musime vynechat &slici 1. Hledané &islo ma byt co nejmenti
a musi byt sudé (jinak by nemohlo byt délitelné osmi).
Takové &islo je 234 576. ProtoZe je toto &islo délitelné osmi,
je to hledané &islo.

Z8-11-3

Sestrojte rovnoramenny lichob&Zznik ABCD s delsi zdklad-
nou AB délky 10 cm, jestlize vite, Ze je mozno jej rozdélit
dvéma pfimkami prochdzejicimi bodem A4 na tfi rovnora-
menné trojuhelniky, z nichZ jeden je trojuhelnik 4ABC.

(5 bodi)

50



ReSeni. Natrtneme si hledany lichob&Znik a zvolime
oznaceni podle obr. 7.

180°-5x \
\

Lex \

\
A 2
Obr. 7

V Z4dném rovnoramenném trojuhelniku nemlze byt pri
zdkladn& vnitini Ghel tupy. Proto musi byt v trojihelniku
AXD hlavni vrchol bed D a v rovnoramenném trojihelniku
ACX hlavni vrchol bed X. Uhly pii zdkladné rovnora-
menného trojahelniku ACX ozna¢me «. Uhly DCA a CAB
jsou stfidavé, proto je uhel CAB roven také «. Podobné
jsou stiidavé thly DXA a XAB. Protoze je thel XAB =
= 2au, je i Gthel DXA = 2«. Trojuhelnik AXD ma zikladnu
AX a tedy i Ghel DAX = 2. Tteti Ghel ADX trojahel-
niku AXD je roven 180° — 44. V rovnoramenném lichobézni-
ku jsou uhly pii zdkladnach shedné, proto je

< ABC| = 4a; |<¢ DCB| = 180° — 4a.
QOdtud dostaneme, Ze
|<x ACB| = (180° — 4a) — o = 180° — 50
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Trojuhelnik ABC je rovnoramenny. Mohou nastat dvé moz-
nosti:

(a) o« = 180° — 54
(b) 4o = 180° — 54

V ptipadé (a) dostaneme:

6o = 180°
o = 30°

Z toho vsak plyne, Ze |<. ABC| = 4« = 120°. Ale to neni
mozné, protoZze strana AB je v lichob&zniku ABCD delsi
zékladnou a proto musi byt thel ABC << 90°.

V pripadé (b) dostaneme

90 = 180°
o = 20°

Lichobéznik ABCD ma tedy pfi delsi zdkladné vnitini Ghly
4o = 80° a pii kratsi zdkladné vnitini uhly 180° — 4o = 100°.

Konstrukce lichobézniku ABCD

1. 4B;|AB| = 10 cm

2. NABC; (usu); |<x CAB| = 20°, |<¢ ABC| = 80° (uhly
sestrojime pomoci thloméru)

3. NACD; (usu); |<t DAC| = 60°, |<t DCA| = 20°, D je
v poloroviné opa¢né k poloroviné 4CB

4. ABCD:; lichobéznik
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Zkouska. (V soutézi nebyla poZadovina.) Musime ukdzat,
ze lichobéznik ABCD lze opravdu rozdélit na 3 rovnora-
menné trojuhelniky. Sestrojime bod X na zdkladné CD tak,
aby |<C XAB| = 40°. Vypottem velikosti thla se snadno
ovéfi, ze vSechny tii trojuhelniky ABC, ACX, AXD jsou
rovnoramenne.

Z8-11-4

Na obrazku 8 je zndzornéna krychle slepend ze 27 mensich
shodnych krychli. Zjistéte, jaké riizné poéty mensich krychli
muzeme odebrat z velké krychle, aby zustalo t&leso, ve kte-
rém se kazdd mensi krychle dotykd pravé dvéma svymi st&-
nami s jinymi mens$imi krychlemi. Pro kazdy mozny pocet
stati uvést jeden piiklad. Uloha m4 7 feSeni. (5 bodu)

/79202 7
7O 7 772 24
273

112133
4156
7189/

Obr. 8

—

AN

SH
oo\

=

Reseni. Téleso, které zastane, muze se skladat ze 4, 6, 8,
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b)

1%2%5%x4

a)

c),

% 18 =k 27 % 24 %
0

26 % 27 % 18 %
19 % 10

®* 25 %
% 20 %

g)

Obr.%—g
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10, 12, 14, 16 krychli. Odebrat muzeme tedy 23, 21, 19,
17, 15, 13 nebo 11 krychli.

Ukézky feleni jsou na obr. 9a az g; ¢isla u obrazka udévaji
¢isla zbylych krychli.

ULOHY III. KOLA
Z8-1i -1

Najdéte vSechna 8cifernd &isla délitelnd &islem 72, kterd
vzniknou z Cisla 40 756 424 832 vyskrtnutim t#i Cislic. Na-
piste tato Cisla. (6 bodu)

1. feSeni. Protoze 72 = 8.9, musi byt hledané ¢&islo
délitelné jak Cislem 8, tak Cislem 9. Zalneme s délitelnosti
Cislem 9. Ciferny soucet daného &isla je

44+04+7+5+6+4+2+4+8+4+3+42=45.

Hledané ¢islo mé byt délitelné deviti, proto i jeho ciferny
soucet musi byt délitelny deviti. Z daného ¢isla proto mu-
sime $krtnout takové tfi Cislice, aby i jejich ciferny soucet
byl délitelny deviti, tedy tfi Cislice, jejichz ciferny soucet
je 9 nebo 18.

Vypiseme viechny moZnosti (viz tabulku na str. 56).



1 Skrtnuté

Zistalo Vyhovuje
¢islo ANO - NE
1/0,7,2 | 4--564-4832 | ANO
210,72 4--56 424 83— | NE - neni délitelné 8
310,6,3 4-75-4248-2 | NE - neni délitelné 8
404,0,5 | --76424832 | ANO
510,54 | 4-7-6-24832 ‘ ANO
60,54 4-7-6 42— 832 ' ANO
715,2,2 | 407-64-483 | NE - neni délitelné 8
8 4,2,3 | 07564482 | NE - neni délitelné 8
| | a neni 8ciferné
94,2,3 40 756 - -4 8-2 | NE - neni délitelné 8
10 | 2,4,3 40 756 4-- 8-2 | NE - neni délitelné 8
11 | 4,3,2 ~0 756 424 8- - NE - neni 8ciferné
12 | 4,3,2 40 756 —24 8- - | ANO
13 | 4,3,2 40 756 42— 8- - | NE - neni délitelné 8
14 | 7,8,3 40 -56 424 -2 | NE - neni délitelné 8
15 | 4,6, 8 -0 75— 424 -32 ‘ NE - neni 8ciferné
|16 | 6,4, 8 40 75— 24 -32 | ANO
117 | 6,4,8 40 75- 42— -32 | ANO
18 | 7,5,6 40 --— 424 832 | ANO
Nasli jsme celkem 8 Cisel:
45 644 832 47 624 832 40 756 248 40 754 232
76 424 832 47 642 832 40 752 432 40 424 832

2. reSeni.

Nejdiive $krtneme takové tfi (&islice, aby
vzniklé Cislo bylo délitelné osmi. Musi byt tedy posledni
troj¢isli (Cislo ur¢ené poslednimi tiemi Cislicemi) délitelné
osmi. ProtoZe $krtdme pouze 3 &islice, mohou byt posledni

trojisli vybrana z poslednich Sesti &islic, jsou to
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Sestavime opét tabulku. Skrtat budeme opét 3 &islice s cifer-
nym soultem délitelnym deviti.

Posledni | Skrtnuté Zbylé Vyhovuje
trojcisli Cislice cislo ANO - NE
1| .832 0,7,2 | 4--564-4832 ANO
2 4,0,5 --T7-6 424 832 ANO
3 0,5,4 4-7-6 —24 832 ANO
4 0,5, 4 4-7-6 42— 832 ANO
5 7,5,6 40 ——- 424 832 ANO
6 432 4,6,8 -0 75— 424 -32 NE
7 6,4, 8 40 75— -24 -32 ANO
8 448 nelze
9 248 4,3,2 -0 756 424 8- - NE
10 4,3,2 40 756 —24 8- - ANO
11 232 6,4,8 40 75— 42— -32 ANO
12 424 nelze

Dostdvime opét 8 moznosti, uvedenych jiz pfi 1. feSeni.

Z8-111-2

Je dan ¢tverec ABCD o strané délky 1 dm. Prusedik jeho
ahlopfi¢ek oznacte S. Sestrojte Ctyfi kruZnice se stiedy
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A, B, C, D o polomérech AS. Tyto kruZnice protnou strany
¢tverce v osmi bodech. Dokazte, Ze jsou to vrcholy pravidel-
ného osmitthelniku (mé shodné strany a shodné vnitini uhly).

(6 bodu)
D P 0 C
|
//
Q N
AN’
S
7 : ‘\\
f / \ M
\v
\
L B
Obr. 10

ReSeni. Natrtneme si obrizek 10 a oznalime vrcholy
osmithelniku. Uhloptitka AC &tverce ABCD mé délku

I — 1
|AC| = )12 + 12 = }/2. Proto je |4S| = > /2. Snadno vy-
pocitime
1 -

|AK| = |4B| — |BK| =1 = ]2,
1

Podobné je |BL| =1 — £ |

2. Proto je
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| -
|[KL| = |AB| — |AK| — |BL| =1 — 2(1 - 12) =
= V2___ 1.

Délku RK vypotitime podle Pythagorovy véty z pravo-
uhlého trojuhelniku AKR.

- / 1 _\2 1 _\2
IRK| = || 4K + |AR}? :],' <1 ) 1/2) + (1 - ]/2>

Odtud dostaneme

IRK| = <1 ——%ﬁ).ﬁ =2 - L

Je tedy skutetné |RK| = |KL|. Sestrojeny osmithelnik ma
proto viechny strany shodné. Ale m4 i vSechny vnitini Ghly
shodné, nebot maji velikost rovnou 180° — 45° = 135°.

Z8 -1t -3

Pepik se chlubil: »Kdyz budu mit 9 zédvazi o hmotnostech
1g,2g,3g,...,9 g, dokdzu je rozdélit na 3 skupiny o stej-
nych hmotnostech«.

Jirka: »To nic neni, j4 umim rozdé&lit na takové 3 skupiny
i 33 zavazi o hmotnostech od 1 g do 33 ge.

Karel: »J4 umim rozdélit téch 33 zavazi na 4 skupiny
o stejnych hmotnosteche.
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Zjistéte, kdo z nich mohl svij slib splnit. JestliZe rozd&leni
jde provést, uvedte piiklad, kdyZ ne, uvedte prog.
(6 bodu)

ReSeni. a) Pepik mohl zdvazi rozd&lit napiiklad takto:

1. skupina: 1, 2, 3,4, 5
2. skupina: 6, 9
3. skupina: 7, 8

V kazdé skupiné je souc¢et hmotnosti 15 g, nebot
1+2+34+4+5=6+9=7+8=15.

Rozdéleni je moZno provést i jinak; napriklad: (4, 5, 6),
1, 2,3,9), (7, 8). Sami najdete jist& snadno i dal$i mozZnosti.

b) Jirka muze rozdéleni také provést. Vyuzije déleni, které
provede Pepik. Skupiny déle doplni napfiklad takto:

1. skupina: (10, 33), (13, 30), (16, 27), (19, 24)
2. skupina: (11, 32), (14, 29), (17, 26), (20, 23)
3. skupina: (12, 31), (15, 28), (18, 25), (21, 22)

Jirka tedy rozdé@li zavazi od 10 g do 33 g na 12 dvojic tak,
aby v kazdé dvojici byl soucet hmotnosti zdvazi roven 43 g.
Téchto 12 dvojic pak rozdéli do 3 skupin po ¢tyiech dvojicich.
Vsech 33 zdvazi rozdéli tedy do 3 skupin o celkovych hmot-
nostech 187 g (15 + 4 .43 = 187).

Hmotnost viech 33 zavazi je tedy 3 . 187 g = 561 g.
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Pozndmka. Celkovou hmotnost viech 33 zdvazi z tdlohy
Z8 - III - 3 je mozno vypocitat také takto:

1+24+3+4+ ... +30+31+32+33=

=1+33)+2+32)+G+3D)+...+(16+18) + 17 =
16krat 34

=16.34 4 17 = 561

Zkuste sami stejnym zpusobem vypotitat celkovou hmotnost
zavazi a)od 1 gdo 99 g; b) od 1 g do 100 g.

¢) Karel nemuze 33 zévaZzi od 1 g do 33 g v Zddném ptipadé
rozdélit na 4 skupiny o stejnych hmotnostech, protoze celkova
hmotnost téchto zdvazi je 561 g a to neni ¢islo délitelné ¢tyimi.

Z8 -1l -4

Ukazte, Ze z krychle K sloZené ze 27 mensich krychli (obr.
11) je mozno ubrat 1 krychli, 2 krychle, 3 krychle, ..., 14
krychli tak, Ze vznikl4 télesa maji stejny povrch s krychli K.
Pro kazdou ze 14 moznosti stati uvést Cisla krychli, které
uberete. (6 bodir)

Pozndmka 1. Téleso, které zustane, se nesmi rozpadnou na dvé nebo
vice ¢asti. Nemuzeme tedy naptiklad odebrat krychle 1, 2, 4, 5, 7, 8,
12, 21, 15, 24, 18, 27.

ReSeni. Viechny moznosti dostaneme naptiklad postup-
nym odebirdnim krychli
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3,2,6,5,12,11, 15, 14
a déle krychli:
10, 13, 20, 23, 8, 17.

Na obrdazcich 12a az 12d jscu zndzornéna zbyl4 télesa po cde-
brani krychli:

3,2,6,5,12,11, 15, 14 (obr. 12a)

3,2,6,5,12, 11, 15, 14, 10, 13 (obr. 12b)
3,2,6,5,12,11, 15, 14, 10, 13, 20, 23 (obr. 12¢)
3,2,6,5,12,11, 15, 14, 10, 13, 20, 23, 8, 17 (obr. 12d)

>

“

2
2
2
2

Pozndmka 2. Puvodni krychle ma povrch sloZeny ze 6 . 9 = 54 stén
mensich krychli. VSechna zbyld télesa se stejnym povrchem byla slc-
Zena nejméné ze 13 mensSich krychli. Pokusy se dd ovéfit, Ze nelze
najit téleso se stejnym povrchem, ale sloZené jen ze 12 nebo dokence
méné krychli. MuZzeme to viak i dokazat.
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a) c)

b) d

Obr. 12a —d
Nejdtive dokaZzeme vétu:

Kdyz je téleso slepeno z # shednych krychli, pak je slepe-
no aspen pedél n — 1 spoleénych dvojic stén.

Pro konkrétni n, napf. n = 13, maZete vétu ovéfit pomoci
télesa z obrazku 12d.

Nyni nazna¢ime dukaz véty pro libovolné n. Pfedpokldde;j-
me, Ze t&leso je slepeno z n krychli a pocet slepenych dvojic
stén oznalime s. Odebereme-li 1 krychli, ubude asponi 1 dvo-
jice slepenych stén. Pro n = 7 si to ovéite na obr. 13a, b;
odebirdme tmavou krychli. Tedy téleso z n — 1 krychli m4
slepeno nejvyse s — 1 dvojic stén. Tedy odebranim 1 krychle
ubude asponl 1 dvojice slepenych sté¢n. Podobné se da ukézat,
ze odebranim 2 krychli ubudou asponl 2 dvojice slepenych
stén; odebranim 3 krychli ubudou aspori 3 dvojice slepenych
stén atd.
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Obr. 13a, b

Po odebréni n — 1 krychli zbude jedind krychle. Pfitom
bude asponl s — (n — 1) dvojic slepenych stén. Ale protoZe
zbyla jedind krychle, neztstala z4dna dvojice slepenych stén.
Tedy

s—(m—1)=0,
neboli
s=n—1.

Konkrétné, mame-li slepeno 12 krychli, je slepeno aspon
11 dvojic stén. Spotitejme nyni povrch tohoto télesa:

§=12.6—-11.2=72—-22=54
| |
12 krychli 11 dvojic
po 6 sténach  slepenych stén
anebo méné (je-li slepeno vice nez 11 dvojic stén). Ale toto
téleso ma mensi povrch nez puvodni krychle.

Pozndmka 3. Nékteti soutézici ulohu fesili tak, Ze odebirali z pu-
vodni krychle mensi krychle aZz do poctu 18, takze zbylo jen 9 krychli.
V tomto pfipadé viak nevznikne jedno téleso, ale skupina téles, jejichz
povrch vsak je skute¢né stejny s puvodni krychli. Naptiklad skupina
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deviti krychli s &isly 1, 6, 9, 12, 14, 16, 20, 22, 27; jejich rozmisténi ve
tfech vodorovnych vrstvach je na obr. 14 vyznaeno tmavymi krychle-
mi

Pocet krychli uz neni mozno zmensit. Oduvodnéte sami.
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Kategorie Z7

ULOHY I. KOLA

Z7-1-1

Pritelé Kouba a Mdcha jsou fidi¢i tramvaji. Kouba jezdi
na trati &. 1 vedouci z 4 do B, Micha na trati &. 2 spojujici
C a D. Cisla na planu (obr. 15) udéavaji vzdilenosti v kilo-
metrech. Tramvaje jezdi rychlosti 60 km za hodinu. Ridi&i
maji na kazd¢ kone¢né zastdvce 5 minut na odpocinek. Pfesné
ve 12 hodin vyjel Kouba z kone¢né 4 a Micha z konetné C.
Kolikrit se v dobé od 12 do 19 hodin potkaji na tseku XY ?
Udejte presné Casy a mista jejich setkdni.
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1. ¥eSeni. Jsou dva druhy setkdni. Pri prvnim jede Kouba
z X do Y a zdrovent Macha z Y do X. Vedruhém pfipadé jede
Kouba z Y do X a Mécha naopak z X do Y.

Rychlost jizdy obou linek je 1 km za minutu. Kouba jede
jednim i druhym smérem 25 minut. ProtoZe na kazdé ko-
ne¢né ¢ekd 5 minut, situace na jeho trati se opakuje po 60
minutich. Macha jede jednim i druhym smérem 16 minut.
Zapocitame-li pfestavky, zjistime, Ze situace na jeho trati se
opakuje po 42 minutdch.

Sestavime tabulky pro 1. druh setkani.

| |
Michaz Y do X Kouba z X do Y
Y X X Y |
—|
12.27 12.35 1. setkani L1214 1222 |
= 13.14 | 13.22

14.33 14.41 | 2. setkani
15.15 1523 <—-— | 1514 | 15.22
15.57 16.05 | 16.14 16.22
16.39 16.47 3. setkani

V prvnim piipadé dojde ke 3 setkdnim. Piesny ¢as a misto
setkani najdeme napfiklad pomoci ¢asové osy; pro 1. setkani
viz obr. 16. Cisla udavaji kolikitou minutu po 14. hodiné

.....
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| |
ot MACHA

17 16S15 14 13 12 11 10 09

X+ et + + + = —Y
14 15 16 17 18 19 20 21 22
"KOUBA

Obr. 16

13.15:30 (13 h 15 min 30 s) uprostied mezi body s oznalenim
15, 16 v misté S vzdaleném od X 1,5 km.
Udaje o dalsich dvou setkénich dava tabulka:

Cas setkani | 13.15:30 | 15.18:30 | 17.21:30
Vzdalenost SX 15 | 45 | 15

Stejné fesime ulohu o setkani ve 2. pfipadé.

Michaz X doY | Koubaz Y do X
X Y Y X
12.02 12.10 12.33 12.41

12.44 12.52 1. setkani

13.26 1334 «~—F—————| 1333 13.41
14.08 14.16 . 14.33 14.41
14.50 14.58 2. setkani

15.32 15.40 —| 15.33 15.41
16.14 16.22 16.33 16.41
16.56 17.04 3. setkani

17.38 1746 |«~——— —| 17.33 17.41
18.20 18.28 18.33 18.41

|

Pfesny &as a polohu mista setkdni S udava nasledujici tabulka.
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Cas setkani | 12.33:30 | 15.36:30 | 17.33:30
Vzdélenost SX | 75 | 45 | 15

Tim jsme fesili ulohy, kdy se fidi¢i setkaji pfi jizddch opacny-
mi sméry. MuZe vsak nastat jesté dalsi pripad. Ridi&i se
setkaji v misté¢ X a spole¢né pokratuji do Y nebo se setkaji

v misté Y a spole¢né pokracuji do X.
V 1. pfipad¢ je to v Casovém intervalu 16.14 az 16.22,

ve 2. pfipadé v intervalu 14.33 az 14.41.

2. FeSeni. Ulohu muZeme fedit také pomoci grafu, ve
kterém vyzna¢ime pohyb obou tramvaji v tseku mezi Xa Y.
Cist grafu je na obr. 17. Micha je vyznaten plnou &arou,
Kouba ¢arkovanou &arou.

SETKANI
Y lllx"lllxrl\l!i‘jllilli‘l‘klll['LI!llll’llll 10411
&\ s
@) S \ / \
dv_ ISL \ 7 \
I X \ \
x \IKIYITII'TTTIT‘I lllii‘ll_lililll|!IIIIIIIII|(|I'I|T
12.00 12.30 1300 b 1330
SETKAN]
Obr. 17
Z7-1-2

Krychle o hran& 15 cm byla sestavena ze 62 mensich krychli
dvou ruznych velikosti. Najdéte takovd dvé sestaveni, kterd
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se lisi nejen zpusobem sestaveni, ale i velikostmi mensich
krychli. Nadrtnéte nizorny obrazek sloZené krychle.

ReSeni. Pront zpiisob. Danou krychli sestavime nejdfive
z vétsiho poctu krychli mensi velikosti. Z nich pak nékterc
slepime ve vétsi krychle.

Krychli sestavime ze 125 mensich krychli. Z nich pak 64
slepime v jednu krychli (obr. 18a). Celkovy pocet krychli
tedy bude

125 — 64 + 1 = 62

__/#_/i_,_’” | [/
7 P
T T L
7/ it
! | AU
it bkl (R R
M 1 | A/H
— b apeet |
o
— 4= —3—— I
i ! !
L
a) b)
Qbr. 18a, b

Druhy zpusob. Danou krychli sestavime nejdfive z mensiho
poctu krychli vétdi velikosti. Z nich pak nékteré rozdélime
na je$té mensi krychle.

Krychli sestavime ze 27 krychli. Z nich vezmeme 5 a kaz-
dou rozdélime na 8 mensich krychli (obr. 18b). Celkovy
pocet krychli je
o 27 -5+ 5.8 =62.
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Z7-1-3

Cislo na poznévaci znatce automobilu nazveme $tastnym
Cislem, jestlize ciferny soucet prvnich dvou dislic se rovni
cifernému soultu druhych dvou Cdislic. Zjistéte, kolik je
Stastnych Cisel na pozndvacich znac¢kach zacinajicich pismeny
ABZ.

Reseni. Cisla rozdélime do skupin podle ciferného souétu
prvnich dvou ¢islic. Tento soucet miaze byt ¢&islo od 1 do 18.
(Soucet nemuze byt nula, nebot ¢islo ABZ - 00 00 neexistuje.)
Nejdiive ur¢ime pocty dvojcifernych &isel s cifernym souctem
©=1,2,3,...,18.

Ciferny Cisla Pocet
soucet ! Cisel
1 l 01 10 2 !
2 02 11 20 3 |
3 03 12 21 30 4
4 04 13 22 31 40 5
3 05 14 23 32 41 50 6
8 08 17 26  ad. 80 9
9 09 18 27 atd. 90 10
10 19 28 37 atd. 91 9
11 29 38 47 atd. 92 8
1.7. 89 98 ......... 2
18 99 1

Nyni najdeme pocet Stastnych Cisel. Viimneme si nej-
drive napfiklad $tastnych c&isel, kterd maji ciferny soucet
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prvnich dvou &islic roven 1, 2 a 3. Cisla sestavime do pre-
hlednych tabulek (fadky uddvaji 1. dvojici &islic, sloupec
2. dvojici &islic).

02

I 01 10 11 . 20
01 01-01 01-10 02 02-02 02-11 02-20
10 10-01 10-10 11 11-02 11-11 11-20
20 20-02 20-11 20-20
| 03 12 21 30

03 03-03 03-12 03-21 03-30

12 12-03 12-12 12-21 12-30

21 21-03 21-12 21-21 21-30

30 30-03 30-12 30-21 30-30

Potty $tastnych &isel jsou v téchto pfipadech po fadé rovny

22,32, 42, Tak to zfejm& pokracuje i déle.
Hledany potet $tastnych &isel je tedy roven

S=122432 44245 4+ 624 72+ 8+ 92+ 102 + 9% +

+ 82+ ...

Tedy $tastnych Cisel je

S = 669.

+ 12

Pozndmka. Potiebujeme-li sedist vice po sobé jdoucich 2. mocnin
ptirozenych ¢&isel, miZeme pouZit vzorce, ktery zde uvedeme bez

dukazu

1
12 22 32 ||, +n’~’=—6—n(n+l)(2n+l).
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Naptiklad pro n = 7 plati

1
12422+ 34424524624 2= £7.8.15

Ovéfte spravnost této rovnosti sami.

Z7-1-4

— Co delas?

— Skldddm ze tfi shodnych rovnoramennych trojihelnik
pétitthelniky. Zatim jich mdm 3est. Jeden vypadd napiiklad
takto (obr. 19):

Obr. 19

— A jak jsou dlouhé€ strany téch trojihelnika ?

— To ti nepovim. Ale feknu ti, Ze z t&ch Sesti pétithelnika
maji dva obvod 19 cm a ¢tyfi 23 cm. To by ti mélo statit.
Ale prozradim ti je$té, Ze délky stran trojuhelnika jsou
celd cisla.

Ukol pro vis:
a) Urcete délky stran vSech tfi rovnoramennych troj-

thelniku.
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b) Narysujte vech 6 pétithelnika, které lze sestavit z téch-
to tii trojuhelnika.

Reseni.. Ozna¢me délky stran shodnych rovnoramennych
trojuhelniki, z nichz se sklidaji pétivhelniky: a = délka ra-
men, b = délka zékladny.

Nyni sestavime vSechny mozné pétithelniky a vypocitdme
jejich obvody (obr. 20).

:

o=4a+b o=4a+b o=4a+b
Obr. 20
Aby to byly pétithelniky, nesmi byt a = b, tzn. nesméji to
byt rovnostranné trojuhelniky.

V piipadech B, D, F jde skute¢né o pétithelniky (a nikoli
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o Sestitthelniky), nebot soulet vnitfnich Ghla pfi vrcholu
spole¢ném viem tiem trojuhelnikim je roven

20 + f = 180°.
V pfipadé A to neni naopak ¢tyiuhelnik, nebot
o + 2f < 20 + f = 180°.

Ze 3esti pétitthelnika na obr. 20 maji dva obvod o = 2a + 35
a Ctyfi obvod 0 = 4a + b. Podle zadéni je tedy

2a + 36 =19
4a +b =123

Resenim této soustavy dostaneme
a=5cm,b=3cm.
Jiné feSeni neexistuje.

Pozndmka. Na obrazku 20 jsme piedpokladali, Ze a > b. Kdyby
bylo a < b, pak bychom sestrojili podobnym zpusobem 6 pétithelni-
ki, ale jejich obvody by byly pétkrat 2a -+ 3b a jedenkrit 4a + b.
Tim by nebyla podminka tlohy splnéna. (Nalrtnéte si sami tyto
ptipady.) Uloha ma tedy opravdu jen jedno feSeni.

Z7-1-5

Obrazirnu tvoii 80 ¢tvercovych mistnosti o strané 4 metry
(obr. 21). Hlida¢ kond kazdou hodinu obhlidku vSech mist-
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nosti podle planu. Za¢ind i kon&i v mistnosti 4. Pfitom projde
sttedem kazdé mistnosti.

a) Kolik metra celkem ujde?

b) Zjistéte, zda by si mohl délku prochdzky n&jak zkratit.

-

Obr. 21

Reseni. Uvnitt kazdé mistnosti projde hlida¢ drahu dlou-
hou 4 metry. ProtoZe projde 80 mistnosti, ujde celkem drihu
dlouhou 320 metraa (= 80 .4 m). Pfitom vibec nezilezi na
tom, jaky tvar ma drdha, kterou hlida¢ projde. Cestu si tedy
nemuze zkratit.

Z7-1-6

Mnozina M se sklddd ze v3ech osmicifernych &isel zapsa-
nych pouze pomoci 1 a 3. Najdéte v mnoziné M &islo, které je
beze zbytku délitelné &islem 7 a pfitom

a) je co nejmensi,

b) je co nejveétsi,
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¢) mad co nejvétsi polet &islic 3,
d) mé co nejvétsi pocet Cislic 1.

Reseni. a) Budeme vypisovat &isla mnoZiny M podle ve-
likosti pocinaje od nejmensiho a zkoumat, zda jsou délitelna 7.

11111 111 =7.1587 301 + 4
11111 113 =7.1587 301 + 6
11111131 =7.1587 304 + 3
11111133 =7.1587 304 + 5
11 111 311 = 7.1 587 330 + 1
11111313 =7.1587330 + 3
11 111 331 = 7.1 587 333

Nejmensi hledané &islo je 11 111 331.

b) Podobné budeme hledat nejvétsi &islo. Zapis uvedeme
uZ struénéjsi. ZapiSeme jen &isla a pfislusny zbytek pii déleni
sedmi:

33333333 (zb. 5) 33333133 (zb. 1)
33333331 (zb.3) 33 333 131 (zb. 6)
33333313 (zb. 6) 33 333 111 (zb. 0)
33333311 (zb.5)

Hiledané &islo je 33 333 111.

c) Cisloz8 trojek neni délitelné sedmi. Budeme vy3etfovat
lisla zapsand 7 trojkami; stadi ta, kterd jsme nezkoumali
v ptipadé b. Prvni z nich je jiz ndsobek 7.

33 331 333 (zb. 0)
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Jedno ¢&islo jsme nasli. Zjistime, zda neni je$té daldi mozné
Cislo - zda tloha nem4 vice FeSeni.

33313333 (zb. 4) 31 333333 (2b. 3)
33133333 (zb.2) 13 333 333 (2b. 6)

Uloha mi jediné fedeni, je to &islo 33 331 333.
d) Postupujeme podobné jako v pfipadé c.

11113 111 (zb. 2) 13 111 111 (zb. 6)
11131 111 (zb. 5) 31 111 111 (zb. 3)
11 311 111 (zb. 0)

Uloha m4 jediné fedeni, a to &islo 11 311 111.

Pozndmka. Vypoclty zbytk pfi déleni sedmi je mozno zjednodusit
pouzitim véty:

Necht ptirozend &isla 4, B dévaji pri déleni ¢islem n (napt.
n = T) po fadé zbytky a, b. Potom soulet 4 + B dava pii
déleni &islem #n stejny zbytek jako je zbytek pii déleni souctu
a + b &islem n.

Dukaz této véty ovéfime na konkrétnim piipad€, jeho
podstata ma vSak obecnou platnost. Polozme napt..4 =
= 11111111, B =20 an = 7. Potom je

A =11111111 = 7.1 587 301 + 4,
tedy a = 4. Podobné
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B=20=7.2+6,
tedy b = 6. Soucet
A+ B=(7.1587301 +4)+ (7.2 +6) =

=7.(1587301 +2)+ (4 + 6)
—
nasobek 7 soucet zbytka

a+b

Z toho je vidét, ze A + Bia + b dévaji pfi déleni sedmi stej-
ny zbytek, ktery se rovna 3.
Porovnejte s feSenim tlohy Z7-1-6; 4 + B = 11 111 131.

ULOHY II. KOLA
Z7 -1 -1

Jirka a Karel maji co nejrychleji absolvovat dvakréat zdvodni
okruh délky 20 km. Maji jedno kolo, na kterém se mohou
stiidat. Kazdy muze jet na kole rychlosti 30 km/h a béZet rych-
losti 10 km/h. Mohou absolvovat zdvod za dobu krat3i nez

1
2—2— hodiny? Jak se museji stfidat? Jak jim to bude dlouho

trvat? (5 bodu)

Reseni. Stiidani mohou provést takto: Jeden z nich vyrazi
pésky a druhy na kole. Za 1 hodinu prvni ubéhne 10 km a ub&h-
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ne tak pal okruhu. Za stejnou dobu druhy ujede 30 km a ujede

1
tedy 1*2— okruhu. Tim pfedhoni prvniho o celé kolo (obr. 22).

V tomto okamziku si Glohy vyméni. Za dal$i hodinu oba do-
kon&i 2. okruh. Cesta jim bude trvat pouze 2 hodiny.

='1— kruhu okruh
2 délky 20 km

v

30km na kole=
:1% okruhu

Obr. 22

Pozndmka. Kdyby zavodnici méli absolvovat jen 1 okruh, trvalo by
jim to déle nez 1 hodinu. Ziejmé nejvyhodnéjsi by bylo toto stiidani:
Jeden ujede pul okruhu na kole za 20 minut, pak kolo poloZi a zby-
tek dobéhne. To mu bude trvat 1 hodinu. Druhy pobéZi 1 hodinu,
kde v poloviné okruhu najde kolo, na které nasedne a do cile dorazi
za dalSich 20 minut. Obéma to bude tedy trvat 1 hodinu 20 minut.
To ovSem za samoziejmého predpokladu, Ze pobéZi stejnym smé-
rem. Jeden z feSitel ulohy vsak objevil, Ze znéni ulohy nevylucuje,
aby se oba zavodnici pohybovali po okruhu opaénymi sméry. V tomto
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ptipadé mohou i jeden okruh absolvovat za pouhou hodinu. Reseni
jisté objevite snadno sami.

Z7 -1 -2

Ctverec o strané 1 m byl beze zbytku pokryt 27 &tvercovy-
mi dlazdicemi dvou raznych velikosti.

a) Udejte aspoil dvé mozZnosti pro rozméry dlazdic a po-
kryti nalrtnéte.

b) MuzZete najit takové pokryti, které je soumérné podle
sttedu daného &tverce ? (5 bodu)

ReSeni. Myslenka feSeni je obdobna jako pri feseni 2. Glohy
I. kola. Jedna moZnost je rozdélit ¢tverec na mensi polet
&tvercd, nez je 27, a dodatedné nékteré z nich rozdélit jesté na
mensi ¢tverce. Tak dostaneme feSeni z obr. 23a.

Druhd moZnost je rozdélit ¢tverec nejdiive na vétsi pocet
&tvercl, nez je 27. Potom nékteré z nich spojit v jeden Ctverec
a ten piipadné znovu rozdélit na nové &tverce. Tak dosta-
neme feseni z obr. 23b, c.

[[Ll JITITFTTT

I

JTIITITIITIT

a) b) c)
Obr.23a —c
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Snadno vypocitime ve vSech tfech pfipadech z obr. 23a, b, ¢
délky stran ¢tverci:

1 1 b1 5 1 11
a)6m,3m, )6m m; c)lzm,24m.

Reseni z obrézku 23a vyhovuje i druhé &4sti alohy.
Z7-11-3

Zjistéte, kolik miZzete celkem napsat Ctyicifernych &isel, ve
kterych se sobé rovnaji ciferné soucty prvnich dvou a posled-
nich dvou d&islic a také ciferné soucty krajnich a vniténich
Cislic. Oduavodnéte, Ze jste nalezli vSechna uvazovani Cisla.

(5 bodu)

Reseni. Cisla zapiSeme ve tvaru xyuww. Podle podminky
alohy je:
X+y=u-+wo )

;

X+ov=u+y v

Od 1. rovnice odelteme 2. rovnici. Dostaneme:

y—v=9—y |+y+0v
2y =20
y=v

Odtud po dosazeni do puvodnich rovnic vypoclitime, ze i

X =u.
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Ve viech hledanych &islech se tedy musi rovnat prvni dvoj-
&isli druhému dvojcisli. Kazdé z téchto dvojcisli muze byt
libovolné z &isel 10, 11, 12, ..., 99. Téchto cisel je 90 a tedy
i hledanych ¢&tytcifernych &isel je 90. Jsou to

1010, 1111, 1212, 1313, ..., 9898, 9999.
Z7-11-4
Narysujte rovnostranny trojuhelnik ABC o strané a = 6 cm
a rozdélte jej tfemi tiseCkami na 4 &4sti, z nichZ jedna je opét
rovnostranny trojahelnik a zbylé tfi jsou shodné pravouhlé

trojuhelniky. Vypotitejte délky stran vSech vzniklych troj-
uhelnika, vysledek pfesné narysujte. (5 bodir)

60°

60°

Obr. 24

83



ReSeni. Nejdive musime mit napad, jak bude asi rozdé-
leni vypadat. ProtoZe maji vzniknout tfi shodné pravouhlé
trojuihelniky, 1ze snadno uhodnout, Ze kazdy bude pfi jednom
vrcholu daného trojthelniku 4BC (obr. 24 na str. 83).

Ze shodnosti trojahelnika AKM, BLK a CML plyne, Ze

(1)  |AK|=|BL| = |CM|, |AM| = |BK| = |CL|.
Protoze trojuhelniky AKM, BLK a CML jsou pravouhlé
s jednim ostrym uhlem velikosti 60°, jsou to »poloviny« rovno-
strannych trojuhelnika. Z toho dostaneme

|AM| = 2|AK|, |BK|=2|BL, |CL| = 2|CM|.
Spolu s rovnostmi (1) odtud zjistime, Ze

|BK| = 2|4K|, |CL| =2|BL|, |AM)| = 2|/CM.

Protoze je |AB| = 6 cm, je:

|AK| = |BL| = |CM| = 2 cm
|AM| = |BK| = |CL| = 4 cm

Z pravouhlého trojahelniku 4 KM vypotitime pomoci Pytha-
gorovy véty:

IMK| = J42 — 22 = |16 — 4 = |12

IMK| = J12 = 2)3

IMK| == 3,46 cm = 3,5 cm
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Protoze trojuhelniky AKM, BLK, CML jsou shodné, je
frojﬁhclnik KLM rovnostranny.

Protoze znime polohy boda K, L, M na stranich troj-
thelniku 4ABC, muzeme feSeni jiz snadno narysovat.
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Kategoria Z6

ULOHY I. KOLA

Z6-1-1

K dispozicii mate Tubovolny pocet Cervenych a modrych
ty¢iek rovnakej dizky. Z 6smych z nich mézete urobit model
pravideIného S$tvorbokého ihlana. Kolko takychto réznych
modelov méZete urobit? Dva modely su r6zne, ak ich nemé6-
Zeme postavit vedla seba tak, aby vSetky odpovedajtice hrany
boli rovnakej farby. '

RiesSenie. Ihlan md dva druhy hrdn: 4 bo¢né hrany
a 4 hrany podstavy.
Hladajme moznosti ich zafarbenia:

Vsetky hrany modré ............. ... ... ... 1 moznost

1 Cervena (ostatné modré) - Cervend mdze byt bud bo¢nd hra-
na, alebo hrana podstavy (obr. 25)

.................... 2 moznosti
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Obr. 25

2 &ervené - 2 hrany podstavy: susedné, alebo protilahlé (obr.
26) e 2 moznosti

Obr. 26

2 bo¢né hrany: v jednej stene, alebo nie (obr. 27)
................... 2 moZnosti

Qbr. 27

1 hrana podstavy, 1 bo¢na hrana (obr. 28) .....
.................... 4 moZnosti

7 070] L1 R P 8 moznosti
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3 &ervené - 3 hrany podstavy~................. 1 moznost
3botné hrany ..........ocoooienn 1 moznost
1 botn4 hrana, 2 hrany podstavy (obr. 29) .....
6 moznosti

Vardavy avyavavd ars

Obr. 29
2 bo&né hrany, 1 hrana podstavy (obr. 30) .....
.................... 6 moznosti

Obr. 30
spoli ... 14 moznosti
4 Cervené - 4 hrany podstavy ................. 1 moznost
4botné hrany ................... 1 moznost
1 bo¢na hrana, 3 hrany podstavy (obr. 31) .....

4 mozZnosti

88



Obr. 31

3 bo¢né hrany, 1 hrana podstavy (obr. 32) .....
.................... 4 moznosti

aravdavdmv

Obr. 32

2 bo¢né hrany, 2 hrany podstavy (obr. 33) .....
................... 10 moZnosti

spolu ... ...l 20 moZnosti
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5 Cervenych - to st 3 modré (teda rovnako

ako3 Cervené) .......... ... ... 14 moznosti
6 Cervenych - to st 2 modré (teda rovnako

ako2cCervené) ................ 8 moznosti
7 Cervenych - to je 1 modré (teda rovnako

ako 1 Cervend) ................ 2 moznosti
8cCervenych....... ... i it 1 mozZnost

Spolu 70 moznosti.

Z6-1-2
Vyrieste algebrogram:
§ KOL 4
L EN
L EN
Z MY L A4

RieSenie. Oznatme a P b - zvySok pri deleni 10 stctu
a + b. Napriklad: 8 H 6 =4, 8D 6 D 9 = 3. Operaciu P
pouzivame len kvoli prehladnosti a strucnosti zdpisu rie-
Senia tlohy. Od riesitelov sa taky zdpis nepozadoval.

Pretoze N[O N @ A = A, musi byt N = 5, alebo N = 0.
N = 5 nemoézZe byt, pretoze by potom v silte na mieste de-
siatok nemohlo byt L.

Teda N = 0.

Podobne E = 5, alebo E =0, ale N =0, teda E = 5.
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Pretoze v sudte je na mieste desattisicov Z a v s¢itanci je S,
musi byt K = 9 (pripadne K = 8).
Nech K =09,
potom Z =S+ 1
M =K + 1,alebo M = K + 2.
KebyM = K + 1a K = 9, potom M = 0 (a to nemdze byt,
lebo N = 0),teda M = K + 2.
K + 2 musi ist »cez desiatku¢, nakolko Z = § + 1.
Jedind moznost je M = 1 a K = 9(teda neméze byt K = 8).
O + L + L musi ist »cez dvadsiatkue, teda L > 5.
Po vyskusani vSetkych moznosti vyhovuje len L = 8.
Sucet potom je

29786
850
850

31486

Uloha m4 jediné rieenie.

Z6-1-3

Vypotitajte, aka &ast obsahu obdlZznika ABCD (obr. 34,
str. 92) tvori obsah

a) trojuholnika ABF, ¢) $tvoruholnika DFEC,

b) trojuholnika BFE, d) trojuholnika AFD.

1. rieSenie. Oznatme |XYZ| obsah trojuholnika XYZ.
Siet z tlohy si zahustime dal$im delenim strin $tvoréekov na
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F

S

A B
Obr. 34

3 Casti (obr. 35). Obsah budeme pocitat v §tvoréekoch zjem-
nenej siete.

D C

N sl E
A 1
-t M
- A,
-
A B
Obr. 35

Potom pre obsahy trojuholnikov ABF, BEF a AFD plati:

6.6
2

|ABF| = —— = 36 |BEF| = =18
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12.12
|AFD| = —— =172
2
Potom
ABF| j > _ 1k
[4BE je 1872 = 18 = ¢ k%
BEF]| j L ek
\BEF| je 1515 = 12 cclkw
6
|AFD,| je = —— = — celku.

18.12 18 3

1 1 1 5
Teda |DFEC| je 1 — <*‘6* + ET) + 3) 1 celku.

2. rieSenie. Obsah obdiznika ABCD je (pozri obr. 34)

|ABCD| = 6.4 = 24.
Dalej plati:
6.4
|4BD| = —= =12 = |BDC|
ABE 6-2
| | =— =6
AFD 4
| | =— =8
BFE 22
|BFE| =—-=2
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|ABF| = |ABE| — |BFE| = 6 —2 = 4
|DFEC| = |BCD| — |BFE| =12 — 2 = 10

Pomery obsahov vypotitame podobne ako v 1. rieleni.

Z6-1-4

17. maja 1985 je defl s matematickym ddtumom. Sacin
¢isel oznacujacich del a mesiac sa rovnid poslednému dvoj-
¢isliu letopoctu:

17.5 =85

Zistite, ktoré roky 20. storolia neobsahuji ani jeden deri
s matematickym ddtumom.

RieSenie. Aby sme sa mohli Iah3ie vyjadrovat, budeme
hovorit, Ze rok, ktory neobsahuje deil s matematickym datu-
mom, je smutny. Mame teda néjst mnozinu smutnych rokov
20. storocia.

1. postup. Mézeme ist po rade. Rok 1900 je zrejme smutny.
Roky 1901 az 1931 nie. Vdaka driom 1. 1. az 31. 1. Rok 1932
tiez nie (16. 2.), 1933 takisto (11. 3.) atd. Postupne preve-
rime vSetky roky.

2. postup. 1900 je smutny rok, 1901 az 1931 vdaka januaro-
vym diiom nie. Ktoré roky zachrinia pred smutkom februa-
rové dni? Vsetky tie, ktorych koncové dvojlislie je dvojna-
sobkom ¢isla mensieho ako 29. V zozname (Cisel 32 az 99
si ich preto vy$krtneme. Preco len dvojndsobky ¢isel mensich
ako 297 Pretoze februir mad normalne 28 dni. »Prestupny«
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29. februir by bol zichrancom - dilom s matematickym da-
tumom - v roku 1958, ten vsak nie je prestupny.

Pokratujeme marcovymi driami a $krtdme zo zoznamu
trojnasobky &isel od 1. 3. do 31. 3, (marec m4 31 dni). Nasle-
dujua aprilové dni a nisobky 4, atd. Podobnost s Eratosteno-
vym sitom zrejme nie je ndhodnd. Pokratujeme eSte s »prvo-
¢iselnymi« mesiacmi, piatym a siedmym. Koncime. Ostatné
mesiace by zachraniovali roky uZ zachranené (aj november!).
Nevyskrtnuté roky sii pochopitelne smutné.

3. postup. Vhodny pre tych, ¢o nemaju radi experimentélne
postupy a maji podozrenie, Ze smutny rok nesmie mat
koncové dvojlislo bohaté na delitelov.

Ozna¢me ¢ koncové dvojéislie letopoétu. Nech ¢ = a.b.c,
pricom a, b, ¢ si navzdjom rdzne celé Cisla vicsie ako 1.
Ukazeme, zZe takyto rok, teda rok, ktorého koncové dvoj-
¢islie ma aspon troch réznych delitelov vdcsich ako 1, nie je
smutny:

Aspoil jedno z &isel a, b, ¢ je mensSie ako 5. Keby nie, bolo
by dvojéislo ¢ = 125, ¢o nie je mozné. Oznalme toto Cislo a.
Teda 2= a<5 a zdroveni b.c < 50. Podobne musi byt
jedno z &isel b, ¢ mensie ako 8. Ozna¢me ho b. Je teda a.b =
= 28. Ak je ¢ << 13, md c-ty det v a.b-tom mesiaci mate-
maticky datum. (Kedze a.b.c= 99, a.b= 6 neprekroci
ani Cislo a.b, ani ¢ pripustné hranice.)

Preskiimajme teraz letopolty s koncovym dvojlislom,
ktoré mé iba dvojprvkovy rozklad ¢ = a.b, pricom a, b
su celé cisla, a, b musia potom byt prvocisla. Inak by mohol
byt rozklad viacprvkovy.

Podme teraz hladat smutné roky medzi letopoctami s kon-
covkou ¢ = 2.p. Ak je prvocislo p mensie ako 27, dostivame
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rok, ktory ma februarovy den s matematickym ditumom.
Pre p vicsie ako 27 vSak uz dostivame smutné roky. Sa to
roky s koncovkou 2.29, 2.31, 2.37, 2.41, 2.43 a 2.47.
Dvojnéasobok dalsieho prvocisla je uz vicsi ako 99. Medzi
letopo¢tami s koncovkou ¢ = k.p, kde %k, p su prvodlisla
a k je vicsie ako 2, uz nendjdeme smutny rok. V 2-tom mesiaci
p-ty defi md matematicky datum.

Teraz preskimame letopolty s koncovkou, ktora ma iba
jednoprvkovy rozklad na ¢isla vicsie ako 1. Sua to letopocty
s prvociselnou koncovkou. Ak je ¢= 31, obsahuje rok ja-
nudrovy defi s matematickym ditumom. Ak je ¢ prvolislo
vacsie ako 31 a pochopitelne mensie ako 100, dostavame
smutny rok.

Zhrnieme. K uz znamym rokom 1958, 1962, 1974, 1982,
1986, 1994 sme nasli dalsie 1937, 1941, 1943, 1947, 1953,
1959, 1961, 1967, 1971, 1973, 1979, 1983, 1989, 1997.

Vysetrit musime rok s nulovou koncovkou, ktory sme si
zatial nev§imli. Je to rok 1900 a je zrejme smutny.

Z6-1-5

Pod kazdou dvojicou susednych ¢isel na obrazku vlavo
je ich sugin. Napr. 1,5.6 = 9, 6.2 = 12 atd.

Namiesto bodiek na obrizku vpravo napiste &isla tak, aby
bol pod kazdou dvojicou susednych ¢isel vzdy ich sudin.

15 6 2 15 4 . . 2
9 12 6 . 3
108 .
72
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RieSenie. Oznalme tretie Cislo v prvom riadku x. Potom
tabulku méZme vyplnit takto:

1,5 4 x 3:x 2
6 4.x 3
24.x 12.x
72

Vidime, Ze musi platit

24.x.12.x =172
12.x.x =72 :24
12.x.x=3
x.x = 0,25
x =05

Tabulka doplnena chybajicimi &islami bude takato:

1.5 4 0,5 6 2
6 2 3 12
12 6 36
72 216
15552
Do rie$enia musime zahrnat i moZnost x = —0,5. Pre takéto

x tiez plati x.x = 0,25. Potom tabulka vyzerd takto:
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72 216
15552

Z6-1-6

Niéjdite vietky trojice jednocifernych &isel, pre ktoré plati,

Ze ich sudin je patnasobkom ich suctu.

RiesSenie. Hladané &isla oznaéme a, b, c. Cisla a, b, ¢ st

jednociferné, teda 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. M4 platit

a.b.c =5(a + b+ ¢).

Z toho vidime, Ze aspoil jedno z hladanych &isel musi byt 5
(jednociferné a deliteIné 5). Nech je a = 5. Hladame b, c.

M platit

5.b.c=5.5+b+c)
be=5+b+c

Z toho vidime
a) b.c je viac ako 5,
b) b.c je menej ako 5 + 9 + 9 = 23,

c) ani jedno z &isel nemdze byt 1 (lebo ak napr. b =1,

potom by bolo ¢ = 6 + ¢).

Pismenom & ozna¢ime mensie z ¢isel b, c. To musi byt mensie

ako 5 (preto?).
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Stati preskiimat moznosti b = 2, 3, 4.
Nech b = 2, potom 2.c =7 + c.

c=17
Nech b = 3, potom 3.c = 8 + c.

c=4
Nech b = 4, potom4.c = 9 + c.

¢c=3.

Uloha mi4 dve riedenia. Hladané trojice su 5, 2, 7; 5, 3, 4.
(Ak uvazujeme usporiadané trojice, potom tuloha md 12
rieSeni.)

ULOHY II. KOLA
Z6-11-1

Pred tromi rokmi som oslavoval narodeniny v defl so
zvla§tnym datumom. MOj spoluziak Juro na tejto oslave
zistil, Ze sucin &isel oznaCujtcich deil, mesiac a pocet rokov,
ktoré som prave dovr§il, sa rovnd letopoctu.

Kedy som sa narodil ? (4 body)

Riesenie. (Uvedomme si, Ze tloha sa rieSila roku 1987.)
Oznalme si Cislo diia d, mesiaca m a poltu rokov r. Potom
zo zadania

d.m.r = 1987 — 3 = 1984.

Aby sme zistili prirodzené &isla d, m, r, rozloZzime si &islo
1984 na prvocinitele.
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1984 = 26,31

Z rozkladu vidime, Ze jedno z &isel d, m, » musi byt 31, alebo
nasobok 31. Mesiac to nemdZe byf, polet rokov Ziaka tieZ
nebyva viac ako 30. To znamend 31 urluje den v mesiaci.
Cislo mesiaca musi byt 1, alebo mocnina 2. Keby bolo &islo
mesiaca rovné 1, bolo by spoluziakovi 64 rokov a to nie je
mozné. Cislo mesiaca musi byt mocninou 2. Teda februdr,
april, august. Z nich len august mé4 31 dni.

Jurov spoluziak sa narodil 31. 8., v roku 1984 mal 8 rokov.
Narodil sa 31. augusta 1976.

Z6-11-2

Miesto bodiek vpiste Cisla tak, aby pod kazdou dvojicou
susednych ¢isel bol ich su¢in. Nijdite kladné rieSenia.

0,5 . 2
16

162
(5 bodov)

RieSenie. Uvazujme pravy horny strojuholnike.
0,5 x 2
16
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Ozna¢me si podla obrizku neznidme Cislo x. Potom na mies-
tach bodiek budf 0,5x a 2x. Teda

0,5x.2x =16
x2 =16
x =4

UvaZujme teraz lavy »trojubolniks pocitajuc od druhého
riadku.

9 y 2
162

Ozname si podla obriazku neznime Cislo y. Na miestach
bodiek buda 9y a 2y. Teda

9y.2y = 162
18y2 = 162
»= 9

y = 3

Dalej uz tabulku jednoznaéne vyplnime.

1,5 6 0,5 4 2
9 3 2 8
27 6 16
162 96
15552
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Z6-11-3

K dispozicii méte Iubovolny pocet Cervenych a modrych
tyciek rovnakej dizky. Zo Siestich z nich mézete urobit model
pravideIného $tvorstena (tetraédra).

Kolko réznych takychto modelov §tvorstena modZete uro-
bit? (Stvorsteny s rdzne, ak ich nevieme postavit vedla
seba tak, aby odpovedajtice hrany boli rovnakej farby.)

(4 body)

RieSenie. UvdZme vsetky typy Stvorstenov, podla poctu
rovnako zafarbenych hrén:

vietky ty¢ky modré ............... 1 moznost
5 modrych, 1 Cervend.............. 1 moznost
4 modré, 2 Cervené (obr. 36)........ 2 moznosti
Obr. 36
3 modré, 3 Cervené (obr. 37)........ 4 moznosti
2 modré, 4 Cervené ............... 2 mozZnosti
1 modrd, 5 ¢ervenych.............. 1 moznost
vietky Cervené ................... 1 moznost

Spolu 12 réznych modelov.
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A A
AN A

Obr. 37

Z6-11-4

AKkq Zast obsahu obdiznika ABCD (obr. 38) tvori obsah

a) Stvoruholnika AFGE, ¢) trojuholnika GCD,
b) $tvoruholnika FBCG, d) trojuholnika EGD.
(5 bodov)
D | U C
N

Gp

Obr. 38
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RieSenie. PretoZze priamka EC stipa jeden Stvorcek
na dva, pretne useC¢ku HI v strede strany Stvorieka. Pretoze
HI je stredn4 prieka obdiznika AFUD, pretne ju jeho uhlo-
priecka DF prive v polovici. Z toho plynie, bod G lezi
v polovici HI. Potom pre obsah trojuholnika GCD (oznatme

|GCD)) plati:
8.25
IGCD| = =10
2
Dalej
4.3
|[EGD| = = 6
2.1 4.3
|[FBCG| = 2.4 + "5 + 5 = 15

|AFGE| = 8.5 — (10 + 6 + 15) = 9.

9
Teda: Obsah $tvoruholnika AFGE je 50 obsahu obdiZnika

3
ABCD. Obsah $tvoruholnika FBCG su jeho L obsah troj-

1 3
uholnika GCD jeho 7@ obsah trojuholnika EGD jeho 20"
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Kategoria Z5

ULOHY I. KOLA

Z5-1-1

Do ka?dého kriZku na obrizku 39 vpiite jedno z &isel
1,2,3,4, ...,9 (kazdé len raz) tak, aby siidet &isel umiest-
nenych na kaZdej strane trojuholnika bol vidy 20. Nijdite
¢o najviac réznych rieSeni.

O
OO
O O

O0O00O

Obr. 39

RieSenie. 1 + 2 + 3 + ... + 9 = 45. Sucet na jednej
strane je 20; 20.3 = 60; Cisla vo vrcholoch sa zapotitavaji
dvakrit, teda ich sucet musi byt 60 — 45 = 15. Vo vrcho-
loch mézu byt len &isla, ktorych sulet je 15. To su:
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951 861 762
942 852 753
843

654

A7 na poradie to iné nemoézu byt. Uvdzme teraz jednotlivé
moznosti. Na obrazkoch 40 — 47 st znazornené Cisla vo
vrcholoch. Chybajuice ¢&isla v krizkoch medzi nimi musia dat
vzdy doplnok do 20. Tento treba rozlozit na dve &isla tak,

aby kazdé bolo zapisané len raz.

1° Vo vrcholoch trojuholnika su &isla 9, 5, 1.

6=5+1...

Potom 14 =8 + 6 ...
jediné mozné doplnenie.
Vysledne doplnenie je na obr. 40b.
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. mbéZe byt
. 9 tam uZ je
. 2tam uzZ je
. moézZe byt

. 4 tam uz je



2° Vo vrcholoch trojuholnika su &isla 9, 4, 2.

'é C\D\Q =542 ...

=4+3 ...

©O0®

Obr. 41

=8+1 ...

=742 ...

=6+3 ...

=54+4 ...

Teda, nedé sa doplnit.

3° Vo vrcholoch trojuholnika st &sla 8, 6, 1.

6=5+1 ...
66@@5\“ —4+2 ...
@OQ@ 11=9+2...

Obr. 42 =8+3 ...
=7+4 ...

=6+5 ...

Teda, neda sa doplnit.

moze byt

2 tam uzZ je
4 tam uz je
1 tam uZ je
2 tam uZ je
6 tam uz je

4 tam uz je

1 tam uZ je
moze byt

2 tam uz je
8 tam uz je
4 tam uz je

6 tam uzZ je
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4° Vo vrcholoch trojuholnika su &isla 8, 5, 2.

7T=6+1 ...
O

©%

C)QZE?() =4+3 ...
13

QObr. 43a

a) Nech 7=6+1 b) Nech 7

® @
®OEQE ®

Obr. 43b

10=9+1 10
.. 1tam uz je

=8+ 2
... 2tam uz je ..

=7+3
.. mdze byt
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mdZe byt
... 2tam uzje

mozZe byt

=8+ 2
. 2tam uz je

=7+3

.. 3tam uz je



=6+4 =6+ 4
. 6 tam uz je ... 4 tam uZ je

Potom 13 =4+9 Potom 13=6+7

Pozri obr. 43b, c.

5° Vo vrcholoch trojuholnika su &isla 8, 4, 3.

8:1_—};_1 ... mozZe byt
B/O OC\DQ :6;2...m(‘)icbyt'
@OOQ@ =543 ... 3tamuZje

Obr. 44
a) Nech 8§ =7+1 b) Nech 8 =6+ 2
... 8 tam uz je ... 8tam uzZ je
... 7tam uZ je ... 2tam uzZ je
=6+3 =6+3
... 3tam uZ je ... 6tam uzZ je
... 4 tam uZ je ... 4tam uZ je
Neda sa doplnit. Ned4 sa doplnit.
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6° Vo vrcholov trojuholnika st ¢isla 7, 6, 2.

@ 7=6+1 ...

=54+2 ...

7/O O\
20

®00® T2

. 2 tam uzZ je

Obr. 45

=7+4 ...

=6+5 ...

Ned4 sa doplnit.

7° Vo vrcholov trojuholnika st ¢isla 7, 5, 3.

8 =17+
/O O\\m =6+2 ...
—54
@O Q @  10=904
12 -
Obr. 46a =6+ 2
=7+3
—6+4
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6 tam uz je
2 tam uz je

mdze byt

. 3 tam uzZ je

4 tam uZ je

6 tam uZ je

. 7 tam uzZ je

moze byt

. 5 tam uz je
. mdze byt
. 2 tam uz je

. 3 tam uz je
. 6 tam uz je



Potom 12=4+8

@
8JO,
® O
OO

Obr. 46b

8° Vo vrcholov trojuholnika st &isla 6, 5, 4.

9 =8+ 1 ... mdZe byt

® Bl
O

Q/C/> OC\D\W =17+2 ... mbze byt
@OO@ =6+ 3 ... 6tam uzje
rocailifionr

1

=5+4 ... 5tam uz je
Obr. 47a
a)Nech 9=8+1 b)Nech 9=7+2
10=9+1 10=9+1
. 1 tam uz je ... modze byt
=8+ 2 =8+ 2
... 8tam uz je ... 2tam uZ je
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=7+3
. moze byt

=6+ 4
... 4tam uz je

11

24+ 9

®

OO
® O
O®@O®

Obr. 47b

Potom

=7+3

... 7tam uZ je

=6+ 4
... 4tam uzje

11=34+38

®
®®
@ O
®®O®®

Obr. 47c

Potom

V3etky rieSenia (az na zmenu poradia vrcho ov, pripadne
zmenu poradia &isel vnutri strén) sa tak zostrojené.

Z5-1-2

Hviezdi¢ky nahradte Cislicami tak, aby vznikla spravna

uloha na nésobenie:

* % 7
* % %
* P
% x 0 3
+ 3 7 *
* % % * k%
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RieSenie. Oznalme si nezndme cifry pismenami ako na
obréazku:

a b ¢ 7
d e f
g h it j 6
kIl 2 03
m 3 7 n o
E I T T T . B

Potom f musi byt 8, lebo sticin 7 s inym jednocifernym &islom

nekondi na 6. Podobne e = 9.

Potom v3ak 9.7 = 63 — napiSeme tri a 6 zostalo.

9.+ 6 = %0,teda 9.c = x4, pretoc = 6.

Potom viak 9.6 + 6 = 60 — napiSeme nula a 6 zostalo.

9.6+ 6 = x2,teda 9.5 = 6, preto b = 4.

9.4 + 6 = 42 — napiSeme dva a 4 zostali.

Vritme sa k Cislam g, A&, 7, ;. Vyndsobenim zndmej Casti
prvého Cinitela 6smimi dostdvame j = 3, 7 = 7.

Hladajme teraz &islo d; d-nésobok ¢isla @467 musi mat na
mieste stoviek cifru 7.
Urobme si tabulku:

113



d.a467 |a467

*934 | *401

*868 | ¥335 | *802 | *268

*736

*203

Teda d = 8. Potom 0 = 6, n = 3. Pretoze d = f =8, je

1. a 3. riadok v si¢ine rovnaky. Teda 2 = 3. Zatial mdme:

a 4 6 17

8 9 8

g 37 3 6

El 20 3
m3 7 3 6

Sledujte vypocet stcinu:
a467.8 = g3736
8.7 = 56, napiSeme 6 a 5 zostalo
8.6 + 5 = 53, napifeme 3 a 5 zostalo
8.4 + 5 = 37, napiSeme 7 a 3 zostali
8.a+3=g3

Teda 8.a = g0, z ¢oho a = 5.
Vysledok je:
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5 4 6 17

8 9 8

4 3 7 3

4 9 2 0 3
4 3 7 3 6

4 9 0 9 3 6 6
Z5-1-3

Urcte obsah vysrafovanych ttvarov: umiestnenych v Stvor-
ekovej sieti (obr. 48). Dizka strany $tvordeka je 1 cm.

T

Obr. 48

RieSenie. a) Prvy ttvar si rozdelime na pravouhlé troj-
uholniky (obr. 49, str. 116). Su¢tom ich obsahov dostaneme
obsah daného utvaru. Obsah je 56 cm?.
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b) Druhy ttvar méZme rozdelit na $tyri rovnaké rovno-
bezniky (obr. 50).

Obr. 50

Obsah takéhoto rovnobeZnika vypocitame ak od obsahu
obdlznika 2.4 cm? odditame obsahy dvoch pravouhlych

2.3
trojuholnikov Y cm?, Teda8 cm? — 6 cm2 = 2 cm? Obsah

" jedného rovnobeznika je 2 cm?; obsah Styroch a teda aj
celého utvaru 8 cm?2.
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Z5-1-4

Prviacka Danka bola vzdy velmi zvedavd a netrpezlivo
otakdvala den, kedy dostane svoje prvé vysved&enie. Sa-
druzka ulitelka jej povedala: »Pri $kolskej brdne mime
8 schodov. Dohodnime sa, Ze od zajtra kazdy dei prejde§ po
schodoch do $koly inym spdésobom. Musi§ viak dodrzat dve
podmienky.

1. Kazdykrat musi§ stipit na prvy schod.

2. Z kazdého schodu méZe§ stupit bud na nasledujuci,
alebo jeden moéze§ preskotit a stapit hned na ten dalsi.

V ten den, ked vycerpa$ uz aj poslednti moznost, budeme
rozdavat vysveddenie.«

Kolkokrit musela Danka prejst po schodoch, aby dostala
vysvedlenie ?

Riesenie (pozriobr. 51, str. 118). Na schody je mozné stiis

pit takto:

nal.schod ......... 1 spésobom

na 2.schod ......... 1 spésobom

na 3.schod ......... 1+ 1= 2 spbsobmi (preto?)
na4.schod ......... 1+ 2= 3 spdsobmi
na5.schod ......... 2+ 3 = 5 spésobmi

na 6.schod ......... 3+ 5= 8 sposobmi
na7.schod ......... 5+ 8 = 13 sposobmi

na 8.schod ......... 8 + 13 = 21 sp6sobmi.

Danka musela prejst po schodoch prave 21krit.

Pozndmka. Stretli sme sa i s rieSenim, Ze¢ Danka nemusi stipit na
8. schod (Ze ho preskodi). Ziak povaZoval za schod len »kvader scho-
dug, »kachli¢ky« za nim uz schodom nie su. Tato uvaha je tiez dobra.
Problém je v tom, Ze nemame vsetci rovnaka predstavu o tom, Co je
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21 =8 +13

Obr. 51

a ¢o nie je schod a v ulohe to nebolo upresnené. Preto v tomto pripade
vychddzaju dva rozne vysledky. Druhy je 13 -+ 21 = 34 moZnosti.

Z5-1-5

Na kazdej hrane kvadra (obr. 52) mimobeZnej s hranou
DH striehnu pavuky. Paviky sa m6zu pohybovat od jedného
vrcholu hrany po druhy, aviak nesmu stupit do vrchola.
Lienka (sluni¢ko) Lenka sa chce, po hranidch kvadra, dostat
z vrcholu A4 do vrcholu G &o najkratSou cestou. Viete jej
poradit ? Néjdite vSetky moZnosti.

RieSenie. Su tri moznosti, A — D - C -G, A — D —
—H—-G,A—E—-H-—-G.

Pozndmka. V texte tlohy v letdku vypadlo, Ze lienka chodi len po
hranach. Potom je tloha znaéne néaroc¢nejsia a jej rieSenie zavisi na
rozmeroch kvadra.
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Obr. 52
Z5-1-6

Pytali sa robotnika, aki hlboka jamu kope. Odpovedal
im takto: »Meriam 180 cm. Ked vykopem celt jamu, bude
moja hlava pod povrchom zeme tak hlboko, kolko je teraz
nad povrchom zeme. Mam vykopana polovicu jamy.«

Riesenie. Oznatme vzdialenost hlavy robotnika nad po-
vrchom jamy x. Ked vykope druht polovicu jamy, klesne
mu hlava o 2x. To znamen4, Ze polovica jamy je hlboka 2x,
teda celd jama je hlboka 4x.
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x|

Y 2x 1 N
x| |

e ?ﬁ—;—jcmy = 2X
|
|

2x (1 e

{kzjomy 2x
|
A J

Obr. 53
Avsak z obrazku (obr. 53) vidime, Ze robotnik je vysoky

4x — x = 3x, teda x = 60 cm.
Jama bude hlbokd 4.60 cm, tj. 240 cm.

ULOHY II. KOLA

Z5-11-1
Do kruZzkov na obrazku 54 vpiste &isla od 1 do 9, kazdé
prave raz tak, aby sucet Cisel umiestnenych na kazdej strane
trojuholnika bol vzdy 21. Néjdite asponi dve rieSenia, ktoré sa
lidia v mnozine &isel vo vrcholoch. (6 bodov)

RieSenie (pozri ulohuZ5-1-1).1+ 2+ ... + 9 = 45.
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Obr. 54

Sucet na jednej strane je 21; 21.3 = 63; &isla vo vrcholoch
sa zapoCitavaja dvakrat, teda ich sucet musi byt 63 — 45 =
= 18.

Vo vrcholoch mé6zu byt &isla

981 873 765
972 864

963

954

1° Vo vrcholoch st ¢&isla 9, 8, 1.

Do stétu 21 chybaja 4 (obr. 55). Tie sa viak nedaju roz-
lozit na stGlet dvoch ¢&isel, ktoré v trojuholniku nie st vo
vrcholoch.

6%
5%
®000

. Obr. 55
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2° Vo vrcholoch st &isla 9, 7, 2.
Jedind moZnost doplnenia 5 = 4 + 1, ale potom sa uz
10 ned4 rozlozit (obr. 56).

O@O

5 10
e
@O00®

Obr. 56

3° Vo vrcholoch su ¢&isla 9, 6, 3.

Sa dve moznosti (obr. 57): 6 =5+ 1,6 =4 + 2. Ak
6=5+1,tak 9=7+22a12=4+8 Ak 6 =4+ 2,
tak9 =8+ 1al2=5+7.

®
6/@@9
O O
®00G
12

Obr. 57

4° Vo vrcholoch su &isla 9, 5, 4.
Jedind moznost je 7 = 6 + 1 (obr. 58). Dalej sa viak uz
nedé doplnovat.

122



é%
0%
®00®

Obr. 58

5° Vo vrcholoch su <isla 8, 7, 3.

St dve moznosti (obr. 59): 6 =5+ 1, 6 =4 + 2. Ak
6=5+1,tak10=6+4all=9+2 Ak6=4+ 2,
tak 10 =9 + 1all =5 + 6.

g%

) 10
5o
®000

Obr. 59

6° Vo vrcholov su &isla 8, 6, 4.
Jedind moznost 7 = 6 + 1 (obr. 60), dalej sa viak neda

doplnit. OO
o)
®00®

Obr. 60
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7° Vo vrcholov su &isla 7, 6, 5.
Cislo 8 se ned4 rozpisat ako stiet dvoch &isel, ktoré v troj-
uholniku este nie st (obr. 61).

66
RS
®0006

Obr. 61

V3etky rieSenia (ktoré sa neliSia zmenou poradia vrcholov,
alebo zmenou poradia &sel vnutri strdn) st na obrazku 62.

© ®
@®
@ ® ©
© ®06

Oq
S

®

®
©)

g%
©® © @
® QI6I0J6,

Obr. 62
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Z5-11-2

Ktoré z 6smich kociek na obrizkoch 63a—h si mohol
Miro zhotovit z papiera, ktory si vystrihol z obrazku i.

(4 body)
(o g = = /7, o
RIZ[sVIN]Y[o]f)[op
a) b) o) d) e
= A~

(g
SJROROQ\

) g h)

Obr. 63a—1i

RieSenie. Viimame si pismend v stendch, ktoré spolu
susedia.
Kocku a) nemozZno zlozit, lebo stena S nesusedi so stenou R,
b) nemozno zlozit, lebo v kocke si pismenda M, N
»nad seboug, ale v sieti »vedla sebag,
¢) nemozno zlozit, lebo v kocke pismeno M rleZi«
nad N a v sieti st postavené »vedla sebag,
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d) nemozno zlozit, lebo v kocke st M a O »vedla
sebaq, v sieti st na protilahlych stendch,

f) nemozno zlozit, lebo v kocke pismeno N »lezi nad«
S a v sieti pismeno N »stoji nad« S,

g) nemozno zlozit, lebo v kocke pismeno P »stoji
nad« R a v sieti pismeno P »stoji dolu hlavou«
nad R.

Vysledok. Miro si mohol zhotovit kocky e) a h).

Z5-11-3
Urcte obsah fttvaru umiestneného v Stvorcovej sieti
(obr. 64). (Dizka strany Stvoreka je 1 cm.) (5 bodov)
[ AT T LT N
N[/ I N |
\/ AN
! :
:T | { “ | '—— W4
TN LTI T
Obr. 64

Riesenie. Obsah M: 8.8 — (12 + 6) = 46 (cm?).
Obsah O: 7.8 — (4.1 + 10) = 42 (cm?).

Z5-11-4
Pionierski veddci kiapili pre deti Cokoladové tycinky.
Jedny stdli 2,40 K¢s, druhé 3,20 K&s. Spolu zaplatili 64 Kés.
Kolko ktorych ty¢iniek kupili? (Uvedte vietky moZnosti.)

(5 bodov)
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RiesSenie S
Vedtci kuapili x kusov ...... po 2,40 K¢&s

ykusov ...... po 3,20 K¢és
Spolu zaplatili 2,40.x + 3,20.y = 64 K¢&s

Urobme si tabulku moZnosti pre volbu x. V tabulke n zna-
mend, Ze také celé &islo ¥ neexistuje (¥ je poCet kusov - musi
byt celé). Dalej vidime, Ze x je nisobkom 4.

x|, 01 2 3 456 7 89101112...16...20...24

y|120n n n 17Tn n n 14 n n n 11... 8... 5... 2

Uloha ma4 7 riefeni.
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Kategoria Z4

ULOHY I. KOLA

Z4-1-1

Kral sa rozhodol rozdelit stido tiav (velbloudd) medzi
svojich piatich synov. Tiav bolo viac ako 50 a menej ako 60.
Najmladsiemu dal najmenej tiav, star$iemu o 3 favy viac,
este star§iemu o 3 viac a tak dalej.
Kolko tiav dostal kazdy syn?

Riesenie. 1. spdsob. Urobme si tabulku, kolko tiav dostal
kazdy zo synov, ak prvy dostal 1,2, 3,4,5,6, ... tav.

1. syn 1 2 3 4 5 6
2. syn 4 5 6 7 8 9
3. syn 7 8 9 10 11 12
4.syn 10 11 12 13 14 15
5.syn 13 14 15 16 17 18

spolu 35 40 45 50 55 60

2. spisob. Ak prvy syn dostane jednu tavu, druhy dostane 4,
treti 7, $tvrty 10, piaty 15 - spolu dostanu 35 tiav. Ak prvy
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dostane o 1 favu viac, kazdy dostane o jednu tavu viac,
spolu teda vietci piati o 5 tiav viac. Teda spolu mézu dostat
35 tiav, alebo 40, alebo 45, ... St to vietko ndsobky piatich.
Medzi 50 a 60 je len jedna moznost a to 55. Od 35 po 55
musime pridat 4 patky.

Teda prvy syn dostal 1 + 4 = 5 tiav, druhy 8, treti 11,
Stvrty 14 a piaty 17 tiav.

Pozndmka. Riesenie je netuplné, ak je uvedeny len vysledok. »Synovia
dostali 5, 8, 11, 14, 17 tiav. Je potrebné ukazat, Ze iné rieSenie ne-
existuje. To zarucuje tabulka uvedena pri 1. spOsobe rieSenia, alebo
uvaha o nasobkoch medzi ¢islami 50 a 60 pri 2. spdsobe rieSenia.

Z4-1-2

Nakresli 5 réznych bodov 4, B, C, D, E neleziacich na
jednej priamke tak, aby boli vrcholmi i

a) ¢o najvicsieho poctu neprekryvajicich sa trojuholnikov,

b) ¢o najmensiecho poftu neprekryvajicich sa trojuhol-
nikov.

(Dva trojuholniky sa neprekryvajii, ak ich prienikom je
bud priazdna mnozina, alebo bod, alebo uisecka.)

Pozndmka: V letaku bol text: ...trojuholniky, ktorych strany sa
nepretinaju. Takymi st v obrazku 65a aj trojuholniky ADE a ACE.
To je vsak uz ina uloha.

RieSenie. Najvicsi pocet je 5 takych trojuholnikov - pozri

obr. 65a, najmensi pocet su 3 také trojuholniky - pozri
obr. 65b.
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A E A B C D
a) b)
Obr. 65a, b
Z4-1-3

Namiesto hviezditiek vpi§ &islice tak, aby bol si¢et nazna-
Cenych Stvorcifernych Cisel spréavny.

6

N ¥

o % %
™| N % o,
O % g =

RieSenie

Nia U &
NS T ST
(e <N BN IRV |
ola NN~

f

Nahradme si hviezdi¢ky pismenami a, b, ¢, d, e, f ako na
obrizku. Potom na mieste a mdZe byt len &islica 2 - ostala
ndm 1 (desiatka), na mieste b moze byt len &islica 5 (pozor
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na prechod cez desiatku) - ostala nim 1 (stovka). Sucet
¢ + d s &islom 5 a jednotkou, ktord ndm ostala pri prechode
cez desiatku, nim musi dat Cislo, ktoré m4a na mieste jed-
notiek &slicu 4. To su &isla 4, 14, 24, ... Cislo 4 to neméZe
byt (preto?). Pri Cisle 14 by &islice ¢, d museli dat sacet 8,
pri &isle 24 by tento stdet musel byt 18. Cislo 34 a visie
uvazovat nemusime (preco ?).

To si zapamdtime a pozrieme sa, aké Cislice mozno do-
sadzovat za dalSie pismeni. Ak by na mieste stoviek vysiel
salet 14 - ostala by 1 (tisicka). Potom na miesto ¢ mdZme
doplnit len cifru 0, ale nula by nemala byt na zadiatku &isla.
Teda na mieste stoviek musi vyjst sacet 24.

To moéZze nastat len vtedy, ked ¢ aj d st deviatky. Pri sucte
nam na mieste stoviek pri tomto nahradeni ostant 2 (tisic-
ky). Teda na mieste e musi byt &islica 9 a potom na mieste f
Cislica 2.

Vysledok je stcet:

6 9 5 1
5 9 5 17
9 5 7 2
2 2 4 8 0
Z4-1-4

Do prazdnych okienok (obr. 66) vpi§ &isla 1, 2, 3, 4, 5
tak, aby sa v kazdom riadku, v kazdom stipci a v obidvoch
uhloprie¢kach vyskytovalo kazdé &islo prave raz.
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Obr. 66

RieSenie. Na mieste koliesok (obr. 67) moézu byt len
1 a 4, vzhladom na to, Ze v prvom riadku st uz &isla 2, 3, 5.

Ale v uhloprietke je 1, teda prvy riadok musi byt ako na
obrazku 68.

3152100 3[s5|2]1]4
1 1
3 3
L]
Obr. 67 Obr. 68

Na mieste 3tvoréeka (obr. 68) moéze byt len 2, alebo 5.
Ak uvazujeme 5, potom uhloprietku méZme doplnit len
dvomi spésobmi (obr. 69a, b).

V obidvoch pripadoch musi byt 5 v druhom riadku a $tvr-
tom stipci. Potom ale dalsie dopnenie uhloprietky nie je

mozné, pretoze 3 nevieme dalej umiestnit. Teda na mieste
Stvorceka musi byt 2
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X 5 b4 5]

a) b)
Obr. 69a, b

Podobnym spdsobom doplnime ostatné okienka. Vysledok
je na obrazku 70.

Q= INNW
= INfw|H o,
WIS [N
SOINW | —
NWlO|— |+

Obr. 70

Z4-1-5

Janka a Danka byvaji v dome, ktory je oznaleny dvojci-
fernym Cislom. Janka si zapisala zoznam vsetkych dvojci-
fernych &isel, ktoré sii ndsobkami &isla 3 a s mensie ako
¢islo domu. Danka si tieZ zapisala zoznam, ale vSetkych
dvojcifernych ¢&isel, ktoré maju v zapise Cislicu 3 a st mensie
ako ¢islo domu.

Ked porovnali obidva zoznamy, zistili, Ze obsahuja rovna-
ky pocet &isel.
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Potom urobili to isté aj s Cislom domu kamarétky Zuzky,
ktora byva v susednom dome na tej istej ulici. Aké bolo ich
prekvapenie, ked zistili, Ze obidva zoznamy obsahuji znovu
rovnaky pocet Cisel.

Viete ur¢it &isla domov, v ktorych byvaju tieto dievéatd?

Riesenie. Urobme si tabulku dvojcifernych ndsobkov
¢isla 3 a dvojcifernych &isel, v ktorych sa vyskytuje Cislica 3:

12 15 18 21 24 27 30 33|36 (39 42 45 48
13 23 30 31 32 33 34 35|36|37 38 39 43

51 |54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87
53163 73 83 93

90 93 96 99

Z tabulky vidime, Ze &isla, ktoré moézu oznacovat domy
Janky a Danky a ich kamaratky Zuzky, m6zu byt len 36, 37, 49,
50, 51, 54. Dalej zilezi na tom, & diev¢atid byvaju v meste
alebo na dedine. V meste su totiz domy Cislované v poradi
tak, Ze na jednej strane ulice st parne (sudd) a na néprotivnej
strane st neparne (lichd) ¢isla. Ak je to v meste, su susedné
isla 49, 51. Na dedine to méZzu byt aj 36, 37, alebo 49, 50,
alebo 50, 51.

Z4-1-6

Marienka i3la s rodi¢mi autom na navitevu ku starym
rodi¢om. Vsimla si, Ze na tachometri je symetrické Cislo
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23932. Takéto Cislo vyzerd spredu ako zozadu. Dalsie sy-
metrické &islo sa na tachometri objavilo aZz po dvoch hodi-
nach jazdy.

Kolko kilometrov presli za tie dve hodiny ?

RieSenie. Najblizsie symetrické Cislo dostaneme zmenou
strednej &islice (na mieste stoviek) o jednotku. Zmenou ¢&islice
na mieste jednotiek a desiatok sa pri symetrickom Cisle
meni aj ¢islica na mieste desattisiciek a tisiciek a tak by sme
dostali uz vicsie &isla.

Ale 9 sa takymto spdsobom zmeni na 0, teda musi nastat
zmena o jednotku i na dalSom mieste. Zmenime ho na mieste
desiatok, tym sa symetrické Cislo zmeni i na mieste tisicok.
Ak by sme menili na mieste jednotiek, znamenalo by to zmenu
i na mieste desattisicok a tym ovela vi&sie Cislo.

Teda najbliz§ie symetrické Cislo k ¢&islu 23932 je dislo
24042;

24042 — 23932 = 110.

Za dve hodiny presli 110 km.

ULOHY II. KOLA

Z4 -1 -1

Na miesta hviezdiciek zapiste cifry tak, aby naznaceny roz-
diel bol spravny.
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6 7 % % 3
— 2 7 % 5 %
3%« 1 2 7
(6 bodov)
RieSenie. 1. spdsob.
67cb3
—27d5a
3el127

Oznalme si hviezdi¢ky ako na obrazku. Zat¢iname oditat
od jednotiek. Cislica a musi byt 6, pri oditani sme prechadzali
cez desiatku, ostala nam 1 (desiatka). Pri¢itame juk 5, teda &
musi byt 8, bez prechodu cez desiatku.

Na mieste stoviek mdze byt ¢ rovné 1 a d rovné 0. Ale potom
by 7—7=0a 6 — 2 =4. Ale na mieste desattisicok vo
vysledku je 3 a nie 4. Teda na mieste tisicok musi byt pri
odtitani prechod cez desiatku.

To ale znamend, Ze i na mieste stoviek je prechod cez desiatku,
teda nemdZe byt 1 — 0, ale musi byt 0 — 9.

Takze vysledny rozdiel je:

67083
— 27956

39127

2. sposob. Ulohu mézeme rieit aj tak, Ze si rozdiel prevedie-
me na sucet:
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DalSia Gvaha je podobna ako v ulohe Z4 - I - 3.
Z4-11-2

Medzi $tyrmi mestami 4, B, C, D treba zriadit tri letecké
linky. Chceme, aby sa z kazdého mesta dalo lietadlom dostat
do v3etkych ostatnych miest (priamo, alebo s prestupovanim).
Jedno z rieSeni je na obrazku 71.

D

C
X
A B

Ni4jdite ostatné moznosti. (6 bodov)

RieSenie. Su $tyri typy liniek, z kazdého st $tyri moZnosti.
Spolu 16 moznosti (obr. 72, str. 138).

Z4-11-3
Z dislic 7,0, 5, 8 treba vytvorit také parne trojciferné Cisla,
ktoré maju v zdpise navzdjom rdzne cifry. Zistite sucet viet-

kych takychto ¢&isel. (7 bodov)
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Obr. 72

RieSenie. 1. spdsob vyberania. Pirne (sudé) &islo musi mat
na mieste jednotiek parnu (sudou) &islicu, v naSom pripade 0,
alebo 8.

0: 570 8: 578

750 758
850 508
580 708
870
780



Cislica 0 na zac¢iatku nemdze byt; nebolo by to trojciferné
¢islo.

2. sposob vyberania (podla velkosti). 508, 570, 578, 580,

708, 750, 758, 780, 850, 870.
Spolu 10 &isel. Ich sacet je 6 952.
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Priloha

ULOHY ZE SOUTEZ{

Dejte hlavy dohromady

Sout&Z »Dejte hlavy dohromady« je urena pro 4¢lenné druz-
stva zaku ze 6. tfid zakladnich $kol s rozsifenym vyuovinim
matematiky a pfirodovédnych pfedméti. Pro Zdky z téchto
$kol je vhodnym dopliikem k MO, protoZe v ni soutézi mezi
sebou Zici s hlub$§im matematickym vzdéldnim jako sobé
rovni partnefi. PfedloZené Glohy fesi vidy celd druZstva v a-
sovém limitu 2 vyu€ovacich hodin.

Znéni uloh z této soutéZe nabizime i ostatnim Zdkim z ne-
specializovanych tiid ze 6. i vy$sich ro¢niku.

V roce 1986/87 byly organizoviny dv& soutéZe Dejte hlavy
druhym rokem prazskid pobotka JCSMF (ulohy pfipravili
RNDr. V. Difizala RNDr. M. Koman, CSc.), v Opavé Klub
mladych matematika (Glohy ptipravila RNDr. L. Hozova).

PraZskd soutéz

1. Rozstfihnéte obdélnik (obr. 73) s rozhdzenym népisem
na dvé &asti tak, aby z nich bylo mozno sloZit plakit k Mezi-
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nirodnimu roku miru (symbol zemékoule md byt vpravo od
letopoctu 1986).

~

Obr. 73

2. Dva fidi¢i maji v kanystru 16 litra benzinu. Poradte jim,
jak jej rozdélit pfesné na polovinu pomoci dvou niadob o ob-
jemu 11 litra a 6 litrad.

3. Sestrojte na samostatné listy papiru sité vSech moznych
riiznych Ctyfsténu, které maji nejvyse dvé hrany (tj. dvé nebo
méné) dlouhé 13 cm a zbylé hrany dlouhé 7 cm. Sit& vystiihng-
te a zkontrolujte, zda z nich lze jehlany skutetné slepit.

4. Ze 22 pétimetrovych lati se m4a vyrobit co nejvétsi podet
obdélnikovych rdmecka, jejichZ strany tvofi latky dlouhé
40 cm a 70 cm. Navrhnéte zpasob rozfezini lati. Kolik ra-
meckl je mozno vyrobit ?
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5. Dany ¢tverec rozdélte na dva shodné a) ¢tyfahelniky,
b) pétithelniky, c) Sestithelniky, d) sedmithelniky, ¢) osmi-
uhelniky.

6. Obchodnik putuje s oslem z mésta C do mésta K. Cisla
na planu (obr. 74) uddvaji dobu cesty v hodinéch. Ale pozor!
Osel je ochoten jit na kaZzdém rozcesti pouze do nejblizsi osa-
dy (napt. z E do D a z osady G do N nebo H). Chce-li piesto
obchodnik jit do vzdalengjsi osady, musi osla tdhnout. Tim
se cesta prodluzuje na dvojnisobek doby, nez udavéa ukazatel
(napt. z E do L tihne osla 22 hodin). Vyznalte na plinu
cestu z C do K tak, aby trvala co nejkratsi dobu.

Obr. 74

(Uloha z knihy: M. Hejny - L. Niepel: Sestnact matematickych pri-
behov. Mladé let4, Bratislava 1983.)
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7. Snérovaci bota ma 4 péary direk. Tkani¢ky $nérujeme od
spodnich direk tak, aby vznikl vzorek soumérny podle svislé
osy. Do kazdé dirky navlékame tkani¢ku jen jednou a pfitom
nerozli§ujeme, zda provlékdme tkani¢ku zespoda,nebo shora.
Sn&rovini kon¢ime v hornich dirkich. Pfiklady jsou na obraz-
ku 75. Najdéte viechny mozZnosti takovéhoto $nérovéni. Vycet
moznosti sestavte co nejpfehlednéji.

Obr. 75

8. Do pocitale vloZime pfirozené &islo. Je-li toto &islo sudé,
pocitat ho déli dvéma, je-li liché vynasobi ho &islem 3 a pak
jedt& pricte 1. Je-li vysledek »l«, potita¢ se zastavi. Kdyz
vysledek neni »1¢, potitat ho zpracuje podle stejného progra-
mu jako vlozené &islo. Ktera ¢isla jsme mohli vlozit do poci-
taCe, kdyz se pocitac zastavil po deviti krocich ?

Opavské soutéz

1. P&t chlapct se vazilo na osobni vize tak, Ze se na ni
vzdy postavili dva najednou. Viha postupné ukézala nésle-
dujici udaje: 129, 125, 124, 123, 122, 121, 120, 118, 116, 114
(v kilogramech). Kolik vazili jednotlivi chlapci ?
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2. Nézev mésta se pide péti pismeny. Kdyz kazdé pismeno
nahradime pofadovym ¢islem abecedy (A = 1,B =2,C = 3,
D=4,E=5F=6G=7,H=8 CH=9...), do-
staneme (isla, kterd maji tyto vlastnosti:

1
Soucet viech péti &isel se rovné ik 256.

Tieti Cislo je vétsi neZ vSechna ostatni,a to o 10 nez druhé,
0 5 nez prvé, o 2 nez ¢tvrté a o 19 nez paté.
Jaky je ndzev mésta?

3. Vpiste do tabulky 3 X 4¢isla 1, 2, 3, 4,5,6, 7, 8, 9, 10,
11, 12 tak, aby byly splnény vSechny nisledujici podminky:
— 4 sousedi jen se svymi ndsobky,

— 1 sousedi se viemi lichymi prvotisly,

— 9 neni v rohu a jeji sousedé ddvaji soucet 28,

— soucet v nékterém sloupci je méné nez 13, ale v zddném
sloupci nepfesahuje 27, .

— vSichni sousedé Sestky jsou men$i neZ ona.

(Dvé poli¢ka jsou sousedni, maji-li spole¢nou stranu.)

4. Rovinny utvar budeme nazyvat PIKOMOZAIKOU,

kdyz ma4 tyto vlastnosti:

1. jeslozen jen ze ¢tvereCkd a rovnostrannych trojuhelnikua,
pfi¢emz v3echny Ctveretky i trojuhelniky jsou stejné
velké a strana Ctverce je stejné dlouhd jako strana troj-
Ghelniku,

2. sousedni utvary vzdy sousedi celou stranou, ne jen jeji
Casti,

3. Ctverec je aspoii jeden, ale nejvice &tyfi (trojuhelnikil
muze byt libovolné mnozstvi anebo zadny),

4. ttvar je konvexni.
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Nakresli v§echny rizné PIKOMOZAIKY.
Priklad PIKOMOZAIKY je na obrdzku 76.

Obr. 76

(Dvé PIKOMOZAIKY povazujeme za stejné, kdyz po vy-
stiihnuti z papiru je lze pfemistit tak, Ze se pifesné kryji.)
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