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Predmluva

Mli mladi prdtelé,

fesite radi nejen ve Skole, ale 1 ve gvém volném case zaji-
mavé nebo neobvyklé matematické tlohy? Zucasthujete se
matematické olympiddy ¢i korespondenéniho matematické-
ho seminéfe? Jestlize ano, jisté uvitate tuto brozurku, ktera
je malou kronikou 39. ro¢niku matematické olympiddy na
zakladnich skolach. Najdete v ni nejen zpravu o pribéhu
soutéze, ale 1 vSechny soutézni Glohy a jejich feSeni.

Tato brozurka se tak mize pro vas stat vstupni branou do
svéta matematiky, ve kterém se muizete seznamit s mnoha
matematickymi zajimavostmi, které byste ve skole nepo-
znali. Mize se vdm stat dobrou pomtckou pfi feSeni tloh
matematické olympiady 1 jinych matematickych soutézi.

Chceme vam proto poradit, jak mate této knizky vyuzi-
vat. Zacnéte fesit nejdrive alohy, na které vase dovednosti
priblizné staci. Budou to vétsinou tlohy, které odpovidaji
vasemu rocniku, ale nevadi, za¢nete-li tlohami z jinych roé-
nikd. Nejdfive si pozorné prectéte zadani aloh a pak se je
snazte sami fesit. Az potom se podivejte na feseni uvedena
v brozurce o nékolik stranek déle (to proto, aby vas nesva-
déla k jejich predCasnému &teni). Budete-li se tim fidit, ne-
pfipravite se o krasny pocit, ktery zazije kazdy, kdyz se mu
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néco podafi. Cim déle se budete s fesenim Glohy trapit, tim
lepsi pocit zazijete po Gspésném vyteseni. Uvedené feseni
vam pak umozni zkontrolovat, zda jste ilohu vyfesili dob-
fe, nebo zda jste na ¢ast feSeni nezapomnéli, coz se vam ze
zaCatku mize snadno pfihodit. Jestlize se vim podafi vyfte-
sit lohu jinym zpisobem, nez je v brozufe uvedeno, mizete
byt o to vice spokojeni. Protoze nékdy uvadime i vice FeSe-
ni jedné tlohy, radime vam, abyste se seznamili 1 s témito
fesenimi.

Jestlize se vam tlohu nepodafi vyfesit, nebude to zadné
nestésti. Proto jsou vam k dispozici vzorova feseni. Podi-
vejte se vSak pfedem na konec FeSeni, zda nejsou za nim
uvedeny nékteré pomocné alohy, které by vim mohly fese-
ni usnadnit, aniz byste vzorové reSeni museli Cist.

Roéenku nemusite studovat najednou ani postupné. Za-
méite se nejdiive na tlohy, které se vam bud libi, nebo kte-
ré maji podobnou tematiku jako soutézni Glohy, které mate
praveé fesit napf. v matematické olympiadé. Pritom se vam
muze vyplatit podivat se 1 na Glohy uréené jinym ro¢niktm,
nez které navstévujete. Nezapomente ani na tlohy pro nizsi
rocniky.

K fesenim nékterych tloh pfipojujeme i poznamky, ve
kterych se mizete seznamit s novymi poznatky.

Az prostudujete tlohy z 39. roéniku matematické olym-
piady, mate moznost pokusit se fesit tlohy uvedené v priloze
brozurky. V ni uvaddime ukazky dalsich Gloh z riznych ma-
tematickych soutézi. U téchto Gloh vsak uz nejsou uvedena
feSeni. Nebudete-li si védét s jejich feSenimi rady, obrat-
te se na své ucitele matematiky nebo na starsi kamarady,
zejména ze stiednich Skol. Véfime, ze vam radi poradi.
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Zavérem vam prejeme pri feseni tloh 1 pri studiu knizky
hodné Gspécht a radosti z dosazenych vysledkti. Budeme se
téSit, Ze se s mnohymi z vas setkdme mezi soutézicimi i mezi
vitézi matematické olympiady.

V lednu 1991 Autor



Zprava o prubéhu 39. rocniku (1989/90)
matematické olympiady na zakladnich skolach

Pro vsechny zaky 4. az 8. ro¢nikd zdkladnich skol, kte-
fi maji radi zajimavé a netradiéni alohy, s jakymi se ve
skole nesetkaji, se kazdorocné vyhlasuje soutéz zndma pod
nazvem matematickd olympidda (MO). Ve skolnim roce
1989/90 to byl jiz 39. roénik soutéze.

Matematickou olympiddu poradaji vzdy manisterstvo
skolstvi, mlddeze a télovijchovy CR a ministerstvo skolstvi,
mlddeze a sportu SR, Jednota ceskych matematiki a fyziki
(JCMF), Jednota slovenskych matematiki a fyziki (JSMF)
a Matematicky istav CSAV v Praze (MU CSAV).

Celostatné soutéz fidil a vyhlasoval soutézni wlohy
Gstfedni vybor matematické olympiady (UV MO). V kra-
jich (krajské zfizeni bylo zruseno az po skonceni 39. rocniku
koncem roku 1990) a okresech fidily soutéz krajské a okresni
vybory matematické olympiaddy (KV MO a OV MO). Or-
ganiza¢né pomahaly soutéz zajistovat krajské pedagogické
Gstavy, pobotky JCMF a JSMF, Vyzkumny Gstav peda-
gogicky v Praze a fada dobrovolnych pracovnikii, zejména
ucitelt zakladnich skol.

Od 39. roéniku idf soutéz nové jmenovany UV MO. Je-
ho ¢leny jmenovalo na dobu 5 let na ndvrh JCMF a JSMF
ministerstvo skolstvi, mladeze a t&lovychovy CR a minis-
terstvo Skolstvi, mlddeze a sportu SR. Pfedsedou UV MO
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je v tomto obdobi doc. RNDr. Leo Bocek, CSc., z matema-
ticko-fyzikalni fakulty UK v Praze. Ten zaroven fidi préci
16¢lenného predsednictva UV MO. Rizenim soutéze na z4-
kladnich skolach byli povéfeni doc. RNDr. Milan Koman,
CSc., z pedagogické fakulty UK v Praze a RNDr. Vladimir
Rep4s z EF SVST v Bratislavé.

Soutéini kategorie

Zaci, ktefi se zGastnili soutéze, byli rozdéleni do péti
kategorii podle ro¢nikd, ve kterych se uéili. Pfehled téchto
kategorii a soutéznich kol udava tabulka 1.

Tabulka 1

Roénik 8. 7. |1 6. | 5. | 4.
Kategorie 8 728 | 27 | 76 | Z5 | 74
Pocéet soutéznich kol 3 2 2 2 2

V kategoriich Z5 a Z4 vyhlésila soutéz ve Slovenské re-
publice Jednota slovenskych matematiki a fyzikd. V Ceské
republice nebyla soutéz v téchto kategoriich oficidlné vyhla-
Sena, ale pfesto se uskutecnila v péti Ceskych krajich diky
nadSsenym ucitelim matematiky a pracovnikim KV MO
a OV MO. V kategorii Z5 pofadali soutéz v CR v Zapado-
Ceském, Jihoceském, Severoceském, Vychodoéeském a Jiho-
moravském kraji. Pro kategorii Z4 v kraji Zapadoceském,
Vychodoéeském, Jihomoravském a Severomoravském. Bylo
to umoznéno 1 tim, Ze také v ceském letdku Matematicka
olympidda na zdkladnich skolach byly vedle soutéznich tloh
kategorii Z8, Z7 a Z6 uvefejnény v priloze soutézni lohy
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pro 5. a 4. ro¢nik, které byly pfevzaty ze Slovenské repub-
liky z kategorii Z5 a Z4.

Pribéh soutéze

V I. kole fesili zaci formou domaécich loh ve vsech kate-
goriich 6 soutéznich tloh. Reseni odevzdali ve stanovenych
terminech svym ucitelim matematiky.

Ve II. kole fesili zaci tlohy formou klauzurni prace. V ka-
tegorii Z8 resili 4 Glohy, v ostatnich kategoriich 3 lohy. Na
feSeni byl vymezen pfesné stanoveny Cas. Pro kategorii Z8
to byly 4 hodiny, pro kategorie Z7, Z6 a Z5 2 hodiny a pro
kategorii Z4 1 hodina. II. kolo se uskuteénilo pro kategorie
75 az 78 zpravidla v okresnim mésté a pro kategorii Z4 na
poradajici skole v misté bydlisté.

Ve III. kole, které se konalo celostatné jen v kategorii Z8
vzdy v krajskych méstech nebo jinédm vétsim mésté, resili
Z4ci samostatné 4 tlohy. Cas na feseni byl stanoven opét
na 4 hodiny jako ve II. kole.

Casovy rozvrh soutéze udéva tabulka 2 (doba znaii ter-
miny odevzdani 1. a 2. trojice soutéznich tloh).

Tabulka 2
Kategorie I. kolo II. kolo II1. kolo
78 10. 11. 1989/5.1. 1990 | 14. 2. 1990 | 11. 4. i990
77,76,75 | 15.12.1989/9.3. 1990 | 18. 4. 1990 —
Z4 10. 11. 1989/5. 1. 1990 7. 2. 1990 —

Soutézni Glohy 39. rocniku MO pro vSechny kategorie Z
1 se vzorovymi Fesenimi jsou uvedeny v této rocence.
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Hodnoceni soutéze

V 1. kole se hodnotily Glohy podle stupnice 1 — vyborné,
2 — dobfre, 3 — nevyhovuje. Soutézici, ktefi méli aspon 4
feseni Gloh ohodnocena vyborné nebo dobfe, se stali Gspés-
nymi fesiteli I. kola.

Z spésnych fesiteld I. kola byli vybrani nejlepsi fesitelé
a ti byli pozvani do II. kola. Vybér pro okresni kolo (ka-
tegorie Z5 az Z8) provadély OV MO, pro II. skolni kolo
kategorie Z4 referenti MO na jednotlivych skolach. Ve II.
kole se feseni Gloh bodovala podle pfedem stanoveného jed-
notného klice. Z4ci, ktef{ ziskali aspoi polovinu z celkového
poctu dosazitelnych bodi, se stali ispésnymi fesiteli I1. ko-
la. Nejlepsi z nich byli vyhlaseni vitézi II. kola.

Vybér zéki do III. kola kategorie Z8 a zpisob hodnoceni
byl stejny jako pro II. kolo. Vitézové III. kola soutéze, ktefi
se umistili na 1. az 10. misté v kazdém kraji, jsou uvedeni
na str. 19 az 25.

Priprava soutéznich iloh

Ulohy vybrali élenové PUV MO a &lenové slovenské sub-
komise pro zakladni skoly pfi slovenské komisi MO JSMF
(pfedseda RNDr. Viadimir Repds). Pouzili pfitom alohy pfi-
jaté do konkursu na tlohy MO od autort: dr. V. Burja-
na z Bratislavy, dr. Pavola Cerneka, CSc., z Bratislavy,
dr. V. Dfizala z Prahy, J. Galla z Novych Zamki, doc.
dr. M. Komana, CSc., z Prahy, dr. G. Monoszové z Banské
Bystrice, dr. A. Pribisové z Bratislavy, dr. V. Repdse z Bra-
tislavy, dr. J. Trejbala z Chlumce nad Cidlinou, dr. M. Volfo-
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vé z Hradce Kralové, D. Vongrejové ze Ziliny a M. Zdkovice
z Nového Mesta nad Vahom.

Akce na pomoc matematické olympiddé

Na pomoc uéitelim, ktefi organizovali skolni kolo MO,
byly jako v predeslych letech vypracovany komentéafe k sou-
téznim Glohdm a pokyny pro jejich hodnoceni. Vétsina aloh
I. kola byla v komentafich doplnéna pomocnymi tloha-
mi, které mély zakiim usnadnit feSeni soutéznich Gloh. Ve
vSech krajich poradaly KV MO a OV MO, pobocky JCMF
a JSMF instruktaze pro ulitele matematiky a referenty MO.

Pro Gspésné fesitele MO, fesitele korespondencnich semi-
naru a dalsi talentované zaky byly poradany na mnoha mis-
tech zimni a letni matematické skoly, soustfedéni a tabory
mladych matematikd. Mnoho zZaki od 4. az po 8. ro¢niky
zdkladnich skol mélo pfilezitost z(iCastnit se nékterého ze
16 dale uvedenych korespondenénich seminarid, které mély
zpravidla 4 az 6 soutéznich kol nebo sérii.

Nazev kores- Poradatel Adresa vedouciho seminare
pondenéniho
seminare
Pikomat Gymnazium, dr. J. Zhouf, G,
Korunni 2, Praha 2 Korunni 2, Praha 2
Pikomat Gymnéazium, dr. K. Simének, G,
Kralupy n/Vlt. Kralupy n/Vlt.
Pikomat ODDM Kutna Hora K. Blazek, Mitnov 12,
285 04 Uhliiské Janovice
Pikomat Pedag. fakulta, dr. P. Sokol, PF Jeronymova
Ceské Budgjovice 10, 371 15 Ceské Budgjovice
Pikomat Pedagogicka fakulta, dr. E. Krejéovd, CSc.,
Hradec Kralové Gollova 553,

500 03 Hradec Kralové
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Pikomat

Pikomat

Pikomat

Pikomat

Kokos

Kominar

Pikomat

BUBEF

Kovboj

Spikomat
Pikomat

Pikomat

Gymnazium
J. K. Tyla,

Hradec Kralové

JCMF lJihlava

OPS Svitavy

OPS Frydek-Mistek

Gymnazium, Bilovec

Gymnazium
J. Hronca,
Bratislava
MFF UK,

Bratislava

Gymnazium

A. Markusa a DPM,
Bratislava
Pedagogicka fakulta,
Banska Bystrica

VSDS Zilina
KV MO Kosice

Seminar Zamat,
MFF UK, Bratislava

dr. Kynterova, G J. K. Tyla,
502 23 Hradec Kralové

V. a M. Krejéi,

U pivovaru 6, 586 01 Jihlava
dr. H. Liskovd,

Purkynova 319,

57001 Litomysl

dr. Z. Bachelovd, Svornosti 21,
704 00 Ostrava-Zabieh

A. Kubéna a P. Kacenka,

DM pii GMK,

Gottwaldova 526,

74311 Bilovec

dr. P.Cernek, CSc., Novohrad-
ska 1, 821 09 Bratislava

dr. T. Hecht, CSc.,

katedra geometrie MFF UK,
Mlynska Dolina 688,

842 15 Bratislava

M. Beblavy, Botekova 8,
800 00 Bratislava

doc. dr. B. Sivdk, CSc.,
KM PF, Tajovského,

975 49 Banska Bystrica
dr. H. a K. Bachrati,
Jasefova 15, 01001 Zilina
KV MO,

Jesenna 5, 041 54 Kosice
Z. Kocsis, kat.Z7 a 78,
MFF UK, Mlynska Doli-
na 688, 842 15 Bratislava

V ptiloze uvadime ukazky loh z nékterych korespondenc-
nich seminafi i z nékolika dalSich soutézi. Za poskytnuti
aloh a laskavé svoleni k otisténi ukazek dékuji autofi bro-
zury témto spolupracovnikiim:
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RNDr. J. Zhoufovi z Prahy, RNDr. Z. Bachelové z Fryd-
ku-Mistku, V. a M. Krejéovym z Jihlavy, RNDr. L. Hozové
z Opavy, PaedDr. M. Ausbergerové z Plzné, RNDr. K. Si-
mdnkov: z Kralup nad Vltavou a Z. Kocsisovi z Bratislavy.

Rukopis brozury precetly s velkou pozornosti RNDr.
L. Hozovd a RNDr. J. Kucerovd a svymi cennymi pfipo-
minkami pFispély ke zlepseni textu i k jeho snazsi srozumi-
telnosti. Autofi jim proto vyslovuji touto cestou své podé-
kovani.

Tato knizka by byla nemyslitelnd bez obrazkl, o které
se zaslouzil Ing. Petr Bures z Prahy. Neni bez zajimavosti,
ze je zpracoval na pocitaéi IBM-PC za pouziti kresliciho
programu AUTOCAD-B10.

M. Koman a V. Repds
clenové predsednictva UV MO
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Usp&zni fe sitelé 111. kola kategorie Z8

V kazdém kraji uvadime fesitele, ktefi se umistili na prv-
nich deseti mistech. Pokud neni jinak uvedeno, jsou vsich-
ni jmenovani fesitelé zaky 8. ro¢nikd zdkladni skoly. U za-
ki, ktefi jsou ze tfid s rozsifenym vyucovanim matemati-
ky a pfirodovédnych pfedméti, je pfipojeno oznaleni (R).
Nazvy ulic odpovidaji stavu z dubna 1990, kdy se soutéz
konala.

Praha
1.-3. Robert Chudy ZS, Na planing, Praha 4, (R)
Katefina Pacovskd 7S, Na Sutce, Praha 8, (R)
Jan Temml ZS, U skol. zahrady, Praha 8
4. Jan Vanék ZS, Uhelny trh, Praha 1, (R)
5.-10. Milan Hokr ZS, Uhelny trh, Praha 1, (R)
Jirt Kosek 78, Na planing, Praha 4, (R)
Pavel Kraemer ZS, Na dlouhém lanu,
Praha 6
Libor Snobl ZS, Omska, Praha 10
Barbora gte’pdnkovd ZS, Stépanska, Praha 1
Karel Tusek 7S, Umélecka, Praha 7

Stiedoéesky kraj

1. Viclav Dejémar 1. ZS, Ricany, (R)
2.-3. Petr Ivanédk 6. ZS, Pfibram, (R)
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Hana Vlachovd
4. Marcela Entlichovd
5. Karel Rys
7. Tomas Kaluza

Vidclav Petricek
8. Robert Vicek
. Marek Stépdin

Zdenék Koktan
Jihodesky kraj
1. Roman Otec
2. Jaroslav Hamrle
5. Jana Ktistanovd
Jiri Novdk
Igor Glucksmann
. Ondrej Pangrdc
Vojtéch Cizik
Oldrich Lanc
9. Jaroslav Sdcha
10.-13. Katerina Hubovd
Petra Jizbovd
Ondrej Stasek
Ondrej Mares

Zapadodéesky kraj
1. Jitka Lhotskd
2.-4. Vladimir Cermdk
Bohuslav Paule
Zbynék Vesely
5.=7. Michal Novdk

3. 78, Vlasim, (R)

.

2. ZS, Beroun, (R)

ZS, Unhost

7S, Jesenice, okr. Rakovnik
6. ZS, Mlad4 Boleslav, (R)
ZS, Kralupy, sidlisté, (R)
3. ZS, Vlasim, (R)

1. ZS, Pi{bram

7. 7S, Tabor

1. Z8, Pelhfimov

ZS, Dukelsk4, Strakonice

1. ZS, Pelhfimov

ZS, Gorkého, Pisek

1. ZS, Pelhfimov

ZS, Horni Dvofisté

ZS, Prachatice

ZS, Kovafov, okr. Pisek

ZS, Dukla, Strakonice

4. 78, Jindfichiiv Hradec
ZS, Nerudova, C. Budgjovice
ZS, Nerudova, C. Bud&jovice

32. ZS, Plzeii, (R)

ZS, K. Vary, Tuhnice, (R)
ZS, K. Vary, Tuhnice, (R)
ZS, K. Vary, Tuhnice, (R)
7S, K. Vary, Tuhnice, (R)

Katefina Sindeldfovd 7. ro¢nik 3. ZS, Cheb (R)
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Petr Vachovec
8.-12. Michal Miklus
Vitézslav Hapl
Robert Schaffer
Jana Vokdcovd
Robert Pelikdn

Severodesky kraj

1. Michal Buros
2.-4. Michal Cermdk
Jan Ludvik
Tomds Pavelka

5.—8. Petr Babec
Kamila Ulmanovd
Ludvik Seba
Zdenék Moravec

9.—-11. Petr Buridnek
Petr Schosinger
Miroslav Bulin

Vychododesky kraj
1. Jaroslav Hejda

2.-5. Milan Kolka
Pavel Krticka
Vlasta Pénickova
Lubos Vesely

6.-7. Karel Houfek

32. Z8, Plzen, (R)

1. ZS, A3, (R)

32. 78, Plzeii, (R)

ZS, K. Vary, Tuhnice, (R)
ZS, Chluméany

29. 7S, Plzeii, (R)

ZS, Husova, Liberec

8. ZS, Jablonec nad Nisou
7S, Ant. Sovy, C. Lipa, (R)
ZS, Karla IV

Usti n. Lab., (R)

9. ZS, Jablonec nad Nisou
ZS, Ant. Sovy, C. Lipa, (R)
6. ZS, Litoméfice, (R)

ZS, Karla IV,

Usti n. Lab., (R)

ZS, Na bojisti, Liberec, (R)
ZS, Vojanova, D&in, (R)
ZS, Buzulucka,

Teplice v Cechéach, (R)

ZS, Hakenova,

Pardubice, (R)

ZS, Buttulova, Chotébof
ZS, Police nad Metuji, (R)
ZS, Gottwaldova, Zamberk
ZS, Skolni, Vrchlabi

ZS, Lazné Bélohrad
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Petr Hummel

8.-9. Martin Betinec
Ladislav Ostry
10.-11. Tomds Krajtl

Petr Kubdt

Jihomoravsky kraj

1.-3. Dana Cernd
Martin Dousek
Petr Holub

. Jana Gregorovicovd
Petr Neskrdbal

. Helena Madlkovd

Stanislav Matousek
Libor Pavlik

Petr Slepdnek
Markéta Matouskovd
Helena Handkovd

10.-11.

Severomoravsky kraj
1.-2. Jifi Cech

Jan Mrézek
3.—-6. Tomds Jurtik
Richard Gadas
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ZS, Méanesova,

Pardubice

ZS, Prachovice

78, Husova, Chrudim, (R)
ZS, Hakenova,

Pardubice, (R)

ZS, Hakenova,

Pardubice, (R)

ZS, Kupkova, Breclav

Zg, Gottwaldova, Tisnov
ZS, Ujezd u Brna

ZS, Masarykova, Trebi¢

ZS, J. V. Choréze, Prosté&jov
ZS, T. G. Masaryka,
Moravské Budéjovice

78, Stefanikova, Zlin

7S, Svermova, Zd4r n. S.
7S, J. V. Choréaze, Prosté&jov
7S, Komenského n., Tfebi¢
ZS, J. V. Choraze, Prostéjov

1. ZS, P. Bezruge,
Frydek-Mistek, (R)

1. ZS, P. Bezruge,
Frydek-Mistek, (R)

1. ZS, P. Bezrude,
Frydek-Mistek, (R)

7S, Csl. arm., Val. Mezifiéi



Jaromir Fiurdsek
Jan Mach

. Martin Luber

Petr Dvordk
Michal Barton
Zdenék Romdnek
Martin Indrdk

Petr Masopust

David Jurisica

Bratislava

1.
2.
3.-8.

10.-16.

Andrej Zlatos
Pavol Bychler
Igor Furdik
Richard Hargas
Machal Kovdr
Madria KuklisSovd
Martin Niepel .
Maridn Varga

. Michal Horvat

ITvona Bezdkovd
Bronislava Brejovd
Eduard Keleman
Marek Macuha
Alexander Perjessy
Jakub Solddn

7S, Velka Dlazka, okr. Pferov
ZS, Kosmonauti,
Ostrava-Zéabfeh, (R)

7S, U lesa, Karvina, Maj, (R)
ZS, Fr. Stupky, Olomouc, (R)
ZS, Trsice, okr. Olomouc

3. ZS, Cihelni, Bruntal

5. ZS, Janackovo n.,

Krnov, (R)

1. ZS, P. Bezruée,
Frydek-Mistek, (R)

1. Zg, P. Bezruce,
Frydek-Mistek, (R)

7S, Sokolikova, Bratislava
ZS, Batkova, Bratislava

7S, Batkova, Bratislava

8. r. GAM, Bratislava, (R)
7. 1. GAM, Bratislava, (R)
78S, Kosicka, Bratislava, (R)
ZS, Ho & minova, Brat., (R)
7S, Ho & minova, Brat., (R)
7S, Batkova, Bratislava

7. 1. GAM, Bratislava, (R)
ZS, Kuliskova, Bratislava
78, Ho & minova, Brat., (R)
7S, Ho & minova, Brat., (R)
7S, Benovského, Bratislava
7S, Nevidzova, Bratislava
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Michal Sutjak

Zapadoslovensky kraj

1. Frantisek Gabris
2. Agnesa Vrgaovd
3. Marta Szalayovd

4. Matey Gagdos

5. Margita Drozdovd
6. Pavol Ondrejovi¢
7. Patrik Mihdlik

8. Marek Szdraz

9. Robert Hodost

0. Ladislav Vegh

Stfedoslovensky kraj

1. Lubica Kubackovd
2.-3. Roman Capek
Peter Humay
Marek Kdcer
Jozef Uhler
Erika Vareckovd
Lubos Vnuk
Viadimira Bercdkovd
Jitka Huskovd
Martin GazZdk
Jana Kadlecovd

4.-7.

8.-9.

10.-11.

Vychodoslovensky kraj

1.-2. Katarina Kubenovd
Martin Sepeldk
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ZS, Ho & minova, Brat., (R)

78, Leninova, Hlohovec
ZS, Gorkého, Dun. Streda
ZS (mad.), Gorkého,
Dunajska Streda

ZS, Balakovska, Piestany
7S, Komenského, Sered
ZS, Pionierska, Trenéin
Z8, Slobody, Koméarno
7S, nabr. Mladeze, Nitra
7S, Topol&ianky

ZS (mad.), Mieru, Komarno

7S, Dolny Kubin
ZS, Cadca

ZS, Zilina

ZS, Martin

ZS, Zvolen

ZS, Dolny Kubin
ZS, Cadca

ZS, Martin

ZS, Martin

7S, Prievidza
ZS, Ziar nad Hronom

ZS, Pionierska, Presov
1. Z8, Michalovce, (R)



3. Milos Gay
4.-6. Ivana Brudndkovd
Tomds Futds
Stefan Roguli
7.-10. Slavomir Harakdl

Maros Mysek

Ivan Scréter
Peter Zdmbrovsky

ZS, Dolny Smokovec

ZS, 17. novembra, Poprad
ZS, Febr. vit., Kosice, (R)
4. 78, Michalovce

ZS, Bernolakova,

Vranov n. T., (R)

ZS, Komenského,
Bardejov, (R)

Z8, Febr. vit., Kosice, (R)
ZS, Febr. vit., Kogice, (R)
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Kategorie Z8

ULOHY I KOLA

(Regeni tloh na str. 30)

Z8 -1-1
Najdéte nejmensi pfirozend Cisla, kterymi musite postup-
né nasobit Cisla
3, 33, 333, 3333, 333333333333,

abyste dostali soucin zapsany samymi jedni¢kami.

Z8 - 1-2

Na zahradé jsou 4 stromy. Ze Sesti vzdalenosti urcenych
dvojicemi téchto stromi jsou dvé rovny 10 m, ostatni Ctyfi
jsou rovny v. Nakreslete planky vSech moznych rozmisténi
a vypoctéte prislusné vzdalenosti v.

28 -1-3

Pro kterd n (n = 12, 19, 198, 1989) je mozné sestrojit
n-thelnik, jehoz kazdé dvé sousedni strany jsou navzijem
kolmé? Odpovéd pro kazdé n odtivodnéte. (Hranici hleda-
ného n-thelniku mé byt uzavienad neprotinajici se lomena
ara v roviné.)
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Z8-1-4

Reste soustavu rovnic pro nezndmé a, b, ¢, d, e, f, g:

24a+b=(1+a)b+1)
3+b+c=(1+b)(c+1)
44c+d=(14+c)(d+1)
S5+d+e=(1+d)e+1)
9+e+f=14+e)(f+1)
10+ f+g=(1+f)g+1)
134g+a=(1+g)(a+1)

Z8-1-5

Je dan pravoihly lichobéznik ABC D s pravym thlem pfi
vrcholu A, s Ghlem 8 = 45° pfi vrcholu B a se shodnymi
stranami AD, DC'. Do trojahelniku ABC a ACD jsou ve-
psany kruznice. Vypocitejte obsahy kruhi uréenych témito
kruznicemi.

Z8 -1-6
Najdéte vsechna kladné celd &isla a, b, pro néz plati

ab+a+b=1989.
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ULOHY II. KOLA

(Reseni tloh na str. 45)

Z8 - 11 -1

Je dan obdélnik s celoc¢iselnymi délkami stran. Zvétsime-li
jednu jeho stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme
obdélnik s dvojnasobnym obsahem. Urcete strany daného
obdélniku. Najdéte vSechny moznosti.

Z8 - 11 -2

Do kruznice je vepsan ¢tyrahelnik, jehoz dvé strany maji
délku 5 cm, dvé strany délku 12 cm a jeho thlopficky maji
rizné délky. Vypoctéte délky téchto thlopficek.

Z8 -11-3

Napiste nejmensi cely kladny nadsobek &isel 2, 3, 4, 5, 6
a 7, jehoz zapis v desitkové soustavé obsahuje pouze nuly
a jednicky.

Z8 -11-4

Je déana krychle ABCDEFGH s hranou délky 5cm. Na
hrané AB lezi bod X vzdéleny od bodu A 2cm, na hrané
GH lezi bod Y vzdéleny od bodu G 1cm. Narysujte troj-
Ghelnik XYE ve skuteiné velikosti. Reste konstrukci nebo
vypoétem.
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ULOHY IIL. KOLA

(Reseni tloh na str. 54)

Z8 - 11l -1

Najdéte nejmensi prirozené éislo, které je v desitkové sou-
stavé zapsano jen pomoci Cislic 4 a 7 a je délitelné cislem

72.

Z8 - 11l -2

Sestrojte aspon jeden rovnoramenny trojuhelnik, ktery
méa obsah nejméné 5cm? a vsechny vysky kratsi nez 3 cm.
Reseni odvodnéte.

Z8 - 111 -3

Bonboniéra s celoéiselnymi rozméry a, b, ¢ (cm), kde a >
> b > ¢, je ovazana provazkem podle obr. 1. Objem krabice

/ 7 c

Obr. 1
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je 1764 cm3, délka provazku (bez uzlu na ovézani) je 94 cm.
Vypocitejte rozméry krabice. Najdéte vSechna feSeni.

Z8 - 11l -4

Je dana krychle ABCDEFGH s hranou a = 6 cm a bod
M na prodlouzeni BF' za bod F ve vzdalenosti 6 cm od
bodu F'. Sestrojte fez krychle rovinou ACM a vypocitejte
obsah tohoto fezu.

RESENI ULOH I. KOLA

Re3eni tlohy Z8-1-1 (str. 26)

1. zpisob. Budeme hledat nejmensi ndsobky danych ¢i-
sel, které jsou zapsany samymi jedni¢kami. Protoze Cisla 3,
33, 333, 3333 atd. jsou délitelnd tfemi, musi byt i hledané
nasobky délitelné tfemi. Ze znaku délitelnosti tfemi tedy
plyne, Ze to mohou byt jen néktera z ¢isel

111, 111111, 111111111, 111111111111 atd.
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Snadno zjistime, Ze

111=3-37
111111 =33 -3367
111111111 = 333 - 333667
111111111111 =3333-33336667
atd.
Pro c¢islo 333 333 333 333 mizeme odhadnout a pak ovérit
vypoétem:
111111...111 = 333...333 - 333...333 666...667

12 trojic 111 12 trojek 12 trojek 11 Sestek

Snadno ovéfime, ze nalezend cisla jsou nejmensi mozna.
Napftiklad ¢islo 111 neni nasobek éisla 33, nebot 111 =
=33 -3+ 12. Proto je ¢islo 111 111 nejmensi nésobek &isla
33 zapsany jen pomoci jednicek.

11. zpisob. Hledané cislo sestrojime postupné po jednot-
livych éislicich od konce. Postup naznacime pro cislo 333.
Aby byla jednic¢ka na misté jednotek, nasobime cislem 7.

333-7=12331

Aby byla jednicka i na misté desitek, musi mit &islo, kterym
nasobime, na misté desitek 6.

333 -67 = 22311

Aby byla jednicka i na misté stovek, musi mit ¢islo, kterym
nasobime 333, na misté stovek 6.

333 - 667 = 222111
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Dalsim vypoctem postupné dostaneme:

333-3667 = 1221111
333-33667 = 11211111
333-333667 = 111111111

Timto postupem odvodime pro ¢isla 3, 33, 333, 3333 vy-
sledky:

337 = 111
33 - 3367 = 111111
333333667 = 111111111

3333-33336667 =111111111111

Porovnanim vysledki dojdeme snadno k domnénce: Cislo
zapsané n trojkami musime nasobit Cislem, které dostaneme
tak, ze pred 7 napiSeme n—1 Sestek a pred né jesté n trojek,
tj. ¢islo

333...3 66..6 7
—— =

n-krat (n-—1)-krat
Pron =1, 2, 3, 4 to plati, pro n > 4 to dokdzeme.
1. Dikaz naznalime sice na konkrétnim pfipadé, pro jed-
noduchost dokonce jen pro n = 4, ale jeho myslenka ma
obecnou platnost.

3333 ...... n trojek
-6667 ...... (n — 1) Sestek, 1 sedmicka
23331 ...... 1 dvojka, (n — 1) trojek, 1 jednicka
19998  ...... 1 jednicka, (n — 1) devitek, 1 osmicka
19998 atd.
19998
22221111 ...... n dvojek, n jednicek

32



3333 ... n trojek

23333 ... n trojek
9999 ..... . n devitek
9999 atd.
9999
9999
11108889 ...... (n — 1) jednicek, 1 nula,

(n — 1) osmicka, 1 devitka
Odtud pak dostaneme

6667 - 3333 = 22221111
33330000 - 3333 = 11108889 0000

33336667 - 3333 = 111111111111

2. Dikaz bude podstatné jednodussi, ale vyzaduje jistou
zkuSenost na néj prijit. Véfime, ze bude pro nase ctenéare
pouény. Ilustraci provedeme opét pro n = 4.

Soucin 3333 6667 - 3 333 se nezméni, kdyz prvniho Cinitele
budeme nasobit ¢islem 3 a druhého Cinitele naopak délit
Cislem 3.

33336667 - 3333

1-3 J:3
100010001-1111 = 111111111111

v~/

Podrobnosti si ovérite snadno sami.

Na zakladé této Gvahy jisté sami snadno najdete Cisla,
kterymi musite nasobit cislo zapsané n trojkami, aby soucin
byl zapsidn samymi dvojkami (Etyfkami, pétkami, Sestkami

atd.)

33



Pomocna tloha

Cim musite nasobit &islo 1989 (rok konani 39. roé¢niku
MO), aby soucin byl zapsan ¢islem, které konci a) tfemi
trojkami, b) sedmi sedmickami. (MizZete Fesit i pro jiné le-
topocty.)

Re3eni tlohy Z8-1-2 (str. 26)

Na planku zndzornime stromy jako 4 body. Snadno pfi-
jdeme na to, Ze mohou nastat tfi moznosti znazornéné na
obrazcich 2a, b, c.

A
C
D v C
v v 10 10
v ) 10 v
D B
10 10 a
A v B A D VE B
Obr. 2a Obr. 2b Obr. 2¢

V situaci na obrazku 2a obé tsecky délky 10 m nema-
ji Z4dny spoleény krajni bod. Ctyfihelnik ABCD je ctve-
rec. To lze odlivodnit riznymi zpisoby. Napfiklad tak, zZe
trojuhelniky AC'B a AC' D jsou rovnoramenné se spole¢nou
zakladnou AC. Proto je pfimka BD osou usecky AC. Po-
dobné primka AC' je osou Gsecky BD. Podle Pythagorovy
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véty je

v=5-v2=71 (m).
V situaci na obr. 2b vypocitame délku v napriklad z pravo-
ahlého trojihelniku AED. Odvésna DE ma délku 12)- Od-

vésna AF ma délku
|AE| = v—v£——(2 V3),

nebot C'E je vyska rovnostranného trojihelniku BC'D. Pro-
to je podle Pythagorovy véty

(5) + (5)e-var =10
Odtud po Gpravé vypocitame v.

10
TVI- B

Konecné v situaci na obrazku 2c¢ vypocitdme délku v
z pravouhlého trojihelniku AED:

=19,3 (m).

|DE| = 2

|AE|_v+v\/—_——(2+\/_)

Podle Pythagorovy véty opét dostaneme

(g)2 + (%)2(2 +V3) =102,
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a tedy

v= L——'-&Q (m).

2+V3
Zbyva dokazat, ze jind moznost uz nemize nastat. Pro
obé Gsecky délky 10 m mohou nastat dvé moznosti: bud ne-
majispoleény zZadny krajni bod, nebo majispoleény 1 krajni
bod.

Uvazujme prvni moznost. Necht ase¢ky AC a BD mayji
délku 10 m (obr. 3a, b).

D v c 0D 10 C

Obr. 3a Obr. 3b

Potom trojahelniky ACD a ACB jsou rovnoramenné

(s rameny délky v).

~ Situace zn4zornéna na obr. 3a je stejna jako v pripadé
znazornéném na obr. 2a. Situace z obr.3b nastat nemize,
Jjak se o tom sami snadno presvéddite.

Uvazujme nyni druhou moznost. Necht délku 10 m maji
useéky AB a AD. Potom tfi ze zbyvajicich ¢tyt Gsedek délky
v musi byt stranou rovnostranného trojihelniku s vrcholy
B, C, D (obr.4). Bod A musi mit od vrchold B, D vzdéle-
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nost 10 m a od vrcholu C vzdalenost v. Mohou nastat praveé
dvé moznosti zndzornéné na obr. 3a, b.

Obr. 4

Pomocné ulohy

1. Vypocitejte polomér kruznice opsané rovnoramenné-
mu trojihelniku se zdkladnou a = 10cm a ramenem b =

S 10\/5 cm.

2. K dispozici méate libovolny pocet cervenych a modrych
tycek stejné délky. Z osmi z nich mizete sestavit model
pravidelného ctyrbokého jehlanu. Kolik takovych riznych
modeld mizete vyrobit? Dva modely jsou rizné, kdyz je
nemuzete postavit vedle sebe tak, aby vsechny odpovidajici
hrany byly stejné barvy. (Uloha Z6-1- 1z 36. roéniku MO).
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Reseni tlohy Z8-1-3 (str. 26)

Mnohouhelnik, jehoz kazdé dvé sousedni strany jsou na-
vzajem kolmé, mizeme umistit tak, Ze se stfidaji po jeho

<4

obvodu vizdy ,,vodorovné“ a ,svislé“, priklad je na obréz-

ku 5.

Obr. 5

Takovy mnohotihelnik musi mit vzdy sudy pocet stran.
Pro n = 19 a 1989 nema tedy tloha feseni. Pro n = 12
Jje feSenim napf. ,schodisté“ s péti schody. Pro n = 198
miuzZeme nakreslit podobné ,schodisté“ s devadesati osmi
schody. (Vztah mezi potem stran a poftem schodi pro
libovolné n najdéte sami).

Pomocna uloha

Kolik obrazc mizete scsta..t z 12 zapalek, jestlize smi-
te klast zapalky pouze tak, Zze dvé sousedni zdpalky jsou
bud navzajem kolmé, nebo lezi v jedné pfimce? Kolik stran
maji tyto obrazce? Uréete mezi nimi obrazce s nejmensim
a nejvétsim obsahem.

Pozndmka k iloze Z8-1-3. Obdobnou tlohu mizeme Fesit
i v prostoru. Je zajimavé, ze Gloha ma jiné feseni. Poc¢inaje
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Obr. 6

Cislem n = 5 miiZeme sestrojit pro kazdé n mnohothelnik,
ktery ma kazdé dvé sousedni strany navzijem kolmé. Pro
n = 5 je to napiiklad pétithelnik z obrazku 6. Je sestrojen
na povrchu krychle. Neni to vSak rovinny Gtvar. Neni tézké
sestrojit podobné n-thelniky pro ostatni n > 5.

Reseni ilohy Z8-1-4 (str. 27)

Jednoduchou Gpravou dostaneme soustavu jednodussiho
tvaru.

1=ab
2=bc
3=-cd
4 = de (S)
8=cef
9=1fyg
12 = ga
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ke s s s oy 0

Je vidét, ze zadné z Cisel a, b, c, d‘, e, f, g nemuze byt
nula. Déale miZeme postupovat riznymi zptsoby. Ukdzeme
si dva.

i _ 1 .
1. zpisob. 7 prvni rovnice vypoéitdme b = —. Po dosazeni .
‘ a
do druhé rovnice vypocéitdme ¢ = 2a. Po dosazeni do tfeti
. . 3 . (. o
rovnice vyjde d = %" Postupnym dosazovanim do dalsich
a

rovnic dostaneme

e:§a,f:§,g:3a, a’=4.
3 a

7 posledni rovnice a? = 4 vychazi a = 2 nebo a = —2.
Odtud jiz snadno vypocitdme ostatni neznamé.
1 3 16 3
= b= = = d= - = - = =
a 27 2, c 47 4 ) e 3 b f 2 ) g 6

a Cisla k nim opacna.
Zkouska vysledek potvrdi. Dosadte do ptivodni soustavy
sami.

I1. zpusob. Vynasobime vSechny rovnice soustavy mezi se-
bou a dostaneme:

(abedefg)? = 28 - 34

(Kazda neznama se vyskytla vidy ve dvou rovnicich sou-
stavy (S).) Odtud dostaneme:

abedefg = £2* - 32,

Délime-li tuto rovnici 1., 3. a 5. rovnici soustavy (S), dosta-
neme ihned g = +6. Podobné vypocitame ostatni neznamé.
Provedte sami.
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Pomocna tloha
Reste soustavy rovnic:

a+b=4 a+b+c=2 a+b+c+d= 4
b+c=1 bt+c+d=1 bt+c+d+e=-4
c+d=0 c+d+e=5 c+d+e+a=-3
d+e=5 d+e+a=4 d+e+a+b=-1
e+a=4 e4+a+b=3 e+a+b+c= 0

Re3eni tlohy Z8-1-5 (str. 27)

Dany lichobé&znik je zn4zornén na obrazku 7, kde je zvole-
no oznaéeni |AD| = |DC| = d a poloméry vepsanych kruz-
nic r a R.

D d C
s
N r
S
d
K T R
is° m
0 s
A B

Obr.7

Trojahelnik ABC je podle véty uu podobny trojihelniku
ACD. Pomér podobnosti

P: AACD — AABC
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je zfejmé
|AC|: |AD| = dvV2:d=V2:1=V2.

Proto pro poloméry R, r vepsanych kruznic plati R : r =
= /2 :1 neboli R = r\/2 a pro obsahy ohrani¢ené témitc
kruznicemi dostaneme

nR? = K(T\/—i)2 = 2nr2.

Je tedy obsah vétsiho kruhu dvakrat vétsi nez obsah mensi-

ho kruhu. Proto staci vypocitat obsah mensiho kruhu. Podle
obrazku 7 je:

|DT| = |DS| + |ST| = rV2 +r =r(V/2+1)

|DT| = d—é—i

Porovnéanim vypocitame

ST
N

Soret

Obsah mensiho kruhu je

2 nd? . 2
Sy =nrt = —— =0,27d".
2(3 +2v2)
Obsah vétsiho kruhu je
n d?
SrR=2-5 = =0,54d%.
f "T3+2/2
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Pomocné tlohy

1. Do rovnostranného trojiahelniku ABC' je vepsan kruh
K. Dalsi kruh L se dotyka stran AB, AC' a kruhu K (vné).
Obsah kruhu L je 2cm?. Vypodéitejte obsah trojtihelniku
ABC. (Uloha Z8-1-1 z 37. roéniku MO).

2. Je dan duty vélec V s kruhovou podstavou o priméru d
a vysce v; d = v = 10 cm. Do tohoto vélce je vepsana koule
K s primérem d. Najdéte polomér nejvétsi koule L, kterd
se dotyké koule K vné a podstavy i pl4sté valce V. (Uloha
Z8-11-3 ze 37. roéniku MO.)

Reseni tlohy Z8-1-6 (str. 27)

1. zpisob. I’Jlohy tohoto typu Casto fesime tak, Ze trojclen
na levé strané rovnice doplnime tak, aby se dal rozlozit na
souéin. Proto pfi¢teme k obéma strandm rovnice ¢islo 1. Na
levé strané pak vznikne souéin dvou dvojélend.

ab+a+b+1=1990
(a+1)(b+1)=1990

Cislo 1990 rozlozime na souéin dvou &initeldi vétsich nez 1
(nebot a, b maji byt celd kladna &isla).

1990 =2-995=5-398=10-199

Vysledky udava tabulka:

a 1 4 .9 198 397 994
b 994 397 198 9 4 1

43



II. zpusob. Z dané rovnice vypocitdme napf. a:

a(b+1)=1989—b
L, 1989-b

1 (b+1#1)

Nyni provedeme Gpravu pfipominajici pfevod nepravého
zlomku na smisené ¢islo:

o 1990 (b+1) _ 1990 _

b+1 Tb+1 i

Citatele jsme upravili tak, abychom mohli dany vyraz ro-
zepsat na dva zlomky, z nichZ jeden mtzeme kratit b + 1.
V naSem pfipadé jsme v Citateli pFicetli k mensSenci i men-
Siteli ¢islo 1. Vidime, Ze b+ 1 musi byt délitelem &isla 1 990
a zdroveni musi byt vétsi nez 1 (aby b > 0). Dostaneme
moznosti:

b+1=2,5, 10, 199, 398, 995, 1990

Dalsi postup je uz zfejmy. Vysledky jsou stejné jako pfi
feSeni Glohy prvnim zpisobem.

Pomocné ulohy

1. Urcete vSechna pfirozena ¢isla a, b, pro kterd ma vyraz

1989
l-ab+9-a+8-b4+9

celociselnou hodnotu.
2. Délky stran pravothlého trojihelniku jsou vyjadieny
prirozenymi éisly a jedna odvésna ma délku 15. Zjistéte
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vSechny pravoihlé trojihelniky s uvedenymi vlastnostmi.
(Uloha Z8-1-2 z 35. roéniku MO).

RESENI ULOH II. KOLA

Reseni ilohy Z8-II-1 (str. 28)

Délky stran daného obdélniku oznaéme a, b. Novy obdél-
nik mé délky stran a + 4, b — 5. Podle podminky tlohy pro
Jeho obsah plati:

2ab = (a +4)(b-5)
Po Gpravé dostaneme:
ab — 4b+ 5a = —-20 (R)

Déle miiZeme postupovat riznymi zpisoby; ukdZeme dva.

I. zpisob. Trojclen na levé strané rovnice (R) doplnime
a rozlozime na soucin:

ab — 4b+ ba — 20 = —40
(a—4)-(b+5)=—40

Reseni najdeme rozkladem &isla —40 na dva &initele. Vzhle-
dem k tomu, Ze musi byt a > 0, b > 0, vyplyvaji pro tyto
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¢initele podminky:

a>0 b>0
a—4>—4 b+5>5

Jsou dvé moznosti:
(=2)-20=(-1)-40 = —40

Zkouskou ovérime, ze v 1. pfipadé maji obdélniky obsahy
30 a 60, v 2. pripadé 105 a 210.
II. zpisob. Z rovnice (R) vypoéitdme napf. a.

a(b+5) = 4b— 20
a_4b—20
T b+5

Zlomek upravime tak, abychom mohli aspon ¢astecné kratit
dvojclenem b + 5.

_4(b+5)—40 40
- b+5 - b+5

Odtud vidime, Ze b+ 5 musi délit ¢islo 40 a zaroven musi
byt b+ 5 > 0. (Pro¢?) Dostaneme moznosti

b+5=8, 10, 20, 40

neboli
b=23, 5, 15, 35.

Odtud plyne
a=-1,0, 2, 3.
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Protoze a musi byt kladné, dostdvime pravé dvé fesSeni,
ktera se shoduji s vysledky ziskanymi pfi prvnim zptsobu
feSeni.

Reseni tlohy Z8-II-2 (str. 28)

Shodné strany hledanych étyfahelniktt mohou byt bud

vivs

sousedni, nebo protéjsi; obr. 8a, b.

A 2 B
k

Obr. 8a Obr. 8b

V prvnim pfipadé dostaneme obdélnik, ale ten ma shod-
né thlopficky, coz odporuje podminkam alohy. Zbyva druhy
piipad (obr. 8b). Trojihelniky ABC a ADC jsou podle vé-
ty (sss) shodné, a tedy soumérné sdruzené podle spoleéné
strany AC. V této soumérnosti jsou body A, C samodruzné
a obrazem bodu B je bod D. KruZnice k je proto v této sou-
mérnosti samodruznd, proto jeji stfed lezi na ose AC'. Podle
Thaletovy véty jsou trojihelniky AC'B a ACD pravohlé.

Podle Pythagorovy véty z obou pravouhlych trojihelniki
ABC a ADC' dostaneme

|AC|? = 5% 4 122
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neboli

|AC| = 13 cm.

Délku druhé thlopficky BD vypoéitame jako dvojnaso-
bek vysky v pravothlého trojihelniku ACD k pfeponé AC.
Vyuzijeme vzorce pro obsah trojihelniku

S = % -5-12cm?
S = ! 13 - vem?
=z .
Odtud porovnanim pravych stran vyjde

60 .
v = ﬁcm =4,6cm.

Uhlopricka BD mé4 tedy délku

120 .
|BD| = 3 m= 9,2cm.

Pozndmka. Vysku v lze vypocitat také pomoci podobnosti
trojihelniki ABE a ABC, ze které plyne

v
5.5-—12.13.

ReSeni tlohy Z8-II-3 (str. 28)

Aby ¢&islo bylo nasobkem kazdého z &isel 2, 3, 4, 5, 6, 7,
musi byt nasobkem jejich nejmensiho spolecného nasobku,
tj. ndsobkem ¢isla 2-3-2-5-7. Odtud vidime, Ze musi byt
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sudym nésobkem ¢éisla 10. Protoze ma byt zapsano jen po-
moci ¢islic 0 a 1, musi mit na misté jednotek a desitek 0.
Na misté stovek vSsak musi mit 1, jinak by bylo délitelné
osmi a nebylo by nejmensim cislem s pozadovanou vlast-
nosti. (Cislo desetkrat mensi by bylo také délitelné cisly 2,
3,4, 5,6, 7.) Hledané ¢islo ma tedy tvar ...100.

Protoze ma byt hledané &islo nasobkem 3, musi byt pocet
jednicek v jeho zapisu také nasobkem 3. Budeme nejdfive
zkoumat Cisla zapsand tfemi jednickami. Uvedeme je podle
velikosti od nejmensiho.

11100:7= 1585 (zb. 5)
110100:7 = 15728 (zb. 4)
101100:7 = 14442 (zb. 6)

1001100 : 7 = 143014 (zb. 2)
1010100 : 7 = 144 300

Hledané cislo je tedy 1010 100.

Pozndmka. Pfi vySetfovani délitelnosti isel Cislem 7 lze
vyuzit i méné znadmy znak délitelnosti ¢islem 7. Seznamime
vés s nim.

Znak délitelnosti ¢islem 7

Dané cislo rozdélime od pravé strany na skupiny po dvou
cislicich. Napfiklad:

2103|1124
Cisla zapsand témito skupinami ndsobime odprava postupné

Gisly 1,2,4,1, 2,4 atd. Tyto souciny pak secteme. Je-li soucet
ndsobkem 7, je 1 dané ¢islo ndsobkem 7. V opacéném pripadé
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neni ndsobkem 7. V nasem prikladu tedy pocitame:
2 | 03 | 11 | 24

Ll 1-4 1.2 1.1

2 + 12 + 22 + 24 =60

Dostali jsme cislo, které neni nisobkem 7, a tedy ani dané
¢islo neni nasobkem 7. (Ovéfte to sami délenim.)

Dikaz tohoto znaku délitelnosti naznacime na nasem
piikladu, ale pouzitd Gvaha mé obecnou platnost. Cislo
2031124 rozlozime podle sudych mocnin éisla 10.

2031124=2-10°+3-10*+11-102+24 (R)

Nyni sudé mocniny ¢isla 10 rozlozime na nejblize mensi na-
sobek 7 a zbytek.

108 =7-142857+ 1
104 =7-1428+4
102=7-14+2

Rozklad (R) mizeme tedy pfepsat do tvaru:

2031124=2-(7-142857+1)+3-(7-1428 +4) +
C 411-(7-1442)+24

Rozklad upravime na dva scitance, z nichz jeden bude na-
sobek 7.

2031124 =[7-(2- 142857 +3- 1428+ 11-14)] +
+ (2] 1+[3])-4+[11]-2+[24)
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(Vsimnéte si, Ze skupiny v rdmeckach jsou skupiny, na které
jsme rozdélili dané islo.) ProtoZe prvni s¢itanec je ndsobek
7, je dané Cislo nasobkem 7, pravé kdyz je i druhy scita-
nec nasobkem 7. Ale druhy sitanec dostaneme tak, jak je
popsano ve znaku délitelnosti. Zkuste si sami na nékolika
pfikladech ovérit znak délitelnosti sedmi.

Reseni tlohy Z8-II-4 (str. 28)

I. zpisob — grafickou konstrukci. Dan4 krychle 1 s troj-
ihelnikem EXY je znazornéna na obr. 9.

H L Y1 g

|
|
|
| Y
DL £
v -7
/ P4

yal

A ZXZX;1B

Obr.9

Strany FX a EY trojihelniku EXY lezi ve sténach
ABFFE a EFGH. Jejich skutecné délky zjistime na obraz-
ku 10 (str.52).

Nyni zbyva strana XY . Na obrazku 9 vyznacime dva po-
mocné pravothlé trojihelniky XYY; a XY X;. Bod Y; je
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A2 X 3 B E
Obr. 10

patou kolmice z bodu Y na hranu DC a bod X; je patou
kolmice z bodu Y] na hranu AB. Délku strany XY zjistime
tak, ze postupné sestrojime trojuhelniky XX,Y; a XY1Y
(obr. 11). Vyuzijeme toho, Ze pfepona prvniho trojiahelniku
X X,Y; je zdroven odvésnou druhého trojihelniku XY Y.
Trojahelnik EXY nyni muzeme sestrojit ze tfi stran.

X, 5 Y,

Obr. 11
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(Konstrukce (sss) — obr.12)

Y

Obr. 12

II. zpisob — konstrukce na zdkladé vijpoctu. Vypocitame
délky stran EX a EY trojahelniku EXY podle obrazku 9
nebo 10 z pravoiuhlych trojahelniki AEX a EHY . Dosta-
neme:

[EX|=V52+22=129, |EY|=1/52+42=+/41

Délku tfeti strany XY vypocitdme ve dvou krocich z pra-
vouhlych trojahelniki X X,Y; a XYY (obr.9 a 11).

|XY;] = V22 +52=v29, |XY|=+29+5%=54

Z vypocitanych délek stran muzeme trojihelnik EXY se-
strojit. Pokud délky zaokrouhlime, napfiklad

|EX|=V29=54, |[EY|=V41 =64, | XY|=V54=173
je konstrukce (z teoretického hlediska) jen pfiblizna.

53



RESENI ULOH III. KOLA

Reseni tlohy Z8-III-1 (str. 29)

Hledané ¢islo ma byt délitelné Eislem 72, a tedy 1 9 a 8.
Proto musi byt jeho ciferny soucet nasobek deviti a posled-
ni trojcisli ndsobek osmi. Nejdfive budeme vysetfovat cisla
s cifernymi souéty 9, 18, 27, .. ., kterd se daji zapsat pomo-
ci 4 a 7. Budeme rozkladat tyto nasobky deviti na séitance
Jjedné nebo vice ¢tyfek a jedné nebo vice sedmicek.

9 nelze rozlozit na séitance 4 a 7.
18 = 7+ 7 + 4, ale &isla 774, 747, 477 nejsou nasobky
osmi.

27T=7T+4+4+4+ 4+ 4+ 4 (jind moznost neni). Z trojci-
fernych ¢isel sestavenych z Cislic 7, 4, 4 je ndsobkem
osmi jen 744. Cislo 444 744 je tedy nésobek 72. Zby-
va dokazat, ze je nejmensi.
36 =74+ 7+74+7+4+ 4 (jind moznost rozkladu ne-
ni). Z téchto &islic vsak dostaneme vétsi Cislo nez
444 744. ‘
45 =T7T4+7+7+4+4+4+ 4+ 4+ 4 (jind moznost
rozkladu neni). Z téchto Cislic dostaneme jesté vétsi
Cislo.
Cisla s ¢ifernymi souéty 54, 63, . . . jsou viechna vétsi nez na-
lezené Cislo 444 744. Nejmensi hledané &islo je tedy 444 744.
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ReSeni tlohy Z8-III-2 (str. 29)

Snadno zjistime, ze stali sestrojit rovnoramenny trojthel-
nik, ktery ma zakladnu dostatecn& dlouhou. Cim del3f je
jeho zkladna, tim jsou kratsi jeho vysky. Uloha ma proto
nekoneéné mnoho feseni. Jedno je na obr. 13, kde pro jedno-
duchost vychazime z obdélniku o stranach dlouhych 10 cm
a 2cm. Trojthelnik mé obsah 5cm? a vysku ke strané AB
dlouhou 1cm. Vyska k ramenu AC je rovna délce usec-
ky EB, ale to je odvésna pravothlého trojihelniku BED,
a proto je kratsi nez pfepona BD, tzn. |[EB| < |BD| =
= 2cm. Vysku BE je mozno také vypocitat. Vypocet pro-
vedte sami.

D
2
1
A 5 5 B
Obr. 13

Reseni tilohy Z8-II1-3 (str. 29)

Z podminek pro objem krabice a délku provazku dosta-
neme (obr. 14, str. 56):

abc = 1764
a+b+2c= 47 (polovina délky provazku) (R)
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Obr. 14

Cislo 1764 musime rozlozit na &initele a, b, ¢ (a > b > c)
tak, aby platila rovnost (R). Nejdfive rozlozime ¢islo 1764
na souéin prvocisel:

1764=2-2-3-3-7-7

Odtud vhodnym sdruzenim Cdiniteli dostaneme moznosti
pro a, b, ¢. Z rovnosti (R) plyne, Ze a, b < 47. Proto pro
a, b, c mohou nastat pouze moznosti uvedené v tabulce, ve
které zarovenn vyhodnotime, zda je splnéna podminka (R).

a 42 42 42 28 28 21 21 18
b 21 14 7 21 9 12 14 14
c 2 3 6 3 7T 7 6 7

a+b+2c 67 62 61 55 51 47 47 46

Plati (R) ne ne ne ne ne ano ano ne

Jsou dvé feseni: 21 ¢cm, 12 cm, 7 cm,
21cm, 14 cm, 6 cm.
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Reseni iilohy Z8-II1-4 (str. 30)

Situace je znazornéna na obr. 15. Protoze je F' stiedem
usecky BM , jsou Usecky F'L a FK stfedni pficky trojuhel-
niki ABM a BCM. Z toho plyne, ze 1 LK je stfedni pficka
trojuhelniku ACM. Proto je ¢tyfahelnik ACK L lichobéz-
nik. Jeho obsah mizeme poéitat riznymi zpusoby. Zde vy-
uzijeme toho, ze se rovna % obsahu trojihelniku ACM. Je
to zfejmé z obr. 16, kde trojihelnik AC'M je rozdélen stred-
nimi pfickami na étyfi shodné trojahelniky, z nichz tfi tvori

lichobéznik ACKL.

=

m
—
m

—u
v
\
\
\|
m

>
w

Obr. 15 Obr. 16

Usetka AC (obr. 15) je thlopficka Etverce o strané a =
= 6 cm, proto je

|AC| = aV2 = 6V2.
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Z trojihelniku ABM dostaneme pomoci Pythagorovy véty
|AM| = v/a? + (2a)2 = V542 = V5 - 36 = 61/5.

Vyska trojihelniku ACM se rovnd odvésné pravouhlého
trojahelniku APM . Podle Pythagorovy véty je tedy

MPP = |AM]? — (Z14C1) = (6V5)" - (3v2)".
Po Gpravé dostaneme
IMP|>=9%-2, |MP|=9V2.
Obsah trojihelniku ACM je
1 1
= 7 1AC|- IMP| = E.sﬂ.gfzm

a obsah lichobézniku ACKL je

3 3 1
= — = - = —.81.
St 4ST , 54 2 8

Obsah lichobé&zniku je 3 - 81 cm? = 40,5 cm?.
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Kategorie Z7

ULOHY I KOLA

(Regeni tloh na str. 62)

Z7 -1 -1

Nahradte hvézdicky takovymi &isly, aby se souéty libo-
volnych t¥ po sobé jdoucich ¢&isel postupné zvétsovaly o 8.

*, %, 835, *, *, *, 829, %, %, *, %, %, %, 843

Z7 -1-2
Najdéte vsechna Cisla mensi nez 344, kterd maji pravé
ctyti délitele.
Z7 -1-3

Urcete velikost thlu, ktery sviraji pfimky DC a GH
(obr. 17, str. 60), jestlize Ghel DAG je pravy a ¢tyFahelniky
ABCD, AEFB a AGHE jsou shodné kosoétverce (ale ne
Ctverce).
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F
0/ B
H
A
G
Obr. 17
Z7 -1-4

V Sesticiferném ¢éisle 523 #*+* jsou zatajeny posledni tfi
Cislice. Zjistéte tyto Cislice, jestlize vite, ze dané Eislo je
délitelné 7, 8 a 9. Najdéte vSechna feSeni.

Z7 -1-5

Je dan rovnoramenny lichobéinik ABCD (AB || CD)
s vnitFnim dhlem o = 60°. Uhlopfitka AC je osou ahlu a.
Obsah lichobézniku je roven 78 cm?. Vypocitejte obsah troj-
uhelniku AC'D.

Z7 -1-6
Cisla v Fadcich tabulky udavaji délky tsecek a, b, ¢ vy-
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jadfené v milimetrech.

al b| c
60 |17 | 9
61 |19 |14
62 |21 |19
63 |23 |24

Zjistéte, ve kterych fadcich tabulky udavaji ¢isla délky stran
nékterého trojahelniku. Najdéte vSechny moznosti.

ULOHY II. KOLA
(Resen{ Gloh na str. 71)

Z7 - 11 -1
Najdéte oba nasobky &isla 6, které maji pravé 10 déliteld.

Z7 - 11 -2

Zjistéte, zda jsou pfimky AC a BG rovnobéiné nebo riz-
nobézné, obr. 18.
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Obr. 18

Z7 -1 -3
Je dana naésledujici posloupnost éisel
400, 130, 391, 130, 382, 130, 373, 130, ..., 130, 4, 130.

Kolikrat se v této posloupnosti vyskytuji vedle sebe tfi éisla,
kterad jsou délkami stran rovnoramenného trojihelniku?

RESENI ULOH I. KOLA

Reseni tlohy Z7-1-1 (str. 59)
V dané posloupnosti nahradime hvézdicky pismeny.

a, b, 835, ¢, d, e, 829, f, g, h, i, j, k, 843. (P)
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Oznacime-li libovolné ¢tyfi po sobé jdouci ¢isla v posloup-
nosti (P) pismeny v, z, y, z, pak pro né plati: souéet z+y+z
Jje o 8 vétsi nez soulet v+ z + y, tj.

v+z+y+8=z+y+-=z
Odecteme-li na obou stranach soucet = + y, dostaneme
v+ 8=z

To znamena, ze v kazdé Ctvefici po sobé jdoucich cisel je
posledni ¢islo o 8 vétsi nez prvni ¢islo. Postupujeme-li v po-
sloupnosti (P) od ¢&isla 835 podle sipek doprava

+8 +8 +8

R YR YR
a, b, 835, ¢, d, e, 829, f, g, h, i, j, k, 843,

muzZeme vypodlitat e = 843, ¢ = 851, 7 = 859. Postupu-
Jeme-li podobné od ¢isla 829 postupné doleva i doprava,
vypocitame ¢ = 821, a = 813, h = 837, k = 845. Podobné
z Cisla 843 pfi postupu doleva dostaneme 7 = 835, f = 827,
d = 819, b = 811. Posloupnost (P) m4 tedy tvar

813, 811, 835, 821, 819, 843, 829,
827, 851, 837, 835, 859, 845, 843.

Pomocna uloha

Odhadnéte pravidla, podle kterych se v danych posloup-
nostech méni ¢isla. Nahradte hvézdicky ¢isly a napiste vzo-
rec pro n-ty ¢len. (ReSeni na str.70.)
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a)1,4,9, % % 36, ...

b) 2,5, 8, 11, *, *, ...
c)1,1,2,3,5, 8, % % 34, ...

d) =, *, 10, 18, 33, 56, x, 155, *, ...

Reseni ilohy Z7-1-2 (str. 59)

Snadno zjistime, ze ¢islo (ozna¢me ho n) ma pravé ctyfi
délitele, kdyZz m4 bud tvar

n=p3, kde p je prvodislo, (A)

nebo tvar
n=p-q, kde p, q jsou rizné prvoéisla. (B)

Cisla tvaru (A) maji pravé tyto délitele: 1, p, p?,. p°. Cisla
tvaru (B) maji pravé tyto délitele 1, p, ¢, p - q.

Vsechna hledana cisla se ¢tyfmi déliteli, ktera jsou mensi
nez 344, najdeme postupné. Cisla tvaru (A) jsou

8 =23 27=1233 125=153 343 =173

Cislo 343 je tedy nejvétsi z hledanych &isel. Cisla ve tvaru
(B) jsouw

23 2.5 27 211 213 217 ..... 2167 (38 &isel)
35 3.7 311 313 3.17 ..... 3115 (28 &isel)
57 511 513 517 ..... 5- 67 (16 &isel)

Tl T3 AT wecee 7. 47 (11 &isel)

1113 1117 ... 11- 31 ( 6 &isel)

13-17 13-19 13- 23 ( 3 &isla)
17- 19 ( 1 éislo)
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Cisel tvaru (B) je dohromady 103. Vsech hledanych &isel je
107.
Pomocna uloha

Najdéte vsechny délitele Cisel:

16=2*=2.-2.2.2, 100=22.52=2.2.5.5,
1400=2%.52.7=2.2.2.5.5.7

Presvédéte se, Ze ¢islo 16 ma 5 déliteld, ¢islo 100 ma 3-3 =9
~ déliteld a &islo 1400 ma 4 - 3 - 2 = 24 déliteld. Zjistéte, jak
tyto pocty souviseji s rozklady danych ¢&isel na prvocisla.
(Odpovéd na posledni Gkol najdete na str. 70).

Regeni tlohy Z7-1-3 (str. 59)

Vyznaéime primky, na kterych lezi strany AB, CD
a AE,GH (obr.19 na str.66). Vznikly dvé dvojice souhlas-
nych Ghli «, B a B, v, které maji stejné velikosti:

a=p, B=v

Proto je ¥ = a.

Protoze ABCD, AEF B a AGHFE jsou shodné kosoctver-
ce a Gthel DAG je pravy, musi mit vSechny tfi kosoctverce
pfi vrcholu A dhel velikosti 30°, tzn. a = 30°, a tedy 1 vy =
= 30°. Pfimky DC a GH sviraji tedy ahel velikosti 30°.

Pomocna tloha

Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Uréete thel,
ktery sviraji pfimky AB a CD. Opakujte tlohu pro pravi-
delny osmitihelnik ABCDEFGH.
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Obr. 19

Reseni ilohy Z7-1-4 (str. 60)

Hledané ¢&islo
523 *xx

ma byt délitelné sedmi, osmi i deviti. Protoze &isla 7, 8,
9 jsou nesoudélnd, musi byt hledané ¢islo nasobkem jejich
soucinu 7 - 8 -9 = 504.

Délenim &isla 523 000 &islem 504 dostaneme

523000 :504 = 1037  (zbytek 35%)

neboli 523 000 = 504 - 1037 + 352. Chceme-li dostat k &islu
523 000 nejblize vétsi nasobek 504, musime k nému pricist
rozdil 504 — 352 = 152. Tedy nejblize vétsi nasobek 504
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k Cislu 523000 je 523 125. Dalsi ndsobky 504 dostaneme
postupnym pficitanim 504.

+ 504 + 504 + 504
R R
523152 523 656 524160

Dané tloze vyhovuji jen prvni dvé éisla.

Pomocné tlohy

~e w2

1. Najdéte nejmensi Cislo, které je nasobkem Ccisel 5, 8,
11.

2. Najdéte vSechny nésobky cisla 27, které jsou vétsi nez
1500 a mensi nez 1700.

Reseni dlohy Z7-1-5 (str. 60)

Lichobéznik ABC D znéazornime na obr. 20. Délky ramen
oznacime z. Na obrazku je znazornéna tsecka DM rov- -
nobézna s ramenem CB. Vznikl rovnostranny trojihelnik
AMD (mé 2 Ghly velikosti 60°). Proto je |[AM| = z.

Protoze Ghly BAC a DC A jsou stiidavé, je velikost hlu
DAC rovna 30°. Trojihelnik ACD je rovnoramenny (ma
2 ahly velikosti 30°). Odtud je vidét, ze zédkladna DC' li-
chobézniku ABCD mé délku rovnou z. Z rovnobézniku
MBCD plyne i |[MB| = z. Protoze |AM| = |[MB| = z,
je M stfedem zékladny AB.

Doplnite-li na obrazku 20 Gsecku MC' (provedte sami),
zjistite, Ze lichobéZnik ABC D je iseckami MC a M D roz-
délen na tfi shodné rovnostranné trojihelniky. Jejich ob-
sahy se tedy rovnaji tfetiné obsahu daného lichobézniku.
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Obr. 20

Obsah trojahelniku AC'D se rovna poloviné obsahu koso-
ctverce AMCD, tj. obsahu trojihelniku AMD. Odtud vy-
poclitdme, ze obsah S trojihelniku ACD je roven tfetiné
obsahu lichobézniku ABCD, tzn.

S = %78cm2 = 26 cm?.

Pomocna iloha
Zapiste, jak velké éasti trojihelniku ABC a lichobézniku
PQRS jsou na obrazku 21a, b vySrafovany, jestlize plati:

C
S . R
M%
A M B P T Q

Obr. 21a Obr. 21b
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|AB| = |BC| = |AC|, |AM|=|MB|=|BK]|,
|PQ| =3|PT).

Regeni tlohy Z7-1-6 (str. 60)
V tabulce oéislujeme fadky éisly n =0, 1, 2, ... a vyjad-
fime &isla a, b, ¢ v zavislosti na n.

a=60+n b=17+2n, c=9+5n (T)

Aby ¢&isla a, b, c uddvala délky stran nékterého trojahelniku,
musi spliiovat tfi trojihelnikové nerovnosti:
a) a<b+c
60+n < (174 2n)+ (9 + 5n)
34 < 6n

5§—<n

Protoze n je celé éislo, musi byt 6 < n.

b) b<a+c
17+ 2n < (60 +n) + (9 + 5n)
=52 < 4n
-13<n

Tato nerovnost je splnéna pro viechna nezdporna n (n = 0,
1,2,...).

c) c<a+b
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9+5n < (60+n)+ (17 + 2n)
2n < 68
n< 34

Vidime, Ze musi byt
6 <n< 34

Pro tato n udévaji ¢isla (T) délky stran trojihelnikid. Téch-
to trojahelniki je 28.

Reseni pomocné tlohy ze str. 63
n-ty Clen posloupnosti a, vypocitame:
a) a, =n?
b) ap =3n—1
€) @n = an—1 + an—2 (tj. soulet dvou predchézejicich ¢lent)
d) an = ap—1 + an—2 + 5 (tj. soulet dvou pfedchdzejicich
¢lentd zvétseny o 5)

Reseni pomocné dlohy ze str. 65

Necht p, q, r jsou navzdjem riznd prvoéisla. Potom ¢isla

n=p? maji (a + 1) déliteld

n=p  maji (a+ 1)(b+ 1) déliteld
n=p°®r® maji (@ + 1)(b+ 1)(c + 1) déliteld
atd.

Proto napiiklad &islo 16 = 2% m4 5 déliteld, &slo 100 =
= 2252 mi3-3 =9 déliteld a &islo 1400 = 23527 ma
4.3.2= 24 daliteld.
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RESENi ULOH II. KOLA

Reseni tlohy Z7-1I-1 (str. 61)

4 %2

Hledané ¢islo £ musi byt délitelné éisly 2 a 3. V prvodisel-
ném rozkladu ¢isla z je tedy jedna nebo vice dvojek a jedna
nebo vice trojek. Necht je v tomto rozkladu m dvojek a n
trojek. Cislo z je tedy nasobek 2™ (m 2 1) a také nasobek
3" (n21).

Cislo 2™ méa m + 1 déliteld; jsou to:

1, 2. 2¢, ..., 2% (M)
Cislo 3" ma n + 1 déliteld:

1, 3, 32, ..., 3" (N)
Souéin &isel 2™, 3" ma (m + 1)(n + 1)' déliteld, jsou to
soutiny &isel z posloupnosti (M) a (N). Cislo z = 2™ - 3"

maé pravé 10 déliteld, je-li (m+1)(n+1) = 10. Proto je bud
m=1an=4,nebo m=4an=1.Tedy

z=2".3=48 nebo z=2-3*=162.

Ukézeme, Ze jiné &islo uz aloze nevyhovuje. Je-li &islo z na-
pfiklad sou¢inem tfi mocnin riznych prvocisel 2™ - 3" - p”,
pak ma (m + 1)(n + 1)(r + 1) déliteld (viz feSeni pomocné
tlohy k tloze Z7-1-2 na str. 65).Toto &islo je souéin t¥i Cisel
vétsich nez 1. Ale hledand &isla maji mit 10 délitelt a 10
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Ize rozlozit jen na 2 Cinitele vétsi nez 1. Podobné nevyho-
vuje ani zadné Cislo, které je souinem ¢&tyf a vice rdznych
prvodisel.

Reseni ilohy Z7-1I-2 (str. 61)

Body D, E, F, G vedeme rovnobézky s pfimkou AC,
na obrazku 22 jsou zndzornény carkovanymi carami. Nyni
vyuzijeme toho, Ze vzniklé stfidavé hly musi mit stejné
velikosti. ZapiSeme je postupné do obrazku (zleva doprava).

Obr. 22

Stfidavé ahly pfi vrcholech F'; G maji velikost 40°. Pro-
toze velikost thlu FGB je jen 39°, nemohou byt pfimky
AC a BG rovnobézné.

Reseni ilohy Z7-II-3 (str. 62)

V dané posloupnosti
400, 130, 391, 130, 382, 130, 373,130, ...,130,4,130 (P)
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stoji na lichych mistech éisla
400, 391, 382, 373, ..., 4.

Sousedni ¢isla maji rozdil 9. Napiseme-li je v opa¢ném po-
fadi, dostaneme ¢isla

4, 13, 22, 31, ..., 373, 382, 391, 400,

tj. ¢isla tvaru 4 + 9n, kde n = 0, 1, 2, ..., 44 (pfesvédé-
te se). Zjistime, zda mezi nimi neni ¢&islo 130, nebot v ta-
kovém piipadé by mezi rovnoramennymi trojihelniky byl
i rovnostranny trojihelnik o stranach délky 130.

449n =130
n=14

Pro n = 14 dostavame skuteéné éislo 4 + 9n = 130. V jeho
okoli mé posloupnost (P) (napsané v opaéném pofadi) tvar

.., 112, 130, 121, 130, 130, 130, 139, 130, 148, ...

Ramena rovnoramennych trojuhelnik maji délku 130. Pro-
to délka zdkladny musi byt mensi nez 2 - 130 = 260. Délky
zdkladen tedy mohou byt jen ¢&isla tvaru 4 + 9n, pro néz
plati

4+ 9n < 260

4
<282
" 9

73



tedy Cisla, kterd dostaneme, kdyz do vyrazu 4+9n dosadime
zan=20,1,2, ..., 28. Téchto cisel je 29. Tedy 29 rovnora-
mennych trojihelnikid, mezi nimiz je i jeden rovnostranny
trojahelnik. Jsou to trojahelniky:

130, 4, 130, 130, 13, 130, 130, 22, 130, ...
..., 130, 256, 130

Ramena jsou &isla 130, kterd stoji v posloupnosti (P) ob
jedno ¢islo tvaru 4 + 9n. Zbyvaji jeSté dva rovnoramenné
trojthelniky, jejichz délky ramen jsou v posloupnosti (P)
hned vedle sebe. Jsou to trojihelniky s délkami stran

121, 130, 130 a 130, 130, 139.

Celkem je tedy 31 rovnoramennych trojihelnikid, z nichz
jeden je rovnostranny.
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Kategoéria Z6

ULOHY L KOLA

(RieSenia tloh na str. 79)

26 -1-1

Na krajéirskom metri st zapisané za sebou idtice &isla od
1 do 150. N4jdite takd najmensiu ast krajéirskeho metra,
aby s@éin &isel zapisanych na tejto ¢asti sa konéil prave
tromi nulami. N4jdite aspoii dve rieSenia. (Stéin &isel na
Casti krajcirskeho metra, ktora je znazornend na obr. 23, sa
konéi prave jednou nulou.)

3
1%
)
16
17

Obr. 23

Z6-1-2

Do tabulky na obrdzku 24a (str.76) sme vpisali &isla 1,
2, 3, 4 tak, ze stclet Cisel zo susednych poli¢ok je prvoéislo,
teda: 14+2=3,144=5,24+3=5,4+3=1.
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Obr. 24a Obr. 24b

Peter tvrdi, Ze sa mu podarilo vpisat ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 do tabulky na obrazku 24b (kazdé prave raz) tak, ze
stcet &isel z kazdych dvoch susednych policok je prvoéislo.
Nina tvrdi, Ze sa to neda.

Kto z nich méa pravdu? Svoj nazor odovodnite.

26 -1-3

Zostrojte z jedinného kusa papiera siet telesa z obrazku
25, ktoré je zlozené zo Styroch zhodnych kociek.

Obr. 25
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Z6-1-4

Janko hovori: ,Nase telefénne ¢islo je pozoruhodné:
113 113.“ Misko mu odpovedal: ,,Aj nasSe telefénne ¢islo do-
staneme tak, ze napiseme dve rovnaké trojciferné cisla za
sebou. .. “ Janko ho prerusil: ,,Ani mi nemusis$ hovorit, aké
méte Cislo, a aj tak viem, Ze naSe telefénne ¢isla maji spo-
loéného delitela, ktory je vaési ako 1000.¢

N4jdite tohto delitela a vysvetlite, pre€o mé Janko prav-
du.

26 -1-5

Za pismend P dosadte parne &islice (nemusia byt vsade
rovnaké), za pismend N nepérne &islice (nemusia byt vsade
rovnaké) tak, aby vznikol pravdivy zépis ndsobenia. Najdite
aspon jedno riesSenie.

P N
- NP

NNP
P NN

PPPP

26 -1-6

Chodba je pokrytd tmavymi a svetlymi dlazdicami
(obr. 26, str.78). Je trikrat tak dlhd ako Siroka. Ktorymi

..........
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Obr. 26

ULOHY II. KOLA

(Riesenia tloh na str. 85)

Z6 -1l -1

Z krajcirskeho metra nam zostal kus diiky pol metra. Boli
na nom ¢isla od 1 do 50. Kde treba tento kus rozstrihniat
na dve Casti, aby s¢in &isel na jednotlivych Eastiach konéil
rovnakym poétom nal? N4jdite véetky riesenia.

Z6 - 11 -2

Ak odstrihneme na obrazku 27 vhodné dva stvorce, do-
staneme siet kocky. Nakreslite vietky moZnosti.

Obr. 27

78



Z6 -11-3

Stvorcova zahrada mé strany dlhé 31 m. Mame 19 ploto-
vych dielov diiky 4m a 16 dielov diiky 3 m. Zistite, kolko
ktorych dielov treba pouZit na oplotenie jednotlivych stran
zdhrady. Dve oplotenia, ktoré sa lisia len prehodenim stran
Stvorca, alebo prehodenim dielov na niektorej strane, pova-
Zujeme za rovnaké. N4jdite dve rozne oplotenia zahrady.

RIESENIA ULOH I. KOLA

RieSenie ulohy Z6-I-1 (str. 75)

Predpokladajme, Ze sme nasli poZzadovana ¢ast krajéir-
skeho metra. RozloZzme sGéin &isel z tejto Casti na prvoéini-
tele. Nuly na konci séinu ¢isel z tejto Casti metra s pro-
duktom sii¢inov dvojic prvoéinitelov 2 a 5. Tri nuly na konci
stifinu znamenaja, Ze v rozklade na prvocinitele musia byt
aspon tri 2 a aspon tri 5. Teda séin musi byt ndsobkom 3
a 125.

Sktisme, & pozadovand ast méze mat dizku 2cm.
Z dvoch susednych é&isel méze byt najviac jedno delitel-
né 5. Jedno z hladanych éisel by teda muselo byt ndsobkom
125. Do 150 (moZnosti krajcirskeho metra) je to len jediné
¢islo 125. K nemu susedné st 124 a 126. Ani jedno z nich
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nie je nasobkom 8, takze Gsek metra spliujici podmienku

Nech je diiky 3cm. Z troch éisel idticich za sebou moze
byt najviac jedno ndsobkom 5, teda musi to byt &islo 125.
Cislo 125 nie je nasobkom 2, teda stéin druhych dvoch &-
sel z tejto trojice musi byt ndsobkom 8. Z moZnych éisel
123, 124, 126, 127 vyhovuje len dvojica 124, 126. Pre cast
metra dizky 3 cm u# zrejme dalgie riesenie nie je. Pre dlhsie
Gseky by sme nasli dalSie ,riesenia“, tie vSak nevyhovuja
podmienke, Ze sii na najmensej moznej Casti krajcirskeho
metra.

Riesenie lohy Z6-I-2 (str. 75)

Uvazme najskor, ktoré ¢isla mézu byt susedné (teda také,
aby ich stlet bol prvoéislom). Potom
s Cislom 1 moézu susedit ¢isla 2, 4, 6 a iné nie,
¢islom 2 mozu susedit éisla 1, 3, 5, 9 a iné nie,
Cislom 3 mézu susedit &isla 2, 4, 8 a iné nie,
¢islom 4 mézu susedit ¢isla 1, 3, 7, 9 a iné nie,
slom 5 mdzu susedit ¢isla 2, 6, 8 a iné nie,

s
s
s
s i
s Cislom 6 mézu susedit ¢isla 1, 5, 7 a iné nie,
s &

OC OC O O

slom 7 mozu susedit éisla 4, 6 a iné nie,

s Cislom 8 mozu susedit éisla 3, 5, 9 a iné nie,

s Cislom 9 mozu susedit éisla 2, 4, 8 a iné nie.

V strede tabulky musi byt bud éislo 4, alebo éislo 2, preto-
Ze len tieto ¢isla mézu mat styroch vhodnych susedov. Cislo
7, nakolko méze mat len dvoch susedov, musi byt v rohu ta-
bulky. Ale potom budi vedla éisla 7 é&isla 4 a 6. Takze &islo
4 nemoéze byt v strede. Ale ani &islo 2 nemdze byt v strede,
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nakolko by muselo susedit s ¢islom 4 (dokonca aj s éislom 6).
Z toho uz priamo plynie, Ze v strede nemdze byt pri danej
podmienke nijaké z danych éisel a teda Petrovi sa nemohlo
podarit vpisat do tabulky éisla pozadovanych vlastnosti.

Pravdu mé Nina.

RieSenie tlohy Z6-1-3 (str. 76)

Uloha ma vela rieseni. Niektoré s na obr. 28.

wzm

Obr. 28
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RieSenie tulohy Z6-1-4 (str. 77)

Kazdé &islo, ktoré je takto zapisané pomocou dvoch troj-
cifernych ¢isel, mozno zapisat ako trojciferné Cislo krat tisic
plus toto trojciferné Cislo. Napriklad:

376 376 = 376 - 1000 + 376,

ale to je rovné 376 - 1001.
Vo vseobecnosti, kazdé takéto ¢islo mozno napisat ako

A-1000+A=A-1001.

Teda kazdé Cislo, ktoré mozno v desiatkove) ststave za-
pisat dvomi rovnakymi trojcifernymi ¢islami za sebou, je
delitelné &islom 1001.

Riesenie ulohy Z6-1-5 (str. 77)

Oznaéme parne ¢islice A, B, C, ... neparne a, b, c, ...
ako na schématu:
A a
- b B
c d(C
D e f
FFGH

Rozdelme si zapisany stéin na dve éasti I a II.

A a (D A a (I1) Aa

- b B . B . b
cdC c dC De f
D e f
EFGH
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V stGcine I je A - B pérne éislo a pritom ¢, d s neparne
Cisla. Preto stcin a - B musi mat neparny pocet desiatok,
z ¢oho je vidiet, ze a > 1. VyskGS8ame moznosti pre B;
vysledok je v tabulke:

a 3 5 7 9
B 4,6 2,6 2,8 2,4,6,8

Podobne zo sGéinu II dostaneme:

a 3 5 7 9
b 5 3,7 5 -

Teraz mo6zme vyskasat moznosti:

Prea=3 A 3 A 3

5 4 5 6
Prea=5 A 5 A 5 A b A 5

3 2 7 2 3 8 7 8
Prea=7 A 7 A7

5 2 5 8

Pritom za A postupne dosadzujeme éisla 2, 4, 6, 8. Vy-
hovuji prave dve rieSenia: 83 - 54 = 4482 a 65 - 72 = 4 680.

Riesenie ulohy Z6-1-6 (str. 77)

I spésob. Chodba sa sklad4 z troch stvorcov, kazdy s ob-
sahom S. V kazdom krajnom stvorci majia pravouhlé svet-
1é trojuholniky spolu obsah S/2 a svetly rovnoramenny
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trojuholnik obsah S/4. Svetlé trojuholniky v prostrednom
§tvorci maji spolu obsah S/2. Svetla plocha spolu mé obsah

3 1 3
ZS+§S+ZS_25'

Tmave) Casti zostava plocha obsahu S. Teda biela plocha
ma dvakrat vacsi obsah.
II. sposob. Rozdelme si plochu na 2 x 6 Stvorlekov

(obr. 29).

1 1
) %ot %
T E/ 5
1 % % 1
Obr. 29

Cisla v obrazku uruji obsahy jednotlivych Zasti v stvor-
¢ekoch. Z toho lahko zistime, Ze tmavé dlazdice zaberaji
plochu velkosti 8 - 0,5 = 4 Stvoréeky a biele dlazdice plochu
velkosti 6 -1+ 4 - 0,5 = 8 Stvorcekov.

tmavymi.
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RIESENIA ULOH II. KOLA

Riesenie tlohy Z6-II-1 (str. 78)

Ak rozlozime stacin 1-2-...-50 na prvocinitele, zistime,
ze sa v niom nachadza 12 patiek, teda tento sicin sa bude
kon¢it 12 nulami (pozri riesenie Glohy Z6-I-1). Takze si-
¢in jednej Casti sa musi konéit 6 nulami, z toho plynie, ze
v rozklade tejto Casti musi byt 6 patiek (dvojok tam uréite
bude dost; pre¢o?). Ak zaéneme poéitat patky od 1, tak 6
patiek napocitame po &islo 25. Teda najblizsie Cislo, za kto-
rym moézme konit, je Cislo 25. Avsak nakolko aj dalsie ¢isla
26, 27, 28, 29 neobsahuj v rozklade patku, mézme koncit
aj za nimi. Uloha m4 teda 5 riedeni.

Kus metra mozno rozstrihnit medzi 25. a 26., medzi 26.
a 27., medzi 27. a 28., medzi 28. a 29. a medzi 29. a 30.
centimetrom.

Riesenie dlohy Z6-1I-2 (str. 78)

Oznalme si §tvorceky ako na obrazku 30.

112
3[4(5]6
708
Obr. 30
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Siet dostaneme odobratim dvoch stvoréekov tak, ze jeden
bude z trojice stvoréekov oznacenych na obrazku é&islami 1,
2, 3 a druhy bude z trojice stvorcekov oznacenych ¢islami
6, 7, 8. Vsetkych 9 moznosti je na obrazku 31.

Obr. 31

RieSenie ulohy Z6-II-3 (str. 79)

Potrebujeme oplotit 31m - 4 = 124m. Spolu méme
19-4m+16-3m = 124 m dielov. Teda musime pouzit vset-
ky diely. Cislo 31 (dizka strany zahrady) moino rozlozit
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pomocou nasobkov 4 a 3 (dizky dielov) takto:

31=1-449-3 (A)
=4-445-3 (B)
=7-441-3 (©)

Mame 19 Stvormetrovych dielov. Z nich na jednu stranu
(podla predchadzajicich uvaZovanych moznosti (A), (B),
(C)) mozno dat 1, 4, alebo 7 kusov. Cislo 19 mozno rozlozit
pomocou nasobkov 1, 4, 7 takto:

19=1-14+1-442-7

A) (B) (O

alebo
19 = 3-441-7
B) (O

(nasobky musia byt spolu 4; st 4 strany Stvorca).
Takze strany Stvorcovej zdhrady mézme dostat takto:
2krat (C), t.j. 14 Stvormetrovych a 2 trojmetrové diely
1krét (B), t.j. 4 Stvormetrové a 5 trojmetrovych dielov
1krat (A), t.j. 1 Stvormetrovy a 9 trojmetrovych dielov

o je spolu 19 stvormetrovych a 16 trojmetrovych dielov
alebo takto:
3krat (B), t.j. 12 Stvormetrovych a 15 trojmetrovych die-
lov
1krat (C), t.j. 7 8tvormetrovych a 1 trojmetrovy diel

¢o je spolu 19 stvormetrovych a 16 trojmetrovych dielov

Uloha m4 prave dve riesenia.
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Kategoria Z5

ULOHY I KOLA

(Riesenia tloh na str. 92)

Z5 -1-1

Peter a Palo si boli kipit v cukrarni ¢okolddu. Domov sa
vsak vratili naprazdno. Peter povedal: ,,Chybala mi 1 K¢és.“
Palo povedal: ,Aj ja som mal mélo pehazi. Mne chybalo
9 K&s. A ked sme dali peniaze dohromady, aj tak sme nemali
dost ani len na jedinia ¢okolddu.“ ,,Ste obycajny nenasytnici
a klamari,“ nazlostila sa ich sestra Dana, ,spolu ste museli
mat dost penazi.“ Mala Dana pravdu? Ak ano, odévodnite,

ak nie, kolko mohla stat ¢okolada?

Z5 -1-2

Peter nosil staré naramkové hodinky. Rozobral ich
a z troch ozubenych koliesok A, B, C zostavil sikolie
(obr. 32). Poclet zubov na jednotlivych kolieskach je 24, 9,
6. Na najvacsom koliesku je ryskou vyznacena minatova ru-
Cicka. Kolkokrat musime otocit koliesko C, aby sa minttova
rucicka otocila o 1 hodinu a 45 minat?
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Obr. 32

Z5-1-3

Kolko trojuholnikov je na obrazku 337

Obr. 33
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Z25-1-4

Zostroj body A, B vzdialené od seba 8 cm. Dalej uz ne-
smie§ merat! Mo6zes pracovat len s kruzidlom a pravitkom
bez mierky. Zostroj trojuholnik so stranami diéky 13 cm,
14 cm, 15 cm. Presne opis postup konstrukcie.

Z5-1-5

Ked k nezndmemu $tvorcifernému é&islu pripoé¢itam jeho
desatinu a stotinu, dostanem ¢islo 4 773. Ktoré je to &islo?

Z5-1-6
V zépise
200-199+198 —197+...46—-5+4—-3+2—-1)=

s vedla seba napisané vsetky prirodzené &isla od 200 az
po 1. Medzi nimi sa striedaji znamienka +, —. Na konci je
jedna prava zatvorka. Kde treba umiestnif chybajicu lava
zatvorku, aby ste dostali vysledok a) 73, b) 727
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ULOHY II. KOLA

(RieSenia tloh na str. 100)

Z5-11-1

Mame nasledujtcu pravidelnost 150 &isel 508, 505, 502,
499, 496, ... 4, 1. Z nej vytvorime vyraz
508 — 505 + 502 — 499 + 496 — . ..

Kolko ¢lenov musi mat tento vyraz, aby jeho vysledok bol
a) 141, b) 1427
Z5 -11-2

Ak od nezndmeho trojciferného ¢&isla odéitam jeho po-
lovicu a jeho Stvrtinu, dostanem ¢&islo 148,5. Ktoré je to
trojciferné cislo?

Z5-11-3

Trojuholnik som rozdelil jednou fise¢kou tak, Ze na ob-
razku 34 boli 3 trojuholniky.

Obr. 34
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Mozno trojuholnik rozdelit dvomi Gseékami tak, aby na
obrazku boli 3 (4, 5, 6, 8) trojuholniky? Ku kazdej moznosti
nakreslite obrazok.

RIESENIA ULOH I. KOLA

RieSenie tlohy Z5-I-1 (str. 88)

Predpokladajme, ze chlapci neklamali a naozaj nemali
dost pefazi. Znézornime si situdciu obrazkom 35. (Usecka
znazornuje cenu cokolady; ——— ¢o chybalo Petrovi; —-—- ¢o
chybalo Palovi.)

9 Kcs

1 Kcs
Obr. 35

Zrejme Palo musel mat menej ako 1 Kés, &ize najviac
95 hal. a najmenej 5 hal. Cokolada teda mohla stat 9,05 Kés
(potom Peter by mal 8,05 Kés a Palo 0,05 Kés), 9,10 Kés,
atd. az 9,95 Kés. Dana nemala pravdu. Ani spolu nemuseli
mat chlapci dost penazi.
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RieSenie ulohy Z5-1-2 (str. 88)

Ak sa m& minatova ruéicka otoéit o 1 hodinu a 45 minat,
tak sa koliesko A musi otocit raz celkom a druhy raz do
troch stvrtin. To je spolu o 24 + % -24 = 42 zubov. Koliesko

C sa musi otoéit o ten isty polet zubov; mé 6 zubov a teda
sa otoci 42 : 6 = Tkrat.
Koliesko C musime otocit Tkrat.

Riesenie tlohy Z5-1-3 (str. 89)

Na obrazku 33 (str.89) je 16 malych (zdkladnych) troj-
uholnikov (obr.36a), 7 trojuholnikov tvorenych Styrmi z4-
kladnymi trojuholnikmi (obr. 36b), 3 trojuholniky tvorené
deviatimi zakladnymi trojuholnikmi (obr.36¢c) a 1 velky
»cely“ trojuholnik. To je spolu 31 trojuholnikov.

/\

Obr. 36a Obr. 36b Obr. 36¢

Na obrazku 33 je 31 trojuholnikov.
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Riesenie ulohy Z5-1-4 (str. 90)

K zostrojeniu trojuholnika sta&i poznat tsecky (ich diz-
ky) jeho stran. Tieto dostaneme postupnym priddvanim
vhodnych dlzok, ktoré dostaneme postupnym delenim tseg-

ky AB na polovice.
A 1S, B
l k

Obr. 37

Stred Gsecky AB zostrojime pomocou kruzidla a pravit-
ka: z bodov A, B zostrojime kruznice k, | s rovhakym po-
lomerom vaésim ako polovica tGsecky AB. Prieniky kruznic
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k, I uréuja priamku, ktoré je osou tisecky AB. Této os pre-
tne usecku AB v jej strede S; (obr.37). Potom podobne
zostrojime os a stred S, Gsecky AS) a os a stred S3 Gseé-
ky AS; (obr.38). Zrejme plati |[AB| = 8 cm, |AS;| = 4cm,
|AS2| = 2cm a |ASs3| = 1cm.

X

X

%*

[ -
»*OT
¥ Y+
w4

X

Obr. 38

Teraz na polpriamku AB nanesieme pomocou kruzidla
usecky AB;, AB,, ABj3 tak, ze

|AB;| = |AB|+ |BS3| = 8cm+ 7cm = 15 cm,
|AB3| = |AB| + |BS;| = 8cm + 6 cm = 14 cm.

Zrejme plati
|B1S2| = |BB1| + |BS2| = Tem + 6cm = 13 cm.

Usetky AB:, AB,, B1S, uréuji dizky stran hladaného
trojuholnika. TakZe tento trojuholnik vieme zostrojit. Zo-
strojime

95



kruznicu m(A,r = |ABy)|),

kruznicu n(By,r = |B1S2|),

bod C ako prienik kruznic m, n (C € mNn),
trojuholnik AB;C.

Obr. 39

Trojuholnik ABC je pozadovany trojuholnik.

Riesenie ulohy Z5-1-5 (str. 90)

L spésob. Oznaéme hladané &slo A. Potom dany stcet je:
A+ 0,14+ 0,004 =1,114 =4773, z toho

A=4773:1,11
A = 4300.

96



Nezname cislo je 4 300.

II. spésob. Hladané &islo musi konéit dvomi nulami. Inak
by nemohol vzniknit celoéiselny siiéet. Teda ak hfadané &is-
lo zapiSeme v tvare zy00, tak siéet z Glohy mdzme zapisat:

zy 00
z y 0
Ty

4 773

Z toho priamo dostaneme y = 3; z = 4.

s vr

III. spésob. Oznaéme hladané &islo zyzt. Potom

8
8
N

N |8 @ W
Rl
S| N o~
o |~

Z toho priamo dostaneme t =0; z = 0; y = 3; z = 4.

Rie3enie ulohy Z5-1-6 (str. 90)

Ak Tavii zatvorku umiestnime tesne za znamienko +, ¢i-
ze pred niektoré parne éislo, vysledok neovplyvnime. Vidy
bude 100. Lavii zatvorku teda treba umiestnif medzi zna-
mienko — a niektoré nepdrne &islo. V dalSom budeme tento
poznatok vyuZivat.
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L. spdsob — skusmo. Zvolme si konkrétne neparne éislo.
Napr. 15. Potom mézme stcet pisat:

200 — 199+ 198 — 197+ ...+ 16 —
~(154+14-13+...— 1) =

= (200 — 199) + (198 — 197) + ...+ (18 — 17) +
+(16-15)— (14— 13+...— 1)

Danych 200 éisel, alebo tiez 100 dvojic susednych éisel sme
rozdelili do troch zatvoriek. V tretej je 14 &isel, ¢ize 7 dvojic,
v druhej je 1 dvojica a teda v prvej musi byt 92 dvojic.
Rozdiel ¢&isel v kazdej z tychto dvojic je 1. Teda celkovy
vysledok nasho pokusu je 92+ 1 — 7 = 86.

Potrebujeme dostat mensi vysledok. Posufime teda lav(
zatvorku viac dolava. (Tym sa zvacsi tretia zatvorka a bude-
me odZitat vacsie ¢islo.) Umiestnime ju napr. pred ¢islo 21.
Dostaneme

200199 +...+22— (21+20—...— 1) =
= (200 — 199 + ...+ 24 — 23) +

+(22-21)—(20-19+4...+2-1)=
=89+ 1— 10 = 80.

V tretej zatvorke je teraz o tri dvojice Cisel viac, v prvej
potom o tri dvojice ¢isel menej, vysledok je teda o 6 mensi.
Ak by sme presunuli zatvorku este viac dolava pred éislo
23, pribudla by v tretej zatvorke jedna dvojica a v prvej
zatvorke by jedna dvojica ubudla. Vysledok by sa zmensil
o 2. Vidime teda, ze vysledok bude vidy parny.
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Odpoved na otdzku a): Nech umiestnime lavi zatvorku
kdekolvek, nemozeme dostat vysledok 73.

Odpoved na otazku b): Zatvorku treba umiestnit pred
¢islo 29. (Videli sme totiz, Ze posunutie zatvorky o dve ¢isla
dolava znamené zmens3enie vysledku o 2.

II. sp6sob — ndrocnejsi. (Pre starSich a skisenejsich riesi-
telov.) Ako uz vieme, zatvorku treba umiestnit pred niekto-
ré nepéarne &islo. Pri vypoéte vyuZijeme, Ze zapis obsahuje
100 ,susednych“ dvojic. Oznaéme pozadovany vysledok V
a ¢&islo za favou zétvorkou a (a je neparne!). Potom:

200—-199+...+a+1-(a+a=-1-...=-1)=
=[200-199+...+a+3—-(a+2)]+(a+1l-ga)—
—(a=1-(a=2)+...42-1)=

=(99—“_1)+1—“'1=101-a.

Teda plati 101 —a = V, z toho @ = 101 — V' (a je nepérne).
Pre V = 73 dostavame a = 28, to vSak nie je neparne

¢islo; poziadavka sa ned4 splnif. Pre V = 72 dostdvame
a=29.
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RIESENIA ULOH IL KOLA

Riesenie ulohy Z5-II-1 (str. 91)

Uvazujme ¢iastocné vysledky urcené prvym, prvymi dvo-
mi, prvymi tromi, prvymi $tyrmi, atd. ¢islami vo vyraze:

508 — 505 + 502 — 499 4 496 — 493 + 490 — . ..

Sa to:
508 3 505 6 502 9 499

Vidime, ze v tejto postupnosti si:

Na neparnych miestach éisla, ktoré dostaneme postup-
nym od¢itavanim trojky od &isla 508. Sa to ¢isla, ktoré da-
vaji pri deleni tromi zvysok 1.

Na parnych miestach s nasobky troch.

a) Cislo 141 Je 47-nasobok troch, teda vyraz musi obsa-
hovat 47 dvojic, ¢o je 94 &isel.

b) Cislo 142 nie je nisobok troch. Preto musime vziat
v danom vyraze neparny pocet &isel (poéniic odlava).

Dostaneme ¢&isla 508, 505, 502, 499, ... t.. &isla, ktoré
vznikni postupnym odé&itanim éisla 3 od 508.

Kolkokrat musime teda od¢itat trojku od 508, aby sme
dostali 1427 Rozdiel 508 — 142 je 366, teda od 508 musime
odcitat 122krat trojku (366 : 3 = 122), aby sme dostali 142.
TakZe musime pouzit 122 dvojic, naznacenych vo vyraze

508 — 505 + 502 — 499 + 496 — 493 +490—. . .,

100



¢o je 244 &isel. Spolu s ¢islom 508 je to 245 Cisel. Teda dany
vyraz by mal obsahovat 245 ¢isel. Ale v danej postupnosti je
len 170 ¢isel, takze takymto spésobom éislo 142 nemébzeme
dostat.

a) Vyraz musi obsahovat 94 ¢isel.

b) Taky vysledok pri danych vyrazoch nikdy nedostane-
me.

RieSenie ulohy Z5-11-2 (str. 91)

Ak od neznameho ¢&isla od¢itame polovicu a Stvrtinu,
ostane nam Stvrtina tohto ¢isla. Teda nezname Cislo je stvor-
nasobkom ¢isla 148,5.

Hladané trojciferné &islo je éislo 594.

Riesenie ulohy Z5-1I-3 (str. 91)

Usecka, ktora deli trojuholnik, bud ide, alebo nejde z vr-
cholu tohto trojuholnika. St teda tieto moznosti delenia
(obr. 40, str.102). (Cisla v obrazku uruji, na kolko Zasti
Jje trojuholnik rozdeleny.)

Z obrazku 40 vidime, Ze trojuholnik mozno dvomi Gseé-
kami rozdelit na 3, 4, 5, 6, 8 Casti. Na iny pocet Casti troj-
uholnik danym sp6sobom rozdelit nemézme.
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Kategoria Z4

ULOHY I KOLA

(Riesenia tloh na str. 108)

24 -1 -1

Na stole lezi rozvinuty krajéirsky meter. Ked nan polo-
zime Zabku-skocku, skoéi o pat policok dopredu. Napriklad
z policka 26 na 31 a odtial na 36 atd.

Na prvych pat policok naraz polozime Zzabky-skocky.
Vsetkych pat zabiek zacne skdkat naraz. Ale pozor, zab-
ka, ktord dosko¢i na polic¢ko, ktoré sa da delif tromi bezo
zvySku, jedenkrat oddychuje a neskace.

Ktora zo zabiek prva preskoéi za policko 607

Z4 -1 -2

Otec ma Styroch synov a pozemok (obr. 41, str.104). Na
pozemku st vysadené ovocné stromy — 8 jabloni, 4 hrusky
a 4 marhule podla uvedeného naértku.

Tento pozemok chce rozdelit po vyznacenych ciarach na
styri rovnako velké zdhrady rovnakého tvaru tak, aby v kaz-
dej boli dve jablone, jedna hruska a jedna marhula.

Nadrtni tri r6zne spdsoby, ako to mozno urobit.
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Obr. 41
Z4-1-3

Na tenisovom dvorci sa stretli Adam, Boris a Cyril s Da-
Sou a Evou: Dohodli sa, ze bud( hrat zmieSana Stvorhru,
teda jeden muz a jedna Zena proti jednému muzovi a jednej
Zene. Zostavajici piaty bude rozhodovat. Aby si vsak kaz-
dy zahral, bude sa po kazdom sete rozhodca menit. Hrat
budi dovtedy, kym sa nevystriedajia vsetky mozné dvojice
siperov.

Ak by mali na dvorec nastupit také dvojice siperov, ktoré
uz proti sebe hrali, zadpas sa kon¢i. Kolko setov odohraja?

Z4-1-4

Na miesta koliesok zapiste znaky poctovych operacii +,
—, -, : a doplite zatvorky tak, aby ste dostali spravny vy-
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sledok:

50505=0
50505=2
50560b5=4
50505=6

Z4 -1-5

Kvader na obrazku 42 je zlozeny z 36 kociek s rozmermi
3 cm x 3 cm x 3 cm. Cheeme ho rozlozit na kocky s rozmermi
3 cm x 3cm x 3cm, pripadne s rozmermi 6cm X 6 cm X
x 6 cm. D4 sa to urobit niekolkymi spdsobmi. Kolko kociek
3cm x 3ecm x 3cm a 6cm x 6cm x 6cm pri jednotlivych
rozkladoch dostanete?

YAy a4
a4

ANANAN

Obr. 42
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Z4-1-6

Do kazdého krazku (obr.43) vpis jedno z Cisel 1, 2, 3, 4,
5, 6 (kazdé len raz) tak, aby platili naznacené rovnosti.

1

Obr. 43

ULOHY II. KOLA

(Riesenia tloh na str. 113)

Z4 -11 -1

Na stole lezi rozvinuty krajéirsky meter. Ked nan posa-
dime zabku-skocku, sko¢i o tri policka dozadu. Napriklad
2z policka 38 na policko 35. Na policka 38, 37 polozime dve
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zabky-sko¢ky. Obe zaénl skdkat naraz. Ale pozor, zabka,
ktord doskoéi na policko, ktoré sa da delit 6smymi bezo
zvysku, skace eSte raz, mimo poradia. Ktora zo zabiek skor
zosko€i z metra? (Meter zacina polickom ¢islo 1.)

Z4 - 11 -2

Do kazdého krazku na obr. 44 vpiste jedno z Cisel 2, 4, 6,
8, 10, 12 (kazdé len raz) tak, aby platili naznacené rovnosti:

Obr. 44

Z4 -11-3

Robotnici vyrobili za 4 mesiace 2000 vyrobkov, ¢im vy-
robili tolko, ako mali napldnované vyrobit za 5 mesiacov.
Dalej pokragovali v rovnakom tempe. O kolko vyrobkov pre-
kroéili plan za jeden rok?
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RIESENIA ULOH I. KOLA

RieSenie tlohy Z4-1-1 (str. 103)
Prva zabka skace z polictka 1 postupne na policka
6, 11, 16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51, 56, | 61.

Podéiarknuté &isla st delitelné tromi; oznacujt policka,
kde zabka stoji. Teda zabka skace 12krat a 4krat stoji, teda
za policko s ¢islom 60 preskoéi v 16. intervale.

Druha zabka skace z policka 2 postupne na policka

7,12, 17, 22, 27, 32, 37, 42, 47, 52, 57, | 62.

Rovnako ako prva zabka, dosko¢i za 60. policko v 16. in-
tervale.
Tretia Zabka skace z policka 3 postupne na policka

8, 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48, 53, 58, | 63.

Teda zabka skace 12krat a 3 razy stoji (prvykrat na éisle
3 nestoji, pretoze vSetkych pat zabiek zacne skakat naraz).
Tretia Zabka doskoéi za policko &islo 60 v 15. intervale.

Stvrta zabka skace z policka 4 postupne na policka

9, 14, 19, 24, 29, 34, 39, 44, 49, 54, 59, | 64.

Rovnako ako prva zabka, doskoci za 60. policko v 16. in-
tervale.
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Piata zabka skace z policka 5 postupne na policka
10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, | 65.

Rovnako ako prva zabka doskoéi za 60. policko v 16. in-

tervale.
Takze ako prva preskoéi policko ¢islo 60 zabka, ktora stoji

na Cisle 3.

Riesenie ulohy Z4-1-2 (str. 103)

Zahrada sa sklada z 16 stvorcovych policok. M4 sa rozde-
lit na Styri Casti rovnakej velkosti i tvaru, teda kazd4 musi
obsahovat styri policka. St 8tyri moznosti (obr. 45):

— mem ey I

l | L[] L

Obr. 45a Obr. 45b Obr. 45¢ Obr. 45d

Z nich zrejme nevyhovujia Casti z obrazku 45a ani 45b,
ani 45c. (Staéi, ak sa pokisite umiestnit viac rovnakych

o|xy0O Oo|xy0o
(ool NoX Ko No) Oojo|o
X110 X|O} X X|1O] X0 | X

ojoja ojoja

Obr. 46a Obr. 46b
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moznosti tak, aby sa tam mohla umiestnit dalSia taka ista).
Teda vyhovuja len Casti zdhrady tvaru 45d. Ich moznosti
rozmiestnenia do planiku zahrady st prave styri (obr. 46).

Oy x| 0 Oy x |0
ojoj]o O|0]0
X1O | X0 | X X|1Of X110 | X
Oojo | O Oojo | 0O

Obr. 46¢ Obr. 46d

RieSenie ulohy Z4-1-3 (str. 104)

Rozdelme muZov a Zeny do dvojic. SG tieto moZnosti:
(Osoby znalime zaéiatoénym pismenom ich mena.)

A-D,A-E, B-D,B-E C-D, C-E.

Dvojica A — D samozrejme nemodze hrat s A — E, ani s dvoji-
cou B - D. Dvojica A — D méze hrat len s B — E; rozhoduje
C, alebo s C - E; rozhoduje B. Dalsia dvojica je dvojica
A - E. Dvojica A — E méze hrat len s B — D; rozhoduje C,
alebo s C - D; rozhoduje B. Dalsia dvojica je dvojica B - D.
Ta vsak uz s dvojicou A - E hrala, takze dvojica B — D mo-
ze hrat len s C — E; rozhoduje A. Podobne dvojica B - E
moze hrat len s C — D; rozhoduje A.
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Iné mozZnosti nie st. Aby sa rozhodcovia po kazdom sete
menili, dané poradie trochu upravime. (Je viac moznosti.)
Napriklad méze priebeh zdpasu vyzerat takto:

Dvojica A - D proti dvojici B - E, rozhoduje C
A-E C-D B
B-D C-E A
A-E B-D C
A-E C-D B
B-E C- A

Takymto spésobom mozu odohrat najviac 6 setov.

RieSenie ulohy Z4-1-4 (str. 104)

Je viac mozZnosti. Jedna z nich je napriklad:

(5-5):5=0
(545):5=2
5-(5:5)=4
54+(5:5)=6

Skuste to urobit tak, aby vdm vy3li iné vysledky. Napr.:
1,3,5,7,...7 Nie vetky sa daja! Pohrajte sa s tym.

Riesenie tlohy Z4-1-5 (str. 105)

Kvéader mdzme rozlozit na 36 kociek rozmeru 3cm x
x 3cm x 3cm. Ak z kvddra vyberieme jednu kocku 6 cm x
%X 6cm X 6 cm, zostane ndm 28 kociek 3cm x 3cm x 3 cm.
Ak z kvadra vezmeme dve kocky 6 cm x 6 cm X 6 cm, zostane

111



nam 20 kociek 3cm x 3 cm x 3 cm. Tri kocky 6 cm X 6 cm x
x 6 cm uz z kvddra nemo6zme vybrat. Teda z kvadra mozme
kocku 6 cm x 6 cm x 6 cm nezobrat, alebo zobrat raz, alebo
vziat dvakrat. Pri prvom spdsobe dostaneme 36 mensich ko-

.....

viacerymi moznostami. Vedeli by ste uréit kolkymi?

Riesenie ulohy Z4-1-6 (str. 106)

Sacet vsetkych &isel, ktoré mame pouzit, je
1+42+3+4+5+6=21.

Siacet vysledkov je 11 + 11 = 22. Teda v prieniku musi byt
(rozmyslite preco) Cislo 1. Zvysné dva scitance v zvislom
stipci musia dat spolu sacet 10. Zo zvySnych to mozu byt
len ¢isla 4 a 6. Do vodorovného riadku potom zapiSseme
ostatné &isla 2,3 a 5.

Az na poradie séitancov v stipci (4. 6) a v riadku (2, 3, 5)
Jje jediné riesenie (obr. 47, str. 113).

Ulohu mézme riesit samozrejme aj skusmo. Hadame cisla
v krizkoch, az kym nam to nevyjde.
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Obr. 47

RIESENIA ULOH IL KOLA

Riesenie ulohy Z4-II-1 (str. 106)

Zapisme si Cisla, na ktoré Zabky doskakuja. Pri doskoceni
na ¢islo, ktoré je delitelné 6smymi, Zabka skace este raz.

1. zabka: 38 35 32 29 26 23 20 17 14 118 52 von
2. zabka: 373431 282522191613107 4 1 von

Prva z metra zosko¢i zabka, ktord stila na &isle 38.

Riesenie ilohy Z4-II-2 (str. 107)

Sucet vsetkych ¢isel je 2+4+6+8+ 10+ 12 = 42. Sacet
stuctov z obrazku je 50. Teda spolocné ¢islo obidvoch stctov
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musi byt 8. Potom sii, aZ na poradie ostatnych séitancov
v jednotlivych sGctoch, dve riesenia (obr.48a, b).

Obr. 48a

Obr. 48b

Riesenie tlohy Z4-II-3 (str. 107)

Ak robotnici vyrobili za 4 mesiace 2 000 vyrobkov, tak za
rok pri rovnhakom tempe vyrobili 3-2 000 = 6 000 vyrobkov.
Podla planu by mali 2000 vyrobkov vyrobit za 5 mesia-
cov, teda za mesiac by to bolo 2000 : 5 = 400 vyrobkov,
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¢o by bolo za rok 400 - 12 = 4800 vyrobkov. Teda robotni-
ci vyrobili o 6 000 — 4800 = 1200 vyrobkov viac, ako mali
vyrobit podla planu.
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Priloha

Ve zpravé o prubéhu 39. rocniku MO jsme uvedli, ze mno-
ho nasich zakl zakladnich Skol mélo moZnost zGcastnit se
nejen matematické olympiady, ale 1 fady korespondencnich
seminaid (KS) a dalsich soutézi. Uvedeme ukazky tloh z né-
kterych z nich. Véfime, Ze vas zaujmou a pokusite se aspon
nékteré z nich vyftesit. Nejlepsi vSak bude, kdyz se v bu-
doucnosti podobnych akei sami zGéastnite.

KORESPONDENCNI SEMINARE

Korespondenéni seminai pro zaky 4. roéniku — Frydek-
-Mistek, vedouci RNDr. Z. Bachelovd. Uvadime tlohy 3. ko-
la korespondenéniho seminéafe, ktery byl v roce 1989/90 jiz
IV. ro¢nikem soutéze.

1. Na 3 stromy priletélo 36 kavek. Kdyz z prvniho pre-
letélo na druhy 6 kavek a z druhého na treti 4 kavky, byl
na vSech stromech stejny pocet kavek. Kolik kavek sedélo
ptvodné na kazdém stromé?
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2. Pred i za cislo 1989 napiste jednu cislici tak, aby
vzniklé Sesticiferné ¢islo bylo délitelné 88.

3. Do krouzki na obr.49 vepiste cislice 1, 2, 3, ..., 9
tak, aby soucet isel na kazdé strané byl a) 17, b) 20.

Obr. 49

4. Kazdé pismeno nahrad &islici, aby vznikl spravny za-
pis s¢itani. Stejna pismena nahrad stejnymi &islicemi, rizna
pismena ruznymi &islicemi.

SPORT
PORT
ORT

RR RR R

Korespondenéni seminar pro zaky 5. roéniki — Frydek-
-Mistek, vedouci RNDr. Z. Bachelovd. Sezndmime vas s tlo-
hami 1. kola IV. ro¢niku soutéze (1989/90).
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1. Maéte 100 shodnych krychli s hranami délky 1 cm. Ko-
lik riiznych kvadri z nich mizete sestavit, jestlize pouzijete
vidy vSechny krychle?

2. Ctverec na obrazku 51 pokryjte mnohotihelniky z ob-
razku 50 tak, aby kazdy mnohothelnik pokryl jednu hvéz-
dicku.

Obr. 50
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Obr. 51

3. Urcete pocet vSech trojihelniki nakreslenych na ob-
rdzku 52a. Nakreslete vSechny typy téchto trojihelniki
a k nalrtku napiste délky stran; uZijte oznaéeni z obraz-
ku 52b.

Obr. 52a Obr. 52b

4. Honzik si koupil dvé lizitka a jeden pernik. Zaplatil za
né dohromady 4,50 K&s. Kdyby si koupil jedno lizatko a dva
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perniky, byl by zaplatil 6 Kés. Kolik korun stalo lizatko
a kolik korun stal pernik?

Korespondenéni semina¥ pro zaky 6. ai 8. roéniku —
Dvorakovo gymnazium Kralupy nad Vltavou, vede RNDr.
K. Simdnek. Uvedeme jako ukazku Glohy z 2. série vénova-
né tzv. Fibonacciovym ¢islim (podle italského matematika
Leonarda Pisano zvaného Fibonacci (1170-1230), ktery se
Jimi zabyval). Dalsi série byly vénovany geometrii, fyzikal-
nim aplikacim ap.

1. Zasadili jsme stromek. Po roce uz byl skoro dvojna-
sobny. Také mu vyrostla dlouhd boéni vétev. Nésledujici
rok mu vyrostla dalsi bo¢ni vétev a prvni vétev uz nerost-
la sikmo, ale smérem vzhiiru jako kmen (obr. 53). Vzdy po
roce zacala kazda boéni vétev riist smérem vzhiiru. Z vétvi,
které v minulém roce rostly smérem vzhiru, vyrostla vidy
v pristim roce i nova boc¢ni vétev.

/

Obr. 53
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a) Nakresli strom v 5. roce.

b) Dopli misto pomlcek, kolik vétvi bude mit strom v dal-
sich letech. Strom si naértni na velkém papife a do FeSeni
napi$ pouze Cisla.

17 27 3a 51 T Ty Ty Ty Ty T

Témto ¢islim fikdme Fibonacciova éisla.

¢) Zamysli se nad tim, podle jakého pravidla se vytvareji
dalsi a dalsi Fibonacciova Cisla.

d) Pokus se pokracovat ve Fibonacciové posloupnosti také
opacnym smérem, tedy doleva. Doplh misto pomlcek sprav-
na cisla.

- = 1,2 3,5

2. Turisté stoupaji do kopce. Na kopec vedou serpen-.
tiny (cesta se samymi zatackami, na obrazku 54 (str.122)
znazornéna ,klikatou“ ¢arou). Z mist, v nichZ serpentiny
méni smér, muzeme ve vystupu pokracovat i pfimou strmou
cestou (zkratkou). Komu prudké stoupani nevadi, mize si
obcas cestu zkratit.

a) Ke kazdému bodu, ve kterém se cesta vétvi, napis,
kolika zplsoby se tam turisté mohou dostat. Samozfejmé
se nebudou pritom vracet, ale ptijdou stale vzhiiru ve smé-
ru udaném nékterou Sipkou. Na prvni dvé rozcesti jsme jiz
spravnou odpovéd napsali. Ke startu jsme napsali &islo 1,
protoze nikde pfed startem nebylo rozcesti — dalo se tam
dostat jen jednou cestou.

b) Rozhodni, zda tato éisla rostou podle Fibonacciovy
posloupnosti.
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A
2 A
1
1
START Obr. 54

3. Kolik part potomkt mize mit v jednom roce jediny
par kralikd, kdyz budou splnény nésledujici tfi podminky:

a) kazdému dospélému péru se v kazdém mésici narodi
jeden par kralikd,

b) z narozenych kréalikd budou dospéli kralici za dva mé-
sice (tzn. par narozeny v lednu mé prvni dvojici potomki
v bfeznu),

¢) zaddny par neuhyne.

Korespondenéni seminai pro Zaky 6. az 8. roénikua —
pofadal KV MO Kosice. Seminar mél 5 sérii po 6 alohach.
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Vsechny vychézely z pribéhi, které vypravél medvidek Mis-
ka. Hrdinové jeho matematickych pfibéhd byli jeho pfatelé
mravenci, ktefi méli matematickd jména. Uvedeme tlohy
posledni série.

1. ,No teda“ — vzdychl si Hrkatko pfi pohledu na do-
méci Glohu:
20:5-2+6% =
»Zapomnél jsem si napsat zadvorky“. Kde ma Hrkatko na-
psat zavorky, jestlize vysledek ma byt a) 38, b) 196, c) 152,

d) 1117 Kolik riznych vysledkii mize dostat riznym uza-
~ vorkovanim tohoto vyrazu?

2. Mocninko chtél pomoci ¢tyt dvojek zapsat co nejvetsi
¢islo. Které z téchto cisel to bylo:

9992 9922 9222 992 9227 927 92%9

Umite tato &fsla usporadat podle velikosti?!)

') Autofi korespondenéniho seminafe méli ziejmé na mysli, Ze se
umochuje postupné, tzn. napiiklad:

222

2 = (22)22 = 422 - 244_

Obtiznéjsi iloha by vznikla, kdybychom méli poé&itat tak, aby vznikl
co nejvétsi vysledek, tzn. kdybychom méli moznost vybrat si pofadi

umochovani uzdvorkovanim. Naptiklad

2(22") — 4194304
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3. Ciselko, Nasledko, N4sobko a Rozumko travili odpo-
ledne na nedaleké louce prochazkou. Kazdy z nich se po-
hyboval po pfimce rovnomérnou rychlosti, priéemz zadné
dvé z téchto pfimek nebyly rovnobéiné a zadné tfi nemé-
ly spoleény bod. Rozumko se setkal s Ciselkem, Nasledkem
1 Nasobkem a pfi setkdni dostal od kazdého jednu Glohu. Vi-
me, ze Ciselko se setkal s Nasledkem a Nasobkem. Dokaite,
ze 1 Nasledko se setkal s Nasobkem.

4. Ciselko fekl Rozumkovi: ,,Cislo A Jje 1990ciferné a je
dalitelné deviti. Cislo B Je cifernym souctem cisla A, ¢islo C
Jje cifernym souctem cisla B a ¢islo D je cifernym souétem
¢isla C.“ Po chvili pfemysleni povédél Rozumko &islo D.
Jak ho poznal?

5. Néasledko mél prouzek papiru, na kterém byla napsa-
na fada znamének + a —. Ukdzal ho Rozumkovi a fekl:
»Mizes vygumovat libovolnd dvé znaménka a misto dvou
stejnych znamének napsat jedno znaménko + a misto dvou
riznych znamének napsat jedno znaménko —. To opakuj,
az nakonec dostanes jediné znaménko.“ Rozumko se dob-
fe podival na fadu znamének a hned fekl, jaké znaménko
zlstane nakonec, aniz by znaménka gumoval. Jak to zjistil?

6. Nasobko dal Rozumkovi ¢tvereckovany papir (délka
stran Ctverecki byl 1 mravenéi centimetr) a vybidl ho: ,,Na-
kresli rovnobéznik s vrcholy ve vrcholech této étvercové sité
tak, aby jeho obsah byl 25,5 mravenéich centimetri ctve-
re¢nych.“ ,, To nejde,“ namitl Rozumko. Mél pravdu? Proé?
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Korespondené¢ni seminar pro zaky 6. ai 8. roénika — KV
MO Praha a gymnézium, Praha 2, Korunni, vede RNDr.
J. Zhouf a S. Kasal. Pfinasime ukézky 4. série aloh.

1. Je mezi Cisly 1, 2, 3, ..., 9999999 vice téch, kterd
obsahuji cislici 1, nebo téch ostatnich?

2. Je dén obdélnik ABCD, kde |AB| = 3cm, |BC|
= lem. Na Gseéce C'D jsou dany body E a F tak, ze |CD| =
= 3|CE| = 3|EF| = 3|FD|. Urlete soucet velikosti Ghld
BAC, BAE a BAF.

3. Zjistéte, zda existuje trojihelnik, ktery ma obsah vétsi
nez 1 m? a pritom vsechny vysky mensi nez 1cm.

4. Indian Jones stanul na cesté za pokladem pred 111
lampami, z nichz kazda byla zapnuta nebo vypnuta. Jestli-
ze si vybere 13 lamp a mavne kouzelnym proutkem, pak je
pfepne (tzn. ty, které byly zhasnuté, rozsviti a naopak ty,
které byly rozsvicené, zase zhasne). To miZze opakovat koli-
krat chce. Déle vsak mize jit az tehdy, kdyz budou vsechny
lampy zhasnuty.

a) Podaii se — bez ohledu na pocet lamp, které byly ze
zacatku rozsviceny — pomoci kouzelného proutku vsechny
lampy zhasnout?

b) Na jaky nejmensi poCet mavnuti mize Jones pozhasi-
nat vSechny lampy, jestlize na zacatku byly vsechny rozsvi-
ceny?

Korespondenéni seminai pro zaky 7. a 8. roéniku — po-
boika JCMF Jihlava, vedou V. a M. Krejé. Autofi KS zad4-
vali lohy, které si navzajem pfedkladalo nékolik kamaradd.
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Pfi feSeni se seznamovali fesitelé i se jmény a tilohami nékte-
rych starovékych a stfedovékych matematiks, mezi nimiz
byli napfiklad Diofantos a Fermat. Uvedeme tlohy 2. kola.

1. V dilnéch opracovavali plastickou hmotu a vyrabéli
pro nejmensi zaky krychli¢ky s hranou délky 60 mm. V pfi-
§ti hodiné mél Kamil udélat v jedné z nich vyfez ve tvaru

kvadru podle obr. 55. Ale chyba lavky! Zapomnél rozméry

Obr. 55

tohoto vyfezu. Jesté, Ze si pamatoval, Ze to jsou v milimet-
rech celd &isla. Déle védél, Ze povrch télesa, které vznikne po
vytezu, bude o jednu Sestinu vétsi, nez povrch celé krychle.
Délka y (obr. 55) nesmi byt mensi nez 10 mm, ale musi byt
mensi nez 30 mm. Mize Kamil kol splnit, nebo se musi jit

pfiznat, Ze byl nepozorny a na rozméry se presné preptat?

2. Radek dostal jiny tkol: Kolik kvadrd s povrchem
52cm? a s jednim rozmérem a = 2cm je mozno sestavit
z nejvice 40 krychli s hranou délky 1cm? Poradite?
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3. Na zopakovani Gloh z 1. kola zadal Radek Kamilovi
tlohu: ,, Vyjadfi ¢&isla 34 a 25 jako &isla rovné soultu dvou
Etverchi ve tvaru souctu dvou jinych &tverct.“?)

4. Vzpominka na prazdniny. Kamil s Radkem se domlu-
vili s dalsimi ¢tyFmi kamarady, Ze si budou dopisovat o dvou
tématech. Kazdy bude psit vsem zbyvajicim a kazda dvo-
jice (jako Kamil a Radek) ma smluveno jedno téma. Kluci
bezpelné zjistili, Ze je mozno najit aspon jednu trojici ka-
maradi, ktefi si dopisuji o stejném tématu. Zkuste to také
dokazat.

Korespondenény semindr pre Ziakov 7. a 8. roénika
(PIKOMAT) semindr Zamat — MFF UK Bratislava, ve-
die Z. Kocsis. Uvddzame ukdzku zimnej Casti.

Kozmicka lod Saturnin sa uz po desatrocia plavila neko-
neénymi moriami vesmirneho ocednu hfadajic miesto, kde
vesmirny pirat 8kulavy Sven ukryl dékaz Goldbachovej hy-
potézy, v ktorej sa tvrdi, Ze TubovoIné parne ¢&islo valsie
ne? dva sa d4 napisat ako s(ilet dvoch prvoéisel. Posiddku
lode Saturnin tvorilo sto ostriefanych vesmirnych pirtov.
Aby dlho hladané miesto neprehliadli, boli vZdy traja chla-
pi v sluzbe podla predom stanoveného harmonogramu slu-
zieb. Tento harmonogram sa snazili urobit tak, aby v om
bol rozpis pre vsetkych sto élenov posadky, ale aby Ziad-
ny dvaja nemuseli spolu slizit dvakrat. Samozrejme vsetci
musia slZit rovnako velakrat.

?) Jinymi slovy: Najdéte aspon dvé dvojice celych nebo racionalnich
&isel z, y, které jsou Fesenim rovnice z2+y? = 34 arovnicez2+y? =
= 25. Podobné tlohy fesil ve starovéku fecky matematik Diofantos.
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1. Pomozte im zostavit taky harmonogram.

Tento rok ma sluzbu trojica Joe, Bob a Georg. Joe a Bob
st vo veline a snazia si rozdelit kopu rombil (vzacna plodina
dordband na planéte Quicksort), ktoré ,dostali ako vylep-
senie ku strave. Nie je to jednoduché lebo ich nie je parny
pocet. Tu Boba napadla takato moznost delenia:

Predpokladajme tri spésoby delenia, z ktorych ma kazdy
tri etapy (1. a 2. etapa je zhodna pre vsetky tri sposoby):

1. etapa: Bob rozdeli kopu na dve casti, pricom v kazdej
z nich buda aspon dve rombuly.

2. etapa: Joe rozdeli kazda cast znovu na dve Casti tak, aby
v kazdej casti zostala aspon jedna rombula.

3. etapa: Pri 1. spésobe Joe berie najvacsiu a najmensiu
Cast.
Pri 2. sp6sobe Joe berie dve stredné Casti.
Pri 3. spdsobe Joe berie bud najvacsiu a najmen-
Siu Cast, alebo dve stredné Casti, ale za pravo vy-
beru musi dat Bobovi jednu rombulu.

2. Rozhodnite, ktory sposob je pre Joa najvyhodnejsi
a ktory najmenej vyhodny, ak na kope je aspon 15 rombil.

Georg sa medzitym pohraval s pocitatom, daval si
vypisovat rdzne ¢&isla; chcel zistit, kolko miesta zaberie
1989ciferné, tak si dal nejaké vypisat’. Zabralo to necelych
25 riadkov. Ked ho uz mal vygenerované, tak sa o iom sna-
zil dozvediet ¢o najviac. Okrem iného sa o nom dozvedel
z informécii poéitaca, Ze je delitelné deviatimi. Potom si
z neho dal urobit ciferny stcet, dostal éislo a, dal spravit
ciferny stcet a, dostal b a potom este raz ciferny stcet z b
a dostal c.
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3. Comu sa rovné c?

Georg po chvilke ivah dospel k ndzoru, ze vysledok vébec
nezavisi od toho, aké ¢islo mu poéita¢ vygeneroval. Len to
je podstatné, aby bolo delitelné deviatimi.

Tomuto objavu sa velmi potesil, chcel ho oznamit kole-
gom. Prudko vstal, pricom sa mu ,podarilo“ zhodit velka
kristalov kocku. T4 sa rozpadla na niekolko Stvorstenov.
Aké bolo jeho prekvapenie, ked zistil, ze kocka sa rozpadla
na najmensi mozny pocet Stvorstenov.

4. Na kolko ¢asti sa rozpadla kocka?

Ako takto na lodi plynul Zivot, ozval sa zrazu vystrazny
hlas riadiaceho poéita¢a oznamujuci, zZe dorazili na miesto,
kde je ukryty kIté¢ k tajomstvu. Toto miesto strazi majak,
ktory vysiela svetelny 10¢ s dosvitom 56 AU. Majak sa toci
okolo svojej osi a rychlost konca laéa je 14 AU za hodinu.
Rychlost ndsho vesmirneho kordbu je 2 AU za hodinu. Ak
lac zasiahne korab, zni¢i ho.

5. Poradte posadke, ¢i sa k pokladu mdze vébec dostat,
a ak 4ano, tak ako. Ulohu rieste len v rovine.

DALSI MATEMATICKE SOUTEZE

Tymova soutéi ,Dejte hlavy dohromady“ — porada po-
boéka JCMF Praha, vede doc. RNDr. M. Koman, CSc.
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Soutéz je urcena zakim 6. ro¢niku tfid s rozsifenym vy-
ucovanim matematiky a prirodovédnych predméti z Prahy
a Stfedoceského kraje. Soutézi ctyiélenna druzstva. Pred-
nosti soutéze je, ze zaci mohou fesit tlohy spolecné, vzajem-
né si radit, pomahat a kontrolovat vysledky i celd feseni.

1. Koldce

Novéakovi maji ctyfi kluky jako buky. Na rano jim maminka
pripravila misu kola¢i. Prvni vstaval Karel a snédl jeden
kolac a jesté tretinu zbylych koldcli. Druhy se probudil Jirka
a rovnéz snédl jeden kola¢ a jesté tfetinu zbylych. T¥eti
vstaval Honza a poéinal si stejné jako Karel a Jirka. Zbylé
kolace dojedl Pavel, ktery vstaval posledni. Jaky nejmensi
pocet kolact musel byt ptivodné na mise?

2. Rozhovor

Petr: Nasi sousedé mayji tfi déti. Soucin jejich véku je 36.
" Umis uréit vék déti nasich souseda?

Karel: f]daje mi nestaci.

Petr: Soucet jejich véki je shodny s cislem vaseho domu.

Karel: Jesté mi to nestaci, porad je vice moznosti.

Petr: Jejich nejstarsi syn nosi bryle.

Karel: Nyni je mi uz jasné, kolik let je détem vasich sou-

sedi. Je jim D l:l D let.

Dovedete 1 vy urcit vék vsech tfi déti?

3. Plot
Vlnitym plechem je tfeba ohradit prostranstvi tvaru ¢tverce
se stranou délky 19 metria. Délnici maji 13 dilt délky 4 m
a 8 dili délky 3 m. Poradte, jak maji prostranstvi ohradit,
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aniz by museli nékteré dily fezat nebo ohybat. Nakreslete
obréazek a vyznaéte umisténi dili.

4. Presypact hodiny
Jirka m4 étyFminutové a sedmiminutové presypaci hodiny.
Kdy?7 si v kuchafské knize precetl, Ze vajicko natvrdo se vari
devét minut, zajimalo ho, zda tento ¢as muze odmérit po-
moci svych presypacich hodin. Po chvili pfemysleni zjistil,
ze ano. Jak?

5. Plakdt

D
;{\
1,

TIZ

(4D
)

Obr. 56
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Obrazek 56 rozstiihnéte na dvé stejné ¢asti tak, aby jejich
sestavenim vznikl ¢tvercovy plakat propagujici nasi soutéz.

6. Krychle
V krychli slepené ze 125 jednotkovych krychli byly pro-
vrtany 3 kolmé tunely ve tvaru hranold, jejichz podstavy

jsou vyznaceny na obrazku 57. Vypocitejte objem provrta-
né krychle.?)

[ L L L L

MW

Obr. 57

1. Zeleznice
Dily modelu détské zeleznice maji tvar ¢tvrtkruznic. Z nich
lze sestavovat rizné okruzni drdhy. Na obrazku 58 jsou
ukazky dvou sestavenych okruhti ze 12 dili. Nakreslete co

3) Na$im ¢tenaiim doporucujeme fesit i slozitéjsi ilohu — vypoditat
povrch provrtané krychle.
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Obr. 58

nejveétsi pocet okruznich drah ze 16 dili. Drahy, které se 1isi
Jjen jako leva a prava rukavice, povazujte za shodné.

8. Bludiste
V misté A vbéhla do bludisté (obr. 59) vydésend mysi rodi-
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na. VSechny mysi $tastné probéhly bludistém do mista B.
Z rozhovoru udychanych mysi se dozvidame:

a) Kazda mys bézela po chodbickach jen smérem doprava
a nahoru, '

b) zaddné dvé mysi nebézely stejnou cestou,

¢) kdyby bylo jesté o jednu mys vice, pak by nékteré dvé
musely béZzet po stejné cesté.

Kolik ¢lenti méla mysi rodina?

Tymova soutéi ,,Dejte hlavy dohromady* — poradd OPS
Opava, vede RNDr. L. Hozovd. Pravidla soutéze jsou stejnd
jako pravidla stejnojmenné soutéze poradané v Praze.

1. Rozlozte v roviné 10 minci do péti pfimych Fad, pfi-
cemz v kazdé fadé musi byt ¢tyfi mince. Kolik najdete Fe-
Seni?

2. Nahradte pismena ¢islicemi od 0 do 9 tak, aby platilo
vSech 5 rovnic:

AB-AA =CDDC

EF . AA =GDDG

= +

FG-AA=FDDF

3. Ctyfi bratfi zdédili zahradu, na které byly vysazeny

na ctvercovych zahonech 4 jabloné a 4 tfeSné (obr. 60). Jak
se maji o zahradu podélit, aby kazdy dostal ¢ast zahrady
stejného tvaru a stejné velikosti jako ostatni a pfitom, aby
mél na svém dilu jednu jablon a jednu tresen?

4. V jednom krélovstvi byla véznice, v ni 100 cel a v kaz-
dé cele byl jeden vézen. Zamek kazdé cely bylo mozno za-
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Obr. 60

mknout pouze na 1 zdpad. Jednou mél kral dobrou naladu
a fekl si, ze viechny vézné pusti na svobodu. Sel a otoéil
klic¢em. Vézni vSak neutekli, protoZe na to nepfisli. Druhy
den si krél fekl, Zze by byl moc mirny, kdyby pustil vsech-
ny vézné. Sel 2 u kazdé druhé cely otoéil klicem. Treti den
otoéil klicem  kazdé treti cely atd. az sty den u sté cely.
Potom vyhlasjl, ze kdo neni zaméen, je volny a mize odejit.
Urcete, které cely byly odemceny.,

5. Z kazdé sité z obr. 61 slozte téleso.

— N/
<>ty

Obr. 61
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Dopliite cary, podle kterych se musi sit prelozit.

Krajské kolo MO kategorie Z6 — poradal pro zaky Zapa-
doceského kraje KV MO, vedla PaedDr. M. Ausbergerovd.

1. Kalendar byl béhem roku zlevnén o 40 % a ke konci
roku jesté o dvé tfetiny nové ceny. Nakonec byla jeho cena
sniZena o dalsi tf1 koruny a kalendar byl prodavan v bazaru
za dvé koruny. Jaka byla jeho pivodni cena?

2. Je dan ctyfahelnik ABCD. Body F, F, G, H jsou po
fadé stfedy stran a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA|.
Dokazte, ze

|[EG|(b+d) : 2, |[FH|< (a+c¢):2.

3. Kolik rtiznych obdélnikii lze sestavit z 225 ¢tvercovych
dlazdic tak, aby byly vzdy vSechny pouzity? Vypoditejte
obvody a obsahy téchto obdélniki.

4. Lyzaf si vypocital, ze pobézi-li rychlosti 10 km za ho-
dinu, dorazi k cili hodinu po poledni, pobézi-li rychlosti
15km za hodinu, bude v cili hodinu pfed polednem. Jakou
rychlosti musi bézet, aby dorazil na misto pravé v poledne?

5. V dilné vyrobili za tfi dny 58 vyrobkid. Prvni a druhy
den vyrobili dohromady 43 vyrobky, druhy a tfeti den vy-
robili 35 vyrobki. Vypoditejte, kolik vyrobki vyrobili tfeti
den?

Krajské kolo MO kategorie Z7 — poradal pro zaky Zapa-
doceského kraje KV MO, vedla PaedDr. M. Ausbergerovd.
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1. a) Je déan ctyfahelnik ABCD. Dokaite, ze pro délky
jeho stran a ahlopricek plati:

a+b+c+d>u+v>(a+b+c+d):2.

b) Zahrada m4 tvar ¢tyFahelniku se stranami délky nej-
vyse 100 m. Uprostied kazdé strany je v ploté branka. Do-
kazte, Ze z libovolného mista na zahradé je k nejblizsi brance
nejvyse 50 m.

2. Jitka se o vanocich nebréanila sladkostem a jeji hmot-
nost vzrostla o 5 %. Potom byla tyden na horéach a jeji hmot-
aost poklesla o 5 %. M4 Jitka opét ptivodni hmotnost?

3. Deset metri vysoky stozar se zlomil tak, ze jeho vr-
:holek se dotyka zemé 3 metry od paty stozaru. V jaké vysce
se stozar zlomil?

4. Objem skiiné je 2,5m3. Zjistéte, zda je mozné do
skfiné uschovat ty¢ délky 3,4 metru. Pritom vite, zZe Sifka
skfiné je Ctyfikrat vétsi nez jeji hloubka a jeji vyska se rovna
souctu zbyvajicich dvou rozmeéru.
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