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O prubéhu 41. ro¢niku matematické olympiddy

Soutéz Matematicka olympidda ve Skolnim roce 1991/92 potéadaly pro
zaky stfednich a zdkladnich $kol Ministerstvo Skolstvi, mladeZe a t&lovy-
chovy CR, Ministerstvo §kolstvi, mladeZe a sportu SR ve spolupraci s Jed-
notou feskych matematiki a fyzikd, Jednotou slovenskych matematiki
a fyzikt a Matematickym tstavem CSAV. Soutéz ¥idil tst¥edni vybor ma-
tematické olympiddy (UV MO) prostfednictvim oblastnich a okresnich
vyborti matematické olympiady.

Cilem soutéZe je vyhledavani Zaka talentovanych v matematice, pro-
bouzeni jejich hlubsiho zdjmu o matematiku a rozvijeni jejich matema-
tickych schopnosti. Ve §kolnim roce 1991/92 se uskuteénil jeji 41. ro&nik.

Usttedni vybor MO pracoval ve slozeni, v ném# byl jmenovan mi-
nisterstvy $kolstvi CR a SR na pétileté obdobi pfi zahéjeni 39. ro¢niku.
Piedsedou UV MO byl doc. dr. Leo Boéek, CSc., z MFF UK v Praze,
tajemniky byli dr. Karel Hordk, CSc., z MU CSAV v Praze a dr. Jif
Binder, CSc., z PF UK v Praze. '

V priib&hu 41. roéniku MO se konala dvé zasedani UV MO, prvni dne
9. prosince 1991 v Brné, druhé 6.-7. dubna 1992 v Bilovci pfi celostatnim
kole kategorie A. Bylo projednavano hodnoceni prib&hu soutéze, zabez-
peceni celostatnich soustfedéni aspésnych fesitelt MO vietné soustiedéni
pro pfipravu na MMO, korespondenéni seminad¥ UV MO a organizace
dalsich kol soutéze. Byla diskutovana vhodnost vybéru tloh MO.

V organizaci vlastni soutéze nedoslo k Zaddnym zméndm. Pro Zaky
zékladnich kol byla soutéZ rozdélena do péti kategorii Z4, Z5, Z6, Z7
‘a Z8, které byly urfeny postupné Zaktm 4. aZ 8. ro¢niku. Podrobnosti
mohou najit zdjemci v broZzurce M. Koman a kol.: /1. roénik MO na
zdkladnich Skoldch, jejiz vydani se rovné% pfipravuje.

Pro zéky stiednich kol byla soutéZ organizovana ve Etyfech kategori-
ich A, B, C a P. Kategorie A byla urlena zaktim 3. a 4. ro¢niki stfednich
Skol, kategorie B byla pro zaky 2. ro¢nikd a v kategorii C soutézili z4ci
1. ro¢nikt. Pro zaky vSech tiid stfednich Skol byla uréena jesté katego-
rie P, zaméfenda na tlohy z programovani a matematické informatiky.



V kategoriich A, B a C m4 I. kolo dvé ¢4sti. V prvni ¢asti fesi soutézici
6 uloh doma nebo v matematickych krouZcich a mohou se pfitom radit se
svymi uditeli, vedoucimi krouzkd apod. Druh4 &4st ma formu klauzurni
prace, v niZ fe$i Zaci t¥i Glohy v omezeném ¢ase 4 hodin. ReSitelé, ktefi
ispéS$né projdou prvnim kolem, jsou pozvdni do druhého (oblastniho)
kola soutéze, kde Fesi étyfi tlohy opét v limitu étyf hodin.

V kategoriich A a P se kond jeSté treti, celostatni kolo. V ném je
vlastni soutéZ rozdélena do dvou dnti. V kategorii A fesi soutézici kazdy
den tii Glohy v €asovém limitu &tyfi hodiny, v kategorii P ve stejném
limitu vzdy dvé alohy.

Celostétni kolo 41. ro¢niku se uskute¢nilo v Bilovci ve dnech 5.-8. dub-
na 1992 (kat. A) a 8.-11. dubna 1992 (kat. P). Na zabezpeleni soutéze
véetné bohatého doprovodného programu pro soutézici i &leny UV MO se
obétavé podileli ¢lenové oblastniho vyboru MO Severni Moravy, pracov-
nici matematickych kateder piirodovédecké fakulty Palackého univerzity
v Olomouci a zejména profesofi a pedagogicky sbor gymnéazia Mikulése
Kopernika v Bilovci.

Vybrana druzstva se zcastnila mezindrodni matematické olympiady
i mezindrodni olympiddy v informatice. Témto soutézim je vénovana sa-
mostatnd kapitola v zavéru této rofenky.

K matematické olympiadé vedle vlastni soutéze patii i fada doprovod-
nych akci pro talentované zZaky. Z akci porddanych oblastnimi vybory MO
k nim zejména patii seminéfe pro fesitele MO a instruktaze pro udlitele.
Pro nejlsp&sngjsi reditele oblastnich kol MO a korespondené¢nich semi-
nafd byla pofddana (vétSinou tydenni) soustfedéni.

Usttedni vybor MO zajistoval dvé celostatni soustfedéni. Pro zaky ne-
maturujicich ro¢niki to bylo jiz tradi¢ni soustfedéni 80 resiteld tloh MO
a FO. Probé&hlo ve dnech 14.-26.6. 1992 v Banské Stiavnici. Dalsi soustie-
déni bylo vénovano pfipravé ¢eskoslovenského druZstva na mezindrodni
matematickou olympiddu a konalo se 22.-26. ¢ervna 1992 v Pardubicich
(8 tdastniki). UV MO téz zajistoval celost4tni korespondenéni seminf
(seminéfi je vénovana samostatnd Cast této brozury).

Sout&zni tlohy I. (doméciho) kola vSech kategorii matematické olym-
piddy- jsou publikovany v tzv. soutéznich letacich. Ulohy jsou dale zve-
fejhovany v Casopisech Matematika, fyzika, informatika a Rozhledy ma-
tematicko-fyzikdlni. Na pomoc uéitelim jsou pak rozesilany na $koly ko-
mentare k Gloham. -



Na zavér kazdého roéniku MO byla ministerstvem Skolstvi ve Statnim
pedagogickém nakladatelstvi az do 40. roéniku vydavana rocenka, ktera
uvedla vSechny zajimavé vysledky, pfehled o podtu tcastniki v jednot-
livjch regionech a zejména vSechny tlohy jak nasi, tak i mezinarodnich
olympidd vletné jejich feSeni. RoCenky dalSich ro¢nikd v8ak nékolik let
chybély. Nyni se vim kone¢né dostava do ruky prvni z chybéjicich roce-
nek, a to pé&i Ustiedniho vyboru MO a Jednoty Eeskych matematiki a fy-
zikd. Soucasné vychazi i ro¢enka 43. ro¢niku MO na zdkladnich Skol4dch
a vzapéti vyjde i ro¢enka pravé ukoncéeného 45. ro¢niku MO. Postupné
by se tak mé&ly objevit i ostatni chybgjici ro€enky, jejichz tézistém je
zejména bohatstvi velkého poctu zajimavych a originélnich Gloh. Tésime
se na vas ohlas a pfipominky.

Autofi rofenky jménem Ustiedniho viboru MO dékuji touto cestou
vSem organizatorim soutéze, piedevsim pak ucitelim za jejich obétavou
spolupraci a za péci, kterou vénuji svym zakim. Zaroveh vyzyvaji viechny
zéjemce o spolupréci pii tvorbé zajimavych — predev$im pivodnich —
uloh.

Zkuste zaZit pocit radosti z toho, objevite-li svou tlohu i se svym
jménem v soutéznim letaku.

Néavrhy na soutézni lohy pro kategorie A, B a C laskavé zasilejte na
adresu predsedy &eské tilohové komise doc. RNDr. Jaromira Simsi, CSc.,
MU AV CR, Zizkova 22, 616 00 Brno. Navrhy tloh vhodnych pro kate-
gorii P zasilejte na adresu doc. RNDr. Pavla Tépfera, MFF UK Praha,
Malostranské nam. 25, 118 00 Praha 1.



Tabulka 1

Poéty Zaki stfednich 3kol soutéZicich v I. kole 41. ro¢niku MO

Kategorie
Oblast A B C P Celkem
S U S U S U S U S U
Praha 100 30 90 56 80 53| 17 17| 287 156
Stfedni Cechy 86 27 87 38| 160 44| 12 10| 345 119
Jizni Cechy 58 45 55 46 61 47 20 18| 194 156
Zapadni Cechy 52 31 63 46 77 50| 17 12| 209 139
Severni Cechy
Vychodni Cechy .
Brno 114 42 97 78 73 51 9 9| 293 180
Jihlava 42 22 57 31 72 38 4 2| 175 93
Zlin 9 8 43 20 45 24 ~ 97 52
Severni Morava 128 54 158 100 138 69| 12 12| 436 235
Bratislava 110 55| 140 97| 170 160 420 312
Zéapadni Slovensko 167 135 | 207 184 | 273 201 | 48 39| 695 559
Stfedni Slovensko 8 71 180 137 | 125 98 | 12 8| 402 314
Vychodni Slovensko 82 55 175 121 387 184 | 29 16 673 376
Ceska republika 589 259 | 650 415 | 706 376 | 91 80 |2036 1130
Slovenska republika 444 316 | 702 539 | 955 643 | 89 63 (2190 1561
CSFR 1033 575 (1352 954 | 1661 1019 | 180 143 | 4226 2691
Tabulka 2
Poéty Zaka stfednich kol soutézicich v II. kole 41. roé¢niku MO
Kategorie
Oblast A B C P Celkem
. S U S U S U S U S U
Praha 29 24 52 19| 49 45 17 9 147 97
St¥edni Cechy 24 7 38 7| 41 20 10 6 113 40
Jizni Cechy 32 15| 42 21 39 21 17 3 130 60
Zapadni Cechy 28 13| 43 13| 47 39 10 4 128 69
Severni Cechy
Vychodni Cechy —
Brno 41 27| 71 22 51 35 9 5 172 89
Jihlava 20 3 29 5 37 13 86 21
Zlin 8 1 19 2 19 10 46 13
Severni Morava 51 29 99 46 69 59, 9 8 228 142
Bratislava 53 43 94 32| 138 98 285 173
Zapadni Slovensko 131 31 | 176 91|18 77 38 10 530 127
Stfedni Slovensko 62 36 95 21 95 61 8 4 260 122
Vychodni Slovensko 53 17 | 105 26 | 173 79 16 7 347 129
Ceska republika 233 119 | 393 135 | 352 242 72 35| 1050 531
Slovenska republika 299 127 | 470 88 | 591 315 62 21 | 1422 551
CSFR 532 246 | 863 223 | 943 557 | 134 56 | 2472 1082

S ... polet vSech soutéZicich

8

U ... poet Gspé&nych FeSiteld




Vysledky celostatniho kola 41. roéniku MO
kategorie A

Vitézové
1.-2. Lubos Motl, 4 G Plzen, Opavska, 42b.
Michal Stehlik, 4 G Brno, kpt. JaroSe, 42b.
3. Juraj Lanyi, 4 GAM Bratislava, 41b.
4.-6. Kamil Budinsky, 3 GJH Bratislava, 38b.
Vit Novdk, 3 G Praha, Korunni, 38b.
Pavel Ruzicka, 4 G Brno, kpt. JarogSe, 38b.
7.-10. Ondrej Klima, 3 G Brno, kpt. Jarose, - 37b.
Michal Kubecek, 4 G Praha, Korunni, 37b.
Martin Niepel, 2 GAM Bratislava, 37b.
Matej Ondrusek, 3 GJH Bratislava, 37b.
11.-16. Viliam Bir, 3 GAM Bratislava, 35b.
Pavol Mederly, 4 GAM Bratislava, 35b.
Filip Miinz, 4 G Brno, kpt. JaroSe, 35b.
Josef Mensik, 4 G Brno, kpt. Jarose, 35b.
Daniel Stefankovi¢, 3 GAM Bratislava, 35b.
. Herbert Vojcik, 4 G Kosice, Pivovarska, 35b.
_17.-19. Richard K. Kollar, 3 GAM Bratislava, 34b.
Lubos Pdstor, 4 G Kogice, Pivovarska, 34b.
Andrej Zlatos, 2 GAM Bratislava, 34b.

Dalsi uspésni tesitelé

20.-21. Katarina Skalovd, 3 GAM Bratislava 33b.
Michal Skokan, 2 G Zilina, Velka Okruzna 33b.

22.-23. Pavol Marton, 3 GAM Bratislava 32b.
) Petr Novotny, 4 G Praha, Korunni 32b.
24.-26. Petr Staufc¢ik, 3 GMK Bilovec . ' 31b.
Milos Volauf, 3 GAM Bratislava 31b.

Tomds Zellerin, 4 G Usti n.L., Jate¢ni 31b.

27.-29. Jiri Cernyj, 3 G Plzen, Mikula$ské nam. 30b.



30.-36.

37.-43.
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Roman Koch, 4 GMK Bilovec

Viclav Kominek, 3 G Brno, kpt. JaroSe
Martin Benes, 3 GMK Bilovec

Marcela Hlawiczkovd, 3 G T¥inec

Jdn Mariuch, 4 G Kosice, Pivovarska

Dusan Svitek, 4 G Ban. Bystrica, Tajovského
Jana Uhrovd, 3 GMK Bilovec

Jiri Vanicek, 3 G Praha, Korunni

Jin Zabka, 3 G Zilina, Velk4 Okruzna
Tomds$ Bruna, 3 G Zilina, Velkd Okruzna
Martin Kacer, 3 G Liberec

Ladislav Kis, 4 GAM Bratislava

Matej Kordos, 4 GJH Bratislava

Alezander Kupéo, 4 GMK Bilovec

Roman Mackovéik, 4 G Banska Stiavnica
Michael Schenk, 4 G C. Budgjovice, Jirovcova

30b.
30b.
29b.
29b.
29b.
29b.
29b.
29b.
29b.
28b.
28b.
28b.
28b.
28b.
28b.
28b.



13.-16.

17.-18.

19.-22.

23.-26.

Vysledky celostatniho kola 41. roéniku MO

kategorie P

Vitézove

. Matej Ondrusek, 3 GJH Bratislava

. Michal Kubedek, 4 G Praha, Korunni

. Herbert Vojc¢ik, 4 G Kosice, Pivovarska

. Jana Syrovdtkovd, 3 G Brno, kpt. Jarose
. Tomds$ Vina#, 2 G Kosice, Srobarova

Jan Kotas, 4 G Plzen, Mikul4$ské nam.

. Jan Kybic, 4 G Praha, Korunni

Rastislav Krdlovic¢, 3 G Bratislava, Vazovova

. Pavel Karnkovsky, 4 G Brno, kpt. Jarose
. Michal Koucky, 4 G Praha, Korunni

Daniel Stefankovi¢, 3 GAM Bratislava

. Pavel Petrovi¢, 3 GJH Bratislava

Dalsi uspésni resitelé

Martin Helmich, 4 G Mlada Boleslav
Jaroslav Kaas, 4 G Plzen, Mikula$ské nadm.
Martin Mare$, 1 G Praha, U libei. zdmku
Karel Srieni, 4 G BeneSov

Peter Budai, 4 G KoSice

Tomds Némec, 4 G Beroun

Juraj Bardt, 3 G KoSice, Srobarova

Milan Bok, 3 G Praha; Korunni

Vit Nowvdk, 3 G Praha, Korunni

Dusan Vallo, 4 GJH Bratislava

Marek Gura, 4 G Poprad

Richard Ostertdg, 4 GJH Bratislava
Michael Schenk, 4 G C. Budé&jovice, Jirovcova
Jiri Vaniéek, 3 G Praha, Korunni

40b.
37b.
30b.
29b.
28b.
28b.
27b.
27b.
26b.
25b.
25b.
24b.

22b.
22b.
22b.
22b.
22b.
22b.
19b.
19b.
19b.
19b.
18b.
18 b.
18b.
18b.
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Nejlspésnéjsi Fesitelé II. kola MO
v kategoriich A, B, C a P

Z kazdého kraje a z kazdé kategorie je uvedeno nejvysSe prvnich deset
TeSiteld. Oznaceni G znamend gymnazium.

Praha
Kategorie A

1. Jiri Vanicek, 3E, G Korunni
2.-4. Vit Novdk, 3E, G Korunni
Tomds Krakolev, 4E, G Korunni
Michal Kubecek, 4D, G Korunni
5. Jan Vondrdk, 4E, G Korunni
6. Petr Novotny, 4D, G Korunni
7. Tomds Kocka, 3D, G U libefiského zdmku
8.-9. Jiti Hanika, 3E, G Korunni
Vladimir Bohdcek, 4A, G Vodéradska
10. Tomds Dusek, 3E, G Korunni

Kategorie B

1. Pavel Kraemer, 2A, G Nad aleji
2. Jan Vaneék, 2D, G Korunni
3. Jitka Neéasovd, 2D, G Korunni
4.-5. Pavel Korber, 2D, G Korunni
" Michaela Markové, 2D, G Korunni
6. Robert Chudy, 2D, G Korunni
7. Milan Hokr, 2D, G Korunni
8.-9. Pavlina Mardnkovd, 2D, G Korunni
Petr Pajas, 2D, G Korunni
10.-12. JiFi Kosek, 2D, G Korunni
Katefina Pacovskd, 2D, G Korunni

12
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Pavla Hlavicovd, 2E, G Korunni

Kategorie C

. Lukd$ Bernard, 1C, G Korunni

Martin Potuznik, 1C, G Korunni
Jiri Hdjek, 1D, G Korunni

Pavel Kundrdt, 1D, G Korunni
Lukd$ Novdk, 1D, G Korunni
Michal Ostatnicky, 1D, G Korunni
Robert Sdmal, 1D, G Korunni
Norbert Vanék, 1D, G Korunni
Mikulas Vejlupek, 1D, G Korunni
Michal Fabinger, 1E, G Korunni

Kategorie P

. Jan Kybic, 4D, G Korunni

. Petr Novotny, 4D, G Korunni

. Michal Koucky, 4D, G Korunni
. Michal Kubecek, 4D, G Korunni
. Vit Nowvik, 3E, G Korunni

. Martin Mares, 1E, G U libeniského zdmku
. Jiri Vanicek, 3E, G Korunni

. Milan Bok, 3E, G Korunni

. Ondrej Pofddek, 3E, G Korunni

St¥edni Cechy

Kategorie A

. Martin Helmich, 4, G Mlad4 Boleslav
. Petr Burian, 4, G Vlasim
. Vlastimil Juficek, 4, G Mlad4 Boleslav
. Toma$ Némec, 4, G Beroun

Dusan Janovsky, 4, G Slany

. Jan Skiivdnek, 4, G Kralupy
. Jakub Strnad, 3, G Mlada Boleslav
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Kategorie B

. Pavla Dribkovd, G Kladno
. Renata Slehoberovd, G Beroun

Martina Trejbalovd, G Beroun

. Petr Ivanédk, G P¥ibram
" Olga Janouchovd, G Céslav
. Antonin Fuksa, G Kolin

Martina Valdskovd, G Mlada Boleslav

Kategorie C

. Martin RuZicka, G Slany
. Stépdn Vereckyj, G Kolin
. Eva Novotnd, G Mlada Boleslav
. Iva Koldrovd, G Mlada Boleslav

Marek Ort, G Mnichovo Hradisté

. Martin Jaros, G BeneSov

Jan Surdsi, G Mlad4 Boleslav
Jan Wasserbauer, G Mlada Boleslav

. Jan Berny, G Podébrady

Milan Jakubec, G Sedléany
Martina Jerdbkovd, G Vlasim

Kategorie P

. Karel Srsen, 4A, G BeneSov

. Tomds Némec, 4A, G Beroun

. Jan Bldha, 3A, G Beroun

. Martin Helmich, 4A, G Mlad4 Boleslav
. Vlastimil Juricek, 4A, G Mlada Boleslav

Jan Stoklasa, 4A, G BeneSov

——— Jizni Cechy

Kategorie A

. P. Juru$, 3A, G Jirovcova, C. Budé&jovice
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9.-12

M. Schenk, 4A, G Jirovcova, C. Budgjovice
. O. Cikhart, 4B, G Téabor
P. Miksovd, 3A, G Jirovcova, C. Budgjovice
L. Stépnickovd, 4C, G Pisek
. M. Mertenovd, 4A, G Jirovcova, C. Budéjovice
D. Prisa, 3B, G Tabor
. D. Jelinek, 4A, G VJ C. Budgjovice
P. Machdcek, 4A, G Pelhfimov
. J. Franék, 4A, G Jirovcova, C. Budé&jovice

Kategorie B

. Ondrej Mares, 2A, G Jirovcova, C. Budgjovice
Jaroslav Novotny, 2A, G Jirovcova, C. Budg&jovice
. Tomds Mrkvicka, 2A, G Strakonice
. Vojtéch Kacirek, 2A, G VJ C. Budé&jovice
. Karel Smolek, 2A, G Jirovcova, C. Budéjovice
. Katetina Hubovd, 2A, G Strakonice
Viadimir Kozisek, 2C, G Pisek
. Jana Cervenkovd, 2A, G VJ C. Bud&jovice
Igor Glicksmann, 2D, G Pisek
Marie Kaskovd, 2A, GJ C. Budé&jovice
Ondrej Pangric, 2A, G Pelhfimov
Jan Plojhar, E2b, SPS Pisek
Lucie Sndselovd, 2A, G VJ C. Budé&jovice
Ondiej Stasek, 2A, G Jirovcova, C. Bud&jovice
Pavla Tichovskd, 2A, G VJ C. Budgjovice

Kategorie C

. M. Havlicek, OA Pisek
F. Huddk, OA Pisek
M. Piller, G Pelhfimov

. T. Novik, G Jirovcova, C. Bud&jovice

. V. Honetschliger, G Jirovcova, C. Budé&jovice
M. Prokesovd, G Jirovcova, C. Budé&jovice

. L. Koblizkovd, G Jindfichtv Hradec

. S. Smejkal, G Tébor

. I. Borovkovd, G Jirovcova, C. Budgjovice

15
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0. Filip, G Jirovcova, C. Budgjovice
J. Rychtdr, G Strakonice
K. Svadlenka, G Jirovcova, C. Budé&jovice

Kategorie P

. Petr Machdcek, G Pelhfimov
. Michal Schenk, G Jirovcova, C. Budé&jovice
. Ondrej Cikhard, G Tabor

Zapadni Cechy

Kategorie A

. Jaroslava Kass, 4, 1. G Plzen

Lubos Kotl, 4, 3. G Plzen

. Jan Kotas, 4, 1. G Plzen

Jan Smolik, 4, 1. G Plzen

. Jiri Cerny, 3, 1. G Plzen
. Ondrej Kralik, 4, G Klatovy

Jan Kunes, 4, G Plzen

. Miroslava Orsdg, 4, G Plzen
. Jitka Drabkovd, 3, 1. G Plzen
. Miroslav Skala, 3, 2. G Plzen

Tomds Vetrovsky, 4, 1. G Plzen

Kategorie B

. Pavel Janda, 2, G Sokolov

Michal Skop, 2, 1. G Plzen

. Petr Vachovec, 2, 1. G Plzen
. Roman Cecil, 2, 2. G Plzen

Petr Pisek, 2, 1. G Plzen

. Zderiek Jedlicka, 2P, G Cheb

Eva Wenigrovd, 2, G Karlovy Vary

. Jan Haji¢, 2, 1. G Plzeni

Jitka Lhotskd, 2, 1. G Plzeit
Robert Pelikdn, 2, 1. G Plzen



9.-13.

W W N -

Kategorie C

. S. Demjanovicéovd, 1, 1. G Plzen
Eva Frotikovd, 1, 1. G Plzen
. Alfréd Kraus, 1, 1. G Plzeh
Hedvika Simkovd, 1, 1. G Plzeh
St. Stépdnek, 1, 1. G Plzeii
Petr Zdenék, 1, 1. G Plzen
. Veronika Hythovd, 1, 2. G Plzen
Karel Trefny, 1, 1. G Plzen
Daniel Basl, 1, 1. G Plzen
Martin Klicka, 1, 1. G Plzen
Frantisek Kunsky, 1, 1. G Plzen
Petr Mafik, 1, 1. G Plzen
Katefina Némcowvd, 1, Svob. chebska Skola Cheb

Kategorie P

. Jaroslava Kass, 4, 1. G Plzen
. Jan Kotas, 4, 1. G Plzen

. Ondrej Krdlik, 4, G Klatovy

. Vladimir Kot, 4, G Cheb

Brno
Kategorie A

. Ondrej Klima, 3A, G, ti'. kpt. JaroSe, Brno
Viclav Kominek, 3A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Josef Mensik, 4A, G, tf. kpt. Jaro3e, Brno
Pavel Vrbacky, 4A, G, t¥. kpt. Jaro%e, Brno

. Filip Miinz, 4A, G, tf. kpt. Jaro$e, Brno
Michal Stehlik, 4A, G, t¥. kpt. JaroSe, Brno

. Jana Syrovatkova, 3A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno

. BlaZej Neradilek, 2A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Pavel Rizicka, 4A, G, ti. kpt. JaroSe, Brno

. Petr Kanousky, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Markéta Kylouskovd, 3A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno

17
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8.-10.
. Bretislav Regner, 2A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
10.

10.

18

Kategorie B

. Mikuld$ Piios, 2A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno

. BlaZej Neradilek, 2A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
. Michal Politzer, 2A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
. Dana Cernd, 2A, G, t¥. kpt. Jarose, Brno

. Jan Hradil, 2A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno

Pavel Klepdé, 2B, G, Videniska, Brno
Martina Kréova, 2C, G Prostéjov
Petr Luzny, 2C, G Prostéjov

Jan Viclavik, P2B, SPSE, Kounicova, Brno

Kategorie C

. Jitka Crhovd, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno

Petr Karniovsky, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Filip Krska, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno

Jiri Kunovjdnek, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
David Necas, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Martin Necesal, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Milan Roupec, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Barbora Seidlovd, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Jan Sirotek, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
Josef Novotny, 1A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno

K ategorie P

. Pavel Karikovsky, 4A, G, tf. kpt. JaroSe, Brno
. Jana Syrovdtkovd, 3A, G, t¥. kpt. Jarose, Brno

Petr Spatka, 3A, G, tf. kpt. Jarose, Brno

. Filip Dousek, 2A, G, tf. kpt. Jarose, Brno
. Pavel Pitner, 3D, G Baskovice

——— Jihlava -

Kategorie A

. £va Novikovd, 4A, G Jihlava -



©
KK

. Jiri Komzdk, 2A, G Jihlava
Helena Mailkovd, 2A, G Mor. Budé&jovice
. Iveta Tomenenddlovd, 2A, G Jihlava,
. Martina BeneSovd, 2A, G Jihlava

Antonin Svoboda, 2A, G Mor. Budé&jovice

VOO O W N

Zdenék Zahrddka, 4E, G T¥ebi

. Irena Pribylovd, 4A, G Jihlava

Kategorie B

/

Kategorie C

. Tomds Vejchodsky, 1B, G Jihlava
. Petr Kuba, 1A, G Zd4r nad Saz.

. Milan Benes, 1B, G Tel¢

. Josef Novotng, 1B, G Zd4r nad Séz.
. Petr Casa, 1B, G Jihlava

. Zdenék Molik, 1A, G Znojmo

. Petr Pavlinec, 1B, G Jihlava

. Tomd$§ Furika, 1B, G Jihlava

Jan Kratochvil, 1C, G T¥ebic
Jana Mindrovd, 1C, G Jihlava
Miloslav Trojan, 1C, G T¥ebic¢

Zlin

Kategorie A
probéhla spole¢né s Brnénskou oblasti

Kategorie B

. Marek Juﬁca, G Zlin

Pavel Urban, G Zlin
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Kategorie C

. Radek Vintr, 1A, G Zlin
. Jan Budik, 1A, G Kromériz

Libor Foltynek, 1B, G Valagské Klobuky

. Zdenék Handk, 1C SPS Uherské Hradisté

Viclav Jirkovsky, 1A, G Zlin

. Libuse Cibulkovd, 1C, G Uherské Hradisté

Tomads Duda, 1C, G Uherské Hradisté
Zdenék Jelinek, 1A, G Zlin

. Jan Petrdsek, 1A, G Zlin
. Tomd$ Graja, 1A, G JAK Uhersky Brod

Severni Morava

Kategorie A

. Marcela Hlawiczkovd, 3C, G Komenského, T¥inec
. Jana Uhrovd, 3D, GMK Bilovec ’

Petr Staufcik, 3C, GMK Bilovec

. Alexander Kupco, 4D, GMK Bilovec
. Roman Koch, 4D, GMK Bilovec
. Martin Benes, 3C, GMK Bilovec

Petr Kacenka, 3C, GMK Bilovec
Petr Jandik, 3C, GMK Bilovec

. Ondrej Kamenik, 4D, GMK Bilovec
. Marta Janebovd, 4A, GMK Bilovec

Kategorie B

. Tomas Jurtik, 2D, GMK Bilovec
. Zdenék Romdnek, 2C, G Bruntal

Jaromir Fiurdsek, 2D, G Pierov

. Viktor Pavliska, 2B, G, Komenského, Havifov
. Pavel Fekar, 2C, GMK Bilovec

Jan Knazovcik, 2C, GMK Bilovec
Petr Ludvik, 2C, GMK Bilovec
Zbynék Richter, 2C, GMK Bilovec



1.-2.

9.-12.

Ivo Milota, 2C, GMK Bilovec _

Zdenék Stasko, 2C, GMK Bilovec

Daniel Vachtarcik, 2B, G, Studentska, Havifov
Michal Barton, 2D, Slovan. G, tf. J. z Pod., Olomouc
Kamil Sykora, 2D, Slovan. G, tf. J. z Pod., Olomouc

Kategorie C

Martin Volatik, 1C, GMK Bilovec
Jiri Nowvdk, 1C, GMK Bilovec

. Petr Mares, 1C, GMK Bilovec

Jana Sitkovd, 1C, GMK Bilovec

Zdenek Vodicka, 1C, GMK Bilovec

Ludék Meca, 1A, G CSLA 517, Frydek-Mistek
Radek Mléak, 1D, G Pierov

. Milada Bicovskd, 1C, GMK Bilovec

Petr Némec, 1C, GMK Bilovec

Daniel Klimsza, 1C, GMK Bilovec

Pavla Bartoriovd, 1D, Slovan. G, tf. J. z Pod., Olomouc
Viclav Knapek, 1D, Slovan. G, tf. J. z Pod., Olomouc

Kategorie P

. David Zik, 4C, GMK Bilovec -

Bratislava

Kategorie A

. Ladislav Kis, 4, GAM Bratislava,

Matej Kordo$, 4, GJH Bratislava
Juraj Lanyi, 4, GAM Bratislava
Pavol Mederly, 4, GAM Bratislava
Andrej Zlatos, 2, GAM Bratislava,

. Kamil Budinsky, 3, GJH Bratislava

Katarina Skalovad, 3, GAM Bratislava
Milos Volauf, 3, GAM Bratislava,
Viliam Bir, 3, GAM Bratislava
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Michal Kopcok, 4, GAM Bratislava
Pavol Marton, 3, GAM Bratislava
Martin Niepel, 2, GAM Bratislava

Kategorie B

. Martin Niepel, 2 GAM Bratislava
. Andrej Zlatos, 2 GAM Bratislava

Pastor, GAM Bratislava

. Martinka, GAM Bratislava

Vagasky, GAM Bratislava

. Mederlyovd, GAM Bratislava

Topolsky, GAM Bratislava
Kuklisovd, GAM ‘Bratislava
Vegh, G Dunajska '
Kusnierikovd, GJH Bratislava
Ondrejovi¢c, GAM Bratislava
Uzovic, BIL

Kategorie s,

. Ivona Bezdkovd, 1A, GAM Bratislava

Martin Caprnda, 1A, GJH Bratislava
Matej Cerndk, 1A, GAM Bratislava
Patrik Hormik, 1B, GAM Bratislava
Michal Kovar, 1A, GAM Bratislava
“Frantisek Luzsicza, 1A, GAM Bratislava
Juraj Marcinéin, 1A, GAM Bratislava
Katarina Pirchanovd, 1B, GJH Bratislava
Jakub Steiner, 1A, GAM Bratislava
Radoslav Tausinger, 1B, GJH Bratislava

Zapadni Slovensko

Kategorie A

. Norbert Futé, 4, G mad. Galanta

Roman Hrmo, 3, G, Parovska, Nitra



10.-11.

. Tibor Drinka, 4, G mad. Galanta
. Andrej Hrmo, 4, G, Piaristickd, Nitra

Ingrid Szabdovd, 4, G mad. Galanta

. Radovan Garabik, 4, G, Piaristickd, Nitra

Andrej Hudek, 3, G, Parovska, Nitra

. Aniké Bdderovd, 4, G mad. Galanta
. René Pizir, 4, G, Parovska, Nitra,

Eva Tqmas*ova’, 3, G Nové Mésto nad Vahom
Ivana Viadovicovd, 4, G, Hollého, Trnava

Kategorie B

. Julius Siska, 2, G, Parovska, Nitra

. Miroslav Hrosso, 2, G, Parovska, Nitra
. Frantisek Gabris, 2, G Hlohovec

. Peter Stresik, 2, G, Piaristicka, Nitra

. Juraj Chlpik, 2, G, Parovska, Nitra

Ferenc Mizera, 2, G mad. Koméarno
Lea Uhrinovd, 2, G Komarno

. Ivan Mesdros, 2, G, Parovska, Nitra

Gabriel Téth, 2, G Komarno

Kategorie C

. Zoltdn Horvdth, 1, G mad. Dunajské Streda

Andrej Macko, 1, G Topol¢any

Miroslav Nachtmann, 1, G Ludovita Stira Trenéin
Branislav Snajder, 1, G Senica

Jdn Ulicky, 1, G, Hviezdoslavova, Trnava

. Ladislav Gadl, 1, G mad. Dunajské Streda
. Jana Havettovd, 1, G Senica

Peter Késa, 1, G mad. Velky Meder
Gabriela Misunovd, 1, G, Parovska, Nitra
Tibor Csolldr, 1, G Partizanske

Ladislav Szabé, 1, G mad. Samorin

Kategorie P

. Zoltdn Bugdr, 3, G mad. Galanta
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. Lubomir S‘tulle.r, 4, G Levice
. Lubomir Salanci, 4, G, P4rovska, Nitra |
. Rastislav Heglas, 4, SPS Nové Mesto nad Vahom

Peter Majernik, 4, G mad. Galanta
Peter Mistina, 4P, G Pie$tany
Pavol Privitzer, 4, G, Piaristicka, Nitra

. Andrej Hrmo, 4, G, Piaristicka, Nitra

Martin Pabis, 3P, G Pie$tany
Jozef Nagy, 3, G Levice

Stiedni Slovensko

Kategorie A

. Marek Zabka, 3, G, Tajovského, Bansk4 Bystrica
. Vojtéch Bdlint, 3, G, Velka Okruzné, Zilina
. Tomds$ Bruna, 3, G, Velkd Okruzna, Zilina

Michal Skokan, 3, G, Velka Okruzna, Zilina
Monika Kozdkova, 2, G, Tajovského, Banska Bystrica

. Roman Mackovédk, 4, G Banské Stiavnica

Jan Zabka, 3, G, Velka Okruzna, Zilina

. Peter Sivik, 4, G, Velka Okruzna, Zilina
. Martin Sivik, 2, G, Velkd Okruzna, Zilina

Dusan Svitek, 4, G, Tajovského, Banska Bystrica
Jan Simon, 3, G, Tajovského, Bansk4 Bystrica

Kategorie B

. Martin Gazak, 2B, G, Velka Okruzna, Zilina
. Michal Skokan, 2B, G, Velka Okruzna, Zilina
. Peter Humaj, 2B, G, Velka Okruzné, Zilina

. Jitka Huskovd, 2C, G V.P. Té6tha, Martin

. Stanislav Stanek, 2C, G V.P. Tétha, Martin

Lucie Rehdkovd, 2, G, Tajovského, Banska Bystrica

. Miroslav Kulla, 2C, G V.P. Tétha, Martin
. Martin Nemdek, 2A, G Liptovsky Hradok

Karol Bosko, 2A, G B. Némcovej, Prievidza
Martin Liner, 2A, G Puchov



Vladimir Chovanec, 2A, G L. Stira, Zvolen

Kategorie C

. Marek Skeren, 1, G, Velkd Okruzné, Zilina
. Alena Djablikovd, 1, G, Kysucké Nové Mesto

Michal Hlavdé, 1, G Martin
Jan Kudlicka, 1, G Martin
Zuzana Surovd, 1, G, Velkd Okruzna, Zilina

. Ondrej Kasdk, 1, G, Velk4 Okruzn4, Zilina

Tina Krasulovd, 1, G, Velk4d Okruzna, Zilina
Radoslav Vazan, 1, G Martin

. Ivan Debndr, 1, G, Tajovského, Banska Bystrica

Veronika Jostiakovd, 1, G, Velka Okruzn, Zilina
Tomds Machalik, 1, G, Velka Okruzna, Zilina
Michal Pikna, 1, G, Velka Okruzna, Zilina

Kategorie P

. Marian Kucera, 4A, G Liptovsky Hradok -
. Peter Kunetka, 2C, G VPT Martin

Vychodni Slovensko

Kategorie A

. Peter Katus¢dk, 3A, G, Alejova, Kosice

Jan Manuch, 4A, G, Pivovarska, KoSice

. Miroslav Chladny, 4A, G, Pivovarska, KoSice

Lubos Pdstor, 4A, G, Pivovarska, Kosice
Herbert Vojcik, 4A, G, Pivovarska, Kosice

. Jana Visniovskd, 4A, G, Pivovarska, KoSice
. Oskar Hritz, 4A, G, Pivovarské, Kosice

Vladimir Lacko, 3A, G, Alejova, Kogice

. Andrea Annovd, 4C, G, Hniln4, Kosice
. Cyril Hru$éak, 4A, G Poprad

Milan Matos, 3A, G Poprad
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Kategorie B

. Radoslav Valovsky, 2A, G Michalovce

. Reguli Stefan, 2E, G Michalovce

. Tomds$ Vina#, 2A, G, Srobarova, Kosice
. Martin Reza, 2E, G, Srobérova, Kosice

Jana Simockovd, 2B, G, Konstantinova, PreSov
Rébert Kudera, 2A, G, Opatovska, KosSice

. Tomds Csajka, 2A, G, Kuzméanyho, Kosice

Peter Feher, 2E, G, Pivovarska, KoSice

Lenka Michalisinovd, 2A, G, Pivovarska, KoSice
Tomds$ Futds, 2A, G, Alejova, Kogice

Milan Zipaj, 2E, G, KonStantinova, Presov

Kategorie C

. Ivana Brudndkovd, 1E, G, KonStantinova, PreSov

Martin Domdny, 1A, G Michalovce
Radoslav, Gocik, 1A, G, Pivovarska, KoSice

. Ladislav Oravec, 1A, G, Srobérova, KoSice
. Dusana Bajusovd, 1B, G, Pivovarska, KoSice

Dalibor BlazZek, 1A, G, Pivovarska, KoSice
Zuzana Hrinkovd, 1E, G, KonStantinova, PreSov
Radek Ivanco, 1A SPSS Presov

Peter, Gaspar, 1B, G Bardejov

Martin Vozdr, 1B, G Bardejov

Martin Lach, 1D, G, Tat., Poprad

Kategorie P

. Herbert Vojcik, 4A, G, Pivovarska, Kosice
. Tomd§ Vina#, 2A, G, Srobarova, Kosice

. Marek, Gura, 4A, G Poprad

. Juraj Bardt, 3D, G, Srobarova, KoSice

. Peter Budai, 4B, G, Opatovska, KoSice

. Peter Feher, 2A, G, Pivovarsk4, Kosice



Kategorie C

Texty tloh

C=l=1

Mezi ¢isly 6n+2, kde n je prirozené ¢islo, neexistuje Zadna druhd mocnina
prirozeného Cisla. Naopak mezi ¢isly 6n + 3, kde n je prirozené &islo, je
nekoneéné mnoho druhych mocnin pfirozenych éisel. Dokazte.

C=1~-2

Kamilka si na tfi karti¢ky napsala po jedné ¢&islici. Potom z nich vytvorila
vSechna mozné trojciferna ¢isla, ktera secetla. Vyslo ji 3159. Pak si ale
uvédomila, Ze jedno &islo zapomnéla. Které to bylo?

C—=1-=3

Obdélnik, jehoz jedna strana je 13,2cm, je rozdélen na sedm &tverctu
podle obr. 1. Zjistéte velikost druhé strany.

Obr. 1

C-1-4

Vypottéte objem Etyfsténu, jehoz rovinna sit vyplni étverec se stranou 10.
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C-1-5

Jsou-li a, b, c velikosti stran trojihelniku a t,, tp, t. velikosti pfislusnjch
téZnic, pak
§ < ta + tb + tc
4 a+b+c
Dokazte.
C-1-6

Najdéte nejmensi pfirozené ¢islo n tak, aby existovalo pravé 45 uspora-
danych dvojic (u,v) pfirozenych &isel, jejichZz nejmensi ndsobek je n.

C=§-1

Néjdite vSetky prirodzené isla n mensie nez 100, pre ktoré je ¢islo Tn+4
druhou mocninou prirodzeného ¢isla.

C.=5.~2

Pro ktera prirozena €isla p existuji prirozena Cisla z, y tak, ze

z+y=7p’,
10z +y=p? !
C-S5-3

Lichobeznik je strednou prieckou rozdeleny na dva lichobezniky, ktoré
majt pomer obsahov rovny q. Uréte pomer dfZok zdkladni lichobeznika.
Pre ktoré ¢ m4 tloha rieSenie?

C-u-1
V oboru reédlnych cisel feSte soustavu rovnic

T+ 2y =4,
2zy — 322 = 4.
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C-11-2
Dliky a, b, ¢ stran trojuholnika st prirodzené &isla, pre ktoré plati a +
+b=9, a+c=10. Zo vSetkych trojuholnikov takychto vlastnosti uréte
ten, ktory ma najmensi obvod, a ten, ktory ma najvacsi obvod.

c-1n-3
" Souttem trojciferného &isla A s trojcifernymi &sly B, C, jez dostaneme
z Gisla A cyklickou zaménou ¢éislic, je ¢tyfciferné Cislo, které je délitelné
éislem 72. Urcete Cisla A, B, C, vite-li, ze kazdé z nich je zapsino navza-
jem riznymi Cislicemi.
C-1-4 ‘
Dokézte, Ze pre kazdy ostrotihly trojuholnik plati

1 a
_<v + vy + U, <1,
2 a+b+c

kde a, b, ¢ st dlzky stran a v,, vy, v. dizky vySok trojuholnika.
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Reseni iloh

cC-1-1

Zjistime, jaké zbytky pti déleni ¢islem Sest davaji druhé mocniny pfiroze-
nych &isel. Jak ukaZeme, zbytek &isla m? zavisi jen na zbytku celého &isla
m. Skuteéng, je-li r zbytek p¥i déleni &isla m Sesti, pak r € {0,1,...,5}
am = 6k + r pro vhodné celé ¢islo k. RozliSme proto Sest pripadi podle
hodnoty 7:

m=6k+0 = m?=236k>=6-6k>+0

m=6k+1 = m?=236k>+ 12k + 1 = 6(6k*> +2k) + 1
m=6k+2 = m?=36k>+ 24k + 4 = 6(6k> + 4k) + 4
m=6k+3 = m?=236k>+36k+9=6(6k>+6k+1)+3
m=6k+4 = m?=36k% + 48k + 16 = 6(6k> + 8k + 2) + 4

m=6k+5 = m?=36k®+ 60k + 25 = 6(6k* + 10k + 4) + 1

Vidime tedy, Ze pfi déleni Sesti se zbytek ¢isla m? rovna pouze nékterému
z Cisel 0, 1, 4 nebo 3, nikdy se nerovnd dvéma (ani péti). Proto Zadné
celé Cislo tvaru 6n + 2 neni druhou mocninou pfirozeného &isla. Nase
vypocty rovnéz potvrzuji, Ze ¢islo 6n+3 je pro nékteré pfirozené n druhou
mocninou pfirozeného &isla, pravé kdyz je n tvaru n = 6k2 + 6k + 1, kde
k je celé &islo. Pro k = 0,1,... tak dostdvdme nekone&n& mnoho &isel
tvaru 6n + 3, jez jsou druhych mocninami pfirozenych &isel. Jsou to &isla

32,92, 152 atd.

C-1-2

Oznafme ¢Cislice na kartickach a, b, ¢ v takovém poradi, aby éislo, které
Kamilka zapomnéla, bylo pravé 100a + 10b + ¢. Kamilka tedy vypocetla
soucet péti Cisel

(100a + 10c + b) + (100b + 10a + c) + (1006 + 10c + a) +
+ (100c + 10a + b) 4 (100c + 10b + a) = 122a + 212b + 221c,

takZe mame fesit rovnici 122a+212b+221c = 3159 v oboru {0, 1,...,9}.
Provedeme nésledujici trik: k obéma strandm rovnice pri¢teme zapome-
nuté ¢islo 100a + 10b + c,

222(a + b + ¢) = 3159 + (100a + 10b + c).
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Budeme tak hledat celé ndsobky N (isla 222, tedy N = 222k, které lezi
mezi Cisly 3159 a 3159 + 1000 = 4159 a poté porovnavat, zda je ¢islo k
rovno cifernému souétu ,,pfebytku“ N — 3159.

Piedné plati 222 - 14 = 3108 < 3159 a déle

222.15=3159+171, 15#1+7+1,
22216 = 3150+ 393, 16#3+9+3,
22217 =315+ 615, 17#6+1+5,
22218 =3159+837, 18 =8+3+7.

Dalsi nasobky uZ testovat nemusime, nebot 222 - 19 = 4218 > 4159.
Kamilka proto zapomnéla napsat ¢islo 100 -8 + 10 -3 + 7 = 837.

cC-1-3

Strany a vrcholy ¢tverct si oznadime tak, jak je uvedeno na obr. 2. Mezi
délkami a, b, ..., e lze podle tohoto obrazku najit fadu zavislosti. Tak

D J C

Obr. 2

V7 rovnosﬁ délek tseéek
|AG| = |EF|, |HI|=|CJ|, |BK|=|GL|, |HJ| = |ED|
plynou po fadé rovnosti

2a=d+e, e+b=c,
2b=a+e, e+c=d.
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Odtud pomoci délky e snadno vyjaddiime ostatni:

7 5 8 11
a= ge, b= ge, c= 56’ d= ?e.
Podle toho, kter ze stran obdélniku ABC D m4 zadanou velikost 13,2 cm,
plati bud 2a + b = 13,2, nebo a + d = 13,2. Dosadime-li sem piedchozi

vyjddreni délek a, b, c a d, dostaneme rovnici pro uréeni nezndmé e:

7 5 7 11
2'§e+§e=13,2 resp. §e+—3-e=13,2. |
V prvnim pf¥ipadé vychézi e = 1—9955, ve druhém e = 15—1 Délka druhé strany
obdélniku je tedy v prvnim pfipadé rovna

1188
a+d—66——?5—cm,
ve druhém
2a+b—lge——2%cm
T 3715
C-1-4

Sit libovolného ¢&tyisténu ABCV rozvinutd do roviny ABC se sklada
ze Ctyf trojihelnikd (obr.3), jejichz sjednoceni vytvoii ,Sestidhelnik®

C
M
L
B
A
K
Obr. 3
AKBLCM, ve kterém plati
|AK| = |AM|, |BK| = |BL| a |CL|=|CM]|. (1)
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Pouziti uvozovek v predchozi vété je namisté, nebot nékteré z dvojic
usetek AK, AM nebo BK, BL resp. CL, CM mohou svirat pfimy thel
180°, tehdy je sit mnohouhelnik s mensim poétem stran. V nasi aloze je sit
tverec, zvolme oznadeni vrcholi tak, aby |<IK BL| = |<ILCM | = 180°,
potom s ohledem na (1) plati

|AK| =|AM| =10, |BK| = |BL| =|CL| = |CM| =5

(obr. 4). Protoze pfi otoCeni ¢tverce AK LM kol jeho stfedu o 90° prejde
usecka AB v usetku KC, plati AB L KC. Oznadime-li proto D prisecik

M 5 C 5 L M C L

10 B / B

Obr. 4 Obr. 5.

pfimek AB a KC, je bod D patou sténové vysky spusténé z vrcholu V
Ctyfsténu ABCV na hranu AB. To ale znameni, Ze pata P télesové vysky
z vrcholu V na sténu ABC padne na tsecku KC. Protoze |AC| = |AB)|
a |VC| = |VB|, je ¢tyistén ABCV soumérny podle roviny soumérnosti
usetky BC'; bod P proto padne i na Ghlop¥icku AL (obr.5). Z podobnosti
trojuhelniki AKP a LCP plyne, zZe bod P déli tisetku KC v poméru
2:1 od vrcholu K, a tedy

2 2 10
PK -_——KC = - 2 2 = = >
|PK| 31 | 3\/10 +5 3\/5

Usetka DK je vyska na preponu trojihelniku ABK, proto

|AK|-|KB| _10-5

DK| = =
DK |AB| 5V5

= 2v/5.
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Miizeme proto urit velikost |[PD| = |PK| — |DK| = 5v/5, a tedy i téle-
sovou vysku

[PV| = /IVD[? - |PDJ? = \/|DK|? ~ |PD* =

/ 16 1 10
= 20—?-5—3\/100—?.

Obsah S trojihelniku ABC ziskdme ode¢tenim od obsahu ¢tverce
AK LM obsahi t¥i trojthelnikt AKB, BLC a CM A:

25 75
5—100—25—7—25—?.

Proto je hledany objem &ty¥sténu roven

C—.1=5

Oznaéme K, L, M stredy stran po fadé protilehlych vrcholim A, B,

C daného trojuhelniku a T jeho t&zisté (obr.6). Podle trojihelnikové

Obr. 6

nerovnosti v trojihelniku BCT plati

2
=ty + —tc.

2
|BC| < |BT| +CT|, tj. a<3t+3
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Podobné z trojihelniki ABT a C AT usoudime, ze

el B w % & b ot
3¢t 3? 3og

Seétenim t&chto tif nerovnosti dostaneme

4
a+b+c<§'(ta+tb+tc)1

coz je vlastné leva dokazovand nerovnost. Dale si v§imnéme, Ze podle
trojihelnikové nerovnosti v trojahelniku K M A plati

. b
|[AK| < |[KM| + |AM]|, tj. t. < 3 + g

podobné z trojihelniki LK B a M LC plyne

ty < ¢ + a a t.< a + y

RN &9 9
Seétenim téchto tii nerovnosti dostaneme

t +/t +t <2(9+b+0)— ot
a b c 2 2 2 =a c,

a to je vlastné pravd dokazovana nerovnost.

C-1-6

Je-lip,q,r, ... posloupnost vSech prvocéiselnych déliteld hledaného ¢isla n,
pak rozklad n na prvodinitele mé tvar n = p®¢®r° ..., kde exponenty a, b,

¢, ... jsou celd kladnd éisla. Libovolni dva délitelé ¢isla n pak maji tvar
n=p¢rf ... a n=pigtrt.. .,
kde d, e, f, ..., g, h, i, ... jsou celd nezdpornd Cisla. Navic je ¢islo n je

nejmensi spoleény nasobek t&chto &isel u a v, pravé kdyz plati soustava
rovnosti

a = max(d, g), b = max(e, h), ¢ = max(f,i), ....

Vybéry moznych dvojic (d, g), (e, h), (f,7), ... jsou tedy navzéjebm neza-
vislé, napf. pro dvojici (d,g) mame moznosti

(0,a), (1,a), ..., (a,a), (a,a—-1), ..., (a,1), (a,0),
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tj. pravé (2a+ 1) moznosti. Existuje tedy pravé (2a+1)(2b+1)(2c+1)...
usporadanych dvojic (u,v) zkoumané vlastnosti. (V§imnéte si, Ze uréeny
pocet zavisi na exponentech a, b, c, ..., nikoliv na hodnotdch prvocisel
D, q, T, ... v rozkladu &isla n.) PoZadovana rovnost '

45=(2a+1)(2b+1)(2c+1)...

predstavuje rozklad ¢isla 45 na nékolik celych ¢initeld vétsich nez 1, tedy
jeden ze soudint 45, 15-3, 9- 5 nebo 5-3- 3 (na poradi {initeld nebereme
ohled). To znamen4, Ze ¢islo n m4 jeden z tvard

2, p'd', p'd®, P
" Nejmensi predstavitelé téchto &tyk typt jsou &sla 222, 27 - 3, 24 . 32
a22-.3-5 (za p, g, r dosazujeme nejmensi prvodéisla, pfitom vzdy k men-
$imu prvoéislu pfifazujeme vétsi exponent). Nejmensi je posledni z téchto
Cisel, tj. ¢islo 60.

C-Ss-1

Hleddme vsechna piirozena &isla n < 100 takova, ze 7n + 4 = m? pro
vhodné pfirozené m. Mozné zbytky pri déleni ¢isla m ¢islem 7 bychom
mohli zjistit stejnou metodou jako v tloze C-I-1, ukazme si vSak kratsi
postup: Upravime-li rovnici na tvar 7n = (m — 2)(m + 2), ihned vidime,
Ze prvocislem 7 musi byt délitelné jedno z Cisel (m — 2) nebo (m + 2).
Cislo m je tedy budto tvaru 7k + 2, nebo 7k — 2. Plati

m="Tk+2 = m® =49k + 28k +4 = Tk(Tk + 4) + 4,
m="Tk—-2 = m?®=49k® — 28k + 4 = Tk(7k — 4) + 4,

tedy hledan &isla n jsou tvaru k(7k + 4) nebo k(7k — 4). Dosadime-li
sem postupné k = 1, 2, ..., dostaneme vSechna hledana ¢isla 3, 11, 20,
36, 51, 75, 96 (dalsi ¢isla jsou jiz vétsi nez 100).

C~§—-2

Dosadime-li vyjadfeni x = p? — y z prvni rovnice do rovnice druhé, do-
staneme

1
10(p* —y) +y=p°, odkud y= §p2(10 -p),
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¥ ¥z

takze z = p? —y = $p?(p — 1). Maji-li byt obé& &sla = a y pfirozen,
musi platit 1 < p < 10. Postupnym dosazenim p = 2, 3, ..., 9 se snadno
presvéd¢ime, Ze ve skutecnosti vyhovuji pouze hodnoty p =3, 6 a 9.

C-§-3
Oznadime-li a, ¢ délky zdkladen a v vySku hledaného lichob&zniku, pak
a+c

délka jeho stiedni pficky je rovna

a oba lichobézniky vzniklé déle-

nim maji tutéz vysku %v. Podle zadani plati

(a+a+c> v ) <a+c+c) v
2 2 ) 2 2 K
) : 5 =q.

Protoze pomér nalevo je roven (3a + ¢) : (a + 3c¢), miZeme napft. délku a
vyjadfit s pomoci délky c a poméru q. Vychéazi
_3q-1

a= ¢, odkud 8=
3—¢q c

Tim je pomér délek zdkladen urcen. ProtoZe tento pomér miize byt libo-
volné kladné ¢islo rizné od jedné, zbyva najit vSechna q > 0, pro ktera
je ’

3¢g—-1

0.
3—q >

V kazdém ze tii pripadi

1
-<qg<3 a ¢>3

1
0 a2’
<g< 3

3

snadno rozhodneme o znaménku zkoumaného zlomku, ktery je roven 1
jediné pro q = 1; zjistime tak, Ze hledané hodnoty ¢ tvofi mnoZinu (%, 1Hu
u(1,3).

cC-n-1

Dosadime-li vyjadfeni £ = 4 — 2y z prvni rovnice do rovnice druhé,
dostaneme ’

2(4 — 2y)y — 322 = 4 neboli 322 = —4y® + 8y — 4.
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VSimnéme si, ze —4y? + 8y — 4 = —4(y — 1)2 £ 0 pro kazdé redlné y.
Protoze na druhé strané 3z2 2> 0 pro kazdé realné z, musi platit 22 =
=(y-1)2=0,atedy z=0ay = 1. Nakonec uréime r = 4 — 2y = 2.
Jediné feSeni dané soustavy je trojice (z,v,z) = (2,1,0).

C-1n-2

Podle trojihelnikové nerovnosti plati ¢ < a + b, takze musi byt ¢ < 8,
coz spolu s rovnosti a + ¢ = 10 vede k odhadu a 2 2. Protoze b+ ¢ =
= (9 — a) + (10 — a), plyne z dal3i trojihelnikové nerovnosti a < b+ ¢
nerovnost a < 19 — 2a, odkud a £ 6. Mame tedy tyto moZznosti:

a 2 3 4 5 6
b=9-a| 7 6 5 4 3
c=10—-a| 8 7 6 5 4

obvod 17 16 15 14 13

Nejmensi obvod mé trojuhelnik o stranach 3, 4, 6, nejvétsi obvod troj-
thelnik o stranach 2, 7, 8.

cC-n-3

Jsou-li a, b, ¢ cifry hledaného &isla A (zleva doprava), pak A = 100a +
+ 10b + c a ¢isla B, C maji tvar

B =100b+ 10c+a a C =100c+ 10a + b.

Cislo
A+B+C=111(a+b+c)=3-37(a+b+c)

je délitelné ¢islem 72 = 3 - 24, pravé kdyz cislo 24 déli soucet a + b + c.
Protoze a, b, ¢ jsou po dvou razné cifry, plati

a+b+cS9+8+7=24,

takze musi byt
a+b+c=24.

Navic posledni rovnost plati, jen kdyZz {a,b,c} = {7,8,9}. AZ na poradi
je pak trojice A, B, C rovna bud trojici 987, 879, 798, nebo trojici 978,
789, 897.
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c-1n-4

Oznaéme P, @, R paty vysek spusténych po fadé z vrcholi A, B, C da-
ného-ostroihlého trojihelniku a V' — jeho ortocentrum (obr. 7). Protoze

C
L
v P
/]
A R B
Obr. 7

prepona je nejdelsi stranou kazdého pravothlého trojihelniku, dostaneme
z trojuhelniki APC, BQA a CRB nerovnosti

Ve <b,vp<c a ve.<a

a jejich sectenim pravou dokazovanou nerovnost. Protoze ortocentrum V
je vnitfnim bodem tsecek AP, BQ a CR, plati

ve > |AV|, v, > |BV| a v, > |CV]|.
Pak ale z trojahelnikovych nerovnosti

|AV|+|BV| > |AB|, |BV|+|CV| > |BC,
ICV| +]4V| > |CA|

ihned plynou odhady
Vg +0Up > C, Vp + 0> a, U+ Vg > b,
jejichz sectenim dostaneme
2(vg +vp +ve) >a+b+c,

tj. levou dokazovanou nerovnost.
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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1

Jedna z vysek trojuhelniku ABC' je mensi nez kazda z jeho stran a tvori
s délkami stran trojihelniku ABC ¢tyfi za sebou jdouci pfirozend ¢isla.
Urcete velikost této vysky. .

B-1-2

Nech 0 < a < c. Néjdite vSetky z € (a,c), pre ktoré plati

z(2a — z + 2¢)® 2 27a%c%.

B-1-3

Uvnitr trojuhelniku o stranach 3, 4, 5 najdéte vSechny body, jejichz vzda-
lenosti od stran tvori trojici délek stran néjakého trojuhelniku.

B . 1-4
Dokazte, ze obvod kazdého pyi;hagorejského trojuholnika je parne ¢islo.
B-I1-5

Na listé papiru jsou narysovany ¢asti stran daného trojuhelniku, jehoz
vrcholy lezi mimo. Sestrojte stfed kruznice vepsané danému trojahelniku.

B-1-6

Kolko existuje celych kladnych &sel z £ 1992000 takych, ze 1992000
deli 23 — z?
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B-S-1

Néjdite najvacsie dvojciferné ¢islo n s tou vlastnostou,.ze existuje pyta-
gorejsky trojuholnik s obsahom n.

B-S-2
Na listu papiru jsou narysovany ¢asti stran konvexniho ¢tyithelniku
ABCD a jeho vrcholy B, D. Vrcholy A, C lezi mimo papir. Sestrojte
thlopticku AC.

B-S-3

Necht a, b jsou dané redlné ¢isla. Potom plati
(a+ b)* = 8(a’b + ab®).
Dokazte!

B-1l1-1

N4jdite vietky pytagorejské trojuholniky, ktorych vyska na preponu sa
rovnd 12.

B-11-2

Bod T je bodom vonkajsieho dotyku kruznice k s priemerom AT a kruz-
nice k' s priemerom BT. Doty¢&nica kruznice h vedend bodom A zviera
s priamkou AT uhol a a doty¢nica kruznice k vedend bodom B zviera
s priamkou AT uhol S.
Dokézte, ze
3sinasinf + sina + sin § = 1.

B-1-3
Necht z, y, z € (—1,00) axz +y + z = 3. Pak

x+y+z
z+1 y+1 z+1

lIA

3
3 (1)
Dokazte. Kdy ve vztahu (1) plati rovnost?
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B-1l-4

Je déan trojthelnik ABC se stranami 3,4, 5. V roviné daného trojihelniku
najdéte vSechny body X, pro které existuje pravouhly trojihelnik se
stranami | X A|, | X B|, | XC|.
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Reseni tloh

B-1-1

Oznaéme n velikost vysky na stranu c, zbyvajici strany oznac¢me a, b. Ob-
sah trojihelniku ABC lze vyjadfit dvéma zpisoby (pouzivdme Heréntiv
vzorec) '

Szr—l = \/s(s —a)(s—b)(s—c),

kde s = 2(a+b+c). Je tedy

cn__\/a+b+c b+c—a a+c—b a+b-c
2 2 2 2 2

Ze zadéni vime, ze {a,b,c} = {n+1,n+2,n+3}, miZeme proto pfedchozi
rovnost upravit na tvar

2cn = \/(311 +6)(n +2)n(n + 4).
Po umocnéni a mensi Gpravé dostaneme
4c®n = 3(n + 2)%(n + 4). (1)

Nyni rozli§ime tfi situace:
a) Je-li c =n+1, pak z (1) po dosazeni a Gpravé dostaneme

nW—Mn—sezﬁi
n

Vyraz na levé strané je pron € N celodiselny, tj. n musi byt délitelem ¢isla
48. Postupnym dosazovanim se snadno presvédéime, Ze zadny z mnoziny
délitelt Cisla 48 dané rovnici nevyhovuje.

b) Pro ¢ = n + 2 dostaneme z (1) linedrni rovnici (po dosazeni a vy-
déleni vyrazem (n + 2)2) s kofenem n = 12. Tomu odpovid4 ostrouhly
trojahelnik se stranami 13, 14 a 15.

c) Je-li ¢ = n + 3, obdrzime podobné jako v a) rovnici

1

n?-24=—,
n

kterd opét v mnoziné N nemé reSeni.
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Jedingm feSenim tedy je trojuhelnik se stranami délek 13, 14 a 15
a vySkou 12 na stranu délky 14.

Pozndmka. Ulohu lze fesit také na zékladé Pythagorovy véty diskusi
t¥ riznych moznosti strany proti vysce délky n:
Piislugi-li napf. vyska nejdelsi strané (obr. 8), pak plati

\/(n+2)2—-n2+\/(n+1)2—n2=n+3.

Z tohoto vztahu po upravé a dvojim umocnéni postupné dostaneme

2Vn+1+v2n+1=n+3,

44/(n+1)(2n+1) =n®+4,

n2—24=§.
n

Tato rovnice, jak jiz vime, nem4 feSeni v N. Dalsi pfipady se fesi obdobné.

n+1
n+2
n
n+3
Obr. 8
B-1-2

Za danych podminek ziejmé plati
a
— )
(c-1z) (1 x) >0.

Odtud dostavame
ac
a+c—1=—.
T
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Tento vztah a nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem
t¥i kladnych &isel vyuzijeme pfi Gpravach levé strany zadané nerovnice.
Je tedy

:1:(2aél-2c—-ar:)3:a:(a+c+(a+c—:r))3 >

3
b (a+c+%) 2
' T

ac
>z-3%.a-¢c- — =27a%2
x

Nerovnice proto plati pro vechna x € (az c). Plati vZdy dokonce ostra
nerovnost, nebot podle pfedpokladu je a # c.

B-1-3

Vzdélenosti libovolného vnitiniho bodu M od jednotlivych stran troj-
thelniku ozname z, y, z (obr.9). Paty kolmic z bodu M na strany BC,

Obr.9

AB ozna¢me P, Q a R necht je pruse¢ik pfimek PM, AB. Trojthelniky
BCA, MQR, BPR jsou navzijem podobné, t_] maji délky stran v poméru
3:4:5. Plati tedy

5 5
MR| = - ==
IMR|=2|MQ| =3+,

4 4
PR|= - |BP|=-(3-

IMP| = z.
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Po dosazeni téchto vztahi do rovnosti
|MP|+ |MR| = |PR|

zjistime, Ze
12 — 4y — 3z
-2 2

Kladni disla z, y, z jsou délky stran nejakeho trojahelniku, pravé kdyz
plati
rT+y>z ANzrz+z>y AN y+z>zx.

Dosazenim vyrazu (2) do téchto tfi vztaht vyjadfime hledanou mnozinu
jako prunik vnitfki polorovin uréenych nerovnicemi
8 +9y>12 AN Yy —22 <12 A 8z —y < 12.
Mnozinou je vnitfek trojihelniku XY Z, jehoz vrcholy X = [3,0],
=0, 3], Z = [%2, 12] lei uvnitF stran daného trojahelniku ABC.

Poznamka. Vztah (2) se dd odvodit i jinymi zpisoby. Napfiklad pouzi-
tim vzorce z analytické geometrie pro vzdalenost bodu od pfimky, nebo
z faktu, ze soucet obsahi trOJuheImku ABM, ACM, BCM se rovna
obsahu trojahelniku ABC.

B-1-4
Oznaéme ¢ preponu trojihelniku a a, b jeho odvésny. Druhd mocnina

obvodu je

?=(a+b+c)?=a>+b>+c+2(ab+ac+bc)=
=2(c? + ab + ac + be).

To je sudé ¢islo, takze i o musi byt sudé.

B-1-5

"~ VepiSeme-li néjakému trojihelniku ABC kruznici k, pak je jeji stied S
od jeho stran stejné vzdalen a tato vzdalenost je rovna poloméru o kruz-
nice k. Sestrojime-li k trojihelniku ABC stejnolehly trojihelnik A’ B'C’
se stfedem S a koeficientem stejnolehlosti >, 0 < > < 1, ma stfed S
od stran trojihelniku A’B’C’ shodné vzdalenosti ko. Proto i vzdalenosti
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stran trojihelniki odpovidajicich si v dané stejnolehlosti jsou shodné.
Toho vyuzijeme k vyfeSeni Glohy.

Konstrukce: Uvnitf daného trojihelniku vedeme ve stejnych vzdale-
nostech rovnob&zky s jeho stranami tak, aby se protly ve vrcholech A’,
B', C’" uvniti obdélniku tvoreného uvazovanym listem papiru a sestrojime
stied S kruznice vepsané trojihelniku A’B’C’. Ten bude zé4rovei stiedem
kruZnice vepsané trojuhelniku ABC.

B-1-6

Pred feSenim tlohy pripomenhme nasledujici tvrzeni: Jsou-li a, b, ¢ celd
Cisla a a, b nesoudélnd, m4 diofantovskd rovnice

/

au+bv=c (3)

s neznamymi u,v € Z vzdy reSeni. Vyhovuji-li této rovnici néjaka Cisla
up, Vo € Z, dd se mnoZina vSech FeSeni rovnice (3) vyjadrit ve tvaru

{(u,v): u=up +bt, v=10p+at, t €} (4)

Reseni dlohy. Cislo 1992000 = 26 - 3 - 53 - 83 m4 délit soudin ti{ po
sobé jdoucich nezapornych cisel

2} —z=(z-Dz(x+1).

Pro tfi po sobé jdouci ¢isla vzdy plati, Ze
a) pravé jedno je délitelné tremi,
b) nejvyse jedno je délitelné danym ¢islem vétSim nez 3,
c) sudé je bud prostfedni z obou (isel, anebo obé& krajni. Jsou-li v8ak
obé krajni sudé, je jedno z nich lichym nasobkem ¢éisla 2.
Se zietelem na tato fakta mohou pro {initele z — 1, z, z + 1 nastat
moZnosti, jejichZ prehled je uveden v néasledujicich tabulkéch.
Tabulka ITI vznikne z tabulky II zdménou z — 1 za z + 1.
Zabyvejme se nejprve tabulkou I. Pro prvni fddek dostdvame t¥i FeSe-
ni, nebot z = 664 000! < 1992000, tedy [ = 1, 2, 3. Ostatni Fadky vedou
na rovnice typu (3). Napiiklad v poslednim fadku dosadime x = 64/ do
vztahu z — 1 = 125k, dostaneme rovnici 64/ — 125k = 1, jejiz kofeny maji
tvar k = ko + 64r, l = lg + 125r, r € Z. To vede na = = z; + 64 - 1257,
co? dosadime do vztahu z + 1 = 83m. Dostaneme 83m —8000r = 1+ z;.
Tato rovnice vede nakonec na x = xg + 664 000¢, t € Z. Vzhledem k dané
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z—1 z z+1 z-1 | 3 | z+1
26 .53 .83l 25 .53 . 83k
5k 26 . 831 25 . 53k 831
’ 26 . 831 53m 25 . 53k 83m
83k 26 . 53 25 . 83k 531
2.5 | 83m 25 . 83k 5m
83 -5k 26] 2k 83 - 531
261 83-5%m 25k 83-5%m
83k 2% 53m 25k 831 53m
53k 261 83m 25k 531 83m
Tabulka I Tabulka II

periodé muzeme kofen z zvolit v intervalu (1,664000) a z podminky
T < 1992000 zjistime t € {0,1,2}. Kazdy fadek tabulky I tedy vede na
tfi vyhovujici feSeni. Obdobné postupujeme i v tabulkich II a III. Ten-
tokrat v8ak vede kazdy radek na Sest FeSeni, nebot kofeny prislusnych
rovnic davaji x tvaru

x = xo + 332000¢, =0 € (14/332000), te€ {0,1,2,3,4,5}.
Dané loze vyhovuje celkem 9 -3 + 18 - 6 = 135 pfirozenych &isel z.

B-S-1

Ako je znadme (pozri napr. Stefan Znam: Tedria cisel, Cast1., kap.6) pre
odvesny a, b a preponu ¢ ubovolného pytagorejského trojahelnika plati

a=k(¢®-p%),
b = 2kpq, (1)
c=k(¢* +p?),

kde k, p, g st prirodzené &isla, p, ¢ st nestdelitelné ¢isla roznej parity
a g > p. Pre obsah P tohto pravouhlého trojahelnika vSak plati P = %ab,
tize P = k%pq(q* —p?). Z toho vyplyva, Ze tilohe mdze vyhovovat len také
dvojciferné ¢islo n, ktoré mozno vyjadrit v tvare

n = k’pq(q® - p%), )
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kde k, p, ¢ st prirodzené &isla uvedenych vlastnosti. Vzhladom k tomu,
e p, ¢ musia mat rdznu paritu, stali uvazovat len o parnych n. KedZe je
98 = 2-72, &islo 98 nevyhovuje. Plati viak 96 = 3-25 = 4%2.1.2-(22 —12),
"z &oho porovnanim s (2) dostaneme k = 4, p = 1, ¢ = 2 a po dosadeni

do (1) méme -

a=4(2>-1% =12,

b=2-4-1.2= 16,

c = 4(2% +1%) = 20.
Pre plosny obsah P pytagorejského trojihelnika so stranami 12, 16, 20
skuto¢ne plati P = £ - 12- 16 = 96. Hladanym &islom je teda &islo 96.

B-S-2
Rozbor (pozri obr.10). V rovnolahlosti so stredom B a vhodnym koefi-

A Al

Obr. 10

cientom 0 < k < 1 zodpoved4 konvexnému Stvoruholniku ABC D §tvoru-
holnik A'BC'D' (A'D' || AD aC'D’ || CD), ktory sa uz cely nachddza vo
vnitri obdfznika predstavujiceho dany list papiera. Bodu S € AC N BD
v tejto rovnolahlosti zodpoveda bod S’ € A'C'NBD’, pricom BD' = BD
aA'C'| AC. '

Z toho plynie nasledujica konstrukcia. Vo vnitri secky DB zvolime
bod D' tak, aby body A’ € p=AB (A'D' || AD), C' € ¢ = BC (C'D' ||
|| CD) lezali vo vnitri uvazovaného obdlznika. Ozna¢me S’ € A'C'NBD
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a zvolme vo vnitri Gsetky A’S’ (resp. vo vnatri asetky S’C') Tubovolne
bod M’. Bodom D vedieme rovnobeZzku s priamkou D' M’ a jej prieseinik
s polpriamkou BM' ozna¢me M. RovnobeZka s priamkou A'C' = M'S’
idiica bodom M je priamka AC.

Dékaz sprdvnosti konstrukcie vyplyva zo zdkladnych vlastnosti rov-
nolahlosti. Je zrejmé, Ze Giloha m4 riefenie vZdy, a to jediné.

B-S§-3

Najskor dokaZeme, Ze pre kazdé dve &isla a, b plati (a+b)* 2> 8(ab®+a®b).
Podla binomickej vety plati

(a+b)* = a* + 4a%b + 6a%b> + 4ab® + b*,

ale tiez
0 < (a—b)* = a* — 4a%b + 6ab* — 4ab® + b*,

Cize
a* + 6a%b% + b* 2 4(a®b + ab®).
Preto plati
(a+b)* = 4(a®b + ab®) + 4(a®b + ab®) = 8(a’b + ab®),
ako bolo treba dokézat.
B-I1I-1

Ako je zndme, pre odvesny a, b a preponu ¢ fubovolného pytagorejského
trojuholnika plati

a=k(¢®-p*), b=2kps, c=k(g*+p?), (1)

kde k, p, g st prirodzené &isla, p, ¢ st nestdelitelné &isla réznej parity
a ¢ > p. Ak vySka v, na preponu c sa rovna 12, potom pre plo$ny obsah
P uvaZovaného trojuholnika plati jednak P = % - 12¢ = 6c¢ a jednak
P = 1ab. Vzhladom na (1) z toho vyplyva, ze

- k*pa(q® — p*) = 6k(q* + p?),
tize
_ 8@ +p”) @
pq(q? — p?)
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Z toho, 7e &isla p a q st nesudelitelné, vyplyva, Ze musia byt nestdelitelné
aj &isla ¢ +p?, p a &isla g% +p?, q. Preto &islo k z (2) moze byt prirodzené
len vtedy, ked stéin pg deli 6. Vzhladom na predpoklady o &islach p, ¢
prichddzaja do Gvahy len dvojice a) p =1,¢ = 2;b) p =1, ¢ = 6
c) p = 2, ¢ = 3. Dosadenim do pravej strany (2) sa lahko presvedé&ime,
ze prirodzené k dostaneme len pre p = 1, ¢ = 2 (k = 5). Ak tieto
hodnoty dosadime do (1), dostaneme a = 15, b = 20, ¢ = 25. Z toho,
Ze v pravouhlom trojuholniku plati ab = v.c, dostavame, Ze v, = a?b =
15-20
T 28

Ulohe teda vyhovuje jediny pytagorejsky trojuholnik so stranami a =
=15,b=20,c=25.

=12.

B-11-2

Ozna¢me r polomer kruZnice k a R polomer kruznice h (obr.11). Potom

Obr. 11
je
3 : r
SlnC¥=R+2r’ fin g = r+2R’
Preto plati
3Rr R r

3sinasin S+ sina +sinf§ =

(R+2n)(r+2R)  R+2r Tr+2R
__ 3Rr + Rr +2R? + Rr + 2r?
B (R+2r)(r +2R)

=1,

¢o bolo treba dokazat.
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B-11-3

Pre kazdé tri kladné reélne &isla a, b, ¢ vyplyva z nerovnosti medzi arit-
metickym a geometrickym priemerom, Ze

(a+b+c)<1+2+ >>3\/abc 33/=-=- %:9.

Prea=z+1,b=y+1, c=z+ 1 z tohto vzfahu dostaneme

(@+1) + @+1) +(z+1)) (xi1+yi1+zil> >0,

odkial vzhladom na podmienku z + y + z = 3 vyplyva, Ze

1 + 1 + 1 E
z+1 y+1 24172

1\

Plati v8ak

Il
P
-
|
£

—
N
VS

—
|
<
4=

—

L S
+
/~

1Y

+ |~

—
N

A

¢o uZ je nerovnost, ktorej spravnost sme mali dokézat.

V- nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom plati
rovnost prave vtedy, ked plati a = b = ¢. Z toho vyplyva, Ze vo vztahu
(1) plati rovnost prave vtedy, kedz+1=y+1=2+1lizez=y=2=1
(vzhladom na podmienku z + y + z = 3).

B-11-4
Je zrejmé, Ze pravouhly trojuholnik so stranami | X A|, | X B|, | XC| exis-
tuje prave vtedy, ked nastane niektory z tychto pripadov:
1) |XA?+|XB|?>=|XC?,
2) |XA]*+|XC|? =|XBJ?,
) |XB|* +|XC|* = | XA
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Obr. 12

Ak v rovine zvolime karteziansku stradnicova ststavu tak, Ze plati
(obr.12) C = [0,0], A = [4,0}, B = [0,3], X = [z,9], potom |XA|*> =
= (z—4)2 4y |XB]? =22+ (y - 3)?, | XC|? = 2% + y? a v jednotlivych
uvedenych pripadoch dostaneme ’

1) (z—4)2+y2+2%+ (y—3)2 =22 +y?, Cize
(z-4)?2+@w-3)?%=0.

Tejto rovnici vyhovuje jediny bod D = [4,3].
2) (z-4)2+y?+2?+y? =22+ (y— 3)? Cite

(z-4)°+y* +6y=09,
odkial po doplneni na uplny $tvorec dostaneme
(x—4)+ (y+3)* =18.

To je rovnica kruznice k; so stredom S; = [4, —3] a polomerom r; = 3v2.

3) 22+ (y—-3)2+x2+y? = (z—4)% +v?, Cize 22 + 8z + (y—3)? = 16,
odkial opidt po doplneni na Gplny $tvorec dostaneme

(x+4)?%+(y-3)%2=32,

¢o je rovnica kruznice k; so stredom Sy = [—4, 3] a polomerom ry = 41/2.

Zdver. Podmienkam tlohy vyhovuju teda vietky body X € M = k;U
Uky U {D} ;

53



Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

Nech p(z) = Y a;x' je polyném stupia n > 1, priéom pre kazdé 0 <
=0

Sk<nplatiag+ai+...+ar 2 0asicasne axq1+...+a, 2 0. Potom

pre kazdé x 2 0 je p(z) 2 0. Dokazte.

A-1-2

Nech A’, B’ si kolmé priemety bodov A, B do stien BCD a ACD $tvor-
stena ABCD. Ak A’ je ortocentrom trojuholnika BC'D, tak B’ je orto-
centrom trojuholnika ACD. Dokézte.

A-1-3

JestliZze vSechny zlomky se jmenovatelem nejvyse rovnym n, jez lezi v in-
tervalu (0, 1) a jsou zapsany v zdkladnim tvaru, sefadime podle velikosti,
c
d

0 a 1 chdpeme jako\zlomky 9, 1). Dokaite.

pak pro kazdé dva sousedni zlomky % < = bude platit ¢b — ad = 1 (&isla

A-1-4

.

Vypotitajte vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré plati rovnost 7(n) +
+ 33 = 7(n?), kde Tga) udava pocet nezapornych delitelov prirodzeného
¢isla a.
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A-1-5

Zjistéte, pro kterd n ma soustava n + 1 rovnic

zo + 211 =1,
nro + 1 +4x2 =mn,

LTpno1+ITp=1
feSeni v oboru celych nezipornych Cisel

A-1-6

Ozna¢me A = {n(t): t > 0} mnoZinu v3ech redlnych ¢&isel n(t), jejichz
dekadicky zapis méa tvar

n(t) = 0, a1(t)az(t)as(t) - ag(t)...,

kde ax(t) = [tk + 5] (mod 10). Najd&te nejmensi o takové, ze x < a pro
kazdé x € A.

A-S-1
Jestlize pro mnohoclen

ao+ a1z + a2z’ +...+anz" = (2 —21)(x — 22) ... (T — zn)

s redlnymi kofeny 1,2, ...,%, plati, Ze |a;| =1 pro viechna i € {0,1,
...,n}, potom n < 3. Dokazte.

A-S-2

V prostoru je dan ¢tyfstén ABCD, jehoZ mimobézné hrany jsou navza-
jem kolmé. Dokazte, Ze stiedy jeho hran lezi na jedné kulové plose.
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A-8§5~3

Najdite n, pre ktoré ma sastava

()= ()=- ()

n+1 n 2 n+3
("3 )mr (ot ()= (7).
rieSenie (z1,Zs,...,T,) také, Ze z, = 100.

A-1l1-1

V oboru reélnych cisel feSte soustavu rovnic

z(y+2) =1,
y(z+2) =1,
z(z+y) =

s parametrem p. Proved’té diskusi vzhledem k parametru p.
A-11-2
Zistite najvialsie stvorciferné &slo n, pre ktoré plati
37(n) = 7(n?),
kde 7(n) oznaluje pocet kladnych delitelov ¢isla n.

A-11-3

Nech H je priese¢nik vySok trOJuholmka ABC a DH je vyska Stvorstena
ABCD. Potom plati

cos|XADB| : cos|XBDC|: cos| ICDA| =
= |CD|:|AD| : |BD|.

Dokézte.

56



A-1l-4

Najdéte vSechny hodnoty parametru p, pro které m4 mnohoclen
22 -3z+p

aspon dva rtzné celociselné koteny.

A-1-1

Nech p = (a1, as,- . ., a17) je lubovolné poradie ¢isel 1,2, ..., 17. Ozname
k, najvacsi index k taky, Ze eSte plati nerovnost

ay t+ax+...+ag <agpy + agy2 + ...+ ar7.

Urcte najvicsiu a najmensiu hodnotu k, a najdite sacet ¢isel k, odpove-
dajicich vSetkym réznym poradiam p.

A-1lIl-2

Oznalme a, b, ¢, d, e, f velikosti hran ¢tyfsténu a S jehb povrch. Dokazte,

7e
' V3

S§-—6—(a2+b2+c2+d2+ez+f2).

A-1lI1-3

Urcete vSechna prirozend Cisla n, pro kterd plati rovnosti
S(n) =8(2n) = S(3n) =... = S(n?),
kde S(z) oznatuje ciferny soudet éisla z (zapsaného v desitkové soustave).

A-1Hl-4

Rieste rovnicu

cos 12z = 5sin 3z + 9tg? = + cotg? z.
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A-1lIl-5

Uvazujme funkei f definovanou v intervalu (0,1) jako

T, x iraciondlni
fle)=qp+1 Y
ST ) T=-,
q q

kde 0 < p < q jsou nesoudé&ln cel4 ¢isla. Najdéte maximum funkce f na
intervalu (Z, 8).

A-1ll-6

V roviné je d4n ostrouhly trojahelnik ABC. Jeho vyska prochéazejici bo-
dem B protina kruZnici s primérem AC v bodech P, @ a vySka pro-
chézejici bodem C' protind kruZnici s primérem AB v bodech M, N.
Dokazte, Ze body M, N, P, Q lezi na jedné kruznici.
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Reseni tloh

A-1-1
7 vyjadreni

a(z—1)+a(z® -1 +...+a,(z" -1) =
(z-1)(a1+ax(x+1)+...+
tan(z™t+" 4+ 1) =
=(@-1)((a1+a+...+an)+
+(@+az+...+a)z+...+az""})

p(z) —p(1)

a z predpokladti a; +as+...+a, 20,as+az+...+a, 20,...,a, 20
je ziejmé, ze pro x = 1 plati '

p(x) 2p(l) =ap+a1+...+a, 20.

1
Abychom dokézali, ze p(z) 2 0 pro z € (0,1), staéi polozit z = —.
)
Pak je
1 n
p(z) = F(an +an_1y + ...+ apy™).
Predchazejici postup aplikujeme na mnohoclen a, + an—1y + ... + apy™

a vyuzijeme predpokladl an—1 +an—2+...+a0 2 0, apn—2+ an— 3+ -+
+ap20,...,a020.Proz=0jep(z)=ag 20.

Jiné Fedeni. Ulohu lze fesit i matematickou indukci. Pro n = 1 doka-
zovand véta ziejmé plati. Méjme n > 1 a predpokladejme, Ze véta plati
pro vSechny mnoho¢leny stupné mensiho nez n. Pro z 2 1 je

p(z) Zap+ar1r+ ...+ (an_1 +a,)z" !

apro0 <z <1je

p(z) 2 (a0 +a1)z +... +anz" =
= ((ao+ a1) + ...+ a,z™ )z

Mnoho¢leny na pravé strané obou nerovnosti nabyvaji nezapornych hod-
not podle indukéniho predpokladu.
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A-1-2

Protoze AA’ L BC a DA’ L BC, platl BC 1L ADA', tedy BC L AD
(obr.13).

D

Obr. 13

Podobné BB’ 1 AD a BC L AD (jak jsme jiz dokazali) dava
AD L BCB’ takze AD L B'C, to znamend, Ze bod B’ lezi na vysce
tro_]uhelmku ACD z vrcholu C.

Zameénime-li C a D, dostaneme, ze B’ leZi na vySce trojuhelniku ACD
z vrcholu D.

A-1-3

. @ c ,.a _a+c c . , o
Plati-li 3 < P (b,d > 0), plati i 5 < b1 d < 7 Je-li navic bc — ad =1,
je také b(a+c) —a(b+d) =1ac(b+d)—d(a+c) = 1. Vyjdeme tedy od

zlomki 2 Ta — , to bude prvm krok. Pri druhém kroku priddme mezi tyto

zlomky zlomek 1—:}_‘—1 = 3, pHi tfetim kroku prldame mezi tyto zlomky 1 3
a 2, dostaneme tak konecnou posloupnost 2,1, 1,2, % Tak postupujeme

c.

déle, pfi n-tém kroku pfidame mezi kazdé dva zlomky ¥ ° zlomek 2 ¢ T ks 5

pokud ovSem bude b+ d £ n. Dostaneme kone¢nou posloupnost zlomki,

jejichz jmenovatelé jsou vesmés prirozend ¢isla nejvyse rovna n, a budou-li

a ¢

stat v této posloupnosti zlomky 3 vedle sebe, plati proné bc—ad = 1.

Sta¢i uz jenom ukazat, Ze jsme tim dostali vSechny zlomky z intervalu
- (0,1) se jmenovatelem men$im nez n + 1.
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Predpokladejme tedy, zZe zlomek 2 . (g £ n) v nasi posloupnosti nem

pak musi leZet mezi dvéma jejimi sousednimi cleny D d’ tj. z <= 2 < d’
odkud plyne bp —aq 2 1, cg — dp 2 1. Vynéasobime-li prvni nerovnost
d, druhou b a sedteme-li je, dostaneme s vyuzitim vztahu bc — ad = 1
nerovnost ¢ 2 b+ d. To ale znamen4, Ze b + d < n. Pak by ale zlomky

b 3 nemohly byt sousednimi ¢leny uvazované posloupnosti, protoze by

mezi nimi lezel jesté zlomek . Tim je dokazano, Ze po n-tém kroku

+
b+d
: p S << <
obsahuje posloupnost vSechny zlomky a, pro které e 0 S p < g S n.
A-1-4
Je-li n = pi*p3? ... pe* rozklad Eisla n na prvocinitele, je ziejmé

7(n) = (a1 + 1)(az + 1) ... (ax + 1),
a tedy v
T(nz) = (2a1 +1)(2a2 + 1) ... (2ax + 1).

Re$me rovnici

neboli

(2k - 1)a1a2...ak +
+(257' = 1)(a1a2 ... @k—1 + ...+ aza3...ax) + ... +
+(2-1)(a1 +az +... +ar) = 33.

Pro k = 1 m4 tvar a; = 33, pro k.= 2 mé tvar
3a1a2 + a3 + a3 = 33
a FeSenim jsou dvojice (3,3), (8,1) a (1,8), pro kK = 3 m4 tvar
| Tayazas + 3ajas + 3aias + 3azaz + a1 + as + a3 = 33
a feSenim jsou trojice (1,1,2), (1,2,1), (2,1,1), pro k = 4 m4 tvar
15a;a2a3a4 + 7(a1a2a3 + aaza4 + ajazay + azazaq) +

+3(..)+(..)=33

61



a nem4 feSeni, nebot pro kazdou &tvefici pi‘irozeﬁich Cisel ay, ag, a3, a4
je leva strana alespoii 15+ 7-4 + 3 -6 + 4. Tim spiSe nema rovnice feSeni
pro k > 4.

Z4vér: Uloze vyhovuji pravé ta ¢isla n, kterd maji rozklad na prvodi-
nitele n = p%*, n = p}p3, n = p}ps nebo n = pipsps.

A-1-5

Pro n = 1 dostaneme soustavu

To+ 22, =1,

To+z1 =1,

kterd ma jediné feSeni zg = 1, z; = 0.

Pro n = 2,3 dostaneme soustavy rovnic, které maji také pravé jedno
feSeni, ne v8ak v oboru celych ¢isel, pouze v oboru raciondlnich &isel.
Stejny vysledek dostaneme i pro m = 5, pfipadné i pro nékterd dalsi
pfirozend &isla. To nds vede k domnénce, Ze soustava nemd pro n > 1
feSeni v oboru celych ¢isel.

Predpoklddejme naopak, Ze soustava mé v oboru celych éisel feSeni
Tg,Z1,-..,Ts. Pravé strany rovnic jsou kombinaéni &isla, koeficienty moc-
nin ¢ v rozvoji dvojélenu (1 + ¢)™. Vynésobime tedy prvni rovnici &is-
lem 1, druhou zatim neurdenym é&islem g, tieti ¢islem ¢° atd., posledni
éislem g™ a vSechny ziskané rovnice seCteme. Na pravé strané dostaneme
(1 + q)™, na levé bude soulet

(L+gn)zo+[2+g+(n—1)¢lzs +...+
+2i4+q+(n—-9)¢¢ zi+ ...+ [2n+ ql¢"  zn.

Zvolime-li ¢ = v/2, rovnaji se viechny vyrazy v hranatych zavorkach :
vyrazu v2(1 + nv/2), takZe pak plati

(1 +nV2) [zo + T1V2 + 222 + 223V2+ ... + (ﬁ)"xn]
= (1+nv2)",

stejné tak pro ¢ = —v/2 dostaneme rovnici

(1 —n\/i) [zo PRV SN, I Y O R (- \/i)nxn]
=(1-nv2)"
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Vynésobime-li obé rovnice, dostaneme
(1= 2n®)[zo + 4xoT2 — 223 + ... + (=1)™ - 2722] = (-1)™

V hranaté zavorce je podle predpokladu celé ¢islo, to znamen4, Ze ¢islo
1—2n? déli &slo 1. Odtud plyne, Ze n = 1, pro n > 1 nemé4 dan4 soustava
celodiselné feSeni.

A-1-6

Ziejm& a < 1, nebot n(t) £ 1 pro kazdé redlné ¢t > 0. Hledané a (jde
o supremum) sestrojime ,po &islicich“ zleva doprava: Jeho prvni éislice
c1 za desetinnou &arkou bude rovna nejvétsi ze viech prvnich &islic ay (t)
pro t > 0. Druh4 ¢&islice c; bude nejvétsi z druhych &islic aq(t) vSech téch
t, kterd majiia;(t) = c¢; atd. Je$té si uvédomme, Ze se sta¢i omezit na
t € (0,10). Snadno zjistime, Ze

a;,(t) =9 prote
ag(t) S4prote

(4a 5)7 tedy ¢ =9,
(4,5),
as(t) —4pr0t€<

)

N)ILO"

,5) , tedy co = 4,

w| R

az(t)=9prote < ,5) , tedy c3 = 9 atd.

Dostdvame tak zmenSujici se intervaly typu ,5), které obsa-

huji pravé ta ¢t € (0,10), pro néz desetinny rozvoj n(t) zacina &islicemi

C1, C2, ..., Cm. Vzhledem k tomu, Ze tyto intervaly vZdy obsahuji &isla
libovolné blizkd k 5, budeme postupné dostévat c,, = 9 pro lichd m
a ¢, = 4 pro sudd m. Hledané ¢islo je tedy a = 0,949494 ... = %.

Pfitom pro zddné ¢t > 0 neni n(t) = «, jde o pé&kny piiklad suprema,
které neni maximem.
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A-S-1

Roznasobenim jednotlivych dvojcleni dostaneme zndmé algebraické
vztahy mezi kofeny algebraické rovnice a jejimi koeficienty

n
ao = (-1)"z122...2, = (-1)" Hx,-,
i=1

Ap—9 = 21T+ 123+ ... +Tp-1Tp = E T;Tj,
i<j

an-1=—(z1 +x2+...+xn)=-—2xi
i=1

a samozrejmeé a, = 1.
Pro druhou mocninu sou¢tu kofent dané rovnice tedy plati

n

2
1= lan-af* = (in) = Xn:x? +2) zm; =
i=1

i=1 i<j
n
— 2 2
o .’L‘i + an_2,
i=1

takze (
sz =1-2ap,_2=3.
i=1

Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem pro neza-
porné &isla 22, 23, ..., z2 oviem plyne

S

neboli n £ 3. Tim je tvrzeni Glohy dok4zano.

A-S-2

Ozna¢me K, L, M stfedy hran AB, BC, CA a P, @, R stfedy hran
AD, BD, CD. Kazd4 ze spojnic dvou stfedi hran je rovnob&#n4 s nkte-

64



rou hranou é&tyfsténu (je stfedni pFickou pfisluiné trojihelnikové stény,

‘Obr. 14

obr. 14), proto jsou KLRP, KQRM a MLQP rovnobé&iniky. Protoze
mimobé&Zné hrany jsou navzdjem kolmé, jsou uvedené ¢tyfuhelniky pra-
votihelniky, a tak napf. body K, L, R, P le#i na kruZnici se stfedem S
ve stfedu tseCky KR a primérem |K R|. Podobné ale leZ{ na kruZnici se
~stfedem S a primérem |KR|ibody K, @Q, R, M (protoZe jsme v prosto-
ru, nemusi se oviem jednat o tutéz krunici). Odtud plyne, Ze viech Sest
uvedenych bodu lezi na kulové ploSe se stfedem S a polomérem |SR)|.

A-S-3

Z prvni rovnice dostaneme z; = 1, dosazenim do druhé rovnice vyjde
Ty = 2. Z tieti rovnice vypolteme z3 = 3.

Predpokladejme, Ze jsme jiz vypocetli, Ze z; =t proi =1,2,...,k—1.
Hodnotu z; vypoéteme z k-té rovnice, kterd mé tvar

B R\ (N (R o (F3
9 Ty 2 Ty 2 Tr-1 9 T = 4 .
Dosadime-li za z; ¢islo ¢ (i = 1,2,...,k — 1), dostaneme
kE+1 k k-1 : 4
xk< 5 >+2(2)+3( 9 ),+...+(k~2)(2)+
‘ 3 _ (k+3
+(k—1)(2)$k—< 1 )
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s+1 s
k+3\ (k+2 N k+2\ _
4 )\ 3 4- )
k+2 k+1 k+1 k 3
=37+ (1) (5 )+<3)+"‘+(3)'
RozloZime-li obdobné kazdy séitanec na pravé strané, dostaneme
kE+3\ (k+1 29 k +3 k-1 b
4 )\ 2 k 2
3 2
+(k—1)<2>+k(2>,

takze z) = k. Tim je dokdzano, %e z; = i pro viechna i € {1,2,...,n},
feSenim ulohy je tedy n = 100.

1
Opakovanym pouzitim vztahu (T i3 ) = (r) + (s :_ 1) dostaneme

Jiné Feseni. Prvni rovnici ponechdme, od kazdé dals$i odeCteme pied-
s 7 iy r T r—1 .
chéazejici. Vyuzitim vztahu ( ) - ( 1) e ( 1), dostaneme ekvi-
s s — s—
valentni soustavu

r =1

4

2z + To = (3)

5

3z + 229 + x3 = 3
1
m=Dz1+n—2)z2+ ... +2Tp_2+ Tn—1 =<n-?|)- )
. 2
nry + (n—1)z+ ... +2xn,1+xn=(n; )

Zopakujeme-li uvedeny postup jesté jednou, dostaneme dalsi ekvivalentni
soustavu

|
-

z1
Ty + To

I
w

Ty +T2+ ... +Tn2+Tn =

T+ T2+ . +Tno1 + Ty =
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Odtud uZ snadno dostaneme jediné reSeni dané soustavy z; = i pro
i € {1,2,...,n}. Refenim tlohy je tedy n = 100.

A-1l-1
Z dané soustavy spocteme

zy:l.—g, yz:g p.

Je-lip=0,jexy =1,yz = zz = 1, takZze z = 0. Soustavé rovnic vyhovuji
1
v8echny trojice (z,y,z), pro které je 2z =0,z #0ay = e

Je-lip # 0, je zyz # 0 a = y, pficemz 22 = 1 — £. Soustava fedy
nem4 FeSeni pro p > 2, ale ani pro p = 2 (bylo by z =y = 0).

Pro p < 2 (p # 0) vyhovuji dané soustavé pravé dvé trojice realnych
Cisel

2

[,_P P
rT=y= 1-=, 2= —F—r
4 2,/1-2
a \
[, _P p
T=y=—4/1-35, z2=——F7—.
. 2,/1-2

A-1-2
Je-li n = pl*p5? ... p* rozklad &isla n na prvodinitele, je zfejmé
7(n) = (a1 + 1)(az + 1) ... (ar + 1),
a tedy '
- 7(n?) = (2a; + 1)(2a2 + 2) ... (2a + 1).

Rovnice
1(n?) = 37(n),

nema ziejmé pro k = 1 zadné nezdporné feSeni a;. Pro k = 2 ji mZeme
zapsat ve tvaru

: 3(ay + 1)(ag + 1) = (2a; + 1)(2as + 1),
neboli
(a1 =~ 1)(02 = 1) = 3.
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Proto j Je a; = 2, as = 3, anebo obracené. Pro k = 2 tak dostdvame feSeni
n = pq*.
Pro k2 3 méa uveden4 rovnice tvar

(2% = 3)aya;...a;r +
+ (25 = 3)(a102. . ak-1+ ...+ azaz...ax) + ... =
=a +a2+...+ak+2,

pri¢emz prvni dva ¢leny na levé strané jsou nejméné 5+ a; +ag + ...+
+ax > a1 +as+. . .+ax+2; rovnice nemé tedy pro k = 3 zadné celociselné
FeSeni. .

Z nerovnosti (pg?)? < 10 plyne pg?> < 100 a snadno zjistime, ze
nejvétsim &islem tohoto tvaru je 99 = 11 - 32. Hledané n tedy je n =
=992 = 9801.

2

Jiné Fedeni. (Podle Josefa Mensika, gymndzium v Brné, tf. kpt. Ja-
roge.) Rovnici

7(n?) = 37(n)
muZeme napsat ve tvaru
(a1 +1)(ag +1)...(ar + 1) = (2a1 + 1)(2a2 + 2) ... (2ax + 1).

ProtoZe prava strana uvedené rovnice je lichd, jsou vSechna ¢isla a;,
as,...,ar vesmés suda, takze vidime, ze €islo n je Gplny kvadrat. Nejvétsi
takove Etykciferné &slo je 992. Snadno se piesvédéime, ze n = 992 dané
rovnici vyhovuje.
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_ A-1l1-3
Ozna¢me a, b, ¢ strany trojihelniku ABC a a; = |AD|, b = |BD|,

D

Obr. 15

¢1 = |CD]| zbylé hrany &tyisténu ABCD (obr.15). Podle kosinové véty
pro trojahelniky ABD a BCD plati

a? +b -2

s|XADB|= 111 —
€0 |q | 2@1b1

' 2, 2 _ 2

cos|gBDC| = AFa=a"
2b161

takze
cos|IADB|  (ai +b? — c?)cy
cos|XBDC| (B3 +c —a?)a;’

Ztejmé stali ukazat, Ze posledni vyraz je roven c; /a;. (Cyklickou zdmé-
nou obdrzime dal3i dvé rovnosti.)

Je-li v = |DH| uvaZovana vygka étyfsténu ABCD a BB; vyska troj-
thelniku ABC, dostaneme nékolikerym pouZzitim Pythagorovy véty

G —a} = (V¥ +|CH|?) — (v* +|AH|?) =
=|CH|?> - |AH|?> = |CB,|? - |AB,|?

a zaroven
a® —c = |CBi|? — |AB|%.
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Odtud ovSem plyne

b2+ —a?=al+ b2 -
Tim je dikaz hotov.

Dopustili jsme se oviem malého zjednoduSeni vynechanim piipadu,
kdy je thel ADB pravy, a tedy cos|XADB| = 0. Pak je b? + ¢? — a? =
= a? +b? — ¢ = 0, tak¥e pravy je i thel BDC'. Stejné bychom dokézali,
zZe je pravy i ihel CDA. Jde o ¢ty¥stén, jehoz kazdé dvé z hran DA, DB,
DC jsou kolmé a vSechny tii hodnoty kosinti na levé strané dokazované
rovnosti se rovnaji nule. Chapeme-li ji jako rovnosti

cos|XADB|  cos|XBDC| cos|JCDA|
|CD| B |AD| B |BD|

plati i v tomto zvlastnim. pripadé.

Jiné Feleni. (Podle Josefa Mensika, gymnézium v Brné, tf. kpt. Ja-
roSe.) Tvrzeni Glohy mtZeme zapsat pomoci vektort jako

AD-BD =BD-CD=CD-AD.
Pritom je
AD -BD = (AH+ HD) - (BH + HD) = AH .BH + HD - HD,

nebot z kolmosti HD k roviné ABC plyne rovnost AH-HD = HD-BH =
= 0. Zfejmé tedy staci dokdzat rovnosti

AH-BH = BH-CH = CH - AH.
Protoze vektory /{C a BH jsou navzijem kolmé, plati
AH-BH:(AC+CH)-BH=CH-BH.
Druhou rovnost dokdzeme obdobné.

Jiné feleni. ProtoZze vyska DH je kolma k podstavé ABC, je spe-
cidlne8 DH 1 AC a zaroveih BH 1 AC, takZe hrana AC je kolmd na
rovinu BDH. Odtud plyne, Ze hrany AC a BD jsou navzijem kolmé, to
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znamena, Ze oba vrcholy A i C' maji tyz kolmy primét P na p¥imku BD.
Potom

|DP|
|AD|

|DP|

ot
cos|XADB| CD[’

a cos|XBDC| =+

pfi¢emZ v obou rovnostech plati stejné znaménko (podle toho, zda P lezi
na polopfimce DB, anebo na polopfimce k ni opa¢né). Odtud ale plyne
rovnost ‘

cos |XADB| : cos | XBDC| = |CD|: |AD|.

Zbylou rovnost dokdZeme analogicky.

A-Il-4

Je-li m celo&iselny kotfen daného mnohoélenu, je p = 3m — m2 a rovnice
N :
2 -3z +3m-m?=(z—m)(@® +mz +m? -3) =0

by méla mit jesté dalsi celoliselny kofen x # m. To ale znamen4, Ze
diskriminant /

D =m? — 4(m? - 3) =12 — 3m?
kvadratického trojélenu v druhé zévorce musi byt druhou mocninou ce-
1ého ¢&isla. Je tudiz 3m? < 12, neboli |m| < 2. Z péti moznych celych &sel

m nevyhovuje uvedené podmince pouze ¢islo m = 0, pro ostatni vyjde
p==£2.

. A-1l-1
Je-li p = (a1,az,...,a17) uvazované pofadi a k, pifsluiny index, pak

ziejmeé plati

a1+a§+...+akp <@g,41+...+a17 =
=153 - (a1 +az +... +ax,),

takze
k

P
142+ +k ) a; S 76,

=1

odkud plyne, Ze je ky(kp + 1) < 152, neboli k, < 11.
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Podobné dostaneme nerovnost

153 — (akp+1 +...4+ a17) <0k,4+1+...+a17,

takze

17
(eI a,-é(kp+1)+...+17:_153—%k,,(k,,+1).
i=kp+1

Odtud vyjde odhad k, 2 5. Snadno nahlédneme, Ze pro pofadi a =
= (1,2,...,17) vyjde k, = 11 a pro pofadi z = (17,16,...,2,1) zase
k, =5.

Uvazujme dvé navzijem opacénd poradi

p:(alya27"'7a17)) q=(a177a16a"'7a‘1)'

ProtoZze a1 + a2 + ...+ a17 =1+ 2+ ... 4 17 = 153 je liché &islo, plati
zaroven :

a1+a2+...+akp <akp+1+...+a17,
a1 +az+...+Qk,41 > Okp42 + ...+ a17.

To ale znamen4, ze je k, + k; = 16 pro libovoln4 navzajem opaéna po-

fadi p, q. Rozdélime-li vSech 17! moZnych poradi sedmnécti ¢isel do %17 !
dvojic navzajem opa¢nych poradi, plyne odtud, Ze hledany soudet je 8-17!.

A-1l-2

Pro obsah P trojtihelniku o stranéch a, b, ¢ dostaneme podle Heronova
vzorce

1
P? = E(2a2b2 +2b%c* +2c%a® —a* — bt — ) =

: %((a2 + 6% +c*)? —2(a* + b + ¢*)).
Podle Cauchyovy nerovnosti je

(a2 + b + c2)2 < 3(a4 + b + c4),
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takzZe

11

2 < Cii2 002 242
P?< - 2(a® +07 + 7,
P§—-—\1/§(a2+b2+c2).

Pro povrch S uvazovaného Ctytsténu odtud plyne
2 : :
S < %(a2+b2+c2+b2+e2+f2+
+E+fP+d*+a’+d>+e€?) =
V3

=?(a2+b2+c2+d2'+62+f2).

ProtoZe pro pravidelny &tyfstén nastane rovnost, neda se koeficient
% 3 v dokazané nerovnosti zmensit.

A-1l1-3
Je-lin = ¢1-10P" 1 4¢5:10P=2+. . .+¢, (c1 # 0) rozvoj p-ciferného priroze-
ného &isla n v desitkové soustavé, budeme struéné psat n = |cicz| . . . |cp).

Jelikoz je ¢; # 0, je n = 107~ . Cislo 107! ziejm& podmince tlohy ne-
vyhovuje, vylou¢ime-li trividlni pfipad p = 1. Stali tedy uvazovat jen
ta p-cifernd &isla, ktera jsou vétsi nez 10P~!. Zkusime porovnat ciferny
souet ¢; + ¢z + €3+ ...+ ¢, Cislan a &slam = (10P~1 + 1)n. Je

107" 'n = |eiez|-..lep-1lcp|0]0]...| O]
n= le1leales)- - -|ep)
m = |d0|d1|d2| s .|dp_1|dp|CQ|C3|. . .|cp|

Je-li cpta § 9, je dp =cp + 1, dp_.l = Cp—1y -« dy =c¢,dy =0
aS(m)=2(ci+ca+...+¢cp) #S(n). Jelic,+c¢1 210, jed, =cp+c1 —
— 10, a pokud Cp—1 é 8, je dp—1 = Cp—1 +1, d —2 = Cp—2, -+~ d1 = Ci,
do =0, S(m) = 25(n) — 9, S(n) 2 10, takZe opét je S(m) # S(n). Aby
S(m) = S(n), musi byt nutné c,_; = 9. Podobné bychom dokéazali, Ze
musi byt cp,—2 = ... =cy = ¢1 = 9. ProtoZe ¢, 2 1 a n musi byt délitelné
deviti (to plyne ze vztahu S(2n) = S(n)), je i ¢, = 9. Aby tedy &islo n
spliiovalo podminku S(m) = S(n), musi byt nutné n = 10 — 1 nebo
n=1.
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Uké4Zeme, Ze tato &sla spliiuji podminku dlohy. V p¥ipadé n = 1 je
to ziejmé, zvolme tedy n = 10 — 1, tedy S(n) = 9p, p 2 1 a necht k je
libovolné pfirozené ¢islo mensi nez 10P. Necht je k = |b1|bo| . .. |by| z4pis
Cisla k v desitkové soustavé, pfiéeini nevyluéujeme pfipad b; = 0 nebo
by = by = 0 atd., tedy nevylu¢ujeme piipady, kdy je k Cislo g-ciferné
a ¢ < p. Budeme vSak nejdiive predpokladat, Ze k neni délitelné deseti,
tj. b, # 0. Je pak kn = k- 10P — k,

/4
e
k-10° = |by|bs]... ...|6,/0[0]......]0|
k= —|by|ba. ... b, |

kn = |b1| ¥ .Ibp_1|bp o 1|9 e b1| i lg — bP”1|10k_ bpla "

takZze S(kn) = 9p = S(n). Pokud je b, = 0, je k = 10", r 2 1, a |
neni délitelné deseti. Podle pfedchazejiciho je S(In) = S(n) a ziejmd
S(107In) = S(n). Tim je dikaz dokonéen, loze vyhovuji pravé &isla 1,
9,99, 999, ...

Jiné Feseni. Pfedpokladejme, Ze p-ciferné ¢&islo n vyhovuje dané sou-
stav® rovnic a Ze cicz...c, je jeho zdpis v desitkové soustavé, takze
S(n) =c1 +c2+...+cp. Protoze n 2 10771, ale S(10P~!) =1 # 2 =
= 5(2-10771), je n 2 107! + 1. Cislo n(10P~! 4+ 1) £ n? m4 v desitkové
soustavé zapis

—~1 = S
107" n+n=cic2...¢,00...04+cica...cp =
p—1

=(cc2...Cp+c1)c2c3. .. Cp.
Odtud plyne rovnost
S((10P~t +1)n) =S(cica...cp+a) +eatez+...+cp,

takze

' S(cica...cptc1) =cr.
Cislo cics - . . ¢, + ¢1 neni p-ciferné (jinak by zaginalo &slici ¢; nebo &slici
c1+1, takZe by bylo S(cice ... cp+c1) > ¢1). Plati tedy 107 < cicz. .. cp+
+ ¢1, zdrovet oviem je ci¢y...cp S 99...9 = 10° — 1. Dohromady tak
dostavame nerovnosti .

10”§clcz...cp+cl §10p+8.
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Diky této nerovnosti snadno zjistime, Ze nemize byt c; < 8, nebot
89...94+8 < 107; je tedy ¢; =9 a S(cica...cp +9) = 9. Protoze rovnice
S(z) = 9 md v intervalu (107,107 + 8) jediné feSeni z = 107 + 8, vychéai

n=cicy...c;=10P +8 -9 =107 — 1.

Zbyvéa ovéfit, ze nalezené ¢islon = 10™ —1 vyhovuje pro libovolné pfi-
rozené m viem rovnostem tlohy. Pro k £ n oznaéme c;c; . . . ¢, dekadicky
zapis Cisla k — 1. Potom

kn =k(10™ — 1) = (k — 1)10™ + (10™ — k) =
=c102...cp00...0+

m

+ 99...9(9—‘Cl)(g—Cz)...(g—Cp),

m-=p

nebot 10™ — k = (10™ —1) — (k—1) =99...9—cica...Cp. Je tedy

m

kn=cc2...¢99...99—c1)(9—c2)...(9—cp),

m—p

a proto

S(kn) =c1+c2+...+¢cp+9(m —p) +
+(9—C1)+(9—C2)+...+(9——cp)=9m‘

A-1ll-4
Leva strana rovnice
cos 12z — 5sin 3z = 9tg? x + cotg? x.
spliiuje pro libovolné reélné &islo x 'nerovnost
cos 12z — 5sin 3z < 6, | (1)

prava
9tg? x + cotg’x > 6, (2)
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i 1
nebot pro kazdé kladné u plati u + ” 2 2, a tedy

: 2
9tg2z+cotg2x=3((\/§tgz)2+ (\/gt x) ) >6
g

Danou rovnici spliuji tedy pravé ta z, pro néz v obou nerovnostech
(1) a (2) nastane rovnost. To znamen4, Ze

' 1
cosl2x =1, sindz=-1, |[tgz|=—.
|tg z| 7
Z téchto podminek vychazi, ze
z:kg, 3x=(4l—1)g a a:=(6mﬂ:1)g,

kde k, I, m jsou cela Cisla. Spoleénym FeSenim jsou Cisla

z= (12k+11)% a z=(12k+7),

OHFI

kde k € Z je libovolné celé &islo.

A-1l1-5

V intervalu (%,3) lezi &slo 12, pro které je f(32) = 12 > g. Podle
FeSeni tlohy A-I-3 nelez{ v intervalu (F,{%) Z4dné racionélni &slo 2

se jmenovatelem g < 25 a podobng interval (12,3) neobsahuje zadné
raciondlni éislo 2 se jmenovatelem q < 26. Pro kazdé racionélni &islo §

z intervalu (8, 9), 2413 1%, tedy plati ¢ 2 26, a proto je

p\ _p 1 8 1 16
f(q)—q+ <9+26<17.

ProtoZe pro kazdé iraciondlni éislo z € (8, 8)je f) =z < &, je
hledané maximum 16
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A-1lI1-6

Oznalme K patu vysky z bodu B na stranu AC, L patu vysky z bo-

C

Obr. 16

du C na stranu AB. Z Eukleidovy véty pro pravouhly trojahelnik APC‘
(obr. 16) dostaneme rovnost

|AP|* = |AK|-|AC| = |AB| - |AC|cosa.

Stejny vysledek dostaneme i pro velikost |[AM|? z Eukleidovy véty pro
pravouhly trojuhelnik ABM,

|AM|? = |AL| - |AB| = |AB| - |AC| cos .

Je tedy |AP| = |AQ| = |AM| = |AN]|, takZe body M, N, P, Q lezi na
kruZznici se stfedem ve vrcholu A daného trojihelniku.

Jiné FeSeni. Zfejmé AC je osa usetky PQ, AB je osa tisecky M N.
Odtud plyne, ze |AM| = |AN| a |AP| = |AQ)|. (Pokud tedy lezi body
M, N, P, Q na kruZnici, je jejim stfedem bod A. ‘

Protoze P lezi na vySce z bodu B, je PB - AC = 0. Z Thaletovy véty
déle plyne rovnost AP - PC = 0. Analogicky dostaneme CN - AB = 0
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a AM - MB = 0. Je tedy

|AP|>=AP-AP=AP-AP + AP-PC = AP -AC =
= AP.AC+PB-AC = AB - AC,

|AM|? = AM - AM = AM - AM + AM - MB = AM - AB =
=AM - AB + MC - AB = AC - AB,

takze |AN| = |AM| = |AP| = |AQ)|. Tim je dikaz tvrzeni lohy hotov.

Jiné fe§eﬁi. Oznaéme H prisedik vysek trojihelniku ABC a A’ patu
vysky vedené bodem A. Pro mocnost bodu H ke kazdé z obou uvazova-
nych kruznic plati

|HA|-|HA'| = |HM|-|HN]|

a zéroven .
|HA|-|HA'| = |HP|- |HQ|.

Odtud ovsem plyne, Ze body M, N, P, Q lezi na kruZnici.
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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1

Permutdciou &isel 1,2,..., N (kratko permutdciou) nazyvame prosté zo-
brazenie mnoZiny {1,2,...,N} na seba. Permutédcia P priradi kazdé-
mu &islu z intervalu (1..N) nejaké é&islo z intervalu (1..N). Skladanim
permutécii dostdvame znova permutacie. Dvojité zloZenie permutéacie P
je permuticia D s vlastnostou: D[i] = P[P[i]] pre kazdé i z intervalu
(1..N). Permutéacia &isel 1,2,..., N sa v pocitali reprezentuje datovou
~ Struktirou typu pole, pri¢om i-ty prvok pola obsahuje funkéni hodno-
tu Pl[i].

Uloha: Napiste a zdovodnite program, ktory pre zadané celé &slo N >
> 0 apole P[1.. N], reprezentujtice permutéciu ¢isel 1,2, ..., N, vypocita
jej dvojité zloZenie. Vysledna permutécia musi byt po ukonleni vypoétu
ulozend v poli P. a program nesmie pouzivat iné pole (resp. inli vi¢Siu
datova $truktiru).

P-1-2

So Specidlnym grafickym vystupom sa pracuje tak, Ze jeho $tvorcova ob-
razovka je rozdelend na $tvrtiny oznacené 1, 2, 3 a 4 (lavd hornd ma
&islo 1, prava hornd 2, lava dolnd 3 a prava dolné 4), kazda zo $tvrtin je
zase rozdelend na $tvrtiny a tak dalej. Takto ziskané Stvrtinky sa ozna-
¢ujt kédom (tj. koneénou postupnostou obsahujicou Eislice 1, 2, 3, 4)
a nazyvaju sa typizované Stvorce. Pri komunikacii s programom sa kody
zapisuju vo forme prirodzenych isel v desiatkovej sistave (zmysel maji
samozrejme len isla obsahujtce iba cifry 1, 2, 3, 4). Celd obrazovka ma
kod 0. Napriklad $tvorec 1, 4, 2 vidno na obrazku s napisom ,,TU“ a jeho
kéd je &islo 142. Utvar je mnozina typizovanych $tvorcov, reprezentovana
mnozinou ich kédov.
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11 12

TU

13

143

Uloha: Napiste a dokaZte ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory pre za-
dané N > 0 a pole K[1..N] celych &isel — kédov typizovanych Stvorcov
zisti, ¢i z nich vytvoreny atvar je typizovany Stvorec.

P-1-3
Méme dany nasledovny program v Pascale:
program MOPI3;
var k, z, pocvel, pocmal: integer;
begin
write(’K: ’); readln(k);
{ »} pocvel := 0; pocmal := 0;
z =0
while £ > 1 do
begin
{ >} pocvel := pocvel + 1;
while (k mod 2) = 0 do
begin
z:=x+1; k:=kdiv 2
end;
=k-1;
while z > 0 do
begin
{ »} pocmal := pocmal + 1;
k:=kx2+1;xz:=2—-1
end
end;
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writeln(’Pocet velkych prechodov bol: ’, pocvel);
writeln(’Pocet malych prechodov bol: ’, pocmal)
end.

Premenné pocvel a pocmal iba pocitaju pocty prechodov cez vonkajsi
cyklus a cez jeden z vnutornych.

Uloha: Zistite (a zdovodnite svoje tvrdenie), pre ktoré &isla k je pocet
velkych prechodov rovny poctu malych.

P-1-4

Na vstupe mame slovo v tvare w; # ws, kde retazce w;, wo st neprazdne

a obsahuju iba znaky ‘0’ a ‘1. Tieto refazce reprezentuju ¢isla v dvojkovej

ststave, pri¢om vySSie rady st zapisané neskor. Napr. vstup ‘10114011’

reprezentuje dvojicu &sel 1101 a 110 zapisanych v dvojkovej siistave.

a) NapiSte program vo Froscale, ktory vypocita stcet ¢isel wy a wo a vy-
piSe ho v dvojkovom zapise v obratenom poradi cifier (tj. tak isto,
ako su tie &isla zapisané na vstupe). Napriklad pre vstup v tvare
‘00140111’ by mal vypisat ‘01001’.

b) NapiSte program vo Froscale, ktory vypocita siéin ¢isel wy a we a vy-
pie ho v dvojkovom zépise v obraténom poradi cifier. Napriklad pre
vstup ‘0141001101’ by mal vypisat ‘01001101°.

c) Popiste (neformadlne), ako by vyzerali programy riesené v Casti a) a b)
v pripade, Ze by retazce w;, ws obsahovali znaky ‘0’ az ‘9’ a repre-
zentovali by ¢isla v desiatkovej ststave.

Ucéebny text k 4. prikladu: Froscal — Frontovy Pascal

Jazyk bez procedir, premennych, syntaxou pripominajaci Pascal (aj
so skokmi) a s jedinou pamiétovou Struktiirou — frontom — to je Froscal.
Front je datova Struktira s premenlivou velkostou (nie nepodobné za-
sobniku), u ktorej sa vklada na jeden koniec a vybera sa z druhého. Je
zndma rovnaka organizacia pamiti pod ndzvom FIFO — first in first out.
- Presnejsie: Froscal je Pascal bez premennych (a tedaaj bez priradenia),
s while a repeat cyklami, prikazmi case a if a skokom goto. M4 dve fiktivne
premenné INP a TOP typu char a skrytt premennt front znakov. INP
je prave ¢itany znak zo vstupu a TOP je znak na zaciatku frontu. Dalsie
- prikazy: NEXT nacita novy znak zo vstupu do fiktivnej premennej INP,
PUT(znak) resp. PUT(premennd) ulozi znak resp. hodnotu premennej
INP alebo TOP na koniec frontu, GET vyhodi prvy prvok z frontu. Prikaz
write ma Pascalovski definiciu, tj. moze sa vypisat znak, premennd, re-
tazec alebo postupnost takychto vyrazov. Specidlnym znakom na vstupe
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a vo fronte je znak ‘?’, ktory na vstupe znamena presiahnutie vstupného
slova a vo fronte znamena prazdny front. Ak INP = ‘?’ (resp. TOP =
‘?"), potom prikaz NEXT (resp. GET) ni¢ nespravi. Ani PUT(‘?’) ni¢
nevykona.

Program pracuje tak, Ze na vstupe ma slovo nad dopredu presne urce-
nou abecedou (podmnozinou vypisatelnych znakov) a na vystupe (write)
moZe vypisat rieSenie problému. Testovat korektnost vstupnej abecedy
nie je nutné; dokonca ak je Specifikovany forméat vstupu, tak ho netreba
testovat. Do frontu ukladat, testovat a vypisovat mozno lubovolné vypi-
satelné znaky. Na zaliatku prace programu je front prazdny (tj. TOP =
).

Orienta¢na gramatika jazyka Froscal:

(program) = program (meno); [(dekl. skokov)] (telo programu)
(dekl. skokov) = label (skok), (skok)]*;
(skok) = (celé ¢islo)
(telo programu) = begin (prikazy) end.
(prikazy) = (ni€) | (prikaz)[; (prikazy)]
(prikaz) = [(skok): ]*(elem. prikaz)
(elem. prikaz) = begin (prikazy) end

| if (podm) then (prikaz)| else (prikaz)]

| case (vyraz) of

((selektor): (prikaz);)*
[else (prikaz)]
end ‘

| while (podm) do (prikaz)

| repeat (prikazy) until (podm)

| goto (skok)

| write((write vyraz)[, (write vyraz)|*)

| PUT((vyraz))

| GET

| NEXT
(podm) = (relacia)

| ((podm)) and ({podm))

| ((podm)) or ({podm))

| not({podm))
(relacia) = (vyraz)(relatny znak)(vyraz)
(rela¢ny znak)=
=|<|<=|>|>=|<>]|in
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(vyraz) = INP | TOP | (znak konst.)
| (interval znakov) | (mnoZina znakov)
(write vyraz) = INP | TOP | (znak konst.) | (retazec)
(pozndmka) = {(text bez ‘}’)}
pozndmka méze byt kdekolvek rovnako ako v Pascale.

Priklad: Program, ktory mé na vstupe slovo nad abecedou [‘a’, ‘b’,
‘¢’, ‘d’] v tvare w; # ws. Treba otestovat, ¢i sa w; = ws.

program TEST;
label 13;
begin
{front sice prazdnit netreba, ale na precvienie}
while TOP<>’?’ do GET;
while not((INP ="#’) or (INP =7")) do
’ begin {ete sme vo w;, treba uloZit}
PUT(INP); NEXT
end;
if INP<>"#’ then goto 13; {slovo m4 tvar w; bez '#'}
NEXT;
while (INP<>’?") and (TOP = INP) do
begin {dalsi znak sa rovn4, ideme dalej}
GET; NEXT
end;
if (INP = TOP) and (INP = 7)) then write(’ANO’)
else 13: write('NIE’)

end.

P-11-1
Permutdciou &isel 1,2, ..., N (kratko permuticiou) nazjvame prosté zo-
brazenie mnoZiny {1,2,..., N} na seba. Permutacia P priradi kazdému

&islu i € (1..N) nejaké éislo P[i] € (1..N). Skladanim permutacii dost4-
vame znova permutécie. K -te zloZenie permuticie P je permutéacia PX

s vlastnostou: "

PK[i) = P[P[...P[i]]] Vi€ (1.N).
N e

K —krat

Permutécia Cisel 1,2,..., N sa v pocitaéi reprezentuje dadtovou Struk-
tirou typu pole, pricom i-ty prvok pola obsahuje funkénii-hodnotu Pl[i].
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Uloha: Napiste a zdévodnite &o najefektivnejsi program (déraz je na
rychlosti), ktory pre zadané celé ¢islo N > 0 a pole P[1..N], reprezentu-
juce permutéaciu ¢isel 1,2,..., N, a celé ¢islo K podstatne vicsie nez N
vypocita jej K-te zloZenie. Vyslednd permutacia musi byt po ukonceni
vypo¢tu ulozend v poli P.

P-11-2

UvaZzujme $pecidlny graficky vystup opisany v tilohe P-I-2.

Uloha: Napiste a zdovodnite program, ktory pre dané dve celé &isla
S1,S2 2 0, reprezentujice dva typizované $tvoréeky (dané svojim ké-
dom), zisti, ¢ leZia pri sebe, tj. & sa dotykaji svojimi stranami zvonka.

Priklad: Stvoréeky 3 a 143 lezia pri sebe, ale 143 a 1423 nelezia pri
sebe, rovnako ani 14 a 143 nelezia pri sebe.

P-11-3

Napiste a dokdzte o najefektiviiej$i (doraz je na rychlosti) program,
ktory pre zadany retazec R dlzky N néjde také dva roézne znaky Z1 a Z2,
pri ktorych vykond nasledovny algoritmus maximéalny pocet vymen.

EsteHladaj:=true;
while EsteHladaj do
begin
EsteHladaj:=false;
for i:=1 to N-1 do
if (R[i]=Z1) and (R[i+1]=Z2) then
begin
{ vymena }
R[i]:=22;
R[i+1]:=Z1;
EsteHladaj:=true
"end;
end;

Znaky v refazci R mozete uvazovat z intervalu *A’..°J’.

Pozndmka: Dlzka zadaného retazca N moze byt velmi velka.

-

P-1l-4

Na vstupe je neprazdne slovo w obsahujtice iba znaky ’a’. Navrhnite
a popiste program vo Froscale, ktory vypocita dolna celi ¢ast dvojkového
logaritmu dlzky slova w a vypiSe ju v dvojkovom zdpise v obratenom
poradi cifier.
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Pozndmka: Priklad sa dé rie$if aj bez pouZitia prikazu goto.

P-Ill-1
Permutdciou &isel 1,2, ..., N (kratko permutéiciou) nazyvame prosté zo-
brazenie mnoziny {1,2,..., N} na seba. Permutacia P priradi kazdému

Cislu @ € (1..N) nejaké ¢islo P[i] € (1..N). Skladanim permutécii dosta-
vame znova permutacie. Dvojité zloZenie permutacie P je permutécia P?
s vlastnostou:

P2[i]= P[P[i]] Vi€ (1.N).

Permutécia ¢isel 1,2, ..., N sa v poéitaci reprezentuje datovou Struk-
tdrou typu pole, pri¢om i-ty prvok pola obsahuje funként hodnotu P[i].
Uloha: Napiste a zdovodnite ¢o najefektivnej$i program (déraz je na
rychlosti), ktory pre zadané celé ¢islo N > 0 a pole P;[1..N], repre-
" zentujiice permutéciu &isel 1,2, ..., N, vypoéita pocet takych permutécii
P, ktorych druhé zloZenie je zadand permutacia P, tj. pre ktoré plati
P 2 = P2. .

P-11-2

UvaZujme $pecidlny graficky vystup opisany v ulohe P-I-2.

Niekedy treba typizovany Stvorec presunit niekam inam. Aky bude
jeho kdd po jeho presunuti o K jeho Sirok doprava a L jeho $irok nahor?

Uloha: NapiSte a zdévodnite program, ktory pre dané celé &islo S 2> 0,
reprezentujtice typizovany $tvorec (dany svojim kédom), a nezaporné celé
¢isla K,L 2 0 vypocita a vypiSe kod Stvorca S po presunuti o K jeho
§irok doprava a L jeho Sirok nahor, alebo ohldsi MIMO OBRAZOVKY, ak
vysledny Stvorec sa nachadza mimo obrazovky zariadenia.

P-1ll-3
Méame dany nasledovny program v Pascale:

program MOPIII3;
var k,x,poc:integer;

q:0..9;
begin
write(’K:’) ;readln(k);
- > } poc:=0;
while k>0 do { hlavnj cyklus }
begin '
{ -> } poc:=poc+1;
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q:=0;x:=0;
while (k mod 10)=q do { cyklus A}

begin

x:=x*10+q; k:=k div 10;q:=9-q

end; ’
if q=9 then if k>0 then k:=(k+1)*10+9

else begin k:=0; x:=0; poc:=0 end
else begin k:=k-1; x:=x*10 end;

while x>0 do { cyklus B }

begin
k:= k*10 + x mod 10; x:= x div 10
end;
end;
writeln(’Pocet prechodov bol:’,poc)

end.

Uloha: Napiste a dokézte program, ktory pre zadané P vypocita taky
vstup K, aby vysledny polet prechodov hlavnym cyklom poc bol rovny
zadanému P.

P-1l1-4

Na vstupe je slovo v tvare w; * ws, pricom (neprazdne) slovd wy, ws
obsahujt iba znaky ’a’ az ’z’ a dlzka slova w, je omnoho mensia nez
dlzka slova ws.

Uloha: Napiste a popiSte program vo Froscale, ktory vypoéita pocet
vyskytov slova w; v slove wy a vypise ho v dvojkovom tvare v obratenom
poradi cifier.

Napriklad pre vstup ’aba*abababababababababababiuababab’ by
mal vypisat postupnost znakov ’0011’, reprezentujiicu &islo 12 (dvojkovo
1100,).
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Reseni loh

P-1-1

Kazdt permuticiu P moéZeme rozloZif na niekolko navzdjom disjunkt-
nych cyklov, P = C,C;...C,,. Kazdy cyklus tvoria nejaké prvky mno-
ziny {1,...,N}, oznalme preto C; = (a;i1ai2 - .- a;iy;)- Cislo I; nazveme
dfzkou cyklu C;.

Samotna permuticia (zobrazenie P) vznikne zloZenim jednotlivych
cyklov. Podobne dvojité zloZenie permutécie vznikne zloZenim dvojitych
zlozeni jednotlivych cyklov; D = P? = C2C%...C2,. Stadi preto prejst
kazdym cyklom, ,preéislovat ho, tj. zabezpeéit aby P’'[i] = P[P[i]] (P’ je
stav pola P po skonleni programu, P’[i] = D[i]) a Gloha je vyrie§en4.

Cyklus Cj tvoreny prvkami a;,ai,2,...,a;;; méZeme precislovat po-
stupnostou priradeni

P'la; 1] := P[P[ai]]
P’[a,-,2] = P[P[a,-,g]]

Ale v okamihu vykonania prvého priradenia je hodnota P[a; ] prepisa-
n4 novou hodnotou P’[a;;], preto si treba pévodni hodnotu predcha-
dzajiceho prvku pamitat, aby sme vedeli uréit a; 2 (= Pla;;1]). Takisto
narazime na problém pri precislovavani posledného prvku cyklu. TotiZz

P'la;;] := P[Plaiy]] = Plaial,

ale tato hodnota je opit prepisand (paméitame si len jeden predchadzajici
prvok). Tento problém sa d4 odstranit uchovanim hodnoty prvého prvku
cyklu. .
Potrebujeme teda zabezpeéit dve veci: najst cyklus, ktory sme zatial
neprecdislovali, a precislovat ho.

Jeden spGsob, ako néjst eSte nepreislovany cyklus, je takyto:

Nech vSetky prvky, ktoré st uz precislované, maji zadporné znamienko;
teda nech P'[z] = —P[P[z]]. Potom sa zafiatok cyklu nijde lahko ako
prvy vyskyt kladného ¢&isla:

novy:=1;
repeat
while (novy<=N) and (p[novy]<0) do
begin
plnovyl :=-p[novyl;
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prvok p[novy]l uZ je pre&islovany;
mdéZeme mu obnovit kladné znamienko,
pretoZe ho uZ nebudeme testovat
inc(novy)
end;
if novy<=N then
precisluj(novy) precisluj musi siZasne
nastavovat znamienko
until novy>N;

Usek programu, ktory zabezpetuje preéislovanie jedného cyklu, moze
vyzerat napr. takto: )

procedure precisluj (zac:integer);
var i,j,pa:integer;

begin
i:=zac; zac je zatiatok cyklu
pa:=plzac]; do pa uchovame P[prvy prvok cyklul

while p[i]J<>zac do podmienka P[i]=zac je splnend, iba
ak uZz je spracovany posledny prvok

begin cyklu
j:=plil; uchovéame P[i]
plil:=-p[p[il]; ---> toto je vlastné priradenie;
sifasne nastavujeme znamienko
i:=j a posunieme sa na dal$i prvok cyklu
end;
plil:=-pa e3te nastav poslednyj, opat na zaporné

end;

Pretoze maximalna dfzka cyklu je N, je aj zlozitost predislovania
jedného cyklu O(N). Lenze pri precislovidvani cyklu sa pristupuje iba
k prvkom tohoto cyklu, teda pri precislovani vSetkych cyklov spolu sa
vykond O(N) operécii. Casova zlozitost celého preéislovania je teda li-
nearna vzhladom k N. Pri hladani zadiatku cyklu popisany algoritmus
testuje kazdy prvok prave raz (a prave raz sa mu oto¢i znamienko), preto
je celkovd Casova zlozitost tohoto riesenia ulohy O(N).

Otacanie znamienka je tu pouzité ako trochu necisty trik, pretoze
sa takto vlastne simuluje pole logickych hodndt, a pomocné polia st
zakdzané. Vychidzajic z minulého roénika MO-P, kde rozbor jedného
prikladu povazoval pomocné logické pole a ,znamienkovanie“ za rovno-
cenné metddy z hladiska pamitovej naro¢nosti, nemalo by to vlastne byt
korektné rieSenie. Faktom vSak ostéva, Ze predkladané rieSenie skutocne
pole v pravom slova zmysle nepouZiva, dosahuje vSak pomerne vyhodni
Casovt zlozitost. Pozor! Ak by sme hladali zaiatok cyklu vzdy znova od
prvého prvku, zvySuje sa tym &asovi zloZitost na O(N?).

88



Predvedieme teraz rieSenie, ktoré sa dosledne snazi nepouzivat me-
tody stotoZnitelné s pouZitim pola (majme napr. obmedzenie, Ze vietky
prvky pola P mézu nadobudat iba hodnoty z intervalu (1..N)).

Na prvy pohlad sa zd4 byt sprévna takito metéda hladania zaiatku
cyklu: PovaZujme za zadiatky cyklov iba ich najlavejsie prvky. Pre kazdy
prvok permutacie teda najprv predpokladame, Ze v iom cyklus zaéina.
Prejdeme postupne cely cyklus, a ak sme pritom presli prvok s indexom
mensim ako predpokladany zaciatok, prave testovany prvok uz nemoze
byt zatiatkom cyklu a treba skisit dalsi prvok:

for a:=1 to n do skiSaj postupne v3etky prvky
begin

i:=a;

repeat
moze:=(i>=a); ak sme vpravo od a, e3te stdle mdZe byt
i:=p[i] posunieme sa po permutacii

until (a=i) or not moze; celj cyklus alebo a nie je za&.

if moze then ak sme nasli zac&iatok,

precisluj2(a) méZeme preZislovat
end;

(Pozn. precisluj2 je ekvivalent procediry precisluj s tym rozdie-
lom, Ze neotaca znamienka.)

Pri tomto spdsobe vyhladdvania zaliatku prechddzame pre kazdy pr-
vok jeho cyklus (nie nutne cely, pretoZe hladanie konéi hned pri prvom
zlom prvku v cykle, ale vo veobecnosti je poget prejdenych prvkov v jed-
nom cykle porovnatelny s N). KedZe prvkov je N, Gasova zlozitost je
O(N?).

Popisany sposob mé vSak vyrazny nedostatok — riesi ilohu chybne.
Ak totiz v permutécii P existuje cyklus parnej dlzky, tak po dvojna-
sobnom zloZeni sa rozpadne na dva cykly polovi¢nej dizky. Ak potom
pri hladani za¢iatku dal$ieho cyklu narazime na najlavejsi prvok patriaci
druhej Casti rozpadnutého cyklu (vSetky prvky tejto druhej Casti leZia
vpravo od uz ndjdeného zacdiatku povodného velkého cyklu), povazujeme
ho za zaciatok nového, dosial nepredislovaného cyklu a aplikujeme naiiho
precislovanie. Tym sa v8ak porusi povodné preéislovanie, ktorym tento
cyklus polovi¢nej dlzky vlastne vznikol, o v koneénom ddsledku porusi
celé rieSenie.

Cely postup teda zlyha na druhej ¢asti rozpadnutého velkého cyklu.
Stadi viak za za&iatok cyklu povazovat nie najlavejsi, ale najpravejsi pr-
vok cyklu. Tym sa zabezpe¢i, Ze Ziaden z prvkov, ktoré sa prave precisluju,
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sa uZ nebude testovat na to, & je zaiatkom cyklu. Teda ak sa aj cyklus
rozpadne, uz to nevadi. Upravend Cast programu:

for a:=1 to n do skiiSaj postupne v3etky prvky
begin
i:=a;
repeat
moze:=(i<=a); ak sme pred a, eSte stdle mbZe byt
i:=p[il posunieme sa po permutédcii
until (a=i) or not moze; celj cyklus alebo a nie je zat.
if moze then ak sme na3li zaliatok,
precisluj2(a) mdZeme pre&islovat
end;

(Rovnako spravne je hladat najlavejsi prvok, ale postupovat od konca
pola k zaéiatku.)

Pre takto upraveny program plati vSetko, ¢o sme povedali o predché-
dzajicom (zloZitost), ale riesi ulohu spravne a bez pomocného pola.

Kompletny vypis jedného z rieSeni:

program P.I_1;
var p : array [1..100] of integer;
n,a,i : integer;
moze : boolean;
procedure precisluj (a:integer);
var i,j,pa:integer;
begin
ir=a;
pa:=plal;
while p[il<>a do
begin
j:=plil;
plil:=plplill;
i:=j
end;
plil:=pa
end;
begin -
write(’N: ’); read(n);
write(’P: ?); }
for i:=1 to n do read(p[il);
for a:=1 to n do
begin
moze:=true;
i:=a;
repeat
moze:=(i<=a);
i:=p[i]
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until (a=i) or not moze;
if moze then
precisluj(a)
end;
write(’D: ’);
for i:=1 to n do write(p[il,’ ’);
writeln
end.

P-1-2

Nech A, B sa kédy dvoch typizovanych $tvorcov. Stvorec B lezi v $tvorci
A (je pokryty $tvorcom A) préve vtedy, ked 3k 2 0: A = B div 10¥, teda
kéd A je prefixom kédu B. Takuto situdciu oznaime A = otec(B).
Stvorec K sa da pokryt ($tvorcami K ...K,), ak sa kéd K vysky-
tuje medzi kddmi K; ... K,, alebo ak sa medzi tymito kédmi vyskytuja

stcasne 10- K +1,10- K +2,10- K +3,10- K + 4.

(1) Nech K, = otec(K,). Je zrejmé, Ze kéd K, neovplyvni, & vysledny
utvar bude typizovany Stvorec, alebo nie, lebo Stvorec K, je Gplne
pokryty $tvorcom K,. Kéd K, teda nemusime brat do avahy.

(2) Nech K, Ky, K., K, st 4 rézne kody, pre ktoré plati:

K = K, div 10 = K, div 10 = K, div 10 = K, div 10.

Potom tieto Stvorce tvoria spolu typizovany Stvorec K (o 1 ,rad“

VACST).

Pravidla (1) aj (2) redukuja poéet kédov, ktoré treba brat do tivahy.
Pravidlo (1) uréuje, ktoré kédy st zbytoéné a pravidlo (2) sklad4 4 stvor-
ce do jedného. Prakticky vSetky mozné rieSenia spocivaja v aplikovani
tychto pravidiel na vstupné kédy.

Tvrdenie: Ak K; ... Ky st kédy, ktoré ete treba spracovat, N > 1
a na kédy K, ...Ky sa nedd aplikovat ziadne z uvedenych pravidiel,
atvar nie je typizovany Stvorec.

DOKAZ sporom: Predpokladajme, Ze vysledny atvar bude typizovany
Stvorec, nech je jeho kéd T'. Nech K;...Ky st kddy, ktoré ostali po
aplikovani pravidiel (1) a (2) a nech sa uZ ziadne z tychto pravidiel ned4
pouzit.Potom vysledny ttvar je typizovany Stvorec prave vtedy, ked sa
T da pokryt Stvorcami K ... K,. To znamena, ze
a) 3,1 S¢S N: K; =T. Kedze ale T pokryva vietky Stvorce, plati

Vj: K; = otec(K;) (a = otec(a) plati). To znamena, Ze sa da pouzit

pravidlo (1), ¢o je spor s predpokladom.
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b) Iz,9,z,v: K, = 10-T+1, K, =10-T+2, K, =10-T + 3,
K, =10-T + 4. Z toho vyplyva, Ze sa d4 aplikovat pravidlo (2), ¢o
je spor s predpokladom.

Rozdiel v rieSeniach spo¢iva hlavne v rozdlelnom sposobe aplikacie
pravidiel. Najjednoduchsi algoritmus je nasledovny:

opakuj
skis aplikovat (1)
skiis aplikovat (2)
pokial sa eSte da aplikovat
ak ostal jediny kéd, tak Je typizovany 3tvorec
inak Nie je typizovany Stvorec

skis aplikovat (1) je zloZitosti N (prehlad4vanie dvojic ¢isel)
skiis aplikovat (2) je zloZitosti N* (prehlad4vanie $tvoric &isel)
Hlavny cyklus prebehne rddovo N-krét (pravidlo (1) zmensi N o 1

a pravidlo (2) o tri (jeden kdéd nahradi $tyri)). Celkova zloZitost takéhoto

algoritmu teda moze byt podla individuélnych vylepSeni O(N*) a viac.
Vyrazné zlepSenie zloZitosti sa d4 dosiahnut usporiadanim pola ké-

dov. Nech pre kédy Kj; ... K, plati:

a) Vr < y < z: K, = otec(K,) = K, = otec(K ), teda kody Stvor-
cov pokrytych Stvorcom K, tvoria stvisly tsek hned za kédom K,
a zaroven

b) Ve <y<z<v (aK: K,=10-K+1; K, =10- K +2;

K,=10-K+3;K,=10-K+4 =

Yw;z S w S v: (K, = otec(K;) V K, = otec(Ky) V
' V Ky = otec(K,) V Ky = otec(K,,)))

potom by sa operacie z predchadzajtceho programu skis aplikovat
(1), skias aplikovat (2) dali previest linedrne vzhladom na N aj
s upravou pola.
~ Usporiadanie méze vyzerat napriklad takto: Nech A= cQng,
B =b;...b,,. Potom

ap <bp = A<B

ay>bp = A>B

‘ay=b; = az<by = A<B
as>by = A>B
az=by = a3 <bs...
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priCom a, = 0 pre x > n4, podobne pre B. Toto usporiadanie vyhovuje
poziadavkam. i “

Vidime, ze sa jedna o normélne usporiadanie podla velkosti kddov
K; ... Ky, keby sme ich vSetky doplnili sprava nulami na rovnaky pocet
cifier. Nech maximélny pocet cifier je L. Potom zarovnanie na rovnaké
dfzky kédov je zlozitosti L - N. Triedenie mozno pouzit Quick-sort, Do-
bosiewics-sort (zloZitost N - log N) alebo takzvany Radix-sort zloZzitosti
L-N. '

Toto triedenie vyuziva skutocnost, Ze ¢isla K ... Ky vieme jednym
priechodom utriedit podla jednej z cifier. Ak pouZijeme pomocné pole, da
sa dokonca zabezpec€it, aby pri triedeni zachovaval poradie kdédov s rov-
nakou cifrou, podla ktorej sa triedi, tzn. ak K;, K; s kdédy, zhoduja sa
v cifre, podla ktorej sa triedi a ¢ < j, potom aj po roztriedeni bude K;
pred K;. Ak teda ¢isla roztriedime podla poslednej (L-tej), predposledne;
(L —1-vej), ... 2., 1. cifry, budd utriedené podla velkosti. Nech z-t4 cifra

- [wlfi,] mod 10,
A=ay...a,,,0,0... (L cifier),
B="b;...b,,,0,0... /(L cifier).

Nech(Hr:al =byANay=by A...Na,=b, N Qry <br+1) & A< B.

Po triedeni (r + 1)-vou cifrou musi byt A pred B; po triedeni r, r — 1,
r—2, ..., 1. cifrou sa poradie A, B musi zachovat, ¢ize skuto¢ne A < B,
takZe po pretriedeni bude A pred B.

Triedenie jednou cifrou je jeden priechod pola; triedenie podla L cifier
ma zlozitost L - N.

Opit existuje viac spésobov ako zistit, ¢i takto utriedené pole je ty-
pizovany Stvorec. Idedlne by bolo, keby zlozitost tejto opericie nebola
vicsia ako zlozitost triedenia.

Nech sa na K; ... Ky neda aplikovat (1) a d4 sa (2). MdZe nastat
situécia, Ze by po aplikovani (2) sa dalo aplikovat (1)? Nech 3z,y, z,v, K:
K,=10-K+1, K, =10-K+2, K, = 10-K+3, K, = 10- K +4. Teda K je
predchodca K, Ky, K., K. Je jasné, Ze K, také, Ze by K = otec(K}), ale
ani jeden z K, ... K, nie st predchodcom I mbdze existovat len vtedy,
ak Kj = K. Potom by sa ale dal aplikovat (1), lebo K = otec(K,) ...,
¢o je spor s predpokladom. To znamen4, Ze pravidlo (1) sta¢i aplikovat
iba raz.

93



Majme utriedené pole K ... K, aplikujme nai pravidlo (1). Ak by
zvy$né kédy tvorili typizovany Stvorec, tak by sa dalo opakovane apliko-
vat pravidlo (2), kym by nezostal jediny Stvorec.

Vsimnime si prvok Kj:

a) bud K; je kddom vysledného typizovaného $tvorca, potom ale N musi

byt 1.

b) K; sa bude podla pravidla (2) skladat s dalsimi kédmi; potom ale

vdaka usporiadaniu sa musi K; mod 10 rovnat 1.

Algoritmus: opakovane, pokial N > 1 a K; mod 10 . 1 sktiame
poskladat kéd K; div 10.

Celé zistenie, ¢i mnozina koédov je typizovany Stvorec, alebo nie, je
zlozitosti L - N: kazdy kdéd sa pouZije na spdjanie do vicSieho Stvorca
prave raz; vdaka usporiadaniu sa $tvorce vyuzivaji porade.

.

P-1-3

Spravne rieSenie je, Ze PocVel = K — 1 a pocet priechodov malym a vel-
kym cyklom sa rovna vtedy, ked K = 2%, i € N.

Aby sme mohli dokazat toto tvrdenie, musime najprv dokazat niekol-
ko pomocnych tvrdeni:

Majme dany nasledovny algoritmus:

vstupnd hodnota: K[0]

for i:=1 to x do
K[i] :=2*K[i-1]+1;

vystupnd hodnota K [x]
Dokézme, ze K, = Ky - 2* + (2% — 1).

KJ—‘

Kj
oy
- ~

Ko
A
- ~

K1 E
Ko=((..((Ko-2+1)-2+1)2+1)..)-2+1),

¢o je v podstate princip Hornero{rej schémy na vypocet hodnoty polyné-
mup(y) =Ko -y*+1-y° ' +1-y°2+...+1-2+1 v bode 2. Hodnota
polynému bude

K.=Kp - 24+ (2° 142724+ . +2+1)=Ko-2° 4+ M,
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kde M =2°"1 42272+ +2+41. M je stiet geometrickej postupnosti:
a=2"Yn=gq=73,

g" -1 ‘
q—l % . 9z

]\’[200-

teda K, = K- 2% 4+ 2% — 1, ¢o bolo treba dokézat.

(1) Dokazme teraz, Ze hodnota K sa zmensi v kaZdom priechode vonkaj-
$im cyklom o jedna, z ¢oho vyplyva, Ze hodnota PocVel bude K — 1:

Program Mopi3;
Var K,X,PocVel,PocMal:Integer;

Begin
Write(’K:’); Readln(K);
PocVel:=0; PocMal:=0;
X:=0;
While K>1 Do
Begin
PocVel:=PocVel + 1; K:m-?j; mmod2 =1; taky
zapis musi existovat, lebo K >1
While (K Mod 2)=0 Do  bude splnené, aZ ked K =m,
lebo K sa jedine deli dvoma
Begin g
X:=X+1; K:=K Div 2 K =m-2/71, m.2972 ;.20
Kx =m- 2‘7_.X ‘
ak K =m- 29!, tak X =j—jl1

End; K=mX=j
K:=K-1; K=m-1
While X>0 Do opakuj X-krat

Begin

PocMal:=PocMal + 1; zva&si PocMal o 1 =
na konci PocMal = PocMal + X
- K:=K#2+1; X:=X-1
End vid hore: Kx = (m—1)-2"4+2-1=
=m-2"-1=K-1
Vo velkom cykle sa K zmenSi o 1.
K teda nadobida hodnoty
K,K—-1,K-2,...3,2.
Vo velkom cykle sa zaroveh PocVel
zvais3i o 1 = PocVel=K —1
End; :
Writeln(’Pocet velkych prechodov bol:’,PocVel);
Writeln(’Pocet malych prechodov bol:’,PocMal)
End.



(2) Hodnotu PocMal urlime nasledovne: Vieme, zZe velky cyklus prebeh-
ne K — 1 krat s hodnotami K: K,K — 1,K — 2,...,3,2,1. Dalej
vieme, ze PocMal sa v kazdom cykle zviési o i, kde K = m - 2¢,
mmod2 = 1. Teda pre K delitelné 2¢ sa inkrementuje o i, ak 2!
Jje maximdlna mocnina 2, ktord deli K. Medzi ¢islami od 1 po K je

AT PRl F 1 7 I A g ¢ )
delitelnych 2* prave [—-;], to znamena, ze pri prave [’_{] hodnotach

.....

L
e 019 2
PocMal =Y i- [—2-] ol <K <2141 (L = [log, K)).

=1
V tomto stéte sme ale niektoré hodnoty zaratali viackrat, lebo hod-
nota K, ktora je delitelna 2¢ (i > 1), je delitelnd aj 2¢~1,...,2!. Nech
1 £.j < i. Potom kazdé 2i—7-te &islo delitelné 27 je delitelné aj 2°.
Teda spravna hodnota PocMal bude

Tento vyraz lepsie pochopime nasledovne: Ak 2° je najvidsia moc-
nina 2, ktord deli K, tak Cislo ¢ je vlastne poCet ndl na konci éisla K
zapisaného v dvojkovej stistave.

Poslednou ¢astou dékazu je dokazat, ze [5] + [E] + [%] +...+

2 L4
Ky
+ [Z_L] < K —1 a 7e rovnost nastéva prave vtedy, ked K = 2F.

Nech

K =2% 4242 4 94 oA
A1=\LA1>A2>A3>...>AT
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Potom

[% =241l oAl g 9Asml 4 oAt (1)
[? =242 24" 2 p A2 g A2 | (2)
K A1—A Az—A, As—A ’
K A=A, _ Ax—A,_ As—A,_
[2A_1 =924 r=1 4 942 =1 4 9243 " 1+_'_'+0 (Ar—l)
K: ................. .‘
[s] =1+0+0+...+0 (A1)

Spolu 24t —14242 — 1424 14 424 _1=
= K —r,

ale r = 1 len pre K = 2L, &o bolo treba dokazat.

2. sposob.

L L L
K K : K
= —] < _—= . -l = it il
PocMal ,-§=1: 5] = ?:1: =K ;_1:2 K-,
L bolo ale definované tak, 7e 2 < K, teda PocMal < K — 1. Rovnost
nastava prave pre K = 2L, Vtedy

K K
YlFl=XF
i=1 =1
K. 7.2 . y it
a teda I —-2-L—=I\—§E—I\—-1,cobolotrebadokazat.
P-1-4

\
Nech A, B su disla, ktorym zodpovedaji dvojkové zapisy

A=an2™ +am-12™"1 +.. .+ 20,
B=b,2" 4+ b, 12" V... +8y2°
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a nech w;, ws su zapisy Cisel A, B v dvojkovej sustave v obratenom

poradi cifier, teda w; = agay ...am, wy = boby ... b,.

Stcet C Eisel A a B mozeme urdit nasledujicim postupom:
Vyhodnotenim vyrazu ao + by ziskame prvii cifru c¢g zdpisu saétu

v obratenom poradi cifier a prvy prenos pg do vysSieho radu, pretoze

ap + bo = co + 2pg. Podobne a; +b; + pg = ¢1 + 2p;. Takto mdZeme

vyjadrit vSetky cifry suc¢tu. Dolezité pritom je, Ze na ziskanie ¢; potrebu-
jeme poznat iba a;, b; a p;_1. Tieto tri vstupné hodnoty mozu byt uréené

znakom na zaciatku frontu (a;), na vstupe (b;) a stavom programu (p;_1).

Kedze vsetky tri moézu nadobudat iba hodnoty 0 alebo 1, potrebujeme na

spravne rozliSenie dva rozne stavy programu (stav s prenosom 0 a stav

s prenosom 1). Z toho uz priamo vyplyva navrh Struktary programu:

(1) Nagitame slovo w; reprezentujice &islo A do frontu.

(2) Vypocet zatneme v stave s prenosom 0.

(3) Preéitame a; (z frontu) a b; (zo vstupu). Vyhodnotime a; + b; + p;—1.
Parnost vysledku udava i-tu cifru vysledku c¢;. Podla toho, ¢i nastal
prenos, pokracujeme v prislu$nom stave.

(4) Krok 3 opakujeme, kym sme nepreéitali obe &isla, teda max(m,n)-

* -krét, pri¢om za ,chybajice cifry“ a; (b;), ak i > m (j > n), pouZije-
me 0.

Cifry ¢éisla A ¢itame dvakrat (prvykrat pri kopirovani vstupu na front,
druhykrat pri samotnom vypoéte), cifry ¢isla B iba raz; Casova zloZitost
popisaného algoritmu je teda lineérna vzhlfadom na dfzku vstupného slova
wy * wa. »

Jeden z moznych zapisov popisaného algoritmu v jazyku Froscal:

writeln; naitanie slova w; do frontu
while INP<>’*’ do begin PUT(INP); NEXT end;
NEXT preskolenie oddelovala *
0: stav bez prenosu
while INP<>’?’ do
case INP of
’0’: begin
NEXT;
if TOP="1’ then write(’1’) else write(’0’);
GET .
end;
’1’: begin
NEXT; -

if TOP=’1’ then begin write(’0’); GET; goto 1 end;
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write(’1’);
GET
end
end;
goto 3;
1: stav s prenosom
while INP<>’?’ do

case INP of
’0’: begin
NEXT;

if TOP=’1’ then write(’1’)
else begin write(’1’); GET; goto O end;
GET
end;
’1’: begin
NEXT; ,
if TOP=’1’ then write(’1’) else write(’0’);
GET i
end
; end;
while TOP=’1’ do
begin
write(’0’);
GET
end;
write(’1?);
GET;
3:
while TOP<>’?7’ do
begin
write(TOP);
GET
end;
end.

Zékladna myslienka poditania stcinu dvoch ¢isel zapisanych v dvoj-
kovej stistave spociva v spocitavani mocnin jedného z ¢initelov. Nech A,
B st &isla vyjadrené rovnako ako v Casti a), nech S je ich sG¢in. Plati

S=A-B=B-A=
= (52" 4+ b2 . 4+ 0e20) - A=
=b,(2"A) + b1 (2771 A) + ... + bo(2°4).
Cisla b; nadobtidaj hodnoty 1 alebo 0, uréujt teda, & prisludny ¢len 2¢A

do stéinu pripoc¢itame alebo nie. Staci teda postupne generovat ¢&isla A,
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24,224, ...,2" A, po kazdom kroku preéitat prislusna cifru &isla B, a ak
je nenulové, pripoéitat nasobok A k saéinu. Cislo B teda netreba nikde
uchovavat; kazda jeho cifra prislicha prave jednému nasobku ¢isla A. Ak
tieto ndsobky vieme generovat v potrebnom poradi (neskor ukdzeme, ze
4no), potom treba kazdé b; pouZzit prave raz, mozu sa preto &itat priamo
zo vstupu. Cislo A vSak treba uchovat na front. Spolu s tymto &islom je
potrebné pamaétat si vo fronte aj medzivysledok s¢itovania. Je vhodné
ukladat tieto dve Cisla tak, Ze pri sebe stoja vidy cifry rovnakého radu,
teda mat na fronte postupnost apspai8i ...amsm, kde s; s cifry me-
dzivysledku. Takyto tvar uloZenia ¢isel prindSa vyhodu, Ze pri séitovani
nasobku ¢isla A a medzivysledku staéi prejst frontom iba raz; takisto
zdvojnasobenie &isla A (¢o je vlastne posunutie cifier a; o jedno mies-
to vpravo) vyzaduje iba jeden priechod frontom. Na vypoéitanie celého
stfinu je preto potrebnych rddovo m - n zdkladnych frontovych operacii.
PopiSme teraz blizSie samotni implementaciu nasobenia vo Froscale:
Najskor nacitame ¢éislo A do frontu a inicializujeme medzisucet.

repeat —
PUT(INP); PUT(’0’); NEXT

until INP=’%*’;

NEXT;

Na fronte je teraz ap0a;0a20...a,0. Tu za¢ina samotné nasobenie.
Ak sa v Cisle B vyskytuje cifra 1, ktord zodpoveda prave sa vyskytuju-
cemu nésobku ¢isla A na fronte, treba tento nasobok pripoéitat k dosia-
hnutému medzistétu. Algoritmus s¢itania je totoZny s rieSenim tlohy a)
s tou vynimkou, Ze obe ¢isla st teraz uloZené na fronte.

repeat
if INP=’1’ then
begin
PUT(’*’);
0: if TOP=’#’ then goto 2;
PUT(TOP) ;
case TOP of
’0’: begin GET; PUT(TOP); GET; goto O end;
’1’: begin
GET;
case TOP of
’0’: begin PUT(’1’); GET; goto O end;
’1°: begin PUT(’0’); GET; goto 1 end
end
end
end;
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1: if TOP=’#%’ then begin PUT(’0’); PUT(’1’); goto 2 end;

PUT(TOP) ;
case TOP of
’0’: begin
GET;
case TOP of
’0’: begin PUT(’1’); GET; goto O end;
’1’: begin PUT(’0’); GET; goto 1 end
end
end;
’1’: begin GET; PUT(TOP); GET; goto 1 end
end;
2: GET
end;

Vytvorime dalsi ndsobok &isla A. Znamena to, Ze sti¢asny ndsobok po-
trebujeme prenésobit dvoma, ¢iZze posunit o jednu cifru vpravo vzhladom
na medzistéet. To je ale to isté, ako ked posunieme medzistiéet o jednu
cifru vlavo. Najniz$ia cifra medzisictu, ktord by takto zanikla, uZ patri
hladanému sGéinu, pretoZe vietky dalSie pripoditavané nasobky &isla A
maji v dvojkovom zépise na konci dostatocny pocet nil. MdZzeme preto
tuto cifru vypisat.

PUT(’*’);
case TOP of
’0’: begin GET; write(TOP); GET; goto 10 end;
’1’: begin GET; write(TOP); GET; goto 11 end
end;
10: if TOP=’#*’ then goto 20;
PUT(’0°);
goto 19;
11: if TOP=’#%’ then begin PUT(’1’); PUT(’0’); goto 20 end;
PUT(’1°);
19: case TOP of
’0’: begin GET; PUT(TOP); GET; goto 10 end;
’17: begin GET; PUT(TOP); GET; goto 11 end
end;
20: GET;

~

Z povodného stavu frontu aps;a18i4+1 - - - m—1Si+m—10mSi+m Sme te-
da ziskali @g$i+1@18i42 - - . @m—1Si+mam0 a mdézeme pokralovat v spraco-
vavani dalSej cifry &isla B.

NEXT
until INP=’7’;

Precitali sme obe ¢isla, spocitali sme ich sGéin a vypisali sme jeho
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menej vyznamné cifry. NajvySSie cifry eSte ostali na fronte; treba ich
vypisat. Ak je najvyznamnejsia cifra sii¢inu nula, nevypisujeme ju.

GET;
while TOP in [’0’,’1’] do
case TOP of
’0’: begin GET; if TOP<>’?’ then write(’0’); GET end;
’1’: begin GET; GET; write(’1’) end
end;
writeln

Ak by sme ¢isla na fronte neuchovavali ,pomie$ané“, teda cifry rovna-

kého radu pri sebe, ale najprv jedno ¢islo a potom druhé &islo — zloZitost

by vzrastla na m? - n.

Pri rieSeni Casti ¢) si treba uvedomit, ako sa zmenia pociato¢né pod-
mienky, ktoré sme polozili pre nase rieSenia a) a b).

Pre tlohu a) musime namiesto Styroch kombindcii vstupnych cifier
uvazovat o 100 kombinacidch. Znamena to, ze kazdy prikaz case bude
mat desat vetiev. Séitavame vZdy tri desiatkové éislice. Dve z nich patria
zadanym ¢islam, ich sacet je najviac 18. V prvom kroku mozeme dostat
prenos najviac 1, v druhom kroku teda max. stcéet 19, ¢iZe zase prenos 1.
Je zrejmé, Ze prenos 2 nenastane nikdy, stacia preto dva stavy na vyjad-
renie prenosu.

V dlohe b) sa rovnako rozsiri blok zabezpecujici sc¢itanie. VSetky
ostatné Casti programu sa zmenia do tej miery, Ze namiesto dvoch ci-
fier musime rozliSovat cifier desat. Predpoklady rieSenia zmena zdkladu
Ciselnej stistavy nemeni, preto myslienka rieSenia zostéva rovnaka.

P-1l1-1

Permutéciu P moéZeme rozlozit na niekolko navzdjom disjunktnych cyk-
lov, P = C1C5...C,,. Kazdy cyklus tvoria nejaké prvky mnozZiny
{1,...,N},oznaéme preto C; = (@;10iz2 - - - ai ;). Cislo l; nazveme dlzkou
cyklu Ci.

Cykly st navzajom disjunktné, takze kazdy prvok z € {1,...,N}
patri prave do jedného cyklu. Preto ak zoberieme Iubovolné &islo e; pre
kazdy cyklus Cj;, tak z patri prave do jedného zo zlozeni C;*.

Nie je tazké ukéazat, ze pre cyklus C; dlzky I; a pre kazdé = spomedzi
prvkov cyklu a;1,...,a;;; plati

Cila] = C?la] = Li | (u - v).
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Dalej ak P = C,C;...Cp, tak PX = CKCK ...CK. Pretoze K je
ovela vitsie ako N (a teda aj ako [;), je vyhodnejSie zapisat ako P =
=C{105*...Cem kde l; | (K —e;). Cim mengie budi &sla e;, tym menej
operécii budeme potrebovat na vypocet C;*, a tym bude na3 algoritmus
efektivnejsi. ’ R

Zoberme e; = K mod l;. Potom Cfi[z] = CX[z] pre kazdé zmys-
luplné z. Budeme preto poéitat e;-te zloZenia cyklov C; pre kazdé
i € {1,...,m}. Zjednotenie tychto ,Ciastoénych zlozeni* bude K-te zlo-
Zenie permutacie P.

"Na vypotitanie C;* si staéi uchovat pévodné hodnoty prvkov pola
P prislachajice danému cyklu C; v pomocnom poli (H) a potom ich
z tohoto pola spét ukladat do pola P ,posunuté o e;“, teda PX[z] =
= H|[(z +e; —1) mod [; + 1] (na ukladanie vysledku mézeme pouzit opit
pole P, lebo cykly sG navzdjom disjunktné).

Takéto rieSenie spracuje kazdy prvok kazdého cyklu préave raz, preto
je jeho Casova zlozitost linedrna vzhladom na N. Pamitova zloZitost je
taktiez linearna, pretoZe v pomocnom poli potrebujeme uchovivat naraz
vidy iba jeden cyklus s maximélnou dfzkou N. Na vyhladanie zadiatku
dalsieho cyklu je pouzitd ,znamienkovacia“ metdda, teda prvky uZ spra-
covénjfch cyklov dostanii doCasne zdporné znamienko, aby sa odlisili od
dosial nespracovanych.

program Permutacie; '
type pole = array [1..100] of integer;
var p : pole;

k,n : integer;

i,prvy : integer;

procedure cyklus (prvy:integer);
var h : pole;
i,dalsi,d,s : integer;
begin
i:=prvy;.
d:=0; '
repeat
inc(d);
h[d]:=p[il;
i:=p[i]
until i=prvy;
s:=k mod d;
i:=prvy;
repeat
dalsi:=p[i];
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plil:=-h[s];
i:=dalsi;
s:=(s mod d)+1
until i=prvy
end;

" begin ) ‘
write(’Zadaj N: ’); read(n);
write(’Zadaj P: ’); for i:=1 to n do read(p[il);
write(’Zadaj K: ’); read(k); .
for prvy:=1 to n do
if p[prvyl>0 then cyklus(prvy);
for i:=1 to n do pl[i]:=-p[il;
write(’P~? ,k,’:?);
for i:=1 to n do write(’ ’,p[i]); writeln
end.

P-11-2

Najvyznamnejsie cifry kédu budeme zrejme spracovavat ako prvé, preto
je vhodné obratit poradie cifier v kédoch sl aj s2. P6vodne prva cifra sa
potom lahko zisti ako kéd mod 10.

Kym sa kddy vo svojich cifrach (teraz uz od konca) zhodujt, lezia oba
zadané §tvorce v tom istom typizovanom $tvorci (nie je podstatné, v kto-
rom), a nemoZeme preto zacat rozhodovat o susedstve. Zhodné cifry preto
odstranime. Ak jeden zo zvysnych kédov je 0 (a ten pokryva najmensi
typizovany Stvorec, v ktorom sa oba zadané $tvorce nachddzaji), nemézu
sa uz dotykat zvonku; takisto je tomu v pripade, Ze leZia v protilahlych
kvadrantoch (1 a 4 alebo 2 a 3, vZdy teda stilet 5). Tieto trividlne pripady
preto vylacime. ’

Teraz mo6zu nastat dva pripady: Stvorce budi mat spoloént bud vo-
dorovni hranu (lezia v kvadrantoch 1 a 3, resp. 2 a 4), alebo zvisla hranu
(1 a2, resp. 3 a4). Navzadjomnom poradi §tvorcov pritom nezélezi, preto
bez ujmy na vSeobecnosti rieSenia nech kéd sl prislacha Stvorcu leziace-
mu v kvadrante s niz8im &islom (teda ,lavejSiemu, resp. ,vrchnej$iemu*
z oboch Stvorcov).

Spominané dva pripady rozli§ime vyhodnotenim rozdielu poslednych
cifier zostavajucich kédov. Pre kazd z oboch moznosti existuje odteraz
jednoznaény algoritmus na zistenie susedstva. Rozoberieme podrobnejsie
iba pripad susedstva zvislou hranou; druhy pripad je obdobny:

Stvorec s1 m4 poslednt cifru kédu 1 a Stvorec s2 dvojku (alebo 3
a 4) — pozor! tu uZ zalezi na poradi tychto cifier. Potom jediné pripustné
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kombin4cie cifier na dalSom mieste st 2 a 1 alebo 4 a 3, inak sa susedstvo -
porusi. (Kéd 0 je ekvivalentny vSetkym kédom, teda napr. aj kombinécia
2, 0 je pripustnd.) -

V programe je definované pole Test. Jeho prvym indexom je druh su-
sedstva (vodorovne/zvislo), druhy index je posledna cifra kddu s1 a treti
index posledna cifra kédu s2. Toto pole predstavuje tabulku stavov ne-
jakého koneéného automatu a je definované takto:

0 — oba kddy st celé spracované a nezistilo sa, Ze Stvorce nesusedia,
tedy Stvorce susedia.

1 - dosial spracované €asti kédov zodpovedali susediacim dvojiciam
Stvorcov. Tento fakt susedstvo nepopiera, ale ani nepotvrdzuje,
preto treba testovat dalSie cifry.

2 — $tvorce nesusedia

program Stvorce;

const Test : array [0..1,0..4,0..4] of 0..2 =
(((0,1,1,2,2),(2,2,2,2,2),(2,2,2,2,2),(1,1,2,2,2),(1,2,1,1,1)),
((0,1,2,1,2),(2,2,2,2,2),(1,1,2,2,2),(2,2,2,2,2),(1,2,2,1,2)));

var S1,S2,Sikon,S2kon,Pom,T : integer;

function Prevrat (S:integer) : integer;
var p : integer;
begin
p:=0;
while S>0 do
begin
p:=10*p+S mod 10;
S:=S5 div 10
end;
Prevrat:=p
end;

begin
write(’Zadaj S1: ’); readln(S1);
write(’Zadaj S2: ’); readln(S2);
S1:=Prevrat(S1);
S2:=Prevrat(S2);
while (S1 mod 10) = (S2 mod 10) do
begin
S1:=S1 div 10;
$2:=52 div 10
end;
Sikon:=S1 mod 10;
S2kon:=52 mod 10;
if (Sikon=0) or (S2kon=0) or (Sikon+S2kon = 5) then T:=2
{ Ked jeden lezi v druhom alebo si v uhloprie&nych Stvorcoch.}
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else
begin
if Sikon>S2kon then
begin Pom:=S1; S1:=52; S2:=Pom end;
Pom:=abs (Sikon-S2kon) mod 2;
repeat
S1:=S1 div 10;
S2:=S52 div 10;
T:=Test[Pom, S1 mod 10, S2 mod 10];
until T<>1
end;
if T=0 then writeln(’Lezia pri sebe!’)
else writeln(’Nelezia pri sebe!’)
end.

P-H-3

Pojmom lokdlny pocet inverzii znakov. Z; a Z; v retazci R rozumieme

pocet takych vyskytov dvojic Z; a Z, v retazci R, Ze medzi nimi sa

nenachédzaji iné znaky ako Z; a Z,. Lahko sa nahliadne, Ze hladané
znaky zo zadania st prave také dva znaky, ktoré maji maximélny lokalny
pocet inverzii.

Skiisme si teraz predstavit, e mame vytvorent tabulku (dvojrozmer-
na) lokalnych inverzii pre nejaky zadiatolny tsek retazca R. Pridanim
dalsieho znaku (inp) moéZu nastat tri pripady:

(1) Novy znak je zhodny s poslednym (posl2) a nech pred nim existuje
znak r6zny od neho (posl1). Vtedy stali opravit tabulku inverzii iba
na mieste [posll,inp] priéitanim poétu vyskytov znaku posli na
konci preruSovanych nanajvy$ vyskytmi znaku inp.

(2) Novy znak je zhodny s predposlednym znakom posli. Vtedy staéi na
mieste [pos12, inp] priitat pocet vyskytov pos12 (posledného znaku)
preruSovanych nanajvy$ znakom posli.

(3) Novy znak je rézny od posledného (posl2) aj od posli. Vtedy staci

* tabulku inverzii poopravit na mieste [pos12, inp] o velkost posledného
suvislého tseku znakov posl2:

Z uvedeného vidime, Ze by bolo vhodné si viest priebeZne hodnoty po-
slednych dvoch réznych znakov posl1l, posl2, ich poéty poslednych vy-
skytov preruSovanych len navzijom (pocl, poc2), a velkost posledného
suvislého tseku posledného znaku (poc2posl). Po prepisani do programu
dostavame linedrny algoritmus s polom konstantnej velkosti.
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Hladanie maximélnej hodnoty sa da robit priebezne. Osobitne treba
eSte vyriesit inicializiciu- a zaliatok, lebo v rozbore sa predpokladé, ze
uz mame aspon dva rozne znaky spracované.

program Znaky;

var inp,posli,posl2,maxl,max2 : char;
pocl,poc2,poc2posl,pom : integer;
inver : array[’A’..°J’,’A’..’J’] of integer;

begin
for max1i:=’A’ to ’J’ do
for max2:=’A’ to ’J’ do

inver [max1,max2] :=0; {inicializéacia}
maxl:=’A’; max2:=’A’;
read(posll); pocl:=0; {prvé natitanie}

repeat inc(pocl); read(posl2) until posl2<>posli;
poc2:=1; poc2posl:=1;

while not(eoln) do {hlavny cyklus}
begin
read(inp);
if inp=posl2 then {pripad (1)}
begin inc(poc2); inc(poc2posl) end
else if inp=posll then {pripad (2)}
begin

posli:=posl2; posl2:=inp;
pom:=poc2; poc2:=pocl+l; pocl:=pom;
poc2posl:=1;
end
else - {iny znak --- (3)}
begin
posli:=posl2; pocl:=poc2posl;

posl2:=inp; poc2:=1; poc2posl:=1;
end;

pom:=inver [posl1,posl2]+pocl; {zv§sime poZet }
inver[posl1,posl2] :=pom; { inverzii. }
if pom>inver[max1,max2] then {je maximilny 7}

begin max1:=posll; max2:=posl2 end;

end;
writeln(’Z1=’,max1,’ Z2=’,max2)

end.

P-1l-4

Dolné cela Cast dvojkového logaritmu ¢isla je rovna poctu cifier v zapise
tohoto ¢isla v dvojkovej ststave minus 1. Tento pocet cifier mdzeme zistit
tak, Ze Cislo celodiselne delime dvoma. Pocet deleni, potrebny na to, aby
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sme ziskali vysledok nula, sa rovna poétu cifier. Potrebujeme ale poc&et
cifier minus jedna, delenie preto skon¢ime, ak je vysledok mensi ako 2.

Pre zadany tvar vstupného slova, ked potet znakov ’a’ udéva hod-
notu ¢isla, sa delenie dvoma realizuje Tahko-tak, Ze pre kazda dvojicu
po sebe idicich znakov (’aa’) do medzivysledku priddme iba jeden znak
’a’; tym ziskame Cislo reprezentované poloviénym poctom znakov, te-
da v naSom zépise s polovi¢nou hodnotou. Stéasne zvysujeme pocitadlo,
ktoré udava pocet vykonanych deleni. Ak dosiahneme pri deleni vysledok
0 alebo 1, n&s vypodet konéi. Stav poéitadla potom udéva dolnii celt &ast
dvojkového logaritmu zadaného ¢isla.

program Logaritmus;

begin :
repeat PUT(INP); NEXT until INP=’7’;
PUT(’*’); PUT(’0°); PUT(’#’);

repeat {redukuj po&et ’a’ na polovicu a zv§3 &itai}
GET; .
if TOP<>’*’ then {aspofi 2 znaky}
begin
GET; PUT(’a’);
-while TOP<>’#’ do {kazdd celd}
begin {dvojicu ’aa’}
GET; {zmef na ’a’}
if TOP<>’#’ then begin GET; PUT(’a’) end
end; .

GET; PUT(’*’);
while TOP="1" do begin GET; PUT(’0’) end; {zvys &itac}
PUT(’1’); if TOP<>’%*’ then GET;
while TOP<>’*’ do begin PUT(TOP); GET end;
GET; PUT(’*’) {¢ita& zvySeny}
end
until TOP=’%’;
GET; repeat write(TOP); GET until TOP=’x%’
end.

Casova zlozitost tohoto riefenia je O(2N +log, N -log, log, N), pamii-
tova zlozitost (maximélna velkost frontu) je N + log, log, N; N je dlzka
slova w. :

P-1l-1

Pri rieSeni je doélezité si uvedomit, ¢o sa s permutéciou deje, ak ju umoc-
hujeme (teda vytvarame jej druhtt mocninu), konkrétne nas zaujima, ¢o
sa deje s jej jednotlivymi cyklami. Vieme, ze cyklus neparnej dfzky bude
po umocneni opit cyklom (s rovnakou dlzkou). Ale kazdy cyklus parnej
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dfzky sa po umocneni rozpadne na dva cykly polovi¢nej dlzky. Z toho
mozeme s uréitostou tvrdit, Ze ak sa v druhej mocnine vyskytuje cyklus
parnej dlzky, vznikol rozpadnutim cyklu dvojnéasobnej dizky v pévodnej
permutécii. Ak sa v druhej mocnine vyskytuje cyklus neparnej dizky,
mohol vzniknit z cyklu rovnakej dlzky, alebo rozpadom cyklu dfzky dvoj-
nasobne;j. -

Spoéitajme v druhej mocnine poéty cyklov jednotlivych dfzok. V dal-
$om texte budeme L oznacovat dlzku cyklu a K (L) pocet cyklov tejto
dlzky. Zrejme cyklom dvoch rozdielnych dizok mozeme prisadit nezavislé
sposoby vzniku, a teda pri stanovovani po¢tu druhych odmocnin, teda
poctu permutécii, z ktorych po ich umocneni vznikla zadana permutécia,
musime vy¢islit saéin poctov spésobov vzniku skupin cyklov jednotlivych
dlzok. Ak oznalime S(L) podet spdsobov, ktorymi mohli vzniknit cykly
dlzky L, mozeme pisat

pocet druhych odmocnin = H S(L),

pri¢om nasobime cez vSetky L, pre ktoré K (L) > 0.
NaSou tlohou ostéva stanovit S(L) pre jednotlivé L. Predchadzajice
uvahy vedua k rozdeleniu na dva pripady podla parnosti L:
(a) V pripade, ze L = 2m + 1, teda L je neparne, stanovime S(L) takto:
— jedna moznost je, Ze vSetky cykly vznikli zobrazenim z cyklov rov-
nakej dfzky (teda ani jeden nevznikol rozpadom dlhsieho cyklu) —
prispevok do S(L) je 1
- druhéd moZnost je, ze prave dva z K(L) cyklov vznikli rozpadom
cyklu dlzky 2L; tychto moznosti je (* gl’)). LenZe rozpadom ne-
jakého cyklu V (dlzky 2L) vzniknt rovnaké cykly W, a W,, ako
rozpadom cyklu V', ktory sa od V 1i&i tym, ze ma cyklicky posu-
nuté prvky na vsetkych parnych (alebo vietkych neparnych, ¢o je
to isté) miestach; napr. z cyklu V=1 — 2 -+ 3 - 4 — 1 vzniknt
cykly Wiy =153 —>1a Wy, =2 — 4 — 2 rovnako ako z cyklu
Vi=1—-4—3— 2— 1. Moznych vzadjomnych posunuti cyklov
Wy a Wy (teda moznych cyklov V) je L, teda celkovy prispevok
bude L(*{")
— podobne mohli prave dve dvojice cyklov vzniknit rozpadom cyk-

lov dlzky 2L; analogickym odvodenim ziskame prispevok L? -
() (), ata
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Séitanim tychto prispevkov dostdvame S(L):

() | (PG

2

1! 2!
s () (9 (P79

L S

priom s¢itame po prvy nulovy s¢itanec.

S(L)=1+1L

+

+...

(b) V pripade, e L = 2m, teda L je parne, museli vetky cykly vznik-
nit rozpadom cyklov dizky 2L (okrem iného to znamend, ze K (L)
je pérne, ale to je pre nés skoro nevyuzitelné). Potom S(L) je po-
Cet spdsobov, ktorymi moézeme ,poparovat‘ K (L) cyklov do dvo-
jic, krat L3K(L)) (kazds z LK (L) dvojic mohla vzniknat z L roz-
nych cyklov; pozri Gvahu v (a). Pocet spdsobov vytvorenia dvojic je
(K(L) - 1)(K(L) - 3)...1 (k prvému prvku mdzeme vybrat druhy
z K(L) — 1 prvkov, ostalo K (L) — 2 prvkov; k dalSiemu prvému je to
(K(L) —2) — 1= K(L) — 3 sposobov atd.). Teda

S(L) = (K(L)—1)(K(L) = 3) -...-1- L¥(©)

P~-Il1-2

Ak si uvedomime, Ze dva typizované stvorce s kédmi dlzky D a D+1 maji
dfzky svojich stran v pomere 2 : 1, je prirodzené uvazovat o reprezentécii
sturadnic $tvorca v dvojkovej ststave. Nech ké6d S mé D cifier. Potom
jemu zodpovedajuci Stvorec je reprezentovany dvoma siradnicami X a Y,
ktoré maju v zapise v dvojkovej sistave D cifier. Priradme tymto zédpisom
cifry nasledujicim spésobom (nech C; je i-ta cifra &isla C):
X;=1 & S; =2 alebo Si=4,
X;=0 & S;=1 alebo Si=3,
Yi=1 & S5;=3 alebo S; =4,
;=0 & S;=1 alebo S;=2, 15i<D
Je zrejmé, Zze ak rozdelime celt obrazovku na typizované Stvorce rov-
nakej velkosti zhodné so §tvorcom s kddom S, tak stiradnice X (resp. Y)
zodpovedajice tymto Stvorcom stiipaji v smere vpravo (resp. dolu). Po-

tom posunutie Stvorca s kédom S o K jeho dl70k vpravo znamena pri-
pocitanie ¢isla K k X-ovej stradnici tohoto Stvorca. Podobne posunutie
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o L dlzok hore znamena odéitanie ¢isla L od Y-ovej stradnice. Po tejto
uprave ziskame kéd nového Stvorca spitnym prevodom zo stradnic X
a Y na kéd S:

S;=1® X;=0a Y;=0,

Si=2 & X;=1aY;=0,
S;i=3 & X;=0aYi=1
S;i=4 & X;=1aVY,=1 1Zi<D,

¢o sa da prehladnejsie zapisat ako S; = 1+ X; + 2Y;.

x:=0;
y:=0;
rad:=1;
while s>0 do
begin’
last:=s mod 10;
:=s div 10;

if (last=3) or (last=4) then y:=y+rad;
if (last=2) or (last=4) then x:=x+rad;
rad:=rad*2
end;
x:=x+k;
y:=y-1;
if (x<0) or (y<0) or (x>=rad) or (y>=rad) then
writeln(’MIMO OBRAZOVKY’)
else
begin
write(’Po presunuti: ’);
repeat
rad:=rad div 2;
last:=1;
if x>=rad then begin last:=last+1l; x:=x-rad end;
if y>=rad then begin last:=last+2; y:=y-rad end;
write(last)
until rad=1;
writeln;
end

P-1ll1-3

Pozrime sa, ako vyzerd dekrementovanie ¢isla v minus-desiatkovej susta-
ve.

Nech A = (anan_l .o .a'la())_lo. ’ .

Ak ap > 0, potom A — 1 = a,@n-1...a1(ap — 1).
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Ak ay=0aa; <9, potom A —1=a,a,_1-...(a; +1)9.
Ak ap=0,a; =9aa; >0, potom A—~1=a,a,_;...(az—1)09.

Nech vSeobecny algoritmus vyzera nasledovne:

A) j:=0;
vhile a[j] = 9%(j mod 2) do j:=j+1;
B) if j mod 2 = 1 then inc(aljl)
else dec(al(jl)
C) for i:=j-1 downto O do al[il:=9-alil;

Ukéazme si, ze uvedeny algoritmus robi presne to isté, ¢iZze zmen3uje

¢islo v (—10)-ststave.

(1)

2)

Nech A = a,...a;9090...90, tzn. j mod 2 = 0. Potom A = a, -
(-10)"+...4+a; - 10 —=9-10°"1 = 9.1073 — ... — 90. Uvedeny
algoritmus transformuje A na A’ v tvare A’ = a,, ... (a; —1)09...09,
tzn. A' = @, - (=10)"+...+(a; —1)-107 +9-10/ "2 4+9-10°~* +... +9.
Tvrdime, ze A — A’ = 1:

(@n - (-10)" +...+a; 107 —=9-10/71 - 9.107"% — ... — 90)—
—(@n - (-10)"+...4a; - 10/ =107 +9-10°72 + 9. 104+
+...+9) =
=100 -9-100"1-9.10°"2 - ... -90-9=1
Nech A = a,...a;090...90, tzn. jmod2 = 1. Potom A = a, -
(-10)"+...—a; 109 =9-10°"2 —9.10* — ... — 90. Uvedeny
algoritmus transformuje A na A’ = a,, ... (a; + 1)909...09, tzn. A’ =
=ap-(-10)"+...—(a; +1)-10 +9-10°"1 +9-10 3 + ... +9.
Tvrdime, zZe A — A’ = 1:
(@n-(=10)"+...—a;-10° =9-1072 - 9.10°~* — ... - 90)—
—(@n - (-10)"+...—a; - 10 =107 +9-10°"1 +9.107 34+
+...49) = ,
=10/ —=9.10"1 -9.10/"2 - ... -90-9=1

Ukéazme si teraz, ze dany program vykond v jednom cykle presne tito

operaciu (zmensSenie ¢isla v (—10)-ststave o 1).

Cyklus A) zjavne vykonava ¢ast A) naSho algoritmu, pri¢om si este

vytvara pomocnd premennt X: X;_; = ag, Xj—2 = a1, ..., Xo = aj_1.
KedZe o¢akavame ag = 0, potom X;_; =0, tedy X ma j — 1 cifier.
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Premennd ¢ predstavuje vyraz 9 - (j mod 2). Ak teda po skonéeni
cyklu je ¢ = 9, ocakavali sme a; = 9, teda j mod 2 = 1, podobne ¢ = 0,
a teda j mod 2 = 0.

Ked po skonéeni cyklu plati:
g=9ak=0,a; =0; a;—1 =0; a;—2 =9; ...; znamend to, Ze A mé

zdporni hodnotu, nemézeme ho zmensovat, lebo by cyklus neskonéil.
g=9ak>0,9>a; 20.V tomto pripade sa vykonaji priradenia:

a; = a; + 1;a;—1 = 9 (treba si uvedomit, Ze v tomto pripade zo =

= 0), nésledne sa vykona cyklus B), ktory vykona priradenia: a;_» =

=g, @j—3 = %1, ..., Gp = Tj—2. Ak sa a;j_; sa rovnalo 0, teraz ma
hodnotu 9. Ak sa a;_2 rovnalo 9, teraz mé hodnotu 0 (zo). Ak sa ag

rovnalo 0, teraz mé hodnotu 9 (x;_2).

g =0 (jmod 2 = 0), plati zg = 9 (aj—1 =9, aj—2 =0, ...). V tomto
pripade sa vykonaji priradenia: a = a — 1; xj_; = Tj_2, Tj_2 =

= Zj-3, ..., T1 = To, To = 0 (teraz bude zo = 0, z; = 9,

Tj-1= 9) aj—-1 =20, @4j—2 =1y -+, A0 = Tj—-1-

Opit sa mozeme lahko presvedit, Ze cifry na pozicidch j — 1 az 0 sa
yzinvertovali“. Iste ste si vSimli, Ze predpokladame priechod aj cyklom A),
aj cyklom B). Vyjasnime si teda tieto krajné pripady: :

(1) Pocet priebehov prvym cyklom bol 0, tzn., Ze ag # 0. A =Y +ao, °
teda A—1 =Y + (ap — 1). Presne takéto priradenie sa vykon4 v pod-
mienkovej &asti, cyklus B) tiez neprebehne, vysledok je teda spravny.

(2) Nechag=0,a; #9. A=Y —a;-10+0,teda A-1=Y —(a; +
+ 1) - 10 + 9. Opét sa presne takéto priradenie vykond v podmlenkove_]
Casti, &ize aj v tomto pripade je vysledok spravny.

Z uvedeného vyplyva, Ze uvedeny program v cykle zmen3uje Cisla
v minus-desiatkovej ststave o 1. Cyklus sa vykonéva, pokiél’ K > 0; poc
uréuje pocet priechodov cyklu. Ak vstupné K je &islo v minus-desiatkovej
sustave, poc bude po skondeni cyklu hodnota K (&islo v desiatkovej stista-
ve). Ak chceme, aby vystup programu bol p (poc = p), musi byt vstupné
K &islo p v minus-desiatkovej stistave. Tazisko tilohy je teda napisat prog-
ram, ktory vstupné p prevedie do minus-desiatkovej sistavy.

RieSenie: Vytvorme polyném K K(—10), ktorého hodnota by bola p,
nasledovne (kko, kk1, ..., kkn, st koeficienty polynému KK):

Pre vSetky cifry p (v desiatkovej ststave):

Ak cifra p; by v (—10)-ststave zodpovedala kladnej mocnine —10,
tzn. ¢ mod 2 = 0, potom vykoname kk; = kk; + p;.
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Ak cifra p; by v (—10)-ststave zodpovedala zipornej mocnine —10,
tzn. i mod 2 = 1, potom tato cifru rozpiSeme ako kk;y; = kkiy1 + 1,
kk; = kk; + 10 — p;, napr. (20)10 = (180)_10

Takto vytvoreny polyném mé hodnotu p. Ak by sme chceli z koefi-
cientov polynému zostavit ¢islo v minus-desiatkovej stistave, treba, aby
pre vietky 7 platilo 0 £ kk; £ 9.

Treba teda vymyshet prav1dlo ktoré by zmenilo koeﬁc1enty polynomu
tak, aby bola zabezpecena podmienka, ale nezmenilo by jeho hodnotu.
KedZe koeﬁcienty kk nemo6zu byt zadporné, sta¢i ndm uvazovat koeficienty

.....

.....

a; < 10). Potom sa hodnota polynému nezmeni, ak vykoname:

kkj+1 = kkjy1 — 1, kk; = kk; mod 10 (c- (—10)* = (¢—10)- (-10)* —
— (—10)**!). Ak je ale kk;j4; = 0, dostali by sme zaporny koeficient,
¢o predpokladdme, Ze sa nestane. Vtedy priradenia trochu obmenime:
kk; = kk; mod 10, kkjy1 = 9kkjio = kkji2 +1 (c- (—-10)j = (¢ —10) -
. (—10)1' +9 - (=10)9*t! + (=10)7*2) ((-10) - (=10)7+! + 9. (=10)7+! =

—(- 10)j+1 =10- (- 10)')
dostaneme polyném, ktorého koeficienty st nezdporné a mensie ako 10,
d4 sa jednoduchym pouZitim koeficientov ako cifier dostat &slo v mi-
nus-desiatkovej stistave, ktorého hodnota je p.

Je jasné, ze povodny polyném modze mat [ + 1 koeficientov, kde [ je
pocet cifier p v (10) sustave. Aplikovanie pravidla méZe pocet koeficien-
tov zvic¢sit maximalne o 2, teda maximdalny pocet cifier je [ + 3, teda
algoritmus je kone¢ny.

const MAXCIF = .15;
var kk:array[0..MAXCIF] of integer;
P,1i,j:integer;
begin
writeln;
write(’Zadaj P :’); readln(p);
for i:=0 to MAXCIF do kk[i]:=0;

i:=0;
while p>0 do
begin
if odd(i) then
begin
kk([i] :=kk[i]+10-(p mod 10);
kk[i+1]:=kk[i+1]+1
end
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else
kk[i]:=kk[i] + (p mod 10);
inc(i); p:=p div 10
end;
for j:= 0 to i do
if kk[j1>9 then

)

begin
if kk[j+1]1>0 then dec(kk[j+1])
else
begin
kk[j+1]:=9;

kk[j+2] :=kk[j+2]+1;
if j+2>i then i:=j+2;
end;
kk[j]:=kk[j]l-10
end;
k:=0;
for j:= i downto O do k:=10%k+kk[j];
writeln(’Vstupna hodnota musi byt ’,k)
end.

P-1ll-4

Zakladna myslienka rieSenia dlohy je zaloZzena na tom, Ze pocas Citania
slova wy si budeme v slove w; pamitat, pokial aZ sa dosial nalitana éast
wy zhoduje so zaciatkom w; .

Oznalme M dfzku slova w;, N dlzku slova wy. KedZe M je omnoho
menSie ako N, mdZeme ho povaZovat za konStantu.

‘Pre na$ algoritmus je potrebné uchovat slovo w; vo fronte. Zvolme
nasledujtci tvar: Slovo w; ulozime do fronty a za kazdy znak, ktory je
poslednym znakom dosial zhodnej ¢asti w;, a wq, uloZme Specidlny znak
’,?. Okrem toho budeme potrebovat mat ulozené poéitadlo vyskytov w;
vo wy. OdliSme toto poditadlo od dosial pouZitej abecedy ’a’..’z’, ?.’
pouzitim znakov ’0°, *1°.

Zavedme nasledujiice oznacenie: Z nech je lubovolny znak frontu
z abecedy ’a’..’z’ (potom postupnost Z. oznaluje znak frontu, ktory
je zatial poslednym zhodnym znakom medzi w; a ¢astou w,), Q nech je
préave spractivany znak slova ws, C nech je symbolické oznacenie poéitad-
la vyskytov, D nech je oznacenie pocitadla reprezentujiceho hodnotu o 1
vacsiu ako C.

Vykondvanie algoritmu moézeme zapisat nasledujicimi pravidlami:
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(0) Z = z., ak Z=Q a Z je prvy znak frontu (potencidlny zatiatok vy-
skytu w; vo ws)

(1) .2 — Z., ak Z=Q (zhoduje sa aj dal3i znak)

(2) .2z - 2, ak Z#Q (dal3i znak sa nezhoduje = nenasli sme podslovo)

(3) .C — D (celé w; sa vyskytovalo vo wp = zardtame vyskyt)

Po prepisani do Froscalu mame rieenie:

repeat okopirujeme w; do frontu
PUT(INP);
NEXT

until INP=’#’;

NEXT; .

PUT(0°); zatial bolo O vyskytov

NaSmu oznaleniu zodpovedaji Q=INP, Z=TOP (lebo k inému znaku
frontu ako k TOP nemdame pristup).

repeat
PUT(’*’); zarédzka proti zacykleniu
PUT(TOP) ;
if INP=TOP-then PUT(’.’); pravidlo (0)
GET;

while TOP<>’*’ do
‘begin :
if TOP=’.’ then pravidla (1,2) - zaZiatok
begin
GET;
if TOP<>INP then begin PUT(TOP); GET end (2)
else
begin
PUT(TOP); GET;
if (TOP=’0’) or (TOP=’1’) or -(TOP=’*’) then
begin (2,3)
while TOP=’1’ do begin PUT(’0’); GET end;
PUT(’1°); /
if TOP<>’#*’ then GET;
while TOP<>’#’ do begin PUT(TOP); GET end;
end
else PUT(’.?) (2)
end
end
else begin PUT(TOP); GET end; ak sa neda aplikovat
end; ani jedno pravidlo, zober dal3i znak
GET;
NEXT; dalsie Q
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until INP=’7’;
Nakoniec vypiSeme vysledok v pozadovanom tvare:

repeat
if (TOP=’0’) or (TOP=’1’) then write(TOP);
GET

until TOP=’7’

Stanovenie zlozitosti rieSenia:

Vo fronte je uchovanych max. L = 2M +1+logV znakov (V je pocet
vyskytov, V < N). KedZe M mdzeme povazovat za konStantu, priestoro-
v4 néro¢nost navrhovaného algoritmu je logaritmicka vzhlfadom k dlzke
vstupného slova. Pre kazdy znak slova ws spracujeme kazdy znak frontu,
celkova asova zlozitost je teda O(NL) = O(NlogV) = O(NlogN).
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Korespondenéni seminai UV MO 1991/92

Korespondenéni seminaf je jednou z forem péfe o talentované Zzéaky.
Vznikl ve 24. ro¢niku MO proto, aby bylo mozno vénovat individualni
pécCii tém zaktm, ktefi neméli moznost navstévovat specialni Skoly a pra-
covat v tamnich seminéarich. Nyni, kdy existuji i krajské korespondenéni
seminafe a kdy specidlni Skoly s tfidami zaméfenymi na matematiku
najdeme v kazdém kraji, je cilem tohoto seminafe zlepsit individudlni
pripravu vSech studenti, ktefi prokazali své schopnosti a matematicky
talent v predchozich ro¢nicich matematické olympiady. Korespondenéni
semindf tak nadale zistava duleZitou soucésti pfipravy na mezinarodni
matematickou olympiadu.

K dcasti v korespondenénim seminafi jsme pozvali vSechny Spickové
Fesitele kategorie A spolu s témi studenty, ktefi n&jak vynikli v krajskych
kolech kategorii B a C pfedchoziho roéniku MO. V pribéhu 41. roéniku
MO jim bylo postupné zasldno 5 sérii pomérné naroénych tloh, jejichz
texty najdete na nasledujicich stranach. Dosla feSeni pak byla opravena,
ohodnocena a s rozmnoZzenym komentafem vracena ucastnikiim semina-
fe. NejlepSimi v celkovém hodnoceni byli:

1. Pavel RuZicka, 4. rotnik G, kpt. JaroSe, Brno
2. Pavel Vrbacky, 4. roénik G, kpt. JaroSe, Brno
3. Josef Mensik, 4. ro¢nik G, kpt. JaroSe, Brno
4. Richard K. Kollar, 4. roénik GAM, Bratislava
5. Filip Sajddk, 3. ro¢nik G, V. Okruzn4, Zilina

Korespondenéni seminéf byl fizen tajemnikem UV MO RNDr. Kar-
lem Hordkem, CSc., ktery se staral o vybér Gloh a provadél i redakci ko-
ment4fd. Opravu pak zajistovalo n&kolik pracovniktt MU CSAV a n&kolik
studentd a aspiranti MFF UK Praha (vSichni jsou byvali olympionici).
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Ulohy korespondenéniho seminare

1.1 V roviné je ddna mnozina E 1991 bodd, z nichz nékteré dvojice jsou
spojeny ¢arou. Pfedpokladejme, Ze pro kazdy bod z E existuje v E aspon
1953 dalsich bodt, s kterymi je uvedeny bod spojen ¢arou. Dokazte, ze
v E existuje Sest bodi, z nichz kazdé dva jsou spojeny ¢arou.

1.2 V ostrothlém trojahelniku ABC postupné oznaéme M stfed stra-
= |BM|, H patu
kolmice spusténé z bodu P na stranu BC, @ prusecik strany AB s prim-
kou prochézejici bodem H, kterad je kolma na PB, a R prusecik strany
AC s pfimkou prochézejici bodem H, kterd je kolma na PC. Dokazte,
ze strana BC daného trojuhelniku se dotykd kruznice opsané trojihel-
niku HQR.

1.3 Dokazte, Ze

%E (=% (1991—k\ 1
1991 -k k 1991

1.4 Je déano prirozené ¢islo n a celd ¢isla a1, as, . . ., @n, z nichz Z4dné neni
délitelno n, dokonce ani jejich soucet neni n délitelny. Dokazte, ze existuje
aspon n ruznych posloupnosti (e, ez, ..., e,) nul a jedniéek takovych, ze
n déli soulet eja; + ezas + ... + epan.

1.5 Oznacme « kladny kofen rovnice 22 = 1991z + 1 a pro kladna celd
¢isla m, n oznacme
m*n =mn + [am][an],

kde [z] je cela Cast Cisla . Dokazte, Ze pro libovolna pfirozena &isla p, g,
r plati

(prg)xr=px(gxr).

1.6 Dva studenti A a B hraji nasledujici hru: KaZdy z nich napiSe na
listek papiru kladné celé ¢islo a d4 listek rozhodéimu. Ten napiSe na tabuli
dvé Cisla, z nichz jedno je rovno souctu ¢isel napsanych obéma hradi.
Poté se rozhod¢i zepta studenta A: ,,Muzes rici ¢islo napsané souperem?“
Je-li jeho odpovéd ,ne“, rozhodéi se zepta na totéz hrace B. Jestlize i B
odpovi zdporné, zepta se rozhod¢i opét hrace A, atd. Predpokladejme, Ze
oba studenti jsou inteligentni a pravdomluvni. DokaZte, Ze po kone&ném
poctu otazek jeden z nich odpovi ,ano“.
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1.7 Najdéte maximalni hodnotu souétu

Z T;%; (d?i + :Ej)
i<j
n
kde n-tice (1, %3, ...,%,) spliiuji podminky z; 20(1<i<n)a ) z; =
=1.

i=1
2.1 Uvnitf trojihelniku ABC je din bod P. Ozna¢me P;, P, paty kolmic
spusténych z bodu P na pfimky AC a BC a @1, Q2 necht jsou paty kolmic
spusténych z bodu C na pfimky AP a BP. Dokazte, Ze priseéik pfimek
Q1P; a Q2P lezi na piimce AB.

2.2 Predpokladejme, Ze a, b, ¢ jsou celd &isla a p liché prvoéislo. JestliZze
f(z) = ax? + bz + ¢ je druhou mocninou celého &isla pro 2p — 1 po sobé&
jdoucich celych &isel z, pak p déli b2 — 4ac. Dokazte.

2.3 Necht a je racionélni éislo, 0 < a < 1, a necht
' cos 3na + 2 cos 2na = 0.
Dokazte, ze a = 2.

2.4 Oznaéme O stred kulové plochy opsané danému étyfsténu ABCD,
stfedy jeho stran BC, CA, AB oznafme po fadé L, M, N a predpokla-
dejme, ze |AB| + |BC| = |AD| + |DC|, |BC| + |CA| = |BD| + |DA|
a |CA| + |AB| = |CD| + |DB|. Dokazte, ze | LOM| = |XMON| =
= |INOL|.

" 2.5 Je dén trojthelnik ABC s Ghlem o = 60°. Sestrojme rovnob&zku
V' F se stranou AC, kde V je stied kruZnice vepsané a F' bod leZici na
strané AB. Jestlize pro bod P na strané BC plati 3|BP| = |BC|, pak
|XBFP|=18. :

2.6 Jsou déana realna éisla a, b, ¢ takova, Ze existuje praveé jeden Ctverec,
jehoz viechny vrcholy lezi na kubické kiivce y = z3 +ax?+bx+c. Zjistéte
velikost strany takového ¢tverce.

2.7 Jsou déany dvé celo¢iselné funkce f a g, jez jsou definovéany pro
vSechna cela ¢isla a spliuji nasledujici dvé podminky:
(a) f(m+ f(f(n))) = =f(f(m+1)) —n pro viechna cela &isla m a n;
(b) g je mnohotlen s celoiselnymi koeficienty a g(n) = g(f(n)) pro
- vSechna cela n.
Uréete f(1991) a tvar mnoho¢lenu g.
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3.1 Uvazujme mnozinu S v roviné, ktera obsahuje n bodd, z nichZ zZ4dné
tfi nelezi v pfimce. DokaZte, Ze existuje mnoZina P obsahujici 2n—5 bodt
s touto vlastnosti: Uvniti kazdého trojahelniku, jehoZ vrcholy patii do
S, lezi bod mnoziny P.

3.2 Ozname a,, posledni nenulovou é&islici dekadického rozvoje ¢isla n!.
Zjistéte, zda je posloupnost (a,) od jistého €lenu podinaje periodicka.

3.3 Je dan mnohoélen f(z) = z'% + a;2'%% 4 ... s celoéiselnymi
koeficienty. Ukazte, Ze pofet ruznych celoéiselnych kofenti mnohoélenu
g(z) = f(z) — 9 nemtize byt vétsi nez 1995.

3.4 V roviné je dan ostrothly trojihelnik ABC. Predpoklddejme, Ze
kruZnice s primérem AB protind pfimku CC’ v bodech M, N a pfim-
ku BB’ v bodech P, Q, kde CC’ a BB’ jsou vyiky trojihelniku ABC.
Dokaite, ze body M, N, P, Q lezi na jedné kruznici.

3.5 Nahrdelnik A obsahuje 14 kordlkt a nahrdelnik B 19 koralkid. Do-
kazte, Ze pro kazdé liché prirozené Cislo n existuje zptlisob, jak vSech 33
koralkl ocislovat ¢isly z mnoziny

{n,n+1,n+2,...,n+ 32}

tak, Ze kazdé Cislo pouzijeme jen jednou a sousedni kordlky budou ozna-
Ceny nesoudélnymi ¢isly. (Na néhrdelnik se divdme jako na kruZnici s ko-
rélky, z nichZ kazdy ma pravé dva sousedni.)

3.6 Pravouhelnikovy list papiru o rozmérech a X b je rozfezan na obdél-
nikové kousky, z nichZ kazdy ma jednu stranu délky 1. Dokazte, Ze aspon
jedno z Cisel a, b je celé.

3.7 V roviné je ddno n bodd. Vyzna¢me stiedy vSech tiselek s krajnimi
body v danych bodech. Jaky je nejmensi mozny pocet takto oznafenych
boda?

4.1 V daném trojihelniku ABC ozna¢me A;, B;, C; stfedy stran BC,
CA, AB. Jaky je nejmensi mozny obsah priniku trojihelnikd A4, B;C;
a KLM, jestlize body K, L, M lezi na useckach AB;, BCy, resp. CA;?

4.2 Uvazujme konvexni mnohothelnik s nasledujici vlastnosti: jestlize
vSechny jeho strany posuneme vné o jednotkovou vzdélenost, vytvoii od-
povidajici pfimky mnohothelnik podobny danému mnohothelniku. Do-
kazte, ze takovému mnohothelniku lze vepsat kruZnici.
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4.3 Soucet stovky pfirozenych ¢isel, z nichZ Z4dné neni vétsi nez 100, je
roven 200. Dokazte, Ze z nich lze vybrat nékolik Eisel, jejichZ soucet je
roven 100.
4.4 Uvazujme n zéavazi s celoCiselnou hmotnosti, jeZ jsou rozdélena do
k skupin stejné hmotnosti (k 2 2). DokaZte, Ze lze nejméné k réiznymi
zpusoby odstranit jedno ze zavaZzi tak, aby zbyvajicich n — 1 zévaZi uz
neslo rozloZit na k skupin stejné hmotnosti.
4.5 V roviné je dano 2n bodd — n modrych a n ¢ervenych, pfi¢emz zadné
tfi body nelezi v pfimce. DokaZte, Ze je mozno sestrojit n tsecek tak, Ze
kazda z nich m4 jeden krajni bod modry a jeden erveny, pfi¢emz Zadné
dvé tsecky nemaji spoleény bod.
4.6 DokazZte, Ze na mnoziné Z, celych nezapornych Cisel existuje pravé
jedna bindrni operace o s nasledujicimi vlastnostmi: )
(1) aob=1boag;
(2) jestliZeaob=rc, jeboc=a;
(3) jestlize aob > ¢, pak boc < aneboaoc<b.

Najdéte pravidlo umoziujici pro dana ¢isla a, b € Z vypocitat aob.

4.7 Do rovnobézniku P; je vepsan rovnobé&znik P,, do kterého je vepsin
dalsi rovnobéznik ‘Ps, jehoz strany jsou rovnobézné se stranami P;. Do-

Yy

kazte, Ze alespon jedna ze stran rovnobéZniku P; je rovna nejméné jedné
poloviné strany P;, ktera je s ni rovnobézna.

5.1 Je dano pfirozené Cislo n. Jestlize pro libovolné realné z plati
a; COST + az cos2x + ...+ a,cosnx = —1,
spliuji ¢éisla a4, as, ..., a, nerovnost
a1 +azx+...+a, Sn.

Dokazte. ;
5.2 Na tétivich AB a A’B’ dané kruZnice jsou zvoleny body C, C' tak,
ze piimky AA', BB' a CC' maji spoletny bod P. Oznatime-li
t=|AP|-|A'P|,
s =|AC|-|CB],
s =|A'C'|-|C'B,
¢=|CP|, ¢ =|C'P
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‘pak plati

s q t s+q
Dokazte.

5.3 V roviné je dan rovnostranny trojahelnik ABC o strané 1. Prvni hraé¢
vybere bod X na strané AB, druhy bod Y na strané BC a nakonec zas
prvni hra¢ zvoli bod Z na strané C' A.

a) Cilem prvniho hrace je dostat trojihelniku byl co nejmensi. Jakého
nejvétsiho obsahu mize prvni hra¢ dosdhnout pii optimélni hie dru-
hého?

b) Reste tutéz Glohu pro obvod misto obsahu.

5.4 Je dan mnohoclen p s celoiselnymi koeficienty. Pro libovolné pii-
rozené €islo n ozname a, soucet &islic v dekadickém zépisu Eisla p(n).
Dokazte, Ze existuje Cislo, které se v posloupnosti a1, as, as, . .. vyskytuje
nekone¢nékrat.

5.5 V roviné je dan obrazec, ktery je pranikem n kruhti a obsahuje aspon
dva body. DokazZte, Ze hranici takového obrazce 1ze vyjadrit jako sjedno-
ceni nejvyse 2n — 2 kruhovych obloukd.

5.6 V roviné je dana kruznice k a uvnitf ni bod P. Uvazujme ¢tyfstény
ABCD, jejichz stény jsou shodné trojuhelniky a sténa ABC je vepsana
do kruznice k tak, ze bod P je jejim tézZistém. Pro které body P uvnitf
kruznice k takovy Ctyrstén existuje? Dokazte, ze vrcholy D takovych
Ctytstént lezi vzdy v jednom ze dvou bodi prostoru, jez jsou soumérné
podle dané roviny.

5.7 Mezi n-mistnymi Cisly, jejichz zapis v desitkové soustavé neobsahuje
zéddnou nulu, najdéte takové, jehoZ rozdil od soucinu jeho ¢&islic je

a) nejmensi;

b) nejvétsi.
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33. mezindrodni matematicka olympiada

ATHE),
%
se konala 10.-21. ¢ervence 1992 v Moskvé, hlavnim gy Q%_
mésté Ruska. Olympiddy se zGéastnilo 322 zakd ,:? .
z 56 zemi a mimo vlastni soutéZ jesté dalsich ) \ ’9
2
29 studenti z osmi zemi byvalého SSSR. Vysledky .1 \Moscow - 93 Dg
jednotlivych zemi, jejichZ studenti méli v souhrnu % X 5 69
nejvice bodi, ukazuje nasledujici tabulka: s
ceny body
1. CLR 6 240
2. USA 3 3 181
3.  Rumunsko 2 2 2 177
4. Spolcenstvi nezdv. stat 2 3 176
5. Velkd Britanie 2 2 2 168
6. Rusko 2 2 2 158
7.  Némecko 0 4 2 149
8.-9. Madarsko 1 3 1 142
8.-9. Japonsko 1 3 1 142
10.-11.  Vietnam 1 2 3 139
10.-11. Francie 1 3 1 139
12.  Jugoslavie 2 4 136
13.  Ceskoslovensko 2 3 134

I. cenu ziskalo celkem 26 soutéZicich, ktefi méli 32-42 bodi, II. cena
se udélovala za 24-31 bodi a dostalo ji 55 soutézicich, o III. cenu se
s 14-23 body podélili 74 studenti. Celkem tedy bylo rozdéleno 155 ,me-
daili“.

Celkové byl z naSich nejlepsi Michal Stehlik nasledovan Michalem Ku-
beckem, Martinem Niepelem, Lubosem Motlem, Pavlem Ruzickou a Da-
nielem Stefankovicem. Jejich podrobnéjsi vysledky vidite v pfipojené ta-
bulce.
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NasSe druzstvo vedli doc. Leo Bocek z MFF UK Praha a prof. Jozef
Moravéik z Vysoké skoly dopravni v Ziling.

Umisténi Body za ulohu Body Cena
1234586
27.-31. Michal Stehlik, 737275 31 1L

3. ro¢. gymnazia
Brno, tf. kpt. Jarose

47.-50. Michal Kubecek, 777106 28 IL.
3. ro€. gymnézium
Praha, Korunni

86.-92. Martin Niepel, 731506 22 IIL
2. ro¢. gymnézia
A. Markusa, Bratislava

93.-99. Lubo§ Motl, 521706 21 III.
4. ro¢. gymnazia -
Plzen, Opavska

108.-114. Pavel Ruzicka, 501274 19 III.
4. ro€. gymnazia -
Brno, tf. kpt. Jarose

156.-169. Daniel Stefankovi¢, 540004 13

3. ro¢. gymnéazia
A. Markusa, Bratislava,

Celkem 36 19 17 1714 31 134

Texty soutéZnich loh
(v zavorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)

1. Najdéte vSechna celé ¢isla a, b, ¢, pro kterd je 1 < a < b < ¢ a ¢&islo
(a=1)(b—1)(c—1) je délitelem &isla abc — 1.

(Novy Zéland )
2. Necht R znali mnoZinu vSech redlnych &isel. Najdéte vSechny funkce
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f: R = R, pro které plati
f@+ £) =y + (f(2))*

pro vSechna z,y € R.
(Indie )

3. V prostoru je dano 9 bodd, z nichZ zZadné Ctyfi nelezi v roviné. Kazda
dvojice téchto bodl je spojena tsetkou a kazdd tato Gsecka mize byt
obarvena modfie, nebo Cervené, nebo mize zlstat neobarvena. Najdéte
nejmensi hodnotu n tak, aby pfi libovolném obarveni pravé n tsefek
obsahovala mnoZina obarvenych asecek nutné trojiahelnik, jehoZ vSechny
strany maji stejnou barvu.

(CLR)

4. V roviné je dana kruznice ¥, pfimka .# dotykajici se ¥ a bod M
na pfimce .¢. Najdéte mnozinu vSech bodid P nésledujici vlastnosti: Na
pfimce .Z existuji body @, R tak, Ze M je stfedem tseCky QR a kruz-
nice % je trojihelniku PQR vepsana.

(Francie )

5. Necht (O, z,y, z) je pravothlé soustava soufadnic v prostoru a S ko-
ne¢nd mnozina bodi tohoto prostoru. Necht S, Sy, S: jsou po fadé mno-
ziny kolmych primétd vSech bodd mnoziny S do rovin Oyz, Ozz, Ozy.
Dokazte, Ze .

kde |A| znali pocet prvki koneéné mnoziny A.
Pozndmka: Kolmym prumétem bodu do roviny rozumime patu kolmice
vedené timto bodem na rovinu. )

(Itdlie )

6. Pro kazdé celé ¢islo n ozna¢me S(n) nejvétsi celé &islo, pro které plati:
Pro kazdé kladné celé &islo k, 1 < k £ S(n), Ize &islo n? napsat jako soucet
" k druhych mocnin kladnych celych &sel.
a) Dokaite, ze S(n) £ n? — 14 pro kazdé n = 4.
b) Najdéte celé &islo n, pro které je S(n) = n? — 14.
c) Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho celych &isel n, pro kterd je
S(n) =n? - 14.
(Velkd Britdnie )
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Reseni tloh

1. (Podle M. Niepela z gymnézia A. Marku3a v Bratislavé.) Zfejmé plati
implikace

n
2 1= < .
ms=n> m—-1~"n-1
Jelikoz a2 2,b=23ac24,je
@ <g b 3 e (4
a-1="7 b=-1T2" ¢-1%3
a tedy
‘ abc -1 » abc < 4l
(a=1)(b-1)(c—1) " (a—1)(b—-1)(c-1)
Pro pomér
abc —1

P=G@=)0b-1)(c-1
tedy pfichazeji v ivahu pouze hodnoty p=1,p=2ap=3.Prop=1
by ale muselo platit ab+ bc+ca =a+b+c, tj. a(b—1) + b(c—1) +
+ ¢(a = 1) = 0, coz odporuje danym predpokladim. Budeme tedy fesit
- v oboru prirozenych ¢isel rovnice
abc —1 abc — 1

@-DG-DE-D > @-Do-De=D "

Nejdiive prvni rovnici. Je-lia 2 4, je b2 5, ¢ 2 6, a tedy

ol abc—1 &
T (a=1)(b=1)(c-1)
¢ e b e 456

a—1 b-1 ¢c—1

coz nejde. Je proto a < 4. Protoze abc —1 = 2(a — 1)(b — 1)(c — 1),

musi byt abc ¢islo liché, je tedy nutné a = 3. Pro b, ¢ pak mame rovnici

2 3bc—1=4(b—1)(c—1) a po tpravé (b—4)(c—4) = 11, takZe vzhledem
k pfedpokladu b < c je a = 3, b= 5, ¢ = 15 jediné FeSeni pfi p = 2.

Piejdéme k rovnici abc—1 = 3(a—1)(b—1)(c—1). Kdyby bylo a 2 3,

a c

byloby b2 4,c25a3< =1 P-1 -1

a = 2, pro b, ¢ pak mame rovnici 3(b — 1)(c — 1) = 2bc — 1, po Gpravé

(b—3)(c—3) =5 s jedinym FeSenim b = 4, ¢ = 8.

< 2,5. Je proto nutné
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Uloha mé pravé dvé fedeni:

(a,b,¢) = (3,5,15) a (a,b,c) =(2,4,8).
2. Ozna¢me f(0) = a. Polozime-li y = 0, dostaneme f(z?+a) = (f(:c))2,
poloZzime-li x = 0, dostaneme

fF(fW) =y+a”. (1)

Z druhé rovnice vidime, Ze f je funkce prosta a zobrazuje R na R. Kromé
toho je f(a) = a2, f(f(—a?)) = 0. Je tedy f(z%+a) = (f(ar:))2 +
+ f(f(—a?)). Aplikujeme-li na ob& strany funkci f, dostaneme uZitim
daného vztahu pro f a (1) rovnost g

22 +a+a® = f(—a?) + (z + a?)?,

neboli
2a’r = a+ a? - a* - f(—a?).

JelikoZ uvedend rovnost plati pro kazdé z € R, je nutné a = 0, f(0) =0,
a tedy

f@@?) = (f(z))?, f(f(z)) ==z pro viechna z € R.

Zvolime-li pro dané x hodnotu y tak, aby bylo f(y) = —22, dostaneme
z daného vztahu rovnost f(—z?) = —f(z?). Funkce f je tedy lich4, zob-
razuje kladna ¢isla na kladné a zaporna €isla na zaporné.

Piedpoklddejme, Ze existuje kladné &islo z tak, Ze f(z) # x. PoloZme
= = z? a piedpokladejme, Ze je napiiklad 22 — f(2?) > 0. Pak je f(z% —
- f(z%) = f(2® + f(=2?)) = =22 + f(2®) < 0. To je spor s tim, Ze
obrazem kladného ¢isla je ¢islo kladné, podobné dojdeme ke sporu pro
2?2 — f(2%) < 0. To znamen4, %e pro vSechna kladni z je f(z) = z,
a protoze f je lich4, plati to i pro z zadporna.

Dané funkciondalni rovnici vyhovuje pouze funkce f(z) = z.

Jiné FeSeni (M. Kubecek z gymnézia v Praze 2, Korunni). Kdyby pro

nékteré y € R platilo y > f(y), dostali bychom pro z = 4/y — f(y)
rovnost ‘ )

F@+f®) =y+ (f@)°, tedy f@) =y+ (f()°
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coz vede ke sporu. Dile uvazujme nezépornou funkci g(z) = f(z) — =z,
ktera jak snadno ovéfime, spliiuje funkcionélni rovnici

9(z* + 9(y) +y) + 9(y) = 9(z) (22 + g(z)).

Kdyby byla funkce g kladnd, platila by pro vSechna redlnd z nerovnost
g(z) > —2z, g by tedy nemohla byt omezena. Na druhé stranépro z =0
dostaneme rovnost g(y)+¢(g9(y)+y) = 92(0), coZ znamena, Ze nezéporna
funkce g musi byt omezena. Proto existuje zo tak, Ze g(zo) = 0. Pak je
ale pro kazdé y € R splnéna rovnost

9(9(v) +y +3) +9(y) =0,

coz znamena, ze g(y) = 0 pro vSechna y, tedy f(z) = z pro kazdé z € R.

3. (Podle M. Stehlika z gymnézia v Brng, tf. kpt. JaroSe.) Predeviim
je zfejmé, Ze existence obarvenych tiseek nijak nezavisi na poloze bodi
v prostoru a vSechny tvahy budou stejné i pro body v jedné roviné.
Na pfikladé ukdZeme, Ze lze obarvit 32 Gsecky tak, aby nevznikl jedno-
barevny trojihelnik. Dané body ozna¢me
1, 2, 3, ..., 9, pfiCemZ neobarvené zista-
nou tsetky 15, 26, 37, 48, fervené obarvime
usecky 91, 93, 95, 97, 24, 46, 68, 82, 12, 25,
56, 61 a 34, 47, 78, 83, ostatni obarvime
modfe (obr. 17, kde 12345678 je pravidelny
osmithelnik a bod 9 je jeho stfedem).

Obarvime-li 33 asecky, existuje jiz nut-
né jednobarevny trojahelnik. Pak jsou totiz
pouze 3 GseCky neobarvené, tedy nejvyse
ze 6 bodl vychézi aspon jedna neobarvena

Obr. 17 GseCka. Jinymi slovy existuji 3 body tak,

ze v8ech 8 useCek spojujicich libovolny z téchto bodi s kaZdym jinym
bodem, je obarvenych. Oznalme tyto body 1, 2, 3 a pfedpoklddejme, Ze
trojuhelnik 123 neni jednobarevny, jinak bychom byli hotovi. Pak mi-
Zeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze Gsecky 12, 13 jsou modré
a useCka 23 Cervend. Daéle rozlisime dva pripady:

a) Z bodu 1 vede dal$i modra tsecka do bodu 4 ¢ {2,3}. Pak je bud
trojuhelnik 423 Cerveny, anebo trojihelnik 413 je modry.

b) VSechny usecky vychazejici z bodu-1 (kromé tseéek 12, 13) jsou
Cervené. Mezi Gseckami spojujicimi libovolné dva z bodi 4,5,...,9 jsou
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pravé tfi neobarvené, ostatni museji byt obarveny modfe, jinak by kazda

Cervend tseCka spolu s bodem 1 dala ¢erveny trojihelnik. Nyni mohou

nastat pouze tyto tfi pfipady:

1. VSechny tfi neobarvené usetky vychazeji z jednoho bodu, pak ale
jejich koncové body vytvori modry trojihelnik.

2. Dvé neobarvené tsecky vychazeji z téhoZz bodu, oznaleni zvolime tak,
Ze to jsou tusecky 45, 46, dalsi neobarvena tsecka je bud tsecka 56,
nebo tsecka obsahujici jeden z bodl riznych od bodi 4, 5, 6, napf. 7.
Pak bude ale trojihelnik 589 modry.

3. Z4dné dvé neobarvené tisetky nemaji spoleény bod — oznaleni zvo-
lime tak, Ze to jsou Gsecky 45, 67 a 89, pak vSak bude trojihelnik 468
modry.

Tim jsme dokazali, Ze nejmensi hledané &islo s poZzadovanou vlastnosti
jen =33.

4. Pfedpokladejme, Ze PQR je trojuhelnik opsany kruznici € (obr. 18),
pfifemZ pfimka QR je totozna s pfimkou .Z. Oznalme T bod dotyku
pfimky & a kruznice ¥, S stied
kruznice € a D bod soumérny
s bodem T podle stiedu S. Prise-
¢iky tecny kruznice ¥ v bodé D
s pfimkami PQ, PR oznafme U,
V. Stejnolehlost se stfedem P
zobrazujici bod U na bod @ zob-
razuje trojahelnik PUV na troj-
thelnik PQR "a kruZnici ¥ na
kruznici &, ktera se dotyka pfim-
ky £ v bodé F, ktery je obrazem
bodu D. V uvedené stejnolehlosti
se body K, L zobrazi na body X,
Y, kde K, L jsou body dotyku
" kruznice ¥ a piimek PQ, PR
a body X, Y jsou body dotyku
téchto pfimek a kruZnice &. Je
tedy |KX| = |LY|, tedy |KQ| + &
+1QX| = |RY|+|RL], 4. |QT|+ e

+|QF| = |RF|+ |RT)|. Ptitom je ’

|QF| = |QT| + |TF|, |RT| = |RF| + |TF)|, takze |QT| = |RF|. Proto je
bod M st¥edem tseky QR, pravé kdyZ je sttedem usecky T'F', tedy pravé
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kdyz SM || DF, tj. SM || PD. Hledanou mnoZinou je tedy polopiimka
s potateénim bodem D rovnobéina s SM a leZici v poloroviné opaéné
k poloroving UV M (polopfimku bereme oviem bez bodu D).

5. (Podle P. RiZicky z gymnazia v Brné, tf. kpt. Jarofe.) Rozdélme mno-
zinu S na disjunktni podmnoziny Z;, Z,, ..., Z, tak, Ze do kazdé mnoziny
Z; ddme pravé ty body mnoziny S, které maji stejnou soufadnici z. Pro
kazdou mnoZinu Z; ozna¢me z; poclet té€ch bodd, které jsou primétem
asponi jednoho bodu mnoziny Z; do roviny Oyz, podobné y; pocet téch
bodd, které jsou primétem aspon jednoho bodu mnoziny Z; do roviny
Ozz, a a; oznalme pocet bodi mnozZiny Z;. Je pak

= n n
|S:L‘| = ina Isyl = _Zlyi) Isl = .z:laia
i=1 1= 1=

z;¥; 2 ai, |Sz| 2 max(ay,as,...,a,). Proto je

n n
[Sz] - |Sz] - ISyl 2 12%Xnak in Zyi 2

=1 i=1

v
~~
NgE
1[2}8
||=/\§
o
Ed
B
~
[V
1\Y

(ia,)z =|S|%.

i=1

6. (Upraveno podle Lubose Motla z gymnézia v Plzni.)

a) K dikazu prvni &asti tlohy stali dokézat, Ze pfirozené &islo n?
se ned4 napsat jako soudet n? — 13 druhych mocnin pfirozenych &isel.
Predpokladejme, Ze tomu tak je, tj. n? = a®? + b2 + 2 + d® + ... + 22,
kde na pravé strané je n? — 13 s&itanct. NejvySe &tyfi z nich mohou
byt vétsi nez 1, protoZe jinak by byl soucet na pravé strané roven aspon
5-4+4 (n? —13 —5) =n? +2 > n? Méame tedy n? = a®? + b + ¢ + d? +
+(n?—17)-12, takze a®+b?+c% +d? = 17. Tato rovnice viak nem4 Feseni
v oboru pfirozenych éisel, coz lehce ovéfime pfimym dosazenim &isel 1,
2,3, 4.

b) UkéZeme, Ze &islo 13 spliuje podminky tlohy. Je totiz 132 = 122 +
+52=122+42432 =82 +82+52+42 = 82 +82+42 +42 4+ 3% = 82 4+ 62 +
+62+52+22+22 = 82+ 82 +4% +4% +22 +22 412, tak¥e 132 je soutem
jednoho, dvou, tii, ¢tyr, péti, Sesti i sedmi druhych mocnin pfirozenych
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&isel. Rozklad 132 = 82+824+4%+3?+32+22+1%+12+12 ukazuje, ze 13
je také souctem deviti druhych mocnin pfirozenych ¢isel. Dale vyuZijeme
toho, ze kazdou druhou mocninu (2b)? sudého é&isla mizeme nahradit
sou¢tem b? + b% + b% + b? &yt druhych mocnin, &mZ se poéet druhych
mocnin v souétu zvysi o t¥i. Naptiklad &islo 82 miizeme nahradit sou¢tem
4% +4% 1+ 42 + 42 3 kazdy s¢itanec 42> miZeme postupné nahradit souétem
22 + 22 4 2% 4 22 kone¢né miizeme kazdy séitanec 22 nahradit souétem
12 + 12 + 12 4+ 12. Timto zptsobem jsme ukazali, 7e dovedeme &islo 82
napsat postupné jako soucet 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, ..., 64 druhych
mocnin pfirozenych &sel. Podobné 42 dovedeme napsat jako soucet 4, 7,
10, 13 a 16 druhych mocnin, &slo 22 jako soudet &tyi druhych mocnin
pfirozenych &isel. Vyjdeme-li tedy z rozkladu 132 = 82 482 442 442 4 32
na pét druhych mocnin, dostaneme tak rozklady na soucet 8, 11, 14, ...
aZ na 64 + 64 + 16 + 16 + 1 = 161 druhych mocnin pfirozenych isel.
Vyjdeme-li z rozkladu 132 = 82 4 8% + 42 + 42 + 22 4+ 22 1+ 12, tedy ze
souétu sedmi druhych mocnin, mizeme tak dostat rozklad na 10, 13,
16, ... az64+64+16+16+4+4+1 = 169 druhych mocnin. Rozkladem
souttu 82 + 82 +42 432432422 +12 412 + 12 dostaneme postupné &islo
169 jako soulet 12, 15,18, ... az64+64+16+1+1+4+1+1+1 =153
druhych mocnin pfirozenych ¢isel. Posledni rozklad obsahuje 151 jedni¢ek
a dvé devitky.
c) UkdZeme, Ze plati implikace

n>28 A S(n)=n%?-14 = S(2n) =4n? - 14.

Predpokladejme tedy, ze se &islo n? d4 napsat jako k druhych mocnin
piirozenych &isel pro kazdé k, 1 £ k < n? — 14. Pak se d4 také &islo (2n)?
napsat jako k druhych mocnin pfirozenych ¢isel, kterd budou nyni vesmés
suda. Je-li totiz n? = a2 + b2 + ..., je (2n)? = (2a)? + (2b)? +.... Na-
hradime-li postupné &islo (2a)? souttem a? + a® + a? + a2, &islo (2b)2
souctem b% + b2 + b% + b2, vidime, ze se &islo (2n)? d4 nejen napsat jako
soucet k, ale i jako souet k+ 3, k+6,k+9, ..., k+ 3k = 4k druhych
mocnin pfirozenych &isel. JelikoZz & mohlo nabyt vSech hodnot 1, 2, ...,
n? — 14, dostavame tak rozklad &isla (2n)? na soudet r druhych mocnin
pfirozenych ¢&isel, kde r nabyva hodnot 1, 2, ..., 4n? — 62, 4n? — 60,
4n? — 59 a 4n? — 56. Kromé& toho miizeme ale psat (2n)? = 3n? + n?
a n? dovedeme napsat jako k druhych mocnin, 1 £ k < n? — 14, takze
se d& (2n)? napsat jako soucet 3n? jedni&ek a k dalsich druhych mocnin,
tedy celkem jako 3n2+2, ..., 4n? — 14 druhych mocnin pfirozenjch &isel.
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Jelikoz 3n% + 1 £ 4n? — 62 pro n > 8, je tim dokazéano, Ze se d4 &islo
(2n)? napsat jako souet m druhjych mocnin pfirozenych &isel, kde m je
libovolné pfirozené ¢&islo spliujici podminku m < 4n? — 14. Tim jsme
dokézali, Ze existuje nekonefné mnoho pfirozenych ¢isel n s vlastnosti
S(n) = n? — 14. Jsou to naptiklad viechna &isla tvaru 2™ - 13, kde m je
pfirozené {islo. '
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4. mezindrodni olympiada v informatice

Ctvrtd mezinirodni olympidda v informatice (IOI'92) pro stiedosko-
ldky se konala ve dnech 12.-21. Cer-

’ 4. d
vence 1992' v Bonnu pod zastitou o O™ peuts®™”
" on'™
UNESCO s prispénim nékolika desi- " ,:.aﬁ“
intnore2

tek sponzort, z nichz k nejvyznam-
néjsim patrili IBM, APPLE, Sprin-
ger Verlag, SIEMENS, Borland atd. Olympiady se zG¢astnilo 166 souté-
Zicich (z toho 5 divek) ze 45 zemi ze v8ech kontinentd a navic 5 dalich
zemi vyslalo své pozorovatele.

Ceskoslovensky tym byl slozen na zékladé vysledki studentt v celo-
statnim kole matematické olympiédy v kategorii P a podle vysledki tes-
t{, konanych v pribéhu tydenniho soustfedéni 11 vitézi v této kategorii,
které se konalo na KU v Bratislavé. Slozeni naseho druZstva bylo naésle-
dujici: Matej Ondrusek, student 3. roéniku gymndzia J. Hronca v Brati-
slavé, Jan Kotas, absolvent gymnézia na Mikuld$ském namésti v Plzni,
Jan Kybic, absolvent gymndazia v Korunni uli¢i v Praze a Tomds Vinaf,
student 2. ro¢niku gymnézia na Srobarové ulici v KoSicich. Vedoucim
delegace byl doc. Viclav Sedldacek z Masarykovy university v Brné a jeho
zdstupcem Mgr. Richard Nemec z Univerzity Komenského v Bratislaveé.

V ramci vlastni soutéZe byly feSeny 2 soutéZni Glohy, na které méli
souté&Zici vyhrazeno vzdy 5 hodin &istého &asu. Ulohy byly vybrany v den
jejich FeSeni mezindrodni porotou, sloZzenou z vedoucich delegaci vSech
zuCastnénych stat. Pro vybér byly védeckou komisi soutéze predlozeny
vzdy 3 tlohy. Kazdy student pak feSil ilohu na pfidéleném osobnim po¢i-
taéi. Vysledné produkty byly za pfitomnosti studenta a vedouciho tymu
testovany koordinatory, ktefi je podrobili pfedepsanym testim a na je-
jich zakladé bodové ohodnotili tak, Ze maximalni mozny bodovy zisk
byl 100 bodi. Pfipadné namitky ze strany delegaci reSilo shromazdéni
koordinatori, které rovnéz stanovilo definitivni bodové hodnoceni sou-
t8Zicich. Ocenéni zlatymi, stiibrnymi a bronzovymi medailemi pak bylo
déno bodovym ziskem za obé ulohy.
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Celkem bylo udéleno 13 zlatych (pro soutéZici se ziskem 198-200 bo-
di), 31 st¥ibrnych (175-195 bodi) a 41 bronzovych medaili (123-172
bodi). Ceskoslovensti soutézici navazali na vynikajici vysledky z pred-
chozi olympiddy a ve dvojnésobné-konkurenci ve srovnani s predchozi
olympiddou ziskali M. Ondrusek zlatou medaili (200 bodi), Jan Kotas
(185 bodil) a Jan Kybic (190 bodii) medaile st¥ibrné. V neoficidlni soutézi
druzstev, do niz byly seCteny body vSech ¢lenti druzstva, byl ¢eskosloven-
sky tym uveden mezi 12 nejuspésnéjsimi druzstvy se ziskem 645 bodi.

Mezinarodni olympidda v programovani se svym charakterem lisi od
nasi kategorie P matematické olympiddy predev§im v tom, Ze Géastnici
fesi zadané lohy na osobnim pocitadi, ktery mé kazdy soutézici k dis-
pozici. Zadéni tlohy je mu k dispozici v angli¢tiné a v rodném jazyku.
Pfipadné dotazy je mozno klast pouze pisemné pres mezinirodni jury,
kterd dotaz preda vedoucimu delegace. Mozné odpovédi na dotazy jsou
jenom ,ano“, ,ne“, ,bez komentare“, a to pouze prvnich 30 minut sou-
téze. Po skonceni soutéze jsou tulohy soutézicich podrobeny testim. Na
zékladé vysledki test jsou Glohy obodovany. V Zadném piipadé se ne-
provadi analyza zdrojového textu s ohledem na sloZitost navrhovanych
algoritmu. Ostatné jak uvidite z textu zadani tloh, byly v letosnim roce
vybrany mezinirodni jury obé& ulohy, které bylo myslitelné fesit techni-
kou backtracking. Trend v navrzich aloh je v soucasné dobé takovy, ze
se uplatni Glohy typu spiSe vytvéareni prostfedkd (tools) pro sérii aloh.
Prestoze nasi soutézici byli v rdmci matematické olympiady orientovéni
ponékud jinym smérem, ukazuje se na zikladé jejich vysledki, Ze jejich
priuprava v psani efektivnich programit z hlediska pamétové ¢i asové
slozitosti jim umoziuje uspé$né vysledky i v mezinarodnich soutézich
s pfHimym pouzitim poé&itact. Snad jenom vétsi peclivost pii navrhu testt
omezujicich podminek pro vstupni data byla pfi¢inou onéch nepatrnych
bodovych ztrat, které nas délily od dalSich zlatych medaili. P¥itom efek-
tivita resp. osekdvani moznosti pro backtracking nebyly viibec zohledio-
vany ve vysledném bodovém ohodnoceni, takze tiloha trvajici na pocitaci
1 sekundu byla ohodnocena stejné jako iloha trvajici 8 hodin.

Mimo vlastni soutéz pripravili organizatofi z Institutu pro matema-
tiku a zpracovani dat a z Institutu Gustava Stresemanna pod vede-
nim dr. Petra Heyderhoffa bohaty kulturni, spoledensky a doprovodny
program. VSichni Gcastnici soutéze byli pfijati pred zahdjenim soutéze
starostou Bonnu, v pribéhu zijezdu do Diisseldorfu byli pfijati zem-
skym ministrem Skolstvi, navstivili Kolin nad Rynem, Heidelberg, poznali
Bonn, jeho okoli i ¢ast Poryni. Sponzofi soutéze vénovali mimo jiné dr-
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zitelim zlatych medaili hodnotné ceny a vSem uéastnikiim vécné darky.
Pii slavnostnim vyhlaseni vysledki byly tyto ceny predany fadou oficial-
nich osobnosti v &ele s federdlnim ministrem $kolstvi SRN. Uéastnikiim
olympiady poslal pozdravny telegram prof. Konrad Zuse.

Z4vérem uvadime doslovné znéni iloh, které byly feSeny G&astniky
olympiady, abyste si na nich mohli provéfit svoje programatorské zkuse-
nosti. Nezapomente dodrzet vSechna omezeni a pokyny, jejichZz nedodr-
Zeni v soutézi by znamenalo bodovou ztratu.

Texty soutéZnich uloh

7. Ostrovy v mofi

MORE je representovano siti velikosti N krat N. Kazdy OSTROV
je ,x“ v této siti. Vasi lohou je zrekonstruovat MAPU ostrovi pouze
z KODOVANE INFORMACE o horizontalnim a vertikilnim rozloZeni
téchto ostrovii. Pro ilustraci tohoto kddovani sledujte néasledujici mapu:

* 2
-1
11

*
* K X X
*

N Ot = W

114 2 21
1 2 3
1

Cisla napravo v kazdém fadku representuji pofadi a velikost kazdé
skupiny ostrovii v tomto fadku. Napiiklad ,1 2 v prvnim rddku zna-
mend, Ze jeden ostrov je néasledovdn skupinou dvou ostrovi, které jsou
obklopeny mofem néjaké délky nalevo i napravo od kazdé skupiny ost-
rovi. Podobné posloupnost ,,1 1 1“ pod prvnim sloupcem znameni, Ze
tento sloupec obsahuje tfi skupiny, kazda po jednom ostrovu, atd.

Zadani dlohy: Implementujte program, ktery opakuje nasledujici kro-
ky, dokud neni Gplné pfeéten vstupni soubor, ktery obsahuje nékolik ta-
kovych bloki informaci:

1. Precti nasledujici blok informaci ze vstupniho ASCII souboru (pro
strukturu dat v tomto souboru viz pfiklad dale) a zobraz jej na obrazovce.
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Kazdy blok informaci je sloZen z velikosti ¢tvercové sité, nésledované
informacemi o Fadcich a sloupcich. Popis kazdého fadku i sloupce se obje-
vuje v jednom Ffadku souboru jako posloupnost ¢isel oddélenych mezerami
a ukoncena 0. :

2. Zrekonstruujte mapu (nebo vSechny mozné mapy, pokud je moZné
vice neZ jedno feSeni, viz Ptiklad-4 déle) a zobrazte je na obrazovce.

3. ZapiSte mapu (mapy) na konec vystupniho ASCII souboru. Kazdé
prazdné misto musi byt representovano dvojici mezer. Kazdy ostrov necht
je representovan ,x“ nasledovanou jednou mezerou. Rzné mapy vyho-
vujici stejnym omezenim necht jsou oddéleny prazdnym fadkem. Pokud
neexistuje feSeni vyhovujici popisiim, indikujte to f4dkem s textem ,no
map“. Reseni odpovidajici riiznym blokfim informaci musi byt oddélena
rfadkem s textem ,next problem“.

Technicka omezeni:,

Omezeni-1: N nesmi byt mensi nez 1 a vétsi nez 8 .

Omezeni-2: Ulozte vas vysledny program do textového ASCII sou-

boru C:\IOI\DAY-1\413-PROG.xxx.

Pripona .xxx je:

.BAS pro programy v BASICu, .C pro programy v jazyku C, .LCN
pro LOGO programy, .PAS pro programy v PASCALu.

Omezeni-3: Jméno vstupniho ASCII souboru pro ¢teni kédované in-

formace musi byt C:\IOI\DAY-1\413-SEAS.IN.

Omezeni-4: Jméno vystupniho souboru pro zapis mapy (map) musi

byt C:\IOI\DAY-1\413-SEAS.QU.

Priklady:

6 Priklad-1. (viz problém v zadani): 6 je velikost
1 2 0 <-- zacCatek popisu radkd sité
310 : '
1110

5 0

2 110

10

1 1 1 0 <-- zalatek popisu sloupct

1 20 '

4 0

2 30

2 0

1 2 0
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Priklad-2. ReSeni:sloupce: 1 2 3 4

4

0 Tfadek 1:

1 0 Tradek 2: *

2 0 _ fadek 3: * ¥

0 Tradek 4:

0

10

2 0

0

2 Priklad-3. VSimné&te si, Ze neexistuje reSeni
0 vyhovujici témto popislm

0

2 0

2 0

2 Priklad-4. VSimnéte si, Ze existuji dvé rtzné
1 0 mapy, vyhovujici témto popisim
1 0 .

1 0

1 0

Vzorové soubory:

Tyto spravné priklady soubord jsou vam k disposici v souborech:
C:\IOI\DAY-1\413-SEAS.IN a C:\IOI\DAY-1\413-SEAS.OQU.

Upozornéni: Uspé&sny b&h vaseho programu s témito pifklady neza-
rucuje nutné, Ze vas program je spravny !!! '

Bodové hodnoceni:

Precti blok informaci ze vstupniho souboru a zobraz jej ... 5 bodt
Zpracovévej viechny bloky informaci postupné po jednom,

dokud neni Gipln& p¥eéten cely vstupni soubor ......... 10 boda
Zrekonstruuj jednu mapu pro kazdy blok informaci (pokud

existuje feSeni) a zobraz ji............. ... ... 35 bodt
Zapi$ vyslednou mapu do vystupniho souboru............. 5 bodt
Zrekonstruuj vSechny moZné mapy (pokud existuje vice fe-

Seni) azobraz je ........... .. i 20 bodu
Zapis§ viechny vysledné mapy do vystupniho souboru sprav-

nédoddélend... ... ... i 10 bodt
Identifikuj bloky informaci, které nemaji feSeni............ 5 bodu

DodrZeni technickych omezeni ............................ 10 bodt

maximéalné 100 boda
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8. Slézani hory

Klub horolezci méa P €lent olislovanych 1 az P. Kazdy ¢len leze stej-
nou rychlosti a neni rozdilu mezi rychlosti lezeni nahoru a dolt. Horolezec ‘
&islo i spotfebuje denn& C (i) jednotek ZASOB a je schopen nést nejvyse
S(7) takovych jednotek. Vechna C(i) a S(2) jsou celd &isla.

Predpoklidejte, Ze horolezec s dostateénym mnozZstvim zasob by po-
tfeboval N dnt k dosaZeni vrcholu. Hora ale miZe byt pfili§ vysoka,:
takZe samotny horolezec neni schopen nést vSechny potfebné zasoby. Tu-
diz jistda SKUPINA horolezcti zafne na stejném misté a ve stejném case.
Horolezec, ktery se za¢ne pred¢asné vracet jesté pred dosazenim vrcholu,
odevzd4 své nepotfebné zasoby ostatnim horolezctim. Horolezci b&hem
expedice neodpocivaji.

Vasi ULOHOU je najit rozvrh pro klub horolezcti. Aspoii jeden horo-
lezec musi dosdhnout vrcholu hory a vSichni horolezci z vybrané skupiny
se musi vratit do startovniho mista.

Zadani ulohy: Implementujte program, ktery déla nésledujici:

1. Prec¢te z klavesnice celé ¢islo N dnt potiebnych k dosazeni vr-
cholu, pocet ‘P horolezctt v klubu a (pro viechna 1 £ i £ P) hodnoty
S(i) a C(i). Muzete predpokladat, Ze vstupni hodnoty jsou celd (isla.
Zamitnéte vstupy, které jsou nesmyslné.

2. Pokuste se najit plan pro slezeni hory. Urdete moznou skupinu
a(l), ..., a(k) horolezcii, ktefi by méli byt vybrani do skupiny a (pro
v8echna 1 < j £ k) mnozstvi zdsob M (j), které horolezec a(j) ponese na
startu.

Poznamka: Nemusi existovat plan pro vSechny mozné kombinace N,
S(z) a C(4).

3. Vypiste nasledujici informace na obrazovce:

a) Pocet horolezci, ktefi se skuteéné zGlastni vypravy,

b) celkové mnozstvi potfebnych zasob,

c) &isla horolezcti a(1), ..., a(k),

d) pro vSechna a(j) (1 £ j £ k) poéateéni mnoZstvi zasob M(j), které
ponese horolezec a(j), :

e) den D(j), kdy horolezec a(j) za¢ne sestupovat.
4. Rozvrh je OPTIMALNI, jestlize: ’

a) polet vybranych horolezcl je minimélni a

b) mezi viemi skupinami spliiujicimi podminku a) jsou celkové spotie-
bované zasoby minimalni.

Pokuste se najit feSeni pokud mozno nejbliz$i k optimélnimu.
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Technicka omezeni:

Omezeni-1: UloZte vaS vysledny program do textového ASCII sou-
boru C:\IOI\DAY-2\422-PR0OG.xxx. Pfipona .xxx je: .BAS pro
programy v BASICu, .C pro programy v jazyku C, .LCN pro
LOGO programy, .PAS pro programy v PASCALu.

Omezeni-2: Program musi zamitnout vstupy, kdy N je mensi nez 1
nebo vétsi nez 100. P nesmi byt mensi nez 1 ani vétsi nez 20.

Vzorové soubory: Pro vaSe potfeby je pripraveno nékolik soubort

obsahujicich testovaci data a vzory spravnych vystupi; podivejte se do
adresare C:\IOI\DAY-2.

Upozornéni: Uspé&ny béh vaseho programu s témito piiklady neza-

ruCuje nutné, ze vas program je spravny !!!

Priklady: Nésledujici text by mohl byt dialogem s vasim programem,

ktery mutze byt i v rodném jazyce:

Dni na dosaZeni vrcholu: 4
Pocet ¢lent klubu: 5
Maximélni zdsoby horolezce 1:7
Denni spotieba horolezce 1:1
Maximalni zasoby horolezce 2:8
Denni spotieba horolezce 2:2
Maximaélni zasoby horolezce 3:12
Denni spotfeba horolezce 3:2
Maximalni zasoby horolezce 4:15
Denni spotfeba horolezce 4:3
Maximaélni zasoby horolezce 5:7
Denni spotfeba horolezce 5:1 .

2 potfebni horolezci, potfebné mnozstvi zasob je 10.
Horolezci 1, 5 pijdou.

Horolezec 1 nese 7 a sestupuje po 4 dnu.

Horolezec 5 nese 3 a sestupuje po 1 dnu.
Naplénovat dalsi vypravu? (Y/N) Y

Dni na dosazeni vrcholu 2
Pocet ¢lent klubu :1
Maximalni zasoby horolezce 1:3
Denni spotieba horolezce 1:1

Uskuteénéni vypravy neni mozné.
Naplanovat dalsi vypravu? (Y/N) N
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Na shledanou

Bodové hodnoceni:

Uzivatelsky dialog podle ilustra¢niho pfikladu............. 10 bodt
Nalezeni feSeni pro specidlni pfipad, kdy vSechna C(i) = 1

a vBechna S(i) jsoustejnd..............c.ociiiii.L 20 bodu
Nalezeni feSeni pro obecny pfipad ........................ 20 bodu
Nalezeni feSeni co nejbliZe optimalnimu pro obecny pfipad 30 bodt
Detekce neresitelnych situaci.....................ooill 10 bodt
Dodrzeni technickych omezeni............................ 10 bodd

maximalné 100 bodu
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