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O prubéhu 49. ro¢niku matematické olympiady

Soutéz Matematicka olympiada ve Skolnim roce 1999/2000 poradaly pro
zaky stfednich a zdkladnich $kol Ministerstvo Skolstvi, mladeze a té-
lovychovy Ceské republiky ve spolupréci s Jednotou &eskych matema-
tiki a fyzikt a Matematickym tstavem Akademie véd CR. Soutéz iidil
tstfedni vybor matematické olympiady (UV MO) prostfednictvim ob-
lastnich a okresnich vybort matematické olympiady.

Cilem soutéze je vyhledavani zaku talentovanych v matematice, pro-
bouzeni jejich hlubsiho zdjmu o matematiku a rozvijeni jejich matematic-
kych schopnosti. Ve skolnim roce 1999/2000 se uskuteénil jeji 49. roénik.

V pritbéhu 49. roéniku MO se konala dvé zasedani UV MO, prvni dne
14. prosince 1999 v Praze, druhé 10. dubna 2000 na gymnéaziu v Bilovci
pri celostatnim kole kategorie A. Bylo projednavano hodnoceni priubéhu
soutéze, zabezpeceni celostdtnich soustfedéni uspésnych resitela MO, pii-
prava na MMO, organizace dalsich kol soutéze a v neposledni radé i dalsi
spoluprace mezi ¢eskym a slovenskym vyborem olympiady.

V organizaci vlastni soutéze nedoslo k zadnym podstatnym zménam.
Pro zaky stfednich skol byla soutéz organizovana ve ¢tyfech kategoriich
A, B, C aP.Kategorie A byla urcena zdkim 3. a 4. ro¢niku stFednich skol,
kategorie B byla pro zaky 2. roénikt a v kategorii C soutézili zZaci 1. ro¢-
nikt. Pro zédky vSech tfid stfednich skol byla urcena jesté kategorie P,
zameéfend na ulohy z programovani a matematické informatiky.

V kategoriich A, B a C ma I. kolo dvé ¢asti. V prvni ¢asti fesi soutézici
6 tloh doma nebo v matematickych krouzcich a mohou se pritom radit se
svymi uditeli, vedoucimi krouzka apod. Druha ¢ast ma formu klauzurni
prace, v niz fesi Zaci t¥i ulohy v omezeném ¢ase 4 hodin. Resitelé, ktef
uspésné projdou prvnim kolem, jsou pozvani do druhého (oblastniho)
kola soutéze, kde fesi ¢tyfi tlohy opét v limitu ¢tyt hodin.

V kategoriich A a P se kond jesté tfeti, celostatni kolo. Celostatni
kolo 49. ro¢niku se uskutecnilo ve dnech 9.-12. dubna 2000 (kategorie A)
a 13.-15. dubna 2000 (kategorie P) na Gymnaziu M. Kopernika v Bilovci.
Obeé kola byla velmi peclivé pfipravena, za coZ je nutno podékovat celému
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kolektivu ucitelt biloveckého gymnézia a predevsim pak fediteli Skoly
Mgr. Vaclavu Varkou:.

Na zakladé jednotné koordinace tloh II. kola kategorie A bylo k ti¢asti
ve III. kole pozvéano 51 nejlep$ich Fesitel z celé Ceské republiky. Soutéz-
nimi dny byly 10. a 11. duben 2000. Zaktm byly tradi¢né pfedlozeny
v kazdém z obou dnti vZdy 3 tlohy. Na feSeni kazdé trojice iloh méli zaci
rezervovany 4,5 hodiny ¢istého ¢asu a kazd4 tloha byla pfitom hodnocena
maximélné 7 body.

V ramci doprovodného programu dostali soutéZici moznost navstivit
ostravské planetarium a po soutézi pak absolvovali vylet do Kopfivnice,
kde si prohlédli nové vybudované muzeum TATRY, a do Stramberku,
kde navstivili dominantu mésta Tribu.

Vybrana druzstva se zGi€astnila mezinarodni matematické olympiady
i mezinarodni olympiddy v informatice. Témto soutézim je vénovéna
samostatnd kapitola v zavéru této rocenky. Pripravé ceského druzstva
na mezinarodni matematickou olympiddu bylo vénovano soustfedéni
17.-21. dubna 2000 v Jevicku.

K matematické olympiddé vedle vlastni soutéze patiii fada doprovod-
nych akci pro talentované zéky. Z akci poradanych oblastnimi vybory MO
k nim zejména patii seminare pro fesitele MO a instruktaze pro ucitele.
Pro nejuspésnéjsi resitele oblastnich kol MO a korespondenénich semi-
nara byla porddana (vétsinou tydenni) soustfedéni.

Usttedni vybor MO zajistoval jiz tradi¢ni soustfedéni Gspésnych Fesi-
telt tloh MO a FO pro zéky nematurujicich ro¢nikt. Probéhlo ve dnech
28. kvétna az 9. ¢ervna 2000 v Jevicku.

Soutézni ulohy I. (doméciho) kola viech kategorii matematické olym-
piddy jsou publikovany v tzv. soutéZnich letacich. Ulohy jsou dale
zvefejniovany v Casopisech Matematika, fyzika, informatika a Rozhledy
matematicko-fyzikdlni. Na pomoc ucitelim jsou pak rozesilany na Skoly
komentare k tloham.

Timto svazkem, ktery drzite v ruce, zapliiujeme mezeru v chybé&jicich
roCenkach, jez prestaly v 90. létech v SPN vychazet. Postupné by se
tak mély objevit i ostatni chybéjici roéniky (43, 44, 46-48), nebot jejich
by jinak zustaly ukryty v soukromych archivech. Té$ime se na vas ohlas
a pripominky. Zaroven vychazi i ro¢enka minulého 53. ro¢niku MO.

Autofi ro¢enky jménem Ustfedniho vyboru MO dékuji touto cestou
vSem organizatorim soutéze, predevsim pak ulitelim za jejich obéta-
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vou spolupréci a za péci, kterou vénuji svym zdkiam. Zaroven vyzyvaji
vSechny zajemce o spolupréci pfi tvorbé zajimavych tloh. Zkuste zazit
pocit radosti z toho, Ze objevite svou tlohu i se svym jménem v soutéznim
letaku.

Navrhy na soutézni tlohy pro kategorie A, B a C laskavé zasilejte na
adresu predsedy tilohové komise MO doc. RNDr. Jaromira Simsi, CSc.,
MU AV CR, Zizkova 22, 616 00 Brno. Ulohova komise se schazi zpravidla
dvakrat ro¢né za tlasti Ceskych i slovenskych kolegli (v tomto ro¢niku
MO se schuzky konaly 24.-26. listopadu 1999 v Jevicku a 10.-12. kvétna
2000 v Modre na Slovensku).

Navrhy tloh vhodnych pro kategorii P zasilejte na adresu doc. RNDr.
Pavla Topfera, CSc., MFF UK Praha, Malostranské nam. 25, 11800
Praha 1. Navrhy dloh vhodnych pro kategorie Z zasilejte na adresu
doc. Pavla Tlustého, CSc., Pedagogicka fakulta Jihoceské univerzity, Je-
ronymova 10, Ceské Budgjovice.



Tabulka 1

Pocty zaku stfednich Skol soutézicich v I. kole 49. roéniku MO
obl Kategorie Celk
ast A B e P elkem
s U|s U|s U|SsS U S U
Praha 46 31| 90 52| 8 34| 19 19 244 136
Stiedni Cechy 118 57 [ 104 26 | 141 47| 27 24 390 154
Zapadni Cechy 39 20| 23 11| 52 36| 11 6 125 82
Liberec 21 19| 17 8| 46 24 7 7 91 58
Usti n. Labem 24 16 26 13| 56 26 2 2 108 57
Vychodni Cechy 42 26| 40 23| 59 37 141 86
Jihlava 50 33| 43 27| 39 24| 11 9 143 93
Brno 108 62| 65 32 (125 75| 21 21 319 190
Zlin 61 26| 49 11 52 15 10 10 172 62
Severni Morava 137 38| 139 44 |286 56| 14 14 576 152
CR 646 337 | 596 247 | 945 374 | 122 112 | 2309 1070
Tabulka 2
Pocty zaku stfednich $kol soutézicich v II. kole 49. roéniku MO
Kategorie
Oblast A B c P Celkem
S U|S U] S U S U S U
Praha 23 14 50 29 32 24 18 7 123 74
Stiedni Cechy 51 9 26 10 43 16 22 6 142 41
Zapadni Cechy 29 11| 11 5| 36 30| 6 1 82 47
Liberec 19 1 6 2 23 12 7 0 55 15
Usti n. Labem 13 1 13 3 22 9 2 1 50 14
Vychodni Cechy 26 3 22 9 35 25 83 37
Jihlava 30 2 23 5 21 11 7 1 81 19
Brno 58 16 32 12 74 49 21 6 185 83
Zlin 23 1 12 1 13 8 9 0 57 10
Severni Morava 38 20 44 21 56 42 14 4 152 87
CR 310 78 | 239 97 | 355 226 | 106 26 | 1010 427

S ... pocet vSech soutézicich

U ... pocet tspésnych fesitelu



Nejuspésnéjsi resitelé I1. kola MO
v kategoriich A, B, Ca P

7 kazdého kraje a z kazdé kategorie je uvedeno nejvySe prvnich deset
uspésnych Fesiteltt. Oznaceni G znamena gymnéazium, M, resp. MF za-
méfeni studijniho oboru 01 Matematika, resp. 02 Matematika a fyzika.

soovovocoesoooese Praha ecesoecovooseoeene
Kategorie A

. Pavel Kis, GChD, Zborovské, Praha 5

. David Chodounsky, GChD, Zborovska, Praha 5
. Jan Pipek, GJK, Parléfova, Praha 6

. Jiri Koula, G U Liben. zamku, Praha 8

. Filip Jaros, GChD, Zborovska, Praha 5

. David Sdlek, G Na Vitézné plani, Praha 4

. Jan Kulveit, G Ustavni, Praha 8

. Martin Tancer, GChD, Zborovska, Praha 5
9.-11. Lenka Havrdovd, G Pisnicka, Praha 4

Pavel Milar, G Bernarda Bolzana, V Holesovickach, Praha 8
Frantisek Némec, GChD, Zborovska, Praha 5

W 3O O W N

Kategorie B

1.-2. Martin Klimes, G Boti¢ska, Praha 2
Jan Verfl, G Postupicka, Praha 4
3. Ondrej Simek, G U Libeiiského zdmku, Praha 8
4.-10. Martin Blazek, G Ceskolipska Praha 9
Josef Cibulka, G Stépanska Praha 1
Petra Kocabova, G Hellichova Praha 1
Ondrej Kurka, G Zborovska Praha 5
Alice Maskova, GJK, Parléfova, Praha 6
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Martin Suda, G Na Vitézné plani, Praha 4
Vaclav Vlasak, G Korunni Praha 2

Kategorie C

. Pavel Bazant, GChD, Zborovska, Praha 5
. Jan Kadlec, GChD, Zborovska, Praha 5
. Martin Kaldy, GChD, Zborovska, Praha 5

Vojtéch Matyska, GChD, Zborovska, Praha 5

. Jiri Hron, GChD, Zborovska, Praha 5

Martin Popel, G Nad Aleji, Praha 6
Petr Skoda, G Ustavni, Praha 8

. Miroslav Rada, G Hellichova, Praha 1
. Jaroslav Kodym, G U Libenského zamku, Praha 8

Jan Popelka, G Mezi skolami, Praha 5
Jakub Solc, SPSST Panské 3, Praha 1

Kategorie P

. Roman Krejéik, GChD, Zborovska, Praha 5
. Martin Berdnek, G Ohradni, Praha 4

Pavel Charvdt, G Ohradni, Praha 4

. Jiri Svoboda, GChD, Zborovska, Praha 5
. Jan Kadlec, GChD, Zborovska, Praha 5

Matyds Novdk, G Ustavni, Praha 8

. Viclav Jiza, G Spitalska, Praha 9

000000000 Sti"edniCechy ©0 0000060000000

Kategorie A

. Tomas Hanzak, G Kladno
. Ondrej Sery, G a sport. $kola Kladno
. Pavel Cizek, G Kralupy

Pavel Valis, G Kralupy

. Jakub Jerabek, G Hofovice

Miroslav Pisték, G Sedl¢any



Kategorie B

. Tomds Hanzdk, G Kladno
. Martin Doubek, G Kladno

Ondrej Chochola, G Kladno

. Petr Kavinek, G Caslav

Marek Pokorny, G Kladno
Jan Skoupy, G Pfibram

. Zdenék Polednik, G Beroun

Martin Werner, G Céaslav

. Lucie Koltzsiterovd, G BeneSov

Old¥ich Svoboda, G Kolin VI

Kategorie C

. Jan Lamac, G Mnichovo Hradisté
. Pavel Cizek, G Kralupy
. Martin Krulis, G Kolin V

Marek Smid, G Brandys nad Labem

. Thomas Prentis, G Kladno
. Jiri Hyldebrant, G Vlasim
. Jirt Paleéek, G Kladno

Radka Pickovd, GJP, Mladéa Boleslav

. Pavel Brom, GJP, Mlad4 Boleslav

Ondrej Herout, G Nové Straseci
Miroslav Nulicek, G Caslav
Petr Prochdzka, G Céslav

Kategorie P

. Pavel Cizek, Dvorakovo GOA, Kralupy
. Miroslav Pisték, GOA Sedl¢any

Tomas Vala, Dvorakovo GOA, Kralupy

. Ondrej Sery, SpG Kladno-Sitna

Zdenék Bulan, G BeneSov
Jakub Marsik, G BeneSov
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Kategorie A

1. Jan Housték, G Pelhfimov
2.-3. Tomds Dolejsek, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Tomds Lusk, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Kategorie B

1.-2. Ondrej Brizek, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Jan Heyda, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
3.-5. Inga Domraceva, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Richard Chudoba, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Jan Pospichal, G Pelhtimov
6. David Pospisil, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
7.-10. David Prazdik, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Martin Sigmund, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Veéra Sidlovd, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Jan Svec, SPS Pisek

Kategorie C

1.-2. Milan Straka, G Strakonice
0. Sedivy, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
3. Jit{ Danihelka, SPS Pisek
4.-6. Tereza Cvejnova, G Pisek
Pavel Kubas, G Jindfichtv Hradec
Josef Machac, G Tabor
Jan Sedivy, G Tabor
8. Daniel Kratochvil, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
9.-11. Kotrba, G Jindfichuv Hradec
Radek Mlada, G Pelhfimov
Vaclav Profant, G Strakonice

Kategorie P

1.-2. Milan Straka, G Strakonice
Tomds Lusk, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova
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Kategorie A

. Jaromir Dobry, G Plzen, Mikuldsské ndm.

Viclav Flaska, Svob. chebska skola, Cheb
Ondrej Suchy, G Plzen, Mikuldsské nam.

. Josef Kristan, G Plzen, Mikulasské nam.
. Tomds Matousek, G Karlovy Vary
. Jaromir Chalupsky, G Susice

Ondrej Rucky, G Plzen, Mikulasské nam.
Martin Setvin, G Plzen, Mikulasské nam.

. Petr Matas, G Klatovy
10.-11.

Martin Kozdk, G Klatovy
Jirt Skala, G Plzen, Mikulasské nam.

Kategorie B

. Josef Mladek, 1. G Plzen
. Lenka Beranovd, G Klatovy

Hana Medovd, G Sokolov
Jindrich Poskocil, 3. G Plzen

. Zderika Kapesovd, G Sokolov

Kategorie C

. Michal Bares, 1. G Plzen

Michal Kviz, 1. G Plzen

. Ladislav Lenc, 1. G Plzen

Jaroslav Svoboda, 1. G Plzen

. Martin Jilek, G Domazlice
. Martina Smitkovd, 1. G Plzen

Barbora Vostrackad, 1. G Plzen

. Pavel Klesa, 1. G Plzen
. Hana Kutdkova, 1. G Plzen

David Mareéek, 1. G Plzen
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Kategorie P

Ondrej Rucky, 1. G Plzen

sesesenosoe UstinndLabem s e o s ccossosoass

Kategorie A

. Nelly Vostra, G Dé¢in, Komenského nam.

Kategorie B

. Lukds Janda, G Teplice, Cs. Dobrovolcii

Pavel Sasek, G Usti nad Labem, Stavbait
Miroslav Sule, G Usti nad Labem, Stavbait

Kategorie C

. David Torok, G Usti nad Labem, Stavbafi
. Pavel Daniel, ZS Teplice III, Buzulucka

Tomas Janata, G Most

. Ladislav Bartos, G J. Jungmana, Litoméfice

Ondrej Honzl, G Podborany
Tomds Kozelek, G Kadan
Jana Sindeldtovd, G Kadan

. Vit Sipal, G Usti nad Labem, Jateé¢ni
. Jan Kolarik, G Dé¢in, Komenského nam.

Kategorie P

. Ladislav Prosek, G V. Hlavatého, Louny

2. Jan Hyka, G Most

e % o 0
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Kategorie A

. Jan Kynél, GaSG Jilemnice



Kategorie B

1. Ondrej Melich, G Jablonec, U Balvanu
2. Jiri Sldma, G Liberec, Jeronymova

Kategorie C

1. Lukds Bajer, GFXS, Liberec
2.-3. Terezie Pdrysovd, GFXS, Liberec
Karel Pupik, G dr. Randy, Jablonec
4.-5. Jana Hornovd, G Jablonec, U Balvanu
Sonia Charvdtovda, G dr. Randy, Jablonec
6. Roman Bém, GFXS, Liberec
7.-8. Eva Béhmovd, GFXS, Liberec
Ondrej Nespor, GFXS, Liberec
9.-12. Pavel Grmela, GFXS, Liberec
Zuzana Kldpstovd, G Jablonec, U Balvanu
Marek Sobota, G Liberec, Jeronymova
Vratislav Zabka, G Frydlant

Kategorie P

1. Martin Necasky, G 1. Olbrachta, Semily

D6 00000068080 0¢ VjchodniCechy 0608000 OCOGOES
Kategorie A

1. Martin Hroch, SPSE Dobruska
2.-3. Michal Hroch, GJKT, Hradec Kralové
Viclav Jdra, GJKT, Hradec Kralové

Kategorie B

1.-3. Jan Hosek, GJKT, Hradec Kralové
Jitka Kiihnova, GJKT, Hradec Krélové
Ondrej Pokorny, G Chrudim
4. Martina Kubdtovd, GJKT, Hradec Krélové

15



. Viclav Safdr, G Broumov

. Monika Smidovd, G Havlicktv Brod

. Pavel Miihl, G Nova Paka

. Vojtéch Hladik, GJKT, Hradec Kralové
Jiri Sedldk, SPSE Pardubice

© N O ot

Kategorie C

1. Petr Rezek, G Litomysl
2.-3. Petr Posta, G Pardubice
Jan Prachar, G Rychnov n. K.
4.-5. Miroslav Hejna, G Rychnov n. K.
Lenka Matoulkovd, G Néachod
6. Tomds Gubanec, GJKT, Hradec Kréalové
7.-10. Dana Chromikovd, G Pardubice, DaSickéa
Stépdn Krticka, G Nachod
Hana Matousova, G Litomysl
Martin Zelenka, GJKT, Hradec Kralové

Kategorie P

1. Tomas Vyskocil, G Lanskroun
2. Roman Hocke, G Pardubice, Dasicka

sevesovnsoscvsoscco Jihlava cosescsseevoesccoe

Kategorie A

fu—y

. Zdenék Cerny, G Zdar nad Sazavou
. Michaela Sedovd, G Jihlava

[N

Kategorie B

. Vit Urbdnek, G Jihlava

. Jaromir Sir, GVM, Nové Mésto n. M.
. Pavel Trnka, G Ttebic¢

. Ondrej Kozdas, G Jihlava

. Michal Musil, G Jihlava

T W N
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Kategorie C

Jiri Lipovsky, G Bystfice nad Pernstejnem
Jaroslav Pazdera, G Jihlava

ITvo Kubita, GKP, Znojmo
6. Jindriska Vibkovd, G Zdar nad Sazavou
7.-9. Miroslav Karka, G Tiebi¢
Vojtéch Mates, G Trebic¢
Lukds Vasek, Biskupské G Zdar nad Sazavou
10. Roman Matousek, G Zdar nad Sazavou

Kategorie P

1. Petr Adam, G Ttebic

L L B K B BN BN IR BE BE AR BN I BN AN J Brno LR R BN B BN BE BN BN BE BN BN BN AR AN AN 1
Kategorie A

1. Jan Herman, G Brno, tf. Kpt. Jarose
2.-3. Jiri Chaloupka, G Zidlochovice
Tomas Protivinsky, G Brno, tf. Kpt. Jarose
4.-5. Alexandr Jevsejenko, G Brno, tt. Kpt. Jarose
Rudolf Stolar, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
6.-8. Ondrej Bystry, G Brno, ti. Kpt. Jarose
Jiri Cvachovec, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Tomas Hikl, G Brno, Taborska
9. Jan Trojek, G Breclav
10.-12. Pavel Dvordk, G Brno, tt. Kpt. Jarose
Martin LezZatka, G Brno, tt. Kpt. Jarose
Antonin Pavelka, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie B

1. Tomds$ Protivinsky, G Brno, tf. Kpt. Jarose
2.-3. Petr Daddk, G Brno, Videnska
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Miroslav Frost, G Brno, Elgartova
4.-7. Jan Benes, Biskupské G Brno

Karel Martisek, G Brno, Elgartova
Ema Tomdskovd, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Martina Vanikovd, G Brno, Zizkova

8.~11. Sdrka Bursovd, G Slapanice
Vladimir HlouSek, G Boskovice
Pavel Krupa, G Slapanice
Hana Martindskovd, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie C

1.-2. Sven Drazan, G Brno, ti. Kpt. Jarose

Marek Kréal, G Brno, tf. Kpt. Jarose
3. Robert Ganidn, G Brno, Pastviny

4.-6. Jan Hladky, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Jan Kuchat, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Veronika Trnkovd, G Brno, tf. Kpt. Jarose

7.-10. Lukds Chvdtal, G Brno, Vejrostova

Petra Kohoutkovd, G Brno, Zizkova
Antonin Pavelka, G Brno, tt. Kpt. Jarose
Jaroslav Zida, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Kategorie P

1. Pavel Simecek, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

2. Miloslav Trmaé, Biskupské G Brno

4. Jiri Cvachovee, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Marek Sulovsky, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

5.-6. Vaclav Fiala, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Martin Vejndr, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

® e 60 OO0 e 6O OGS QOO Zlin ® 0 @0 e 0O OGS eSS OO SS

Kategorie A

1. Zuzana Spiritovd, G Uhersky Brod
2. Tomas Potrusil, G Uherské Hradisté
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3.~4. Pavel Kocica, G Uhersky Brod

1.-3
4.-6
7-8
9
10

1

2

® o %0
1

2

3
4.-6

Jan Kodouvsky, G Zlin, Lesni ¢tvrt

. Libor K¥izka, G Hodonin
. Videlav Blaha, G Uhersky Brod

Kategorie B

. Josef Houser, G Zlin, Lesni étvrt

Kategorie C

. Radek Krejcirik, G Uherské Hradisté

Ludmila Obdrzdlkovd, G Uherské Hradisté
Jan Vavrys, GTJAK, Uhersky Brod

. Tomds Kadlec, G HoleSov

Jaroslav Kudlicka, G Hodonin
Jiri Zamecnik, GJAK, Uhersky Brod

. Martin Cetkovsky, G Zlin, Lesni ¢tvrt

Tomds Dlabaja, G Holesov

. Petr Fiser, G Kromériz

. Ondrej Kuncar, G Kroméfiz

Kategorie P

. Martin Zlomek, G Straznice
. Jiri Kazik, G Kunovice

0086006990 SeVerniMOI‘aVa ® 6000096000000

Kategorie A

. Jaroslav Hdjek, GMK, Bilovec

. Martin Holik, GMK, Bilovec

. Jakub Bystron, G Karvind

. Pavel Augustinsky, G Havifov, Studentska

Jakub Krchdk, GTGM, Vsetin
Jirt Simsa, GJW, Prostéjov

7.-11. Lucia Jaresovd, GJS, Pferov
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Martin Kocurek, GTGM, Vsetin
Ondrej Kreml, GMK, Bilovec
Michal Malohlava, GMK, Bilovec
Jan Tréka, GMK, Bilovec

Kategorie B

1. Jan Klesnil, GJS, Pterov
2.-3. Jaroslav Hajek, GMK, Bilovec
Libor Olsak, GMK, Bilovec
4.-7. Jakub Galgonek, GPB, Frydek-Mistek
Jan Kaluza, GPB, Frydek-Mistek
Lenka Skovroriovd, GMK, Bilovec
Jan Zacios, G Ostrava 8-Poruba, Cs. exilu
8. Lucia Jaresovd, GJS, Pferov
9.-11. Jan Dostal, MGO Opava
Miroslav Moser, GMK, Bilovec
Jiri Peinlich, GMK, Bilovec

Kategorie C

1. Vdclav Cvicek, GPB, Frydek-Mistek
2. Martin Kyslinger, G Sternberk
3. Ondrej Mdjek, ZS Opava, Oticka
6. Jan Chmela®, G Hranice na Moravé
Veronika Chroméikovd, GJS, Prerov
Pavel Ludvik, GMK, Bilovec
7.-9. Jitka HalaSovd, GJW, Prostéjov
Eliska Krainovd, GMK, Bilovec
Tibor Vansa, Mati¢ni G, Ostrava
10.-12. Pavel Jez, GPB, Frydek-Mistek
Lukads Peritka, G Hranice na Moravé
Eva Riedingerovd, GIW, Prostéjov
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Kategorie P

1. Jakub Bystron, G Karvina
2. Martin Deécky, GMK, Bilovec
3. Jan Chrastina, G Ttinec, Komenského

4. Pavel Petrek, GMK, Bilovec
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11.-12.

13.
14.-16.

17.-18.

19.-20.

21.

22.

23.
24.

22

Vysledky celostatniho kola 49. roéniku MO
kategorie A

Vitézové

. Jan Housték, 7/7, G Pelhfimov

. Jan Herman, 3/4 (M), G Brno, tt. Kpt. Jarose
. Jan Kyn¢l, 5/6, G Jilemnice

. Jan Pipek, 7/8, G Praha 6, Parlétova

. Jaroslav Hajek, 2/4, G M. Kopernika, Bilovec

Ondrej Sery, 7/8, G a sport. $kola Kladno

. Ondrej Suchy, 6/7, G Plzen, Mikul4sské nam.
. Josef Ktistan, 6/7, G Plzeni, MikulaSské nam.

Ondrej Rucky, 7/7, G Plzen, Mikulasské nam.

Rudolf Stolat, 3/4 (M), G Brno, tf. Kpt. Jarose

Jan Kulveit, 7/7, G Praha 8, Ustavni

Tomds Protivinsky, 2/4, (M), G Brno, tf. Kpt. Jarose

Dalsi uspésni tesitelé

Martin Tancer, 2/4 (M), G Ch. Dopplera, Praha 5
David Chodounsky, 3/4 (M), G Ch. Dopplera, Praha 5
Filip Jaros, 3/4 (M), G Ch. Dopplera, Praha 5

Jiri Koula, 3/4 (P), G Praha 8, U Libetiského zdmku
Tomds Matousek, 7/7, G Karlovy Vary

Pavel Valis, 3/4, Dvotrédkovo G, Kralupy nad Vltavou
Ondiej Bystry, 4/4 (M), G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Viclav Flaska, 7/8, Svobodna chebska skola Cheb
Jaromir Dobry, 7/7, G Plzeri, Mikula$ské nam.
Ondrej Kreml, 3/4, G M. Kopernika, Bilovec

Pavel Augustinsky, 7/7, G Havifov

Frantisek Némec, 3/4 (M), G Ch. Dopplera, Praha 5

40b.
37b.
36b.
32b.
31b.
31b.
27b.
26b.
26b.
26b.
25b.
25b.

23b.
22b.
22b.
22b.
21b.
21b.
20b.
20b.
19b.
18b.
17b.
16b.
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Vysledky celostatniho kola 49. roéniku MO
kategorie P

Vitézove

. Ondrej Rucky, 7/7, G Plzeni, Mikuldsské nam.

. Pavel Charvdt, 7/7, G Praha 4, Ohradni

. Jakub Bystror, 7/7, G Karvina

. Jiri Svoboda, 6/8, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Matyds Novdk, 7/7, G Praha 8, Ustavni

. Pavel Cizek, 5/8, Dvotakovo G, Kralupy nad Vltavou
. Vidclav Jiza, 7/7, G Praha 9, Spitalskéa

Dalst ispésni tesitelé

. Miroslav Trmad, 7/8, Biskupské G, Brno

. Roman Krejéik, 3/4, G Ch. Dopplera, Praha 5
10.
11.
12.
13.
14.
15.

Miroslav Pisteék, 7/7, GOA Sedléany

Ondrej Sery, 7/8, SpG Plzenska, Kladno
Martin Berdnek, 6/7, G Praha 4, Ohradni
Ladislav Prosek, 7/7, G V. Hlavatého, Louny
Zdenék Bulan, 6/7, G Benesov

Martin Vejndr, 3/8, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

41b.
39b.
34b.
33b.
30b.
29b.
26b.

25b.
24b.
23b.
22b.
21b.
19b.
18b.
17b.
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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Pti déleni jistého prirozeného ¢isla ¢isly 19 a 99 vyjdou jako zbytky dvé
prvodisla. Soucet obou netplnych podili se rovna 1999. Urcete délené
&islo. (J. Simsa)

C-1-2

Najdéte vsechny pravouhlé trojuhelniky, ve kterych spojnice stiedi ve-
psané a opsané kruznice svird s pfeponou thel 45 stupnt.
(M. Krallova)

cC-1-3

Zjistéte nejmensi pfirozend ¢isla k, pro néz plati jednotlivd tvrzeni a),
b) a c¢): Obsadime-li figurkami libovolnych &k poli Sachovnice 8 x 8, pak
budou obsazena nékterd
a) tfi sousedni pole n&kterého Fadku,
b) tfi sousedni pole nékteré Sikmé Fady,
c) Ctyfi sousedni pole nékterého fadku nebo sloupce.

Sikmou fadou rozumime takovou skupinu poli, jejichz thlopticky jed-
noho z obou smért lezi na jedné a téze primce. (J. Simsa)

C-1-4

Jirka zhotovil papirovy model pravidelného &tyrbokého jehlanu ABC DV
s podstavou ABCD. Kdyz pak model podél étyt hran roziizl, bylo ho
mozno rozvinout (bez ptekryti) do roviny. Kolik riznych siti daného
jehlanu tak mohl Jirka dostat? Ukézalo se, Ze sit, kterou Jirka dostal,
méla tvar (nekonvexniho) sedmithelniku. Vypoététe tthel AVB v boéni
sténé jehlanu. . (P. Letschner)
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C-1-5

V ¢iselném vyrazu

+14+24+3-4-5-6+7+8+9-10-11-12+...+
+595 4 596 + 597 — 598 — 599 — 600),

ve kterém chybi leva zavorka, jsou postupné vypsana vsechna prirozend
éisla od 1 do 600; pfed nimi se pravidelné opakuji tfi znaménka + a tfi
znaménka —. Dopliite levou zavorku do vyrazu tak, aby vySel vysle-
dek 378. (P. Cernek)

C-1-6

Je dan pravidelny Sestitthelnik K LM NOP. Sestrojte pravouhly trojihel-
nik ABC s pfeponou AB tak, aby jeho vrchol C leZel na useéce N P, body
M, O, K lezely po fadé na piimkich AB, BC, CA a aby ptimka NP
rozdélila trojihelnik ABC na dvé ¢asti se stejnym obsahem.

(K. Cernekovd)

C-S-1

Najdéte nejmensi pfirozené &islo k, pro které plati: Vybereme-li libo-
volnych k réiznych é&sel z mnoziny {1,4,7,10,13,...,1999}, pak mezi
vybranymi existuji dvé rizna ¢isla, jejichz soucet se rovna 2 000.

(J. Zhouf)

C-S-2

Ctverec ABCD a obdélnik AEFD maji takovou vzéjemnou polohu, Ze
bod B lezi na kruZnici vepsané trojuhelniku AEF. Vypocététe pomér
délky a sifky obdélniku AEFD. (J. Simsa)

C-S-3

Jestlize celé kladné c¢islo N vydélime ¢islem 19 a ziskany netplny podil
dale vydélime cislem 99, vyjde ndm pii druhém déleni stejny netplny
podil a stejny zbytek, jako kdyz ptuvodni ¢islo N vydélime ¢islem 1999.
Urdéete jak nejmensi, tak nejvétsi takové éislo V. (J. Simsa)

25



cC-n-1

Ze dieva je vyrobeno Sest shodnych pravidelnych étyfbokych jehlant
a krychle. Sténa krychle je shodné s podstavami jehlanti. Uréete pomér
povrchu krychle a télesa, které vznikne slepenim podstav jehlant se sté-
nami krychle, je-li pomér objemu téchto téles 1 : 2. (P. Leischner)

C-1-2
Milan zapsal za sebe nékolik prvnich pfirozenych ¢isel, vynechal pfi tom

jen &isla 4, 9, 14, 19, 24, 29, ... Pak mezi zapsana Cisla vepsal sti¥idaveé
znaky minus a plus, takze dostal vyraz

1-243-54+6-74+8-104+11-124+13-15+...

Nakonec jesté vepsal levou zdvorku za kazdy znak minus a stejny pocet
pravych zavorek zapsal az na konec vyrazu:

1-(2+3—-(5+6—(7T+8—(10+11—(12+13— (15+...))))))

Vysledny vyraz mél hodnotu 103. Kolik éisel v Milanové vyrazu bylo?
(Zjistéte viechny moZnosti.) (P. Cernek)

cC-1n-3

Jaky nejvétsi pocet figurek je mozZno rozestavit na jednotliva pole hraci
desky z obrazku tak, aby v Zadné Sikmé fadé nebyla figurkami obsazena

zadna tfi sousedni pole? Nezapomeiite zdtivodnit, pro¢ vétsi pocet figurek
takto rozestavit nelze. (Sikmou fadou rozumime takovou skupinu poli,
jejichz ahlopficky jednoho z obou sméri lezi na jedné ptimce.)

(J. Bdbela)
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C-1-4

V roviné jsou dany body A, L, M takové, ze |AL| = 6,3cm, |[AM| =
=5,6cm, |[LM| = 1,8 cm. Sestrojte lichobéznik ABCD, jemuz lze vepsat
kruznici, ktera se dotyka ramene BC' v bodé L a zdkladny C'D v bodé M
(body dotyku se zdkladnou AB a ramenem AD lichobézniku ABCD
nejsou dany). (J. Simsa)
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ReSeni tloh

C-1-1

Obé déleni hledaného ¢isla N vyjadiime rovnostmi
N=19%+p a N =99b+ q,

kde a, b jsou prislusné netplné podily a p, ¢ prislusné zbytky. Podle zadani
jsou ¢isla p, g prvocisla, pricemz jako zbytky spliuji nerovnosti p < 19
a q¢ < 99. Nezaporna cela ¢isla a, b jsou dle zadani zase takova, ze jejich
soucet se rovna ¢islu 1 999. Proto plati b = 1999 —a a z dvojiho vyjadfeni
éisla IV,

N=19a+p=99-(1999 — a) + ¢,

odvodime rovnost 118a + (p — ¢) = 197 901. Protoze rozdil zbytkt p — ¢
je ,malé“ cislo, presnéji —99 < p — g < 19, je podle posledni rovnosti
¢islo 118a takovy nasobek ¢isla 118, jenz lezi mezi ¢isly 197901 — 19
a197901+99. Délenim 197 901 : 118 zjistime, ze 197901 = 1677-118+15.
Proto nutné plati a = 1677 (takze b = 322) a p — ¢ = 15. Z posledni
rovnosti plyne, ze jedno z prvocisel p, ¢ je liché a druhé sudé, tedy ¢ = 2
a p = 17. Zbyva vypocitat hodnotu N:

N =19-1677+17 =99 - 322 + 2 = 31 880.

Pozndmka. MizZeme také nejprve odhadnout velikost hledaného &is-
la N, napiiklad feSenim ,,pfiblizné“ rovnice N/19 + N/99 = 1999, ktera
ma kotfen N = 31865. Pak pomoci nejblizsich nasobku ¢isel 19 a 99
(19-1677 = 31863, 99 - 322 = 31878, 19 - 1678 = 31 882) urc¢ime jediné
mozné hodnoty netplnych podilii a, b (staci diskutovat pfipady N <
< 31878,31878 < N < 31882 a N > 31882).

Odpovéd': Hledané &islo je rovno 31 880.

C-1-2

Cdst A. Piedpokladejme, Ze kruZnice vepsana obecnému trojuhelniku
ABC se dotyka stran AB, BC, AC po fadé v bodech P, Q a R (obr.1).
7 hodin geometrie Zaci vi o soumérnosti obou tec¢en vedenych z daného
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Obr. 1

bodu k dané kruznici. Usecky AP a AR jsou tudiz shodné stejné jako
usecky BP a B(Q a usecky CQ a C'R. Ukazeme, jak lze délky

z=|AP|=|AR|, y=|BP|=|BQ|, z=|CQ|=|CR]|

vyjadrit pomoci délek stran a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Podle obr. 1
plati
r+y=c, y+z=a, x+z=0>0,

coZ je soustava t¥i linedrnich rovnic, z niz snadno plynou uziteéné vzorce

b+c—a a+c—b a+b—c
T = _

2 y Y= 2 )y 2= 2

Cidst B. Nyni predpokladejme, ze ABC je pravouhly A
trojuhelnik s pfeponou AB. Oznaéme S stied kruznice
vepsané a @, R jeji body dotyku s odvésnami BC, AC
(obr.2). Protoze SQCR je pravouhelnik, jehoZ sou-
sedni strany SQ a SR jsou shodné (maji délku rov-
nou poloméru p kruznice vepsané), jedna se o ¢tverec

o strané p. Délku useku z = |CQ)| jsme vSak vypocetli R
v casti A. Tak pro polomér o kruznice vepsané pra- S v.)
vouhlému trojthelniku s odvésnami a, b a pfeponou ¢ e BC
dostavame vzorec Q
at+b—c B
-9 Obr. 2

Cdst C. Piedpokladejme konecéné, ze ABC je pravouhly trojihelnik
s preponou AB, ktery spliiuje podminku z textu ulohy. Podle Thale-
tovy véty je stfed O kruznice opsané trojihelniku ABC stfedem pfe-
pony AB. Podle zadéni mé jeden z thla SOA, SOB (kde S je stied
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vepsané kruznice) velikost 45°; necht je to tthel SOB (obr. 3), jinak pro-
hodime oznaceni vrcholt A, B. Bod P, v némz se kruznice vepsand dotyka
strany AB, je pak vnitfnim bodem tusecky OB. Podle ¢asti A plati vzorec
|BP| = §(a+ c—b), takze

a+c—b_ b—a

€
2 2 2

|OP| = |OB| — |BP| =

Vyjadrfili jsme délku odvésny OP pravothlého trojihelniku SOP. Jeho
druhd odvésna SP mé podle &asti B délku |SP| = ¢ = J(a+b— c).
Protoze vsak tthel SOP ma dle predpokladu velikost 45°, je trojahelnik
SOP rovnoramenny:

a a+b-c

bh—
|OP| = |SP|, neboli 5 = 5 neboli 2a = c.

Strany pravouhlého trojthelniku ABC jsou proto v pomérua :b:c =
=1:+/3:2, takZe jeho vnitini ahly jsou, jak je dobfe znamo, 30°, 60°
a 90°. Pro tuplnost je tfeba jesté ukdzat, ze takovy trojihelnik skutecné
pozadovanou vlastnost ma. To 1ze provést obracenim predchoziho postu-
pu: z rovnosti 2a = ¢ se odvodi rovnost |OP| = |SP)|, kterd znamen4,
ze pravouhly trojuhelnik SOP je rovnoramenny, takze uhel SOP ma
skutecné velikost 45°.

A A

B B

Obr. 3 Obr. 4
Strucné fesent podle obr. 4: Usecka SO svira s preponou AB thel 45°,
pravé kdyz |OP| = |SP|. Protoze vSak |SP| = |SR| = |QC| a |PB| =
= |QB|, je rovnost |OP| = |SP| ekvivalentni s rovnosti |OP| + |PB| =
= |QC| + |@QBj, tedy s rovnosti |OB| = |BC|. Podle Thaletovy véty vak
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vzdy plati |OB| = |OC]|, takze rovnost |OB| = | BC| nastane, pravé kdyz
je trojuhelnik OBC rovnostranny, tedy pravé kdyz tthel ABC méfi 60°.

Odpovéd': Pozadovanou vlastnost maji pravé ty pravothlé trojtahelni-
ky, jejichz ostré vnitini thly maji velikost 30° a 60°.

C-1-3

Danou fadu 11 pismen rozdélime nejprve zleva doprava na skupiny po
4, 4 a 3 pismenech. Protoze nikde za sebou nestoji ¢tyii pismena B, je
v prvni skupiné ¢ty pismen obsazeno asporni jedno A, totéz platii o druhé
skupiné ¢tyf pismen. Tak jsme dokazali, Ze v celé fadé 11 pismen jsou
aspoti dvé A. Mohou to byt pravé dvé A, jak ukazuje ptiklad fady BBBA-
BBBABBB. Podruhé rozdélime celou fadu zleva doprava na skupiny po
3, 3, 3 a 2 pismenech. Protoze nikde za sebou nestoji tfi pismena A,
je v kazdé skupiné tfi sousednich pismen asponi jedno B. Protoze jsme
vyclenili tfi takové (disjunktni) skupiny, jsou v celé fadé aspon t¥i pis-
mena B. Jinak feCeno, v celé fadé 11 pismen je nejvySe osm pismen A.
MizZe to byt pravé osm A, jak ukazuje priklad fady AABAABAABAA.
Kdybychom fesili obecnéjsi Glohu o fadé N pismen A a B, ve které nikde
za sebou nestoji ani a pismen A, ani b pismen B, o odpovédi na stejnou
otazku by rozhodovala déleni N : a a N : b (se zbytky).

a) Vsimnéme si, Ze v kazdém Ffadku je mozné obsadit nejvyse Sest poli
tak, aby mezi obsazenymi nebyla zddna t¥i sousedni pole (staéi rozdélit
vSech osm poli fadku na skupiny 3, 3 a 2 sousednich poli a zopakovat
uvahu z predchoziho odstavce). Proto lze na celé Sachovnici obsadit nej-
vyse 8 x 6 = 48 poli tak, aby v zddném fadku nebyla obsazena tfi sou-
sedni pole. Jinak feceno, obsadime-li libovolngch 49 poli, pak obsazena
budou nékterd tfi sousedni pole nékterého fadku. Tento jev nenastane
pro (jediné) obsazeni 48 poli, které vidite na obr.5, kde jsou obsazena
pole vyznadena Srafovanim (zminéna jedineénost plyne z toho, Ze je je-
diné moZné obsazeni Sesti poli v kazdém Fadku). Proto je hledané &islo &
rovno 49.

b) Zkusme postupovat obdobné jako pfi feSeni ¢asti a). Vyberme tedy
jeden z obou sméru Sikmych Fad, napfiklad smér ,zleva zdola napravo
nahoru“ a posuzujme, kolik poli 1ze obsadit v jednotlivych $ikmych fa-
déach vybraného sméru tak, aby v Zddné z nich nebyla obsazena Zadna t¥i
sousedni pole. Pocéty v8ech poli v téchto 15 fadach jsou (shora dolt) 1, 2,
3,4,5,6,7,8,7,6,5,4, 3,2 al; proto v nich lze pozadovanym zptisobem
(pfi pozadované podmince) obsadit po fadé nejvyse 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6,
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5,4,4, 3,2, 2 a1l pole (znovu uplatnime tvahu o disjunktnich trojicich
sousednich poli z tvodniho odstavce). Proto lze na celé sachovnici obsadit
nejvyse

1424+24+34+4+4+5+6+5+4+4+3+2+2+1=48

poli tak, aby nebyla obsazena zadnd tfi sousedni pole zadné sikmé rady
vybraného sméru. Obsadime-li s touto podminkou v kazdé z uvazovanych
15 sikmych fad nejvétsi mozny pocet poli vhodnym zptisobem (v fadach
o1, 2,5 a8 polich je toto ,,maximalni“ obsazeni jediné, v fadach o 3,
4, 6 a 7 polich nikoliv, zvolme i v nich obsazeni z pohledu zleva doprava
typu XXOXXO...), dostaneme na celé Sachovnici opét obsazeni 48 poli
z obr. 6. Co je dulezité: pri tomto obsazeni také v sikmych fadach dru-
hého sméru nejsou nikde obsazena tfi sousedni pole! Shriime, co jsme
zjistili:
1. Obsadime-li na Sachovnici libovolnych 49 poli, budou mezi nimi tii
sousedni pole nékteré sikmé fady zvoleného sméru.
2. Na Sachovnici 1ze obsadit 48 poli tak, aby mezi nimi nebyla zadna tfi
sousedni pole zadné Sikmé fady (jednoho i druhého sméru).

Obr. 5

To znamena, Ze pro ¢ast b) tlohy je hledané ¢&islo k£ rovno 49. Dodejme,
Ze existuji pravé Ctyfi rizna obsazeni 48 poli zminéna v (2). Kromé
uplného obsazeni Sesti sloupct z obr. 5 a obsazeni, které je jeho otocenim
0 90° (je tedy Uplnym obsazenim Sesti Fad), je to zajimavé obsazeni
z obr.6 a jeho ,zrcadlové preklopeni®.

DUKAZ. Jak vime, pti kazdém obsazeni 48 poli zminéném v (2) musi
byt v kazdé sikmé fadé Sachovnice obsazen nejvétsi mozny pocet poli
(vycet téchto maximélnich poét jsme uvedli vyse); na obr.7 jsou zné-
zornény fady poli délek 1 az 8, Srafovanim jsou v nich vyznacena praveé
ta pole, kterd jsou nutné obsazena, je-li v celé fadé jakkoliv obsazen pii-
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Obr. 7

sludny maximalni pocet poli (pfipomindme podminku: obsazena nejsou
74dna t¥i sousedni pole); znovu zopakujme, Ze vSechna obsazena pole
jsou vyznadena pouze v fadach o 1, 2, 5 a 8 polich. Odtud plyne, Ze pii
libovolném obsazeni 48 poli zminéném v (2) je nutné obsazeno 36 poli
vyznacenych na obr. 8; dale uz je snadné ukazat, ze zbyvajicich 12 obsa-
zenych poli je tvofeno dvéma Sesticemi poli znacenych na obr. 8 jednou
z dvojic pismen: A a C,B a C, A a D nebo B a D (obr. 5 odpovida dvojici
pismen B a D, obr. 6 dvojici A a D).

EFAAPAACEIA
EAACE AL

Obr. 9

¢) Jako v C4sti b) se zajimame o skupiny poli dvou smért, v tomto
pripadé o fadky a sloupce. Posuzujme naptiklad nejdiive, kolik poli 1ze
obsadit v jednotlivych Fadcich tak, aby v Zddném z nich nebyla obsa-
zena Ctyfi sousedni pole. Jak zjistime pomoci rozdéleni fadku na dvé
Gtvefice sousednich poli, obsazenych poli bude v kazdém fadku nejvyse
Sest. Proto lze na celé Sachovnici obsadit nejvyse 8 x 6 = 48 poli tak,
aby v zddném tadku nebyla obsazena ¢tyfi sousedni pole. Jinak feceno:
obsadime-li libovolnych 49 poli, pak obsazena budou ¢tyfi sousedni pole
nékterého Fadku. (Je zajimavé srovnat tento zavér s obdobnym zavérem
z TeSeni ¢asti a), kde jsme se zajimali nikoliv o ¢tvefice, nybrz o tro-
jice sousednich poli.) Nyni samoziejmé vznika otézka, zda je mozné na
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Sachovnici obsadit 48 poli tak, aby nebyla obsazena ¢tyfi sousedni pole
nejen v zddném tadku, ale ani v zddném sloupci. Takova obsazeni exis-
tuji, dva priklady vidime na obr.9 a 10. Proto i v ¢asti ¢) je hledané
¢islo k rovno 49. Bez dikazu dodejme jesté popis viech obsazeni 48 poli
Sachovnice, kdy mezi obsazenymi poli nejsou ¢tyfi sousedni pole Zddného
fadku ani sloupce: Celou Sachovnici rozdélime na ¢tyfi étvrtiny 4 x 4,
v jedné z nich, napiiklad levé horni ¢asti, obsadime z 16 poli pravé 12
tak, aby v ni ztstalo neobsazeno pravé jedno pole v kazdém ze Ctyt radka
i v kazdém ze ¢tyr sloupct (to je mozné udélat 4-3-2 = 24 zpisoby, jeden
z nich, odli$ny od zpusobt z obr.9 a 10, je na obr.11), a toto obsazeni
shodné preneseme vodorovnymi a svislymi posunutimi o &ty¥i pole do

v’ v

ostatnich t¥{ étvrtin celé Sachovnice.
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Obr. 10

Odpovéd: Hledané éislo k je pro kazdou z ¢asti a)-c) rovno témuz
¢islu 49 (pofadovému ¢islu tohoto roéniku MO).

C-1-4

Pocet ruznych siti daného jehlanu uréime tak, Ze nejprve vSechny mozné
sité nakreslime. Abychom nékterou moznost neopomenuli, méli bychom
do vyctu siti vnést urcity systém. PopiSseme dva pristupy, které takovy
systém vytvareji.

Pristup 1 (,0d sité k jehlanu®). Kazda sit bude slozena z jednoho
Gtverce o strané a a Ctyf rovnoramennych trojahelnikt o stranach a,
b, b, kde a znadi délku podstavné hrany a b délku bo¢ni hrany daného
jehlanu ABCDV'. Piemyslejme tedy o tom, jak takovy étverec a Ctyfi
trojuhelniky ,slepit podél shodnych stran do ,celku“ a zda tento celek
skuteéné vytvori sif jehlanu. Je velmi pfirozené rozélenit feSeni tohoto
ukolu podle poctu stran ctverce, které budou slepeny (mozné pocty jsou
1 az4).
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Pristup 2 (,0d jehlanu k siti“). Pfemyslejme o tom, jak rozfiznout
dany jehlan ABC DV podél étyt hran, abychom po rozvinuti dostali jeho
sit. (Brzy si pfi tom uvédomime jeden obecny poznatek: z kazdého vr-
cholu télesa musi vychézet aspor jedna hrana fezu.) ProtoZze nam jde
o pocet riznych (tj. po dvou neshodnych) siti, s ohledem na symetrii da-
ného jehlanu neni ptili§ vhodné systematizovat ¢tverice hran fezu podle
toho, zda obsahuji nékteré konkrétni hrany (jako napi. hrany AB, AV
apod.). Vyhodnéjsi je rozdéleni téchto étvefic do skupin podle toho, kolik
hran tezu je v jehlanu podstavnych (a kolik bo¢nich).

Protoze oba popsané pfistupy vedou ke shodné systematizaci (je-li
pravé k hran fezu podstavnych, je v prislusné siti pravé 4 —k stran ¢tverce
slepeno s trojuhelniky), popiSeme vycet vSech siti jen podle ptistupu 2:
1. Nelezi-li v podstavé ABCD zadna hrana fezu, je jehlan roztiznut

podél viech ¢tyt boénich hran, pfislusna sit je na obr. 12.

Vs Vi
1% 1%
D C 4 C
Vy Vo Vo
A B A B
v amva
A B Vi A B V3
Obr. 12 Obr. 13

2. Predpokladejme, ze v podstavé ABCD lezi jedina hrana fezu, napii-
klad hrana AD. Z vrcholi B a C musi vychéazet néjaké hrany fezu,
mohou to tedy byt jediné hrany BV a CV. T¥i hrany fezu jsou tedy
AD, BV a CV, s ohledem na symetrii je lhostejno, zda je ¢tvrtou
hranu fezu AV nebo DV, necht je to tedy hrana AV jako na obr.13.

3. Predpokladejme, Ze v podstavé ABCD lezi pravé dvé hrany fezu.
Rozlisme, zda jsou to hrany sousedni (napf. AB a AD), nebo hrany
proté&jsi (napt. AD a BC); pro vétsi prehlednost oba pfipady posudme
v oddélenych odstavcich:

(3a) Je-li podstava roziiznuta pravé podél hran AB a AD (takze fezem
v podstavé je lomend ¢ira BAD), musi byt tfeti hranou fezu
hrana C'V, étvrta hrana fezu je pak jedna z hran AV, BV nebo
DV. S ohledem na symetrii pfipadi, kdy je ¢tvrtou hranou fezu
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BV nebo DV, uvadime jen obrazky pro hrany fezu AV (obr.14)
a BV (obr.15).

Va Wi
1% 1%
B,
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D Vi D Vs
cA B c A B
Y.\ A V.
A B A B
Obr. 14 Obr. 15

(3b) Je-li podstava roziiznuta pravé podél hran AD a BC, je tfeti
hranou fezu jedna z bo¢nich hran AV, DV a ¢tvrtou hranou fezu
jedna z bo¢nich hran BV, CV (nemohou to totiz byt ani obé
hrany AV, DV, ani obé hrany BV, CV). S ohledem na symetrii
stadi rozlisit jen dva pfipady: boéni hrany fezu jsou bud AV a BV
(obr.16), nebo AV a C'V (obr.17).

Vi Va
v v
Al B1 Al
DI c pl ¢
Al—1B A—1B
Ch
Y\ v
A B Vs A i i
Obr. 16 Obr. 17

4. Piedpokladejme, ze v podstavé ABCD lezi pravé tii hrany fezu, na-
priklad hrany AB, BC a CD, takze fezem v podstavé je lomena
éara ABCD. S ohledem na symetrii nyni staci rozlisit jen dva ptipa-
dy: &tvrtd hrana fezu vede do vrcholu V budto z jednoho z obou
krajnich vrcholtt zminéné lomené ¢ary ABCD, napfiklad bodu A
(obr.18), nebo z jednoho z obou prostfednich vrchold, napiiklad
bodu B (obr. 19).
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Zjistili jsme, Ze dany jehlan ma pravé osm ruznych siti. (Vétsina zdkh
asi spravné vSech osm siti do svych feSeni nakresli, anizZ pociti nutnost
vysvétlovat, proc¢ jiné sité neexistuji. Diskutujme s nimi o této otézce.)

Prejdéme nyni k druhé éasti tlohy, otazce, kdy néktera ze siti daného
jehlanu ma tvar nekonvexniho sedmithelniku. Podle obrazku vidime, ze
kazda sift ma, obecné vzato, osm vrcholt; jejich pocet se snizi na sedm,
pravé kdyz se tihel u jednoho z osmi obecnych vrcholi ,naptimi“, tj. bude
mit velikost 180°. Velikosti vSech dotyénych thla lze snadno vyjadrit
pomoci w = |XAVB| a a = |xBAV|; zjistime tak, popsand situace
nastane, jen kdyz jeden z thla

2a, a4+ 90°, 2a+ 90°, 2w, 3w nebo 4w (%)

bude 180°. Polozme si nyni ponékud obecnéjsi otazku: Jaké hodnoty «
a w jsou pripustné, tj. odpovidaji néjakému jehlanu ABCDV? Oznaéme
S stied ¢tverce ABCD a E stfed hrany AB (obr.20), z pravothlého

V

AW

A E B
Obr. 20

trojahelniku EVS plyne, Ze |[EV| > |ES| neboli |EV| > |AE|, proto
pro thel « v pravothlém trojahelniku AVE plati 45° < a < 90° (pro
« = 45° bychom dostali ,zdegenerovany“ jehlan s nulovou vyskou, pro
a = 90° jehlan“ s nekone¢nou vyskou, tedy hranol). Zarover je jasné,
ze pro kazdé o € (45°,90°) odpovidajici jehlan existuje. Odtud vzhledem
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k rovnosti 2« + w = 180° plyne, ze pripustné hodnoty w zaplni interval
(0°,90°). Proto z hla (%) mohou byt pfimé jediné hly 3w a 4w. Pro
w = 60° maji tvar sedmithelniku sité z obr.15 a 16, pro w = 45° sité
z obr.18 a 19.

Odpovéd': Jirka mohl dostat pravé osm rtznych siti. Uhel AVB mél
velikost 45° nebo 60°.

C-1-5

Rozdélime je do péti etap.
Cdst A. Podle zptisobu opakovani znamének rozdélime dany vyraz
(jesté bez obou zévorek) na 100 Gseki po Sesti Eislech

+14+2+3-4-5-6, +7+8+9—10—11-12,
+13+14+15-16—17—18, ...,
+589 + 590 + 591 — 592 — 593 — 594,
+595 + 596 + 597 — 598 — 599 — 600

(Fikejme jim déle struéné ,useky“). P¥i vypoctu celého vyrazu bude vy-
hodné urcovat ,,dil¢i soucty” pravé po téchto tsecich: po doplnéni chy-
bé&jici levé zavorky se totiz narusi ,celistvost® jediného useku (toho, do
kterého zavorku doplnime).

Ulozte zéktm tukol, aby vypsali ¢isla toho useku, ktery obsahuje dané
&slo x, napiiklad z = 24, = = 100, z = 571 apod. Zaci si tak uvédomi,
jaky vyznam ma pii tom zbytek pti déleni ¢isla x ¢islem 6, a tim se pfi-
pravi na to, aby dokézali zapsat ¢isla v k-tém tseku (k = 1,2,3,...,100)
takto:

6k — 5, 6k — 4, 6k —3, 6k —2, 6k — 1, 6k.

Cast B. Uréeme nyni hodnoty vyrazt tvofenych jednotlivymi tseky.
Po nékolika prvnich vypoctech

1+424+3-4-5-6=-9, 74+8+9-10—-11-12=-9,

dojdeme k zavéru, ze pro kazdy usek vyjde —9. Ovéfme to nasledujicim
algebraickym postupem, pri¢emz prvni ¢islo iseku oznacime pismenem z:

z+(z+1)+(z+2)— (z+3)—(z+4)— (z+5) = (3z+3)— (3z+12) = —9.
(V tomto misté jesté neni dulezité, Ze Cislo z je tvaru 6k — 5.)
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Cdst C. Zjistime nyni mozné hodnoty V zkoumaného vyrazu v piipa-
dé, kdy chybéjici levou zavorku vepiSeme pted Cislo z nékterého konkrét-
niho tiseku, napfiklad toho, ktery obsahuje ¢islo 100:

V=14...4 %97 4+%98 499 —+100 — 101 —*102 +103 + ... — 600)

"
nékam sem doplnime zavorku

Hvézdigkami jsme oznadili moznéa mista pro dopliiovanou zavorku. Snad-
no uréime, Ze pred &slem 97 je 16 tisekl a Ze za Cislem 102 je 83 tseku
(16 + 83 = 99, nezapoditany sty usek je tvofen Cisly od 97 do 102).
Je ziejmé, Ze pokud umistime zavorku na misto pted ¢islo 97, 98 nebo
99, tedy za znaménko plus, prispéje do vysledku V' vsech 100 useki
&slem —9, takze vyjde V = 100 - (—9) = —900. Umistime-li zédvorku
na misto pied ¢islo 100, 101 nebo 102, tedy za znaménko minus, piispéje
16 tseki (pred cislem 97) do vysledku V éislem —9, zatimco 83 tsekt
(za &islem 102) pfispéje &islem —(—9) = 9. Se zavorkou pfed ¢islem 100
tak vyjde

V=16-(-9)+97+ 98+ 99 — 100 + 101 + 102 + 83 - 9 = 1 000,
se zavorkou pred ¢islem 101

V=16-(-9)+97+ 98499 — 100 — 101 + 102 4 83 -9 = 798,
konec¢né se zavorkou pred CGislem 102

V=16-(-9)+ 97+ 98+ 99 — 100 — 101 — 102 + 83 - 9 = 594.

Cidst D. Konkrétni postup z ¢asti C nyni zopakujeme v obecné situaci,
kdy zavorku doplnime do k-tého tiseku, na misto nékteré z hvézdicek:

V =1+...+%[6k — 5] + x[6k — 4] + *[6k — 3] —
— *[6k — 2] — x[6k — 1] — *[6k] + ... — 600)

(vyjadfeni ¢isel jsme zapsali do hranatych zavorek kvili odliseni od vepi-
sované kulaté zavorky). V ¢asti C bylo k rovno &islu 17, nyni je to libo-
volné pfirozené ¢islo od 1 do 100 véetné. Pred &islem 6k — 5 je zfejmé
(k — 1) tseki a za Cislem 6k je (100 — k) useki. Pokud umistime za-
vorku na misto pfed ¢&islo 6k — 5, 6k — 4 nebo 6k — 3, tedy za znaménko
plus, prispéje do vysledku V' vSech 100 tseku cislem —9, takze vyjde
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V' =100- (—9) = —900. Umistime-li zavorku na misto pred &islo 6k — 2,
6k — 1 nebo 6k, tedy za znaménko minus, pfispéje prvnich (k — 1) tsekt
¢islem —9, zatimco poslednich (100 — k) useki pfispéje ¢islem —(—9) = 9.
Se zavorkou pred ¢islem 6k — 2 tak vyjde

V= (k—1)-(-9)+ [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] — [6k — 2] + [6k — 1] +
+ [6k] + (100 — k) - 9 = 898 + 6k,

se zavorkou pred Cislem 6k — 1

V= (k—1)-(=9)+ [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] — [6k — 2] — [6k — 1] +
+ [6K] + (100 — k) - 9 = 900 — 6k,

konec¢né se zavorkou pred ¢islem 6k

V= (k—1)-(=9) + [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] —
— [6k — 2] — [6k — 1] — [6k] + (100 — k) - 9 = 900 — 18k.

Nasli jsme vSechny mozné hodnoty V' zkoumaného vyrazu po doplnéni
levé zavorky.

Cdst E. Zjistime nyni vSechny pfipady, kdy vysledek V méa hod-
notu 378 ze zadani tlohy. Podle ¢asti D stadi fesit rovnice

898 + 6k = 378, 900 — 6k = 378, 900 — 18k = 378

v oboru pfirozenych é&sel k od 1 do 100. Reeni ma pouze druha a tfeti
rovnice, a to k = 87 resp. k = 29. Hodnoté k = 87 odpovida umisténi
zévorky pred ¢islo 6k — 1 = 521, hodnoté k = 29 odpovidd umisténi
zévorky pred ¢islo 6k = 174.

Odpovéd': Uloha mé dvé fedeni; zavorku doplnime budto bezpro-
stfedné pred cislo 521, nebo bezprostiedné pred ¢islo 174.

C-1-6

Jak je tomu u feSeni konstrukénich tloh obvyklé, na¢rtneme nejdiive
do jednoho obrazku dany Sestithelnik K LM NOP i hledany trojtahel-
nik ABC tak, aby jejich tvar i vzajemna poloha aspon priblizné odpovi-
daly zadani (obr.21). Specialni poloha danych boda K, L, M, N, O, P
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Obr. 21

nebude mit na zpusob konstrukce trojihelniku ABC zadny vliv. Proto
je mozné k rozboru tulohy vyuzit i takovy nacrtek, do kterého nejprve
nakreslime pravouhly trojthelnik ABC, teprve pak na primkich AB,
BC, CA libovolné vybereme body M, O, K; koneéné vybér bodu N a P
podiidime pouze tomu, Zze body N, C, P maji v tomto pofadi leZet na
piimce, jez déli trojihelnik ABC na dvé ¢asti se stejnym obsahem; jde
tedy o pfimku CS, kde S je stfed strany AB.

7 obr. 21 je patrné, ze bod C muzeme sestrojit jako prisecik tsecky
NP s Thaletovou kruznici 7 nad primérem OK , nebot tthel OCK je pra-
vy. Jakmile takto nalezneme bod C, sestrojime pfimky a = OC = BC
ab= KC = AC. Viimnéme si nyni trojihelniku SBC. Podle Thaletovy
véty plati |SC| = |SB|, takze pfimka a svird shodné ostré uhly s pfim-
kami PN a AB (tyto uhly jsou vyznaceny na obrizku). Protoze ptimka
a je jiz sestrojena a pfimka PN je uréena zadanim tlohy, mé podle pred-
chozi véty (prozatim neznamad) ptimka ¢ = AB jednozna¢né uréeny smér;
protoZe ma tato primka ¢ navic prochézet danym bodem M, muzeme ji
nyni sestrojit. Pak uz ur¢ime vrcholy A a B jako pruseéiky piimky c
po tadé s pfimkami b a a. Tim je cely postup konstrukce hotov. Dtkaz
spravnosti: vysledkem konstrukce je zfejmé pravouhly trojuhelnik ABC
s pfeponou AB, jehoZ vrchol C' lezi na tiseéce NP a jehoz strany BC,
CA, AB lezi po fadé na primkach a, b, ¢, které prochéazeji po fadé body
O, K, M; zbyva vysvétlit, pro¢ prusecik S pfimky PN s pfeponou AB
je jejim stfedem. To ale plyne z toho, ze podle konstrukce ma trojuhelnik
SBC shodné uhly pti vrcholech B a C.
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Ze vzadjemné polohy usecky NP a kruznice 7 nad primérem OK
plyne, Ze pro kazdy pravidelny Sestitthelnik K LM NOP ma tloha jediné
feseni.

C-S-1

Ozna¢me M = {1,4,7,10,13,...,1999} a vypiSme vSechny soucty dvou
ruznych (to uz nebudeme déle zduraziiovat) ¢isel z M, které se rovnaji
¢islu 2 000:

2000=1+41999=4+41996="T7+1993 = ... =997+ 1003.

S vyjimkou jediného ¢isla 1000 vystupuje kazdé ¢islo z M v préavé jed-
nom souctu (soucet 1000 + 1000 se dle zaddni neuvazuje). Protoze
997 = 1 + 3 - 332, je vypsano pravé 333 soucti. Lze tedy vybrat 334
¢isel z M (po jednom z kazdého vypsaného souctu spolu s é&islem 1000,
tedy napfiklad ¢isla 1,4,7,...,997,1000) tak, Ze soudet zadnych dvou
vybranych ¢isel neni 2000. Vybereme-li v8ak libovolnych 335 &isel z M,
pak nékterd dvé vybrana ¢isla jsou séitanci jednoho z vypsanych soucét
(zopakujme: vypsanych souctt je 333 a chybi v nich jediné c1slo z M).
Proto je kK = 335 hledana hodnota.

C-§-2

ProtoZe oba pravotuhelniky musi lezet ve stejné poloroviné s hrani¢ni
pfimkou AD, lezi bod B na polopfimce AE. Proto se zminéna kruznice
dotykéa strany AE trojuhelniku AEF pravé v bodé B. Body, v nichz
se kruznice dotyka stran EF a FA, ozna¢me po fadé G a H (obr.22).
Oznadme jesté a = |AB| = |EF| a necht |AE| = ka, k > 1. Ze sou-

D 9 F

71
_/

A B E
Obr. 22

42



mérnosti dvojic te¢en ke kruznici plynou rovnosti |[AH| = |AB| = a,
|EG| = |EB| = |AE| - |AB| = (k — 1)a, |FH| = |FG| = |EF| - |EG| =
= (2—k)a, tudiz |AF| = |AH|+ |FH| = (3 — k)a. Pythagorova véta pro
trojuhelnik AEF tak dava rovnici (3 — k)? = k2 + 1, jeZ je po tpravé
linedrni a mé (jediny) koten k = 3.

Odpovéd: Hledany pomér je 4 : 3.

C-S-3

Zminéna tii déleni zapiSeme rovnostmi N =19a+b,a =99c+d a N =
= 1999¢+d. Odtud vyplyva, ze 19(99c+d) +b = 1999c+ d, neboli 18d+
+b = 118c. Nejmensi a nejvétsi vyhovujici N najdeme podle nejmensiho
a nejvétsiho mozného netplného podilu ¢ (pfi déleni éisla N &islem 1 999).
Z rovnosti 18d + b = 118c¢ plyne predevsim, ze ¢ > 0 (kdyby bylo ¢ = 0,
bylo by b =d =0, tedy i N =0, ale N je kladné); pro ¢ = 1 z rovnosti
18d + b = 118 usoudime, Ze d = 6 a b = 10 (nebot pro zbytek b pfi
déleni N : 19 plati 0 £ b £ 18). Proto je nejmensi N rovno &islu
1999-1+6 = 2005. Abychom zjistili nejvétsi IV, poznamenejme nejdiive,
%e pro zbytky d a b pfi délenich a : 99 a IV : 19 plati nerovnosti d < 98
a b £ 18, z nichZ plyne odhad 118¢ £ 18- 98 + 18, odkud ¢ £ 15. Pro
¢ = 15 ovSem z rovnosti 18d + b = 118 - 15 vyplyva, Zze d = 98 a b = 6,
nebot 0 < b < 18 a 11815 = 1770 = 18 - 98 + 6. Nejvétsi N je tudiz
rovno 1999 - 15 + 98 = 30 083.

Odpovéd': Nejmensi vyhovujici N je 2 005, nejvétsi takové N je 30 083.

C-H-1

Povrch vzniklého télesa je tvofen vSemi
24 boénimi sténami danych Sesti jehlanu.
Oznacme v vysku téchto jehlani a a délku
jejich podstavné hrany (jez je shodnd s hra-
nou dané krychle). Ze zadani alohy vyply-
vé, ze objem jednoho jehlanu je Sestinou
objemu krychle, tedy 1a?v = $a®, odkud
v o= %a. Boéni sténa jehlanu je rovnoramenny trojihelnik, pro jehoz
vysku w z hlavniho vrcholu (obr.23) plati podle Pythagorovy véty rov-
nost w? = v? + (3a)?, odkud po dosazenli v = %a vychdzi w = 1v2a.

Proto je obsah bo¢ni stény jehlanu roven jaw = %\/iaz. Vysledné téleso

mé povrch 24krat vétsi, tedy 6v/2a?, zatimco povrch krychle je 6a2.
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Odpovéd': Pomér povrcht ptivodni krychle a vysledného télesa je 1 :
V2.

Pozndmka. Za danych predpokladt vznikne slepenim téleso, které
bude mit dvanact shodnjch stén (tzv. kosoc¢tvereény dvandactistén). Uve-
dené shodné jehlany maji totiz v souctu stejny objem jako dané krychle
a dostaneme je, kdyz krychli rozdélime na Sest shodnych jehlani se spo-
le¢nym hlavnim vrcholem ve stfedu krychle.

C-11-2

V daném vyrazu odstranime zavorky a ¢isla sdruzime do &tvetic:

1l =23 eple=T= 8+ 10+

v

+11-12-13+15+16—-17—-184+20+...

(posledni skupina je kratsi, neni-li pofet N vSech ¢&isel ndsobkem &tyf).
Cisla v i-té skupiné (i = 1,2,...) tvoii vyraz (5i—4)—(5i—3) — (5i—2)+54,
jehoz hodnota je zfejmé rovna jedné (nezavisle na indexu 7). Proto je
hodnota V' celého vyrazu v ptipadé N = 4k rovna V = k, v pfipadé
N =4k+1rovna V = k+ (5k+ 1) = 6k + 1, v ptipadé N = 4k + 2
rovna V =k+ (5k+1) — (5k+2) = k— 1 a v pfipadé N = 4k + 3 rovna
V=k+ (5k+1)— (5k +2) — (5k + 3) = —4k — 4. Snadno se zjisti, kdy
V =103:

N = 4k, V =k =103, N = 412,
N =4k + 1, V=6k+1=103, k=17, N =69,
N =4k +2, V=k-1=103, k=104, N =418,

N = 4k + 3, V = —4k — 4 =103, k¢ N.
Odpovéd: V Milanové vyrazu bylo bud 69, nebo 412, nebo 418 ¢&isel.

c-n-3

Priklad z obr.24a ukazuje, Ze je moZno pozadovanym zplsobem roze-
stavit 16 figurek (obsazend pole jsou oznadena kiizky). Vysvétlime nyni,
proc vice figurek rozestavit nelze. Na obr. 24b vidite rozdéleni vSech poli
desky do osmi Sikmych fad po tFech polich, kdyz pole téZze Fady-trojice
jsou oznacena stejnym pismenem. Figurkami je moZno obsadit nejvyse
dvé pole v kazdé fadé-trojici (2 pole A, 2 pole B, ..., 2 pole H), celkem
nejvyse 8 - 2 = 16 poli.
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Tvrzeni o tom, Ze nelze rozestavit vice nez 16 figurek, zdtivodnime
jesté jinak, postupem obdobnym z feSeni tlohy domaciho kola. Sikmé
fady jednoho sméru maji postupné 3, 4, 3, 4, 3, 4, 3 pole, v nich 1ze obsadit
nejvyse 2, 3, 2, 3, 2, 3, 2 pole. Soucet poslednich ¢isel je sice 17, ale kdyby
v kazdé ze tii uvaZovanych rad o 4 polich (fady poli A, poli B a poli C
na obr. 24c) byla obsazena 3 pole, musela by byt obsazena vSechna krajni
pole téchto tii fad, ta vSak tvori dvé sikmé rady-trojice druhého sméru
(krajni sikmé fady ABC na obr. 24c).

x | x Al|B A

x | x A|E|\F|B A B
X X | x X A|G|F|E|H|B A B C
X x | x X C|F|G|H|E|D A B C

x| x C|\H|G|D B C

% ¢ C|\D C

®
o
o

Obr. 24
Odpovéd': Nejvétsi mozny podet rozmisténych figurek je 16.

C-11-4

Ozname k vepsanou kruznici, S jeji stfed a K bod dotyku kruznice k se
zékladnou AB (obr.25). Protoze AB || CD, SK L AB a SM 1 CD, je

D M C
N\ L
S
k
A K B
Obr. 25

K M pramér kruznice k. Proto jsou oba tuhly AK M a K LM pravé,bod K
tudiz sestrojime jako pruse¢ik Thaletovy kruznice 7 nad pramérem AM
s pfimkou p, jez prochazi bodem L a je kolma na LM . Zbytek konstrukce
je snadny: bod S urdime jako stied tsecky K M, sestrojime kruZnici
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k = (S,|SK|) a v bodech L a M po fadé jeji te¢ny b a c. Vrchol B
pak urCime jako pruseéik poloptimky AK s ptimkou b, vrchol C jako
prusecik primek b a ¢, kone¢né vrchol D sestrojime jako priisecik pfimky c
s tenou d kruznice k, jez je soumérné sdruzend s tecnou AK podle
osy AS. Pro trojahelnik ALM ze zadani mé kruznice 7 s pfimkou p

spolené dva body, které jsou na obr.26 oznadeny K, Ko, proto méa
uloha dvé feseni — lichobézniky AB1C1 Dy a AB3C5Ds.

Cy
-
D
1 D2 Cl P
L
2
Ko
A K B,

Obr. 26
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Kategorie B

Texty tloh
B-1-1
Pro kterd realna ¢isla t ma funkce f(z) = 5z + 44 + t|z — 2| — 3|z — t|
maximum rovné 07 (P. Cernek)
B-1-2

Ozna¢me S stfed kruZnice vepsané libovolnému trojihelniku ABC. Do-
kazte, Ze rovnost |AS| - |BS| = |CS| - |AB| plati, pravé kdyz ahel ACB
je pravy. (J. Svréek)

B-1-3

Urdéete realné ¢isla a, b, pro kterd ma soustava

2% + % + 222 = 186,
a:yz2+xy+22:a,
r4+y+2z2=>

v oboru redlnych &isel pravé jedno feSeni. (J. Bdbela)

B-1-4

Jsou dany kruzZnice k a [ s riznymi poloméry, které se vné dotykaji
v bodé T'. Pruseéikem M jejich spoleénych vnéjsich teen vedme se¢nu s
obou kruznic. Oznaéme X ten z obou pruseciki kruznice k se se¢nou s,
ktery je vzdalengjsi od bodu M. Podobné ozna¢me Y ten z obou pri-
seCiktl kruznice [ se secnou s, ktery je vzdalengjsi od bodu M. Necht
P je takovy bod, Zze XTY P je rovnobéznik. Urlete mnozinu boda P
odpovidajicich vSem takovym sednam s. (J. Zhouf)
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B-1-5

Devitistén ABCDEFGHYV vznikl slepenim krychle ABCDEFGH a
pravidelného ¢tyifbokého jehlanu EFGHYV. Na kazdou sténu tohoto de-
vitisténu jsme napsali ¢islo. Ctyfi z napsanych é&isel jsou 25, 32, 50 a 57.
Pro kazdy vrchol devitisténu ABCDEFGHYV sec¢teme ¢isla na vSech
sténéch, které ho obsahuji. Dostaneme tak devét stejnych soucéti. Urcete

zbyvajicich pét ¢isel napsanych na sténach tohoto télesa.
(K. Cernekovd)

B-1-6

vy

Sestrojte rovnobéznik ABCD s obsahem 8 cm? a stranou AB délky 2 cm
tak, aby body X, Y, Z, T lezely po fadé na pifimkach AB, BC,CD, DA.
(M. Krdllovad)

B-S-1

Pro ktera realna cisla a, b je funkce
f@)=alz—1+bx—3)+|z—b+z—1
omezena? (J. Bdbela)

B-S§-2

Je déna usecka XZ délky 7cm a jeji body S, Y tak, ze | X S| = 2cm,
|Y'Z| = 1cm. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou AB tak,
aby bod S byl stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC a body XY, Z
lezely po fadé na piimkach AC, AB, BC. (P. Cernek)

B-~-S-3

Do vyrazu
1—-24+3—-4+5—6+...+99—100

jsme vepsali nékolik zavorek tak, Ze nakonec jsou v kazdé dvojici odpovi-
dajicich si zavorek pravé tfi ¢isla a vyraz neobsahuje zadny soucin. Kolik
riznych vysledki lze takto dostat? (P. Cernek)
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B-Il-1

Zjistéte vSechna reédlna cisla ¢, pro kterd ma rovnice
(4+c—8)(z+2)—8lz—c+2|=clz+c+14]
nekone¢né mnoho FeSeni v oboru celych ¢isel. (J. Simsa)

B-1l-2

Devitistén vznikl slepenim krychle a pravidelného étyrbokého jehlanu.
Na kazdé sténé tohoto devitisténu je napsano jedno éislo. Jejich soucet je
3003. Pro kazdou sténu S uvazovaného devitisténu sectéme cisla na vsech
sténdch, s nimiZ ma S spole¢nou pravé jednu hranu. Dostaneme tak devét

stejnych souéti. Urcete vSechna ¢isla napsand na sténach devitisténu.
(K. Cernekovd)

B-11-3

Je dén lichobéznik ABCD, v némz |AB| = 8cm a |xABC| = 90°. Jeho
obvod je 28 cm. Polokruznice k s primérem AB se dotyka strany CD.
Vypoctéte délky zbyvajicich stran daného lichobé&zniku, je-li strana AB
jeho

a) zakladnou,

b) ramenem. (Smutna)

B-I1l-4

Je dan obdélnik KLM N, |KN| > |KL|. Sestrojte rovnoramenny troj-
thelnik ABC se zdkladnou AB délky |KL| tak, aby jeho vyska v, ob-
sahovala body K, N, vyska v, bod L a vyska v. bod M. (Vyskami zde
rozumime primky.) (K. Cernekovd)
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ReSenti tiloh

B-1-1

Dana funkce je linearni lomena, protoze obsahuje dva vyrazy s absolutni
hodnotou, které zpusobuji, Ze jejim grafem neni primka, nybrz lomena
¢ara. Jeji definiéni obor, mnozinu R vSech redlnych éisel, mizeme v tomto
pripadé rozdélit na tfi disjunktni ¢asti podle toho, jak se prislusna abso-
lutni hodnota chova (zda je vyraz v absolutni hodnoté kladny ¢i zaporny).
Protoze jedna z absolutnich hodnot zavisi na parametru ¢, rozlisime, zda
jet <2 (pfipad A), éi ¢t = 2 (ptipad B).

A. Necht ¢t < 2. MnoZina R se rozpadne na tii disjunktni intervaly,
R = (—o0,t) U (t,2) U(2,00).

(a) V intervalu (—oo,t) je, jak snadno spocteme, f(z) = (8 — t)z +
+ 44 — t. Protoze za uvedeného predpokladu je 8 — ¢t > 0, je funkce f
v tomto intervalu rostouci a nabyde maxima v bodé z = t.

(b) V intervalu (t,2) je f(z) = (2—t)x+44+5t. ProtoZe za uvedeného
predpokladu je 2—t > 0, je funkce f i v tomto intervalu rostouci a nabyde
maxima v bodé z = 2. Pfitom zfejmé plati f(t) < f(2) = 2(2—t)+44+5t¢.

(c) V intervalu (2,00) je f(z) = (2 + t)x + 44 + t. Tato funkce je pro
2+t > 0 na tomto intervalu rostouci a shora neomezend, takze nemuze
mit maximum. Musi tedy nutné byt 2 +¢ < 0, tj. t £ —2, funkce f bude
v intervalu (2, co) nerostouci a jeji hodnota nebude vétsi nez f(2), kterou
jsme spoéitali v (b).

Zjistili jsme tedy, ze za predpokladu t < 2 nabyva funkce f maxima
jediné pro t £ —2, pfiemz jeji maximum je f(2) = 2(2 — t) + 44 + 5t¢.
Toto maximum se rovna 0, pravé kdyz 2(2 — t) + 44 + 5t = 0, neboli
t = —16, coZ je nastésti ¢islo, které splituje podminku t < —2.

B. Necht ¢t 2 2. Mnozina R se nam rozpadne na t¥i disjunktni inter-
valy, R = (—00,2) U (2,t) U (t,00), pfi¢emz ,prostfedni“ interval bude
prazdny pro ¢t = 2 (to vSak neni pro dalsi avahy podstatné, jinak bychom
mohli tento pfipad snadno rozebrat samostatné).

V intervalu (—o0,2) je f(z) = (8 — t)z + 44 — t. Kdyby ted bylo
8 —t < 0, byla by funkce f v tomto intervalu klesajici a shora neomezena,
takZe by nemohla mit maximum. Proto je 8 — ¢ = 0, tj. t < 8. Pak ale
je f(2) = 2(8 —t) +44 —t = 60 — 3t > 0. Odtud hned vidime, Ze za
uvedeného predpokladu nemiize funkce f nikdy mit maximum rovné 0.

Z uvedeného rozboru vyplyva, Ze uvazovana funkce ma maximum
rovné 0 jediné pro t = —16.
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Jiné feSeni. Grafem dané funkce f je lomend ¢ara, kterd se v naSem
ptipadé skldda ze dvou polopfimek (pro ¢t = 2), resp. ze dvou polopiimek
a jedné tusecky.

Dale bychom si méli uvédomit, Ze pokud mé takovato funkce maxi-
mum, nabyva ho uré¢ité v nékterém ze ,zlomovych“ bodu (tam, kde je
prisludny vyraz v absolutni hodnoté nulovy). To samoziejmé neznamend,
7e funkce nemiize maximum nabyt i v jinych bodech (napf. je-li kon-
stantni na nékterém intervalu).

V nagem ptipadé jsou témito zlomovymi body pro z = 2 bod A[2,
54 — 3|t — 2|], pro z = t bod Bl[t,5t + 44 + t|t — 2|].

Protoze jeden z bodt z = 2, x = t ma byt bodem maxima funkce f
rovného 0, zjistime, pro ktera t je jedna z y-ovych soufadnic bodu A a B
nulové (a druha nekladnd).

A 54-3t—2| =0, B: 5t+44+tjt—2|=0,
[t — 2| = 18, t>2=1t243t+44=0,
t = 20 anebo t = —16. nema freSeni.

t<2=>1t>-Tt—44=0.
t =11 anebo t = —4,
vyhovuje jen t = —4.

Mame tak tfi moznosti:

Pro t = 20 je A[2,0], B[20,504], coz nevyhovuje.

Pro t = —16 je A[2,0], B[—-16,—80+ 11 — 16 - 18], zatim vyhovuje.

Pro t = —4 je A[2,36], B[—4,0], coz nevyhovuje.

Zjistili jsme, Ze uloha ma feSeni nejvyse pro t = —16, kterému od-
povidéa funkce f(z) = 5z + 44 — 16|z — 2| — 3|z + 16|. Pro tuto funkci
samoziejmé plati f(2) = 0. Ovéfit, Ze tato hodnota je skuteéné maxi-
mem funkce f, mizeme vice zpusoby. Napiiklad tak, ze ovéfime, Ze pro
x < —16 je uvedena funkce neklesajici (pro z < —16 je f(z) = 24z + 60)
a souCasné pro x > 2 nerostouci (pro z > 2 je f(z) = —14z + 28).

B-1-2

Uhly v obecném trojuhelniku ABC ozna&me obvyklym zpisobem, polo-
mér vepsané kruznice oznacéme 7 a jeji dotykové body se stranami AB,
BC ozna¢me po fadé X, Y (obr.27).

Usecky AS a BS jsou stranami trojuhelniku ASB. Jeho obsah P
muzeme vyjadrit dvéma zpusoby:

P= %|A3|v = %|AB|T,
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Obr. 27

nebot vyska na stranu AB tohoto trojthelniku je 7; pro vysku v na
stranu AS pritom plati v = |BS]|cos %’y, protoze vedlejsi thel pii vr-
cholu S ma velikost %a -+ -é—,@ =90° — %’y. Je tedy

|AS]| - |BS| cos% — |AB|r
a nasledujici rovnosti jsou ekvivalentni:

|AS|-|BS| = |CS|-|AB|,
|AB|r = |CS]| - |AB|cos-;—,

r=|CS]| cos%. (1)

V pravouhlém trojuhelniku C'SY vsak plati cos% = 1—2%, takze rov-

nost (1) je ekvivalentni rovnosti
r=|CY],

coz znamend, ze trojuhelnik CSY je rovnoramenny pravouhly a %’y =
= 45°. Je tedy dand rovnost ekvivalentni tomu, ze v = 90°.
Tim je tvrzeni tlohy dokazéano.

Jiné feSeni. NapiSeme si dany vztah jako rovnost podili tak, aby to
byly poméry stran v trojihelnicich, a budeme se snazit pouzit podobnost

nebo sinovou vétu. |AS| |AB|
5] = B3| Trojahelniky

ASC a BSC ale podobné nejsou, proto zkusime sinovou vétu:

V naSem pripadé vyjdeme z rovnosti
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|AS| sin%’y
|CS| sin%a

V trojuhelniku ASC plati ——

|AB| _ sin|xASB]

|IBS| ~ sin %a

a v trojuhelniku ASB zase

. Odtud dostavame nasledujici ekvivalentni rovnosti:

sin 3y _ sin|xASB]|

sin Ja sin Lo

sin% = sin |[xXASB|,

. . ( o ’Y)
- 00° + L

sin 2 sin + 5)
Y Y
Y —180° — (90° —),
2 + 2
~v = 90°.

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

Jiné FeSeni. Zkusime vypocitat délky usecek AS, BS, CS, AB pomoci
nékterych prvkia trojihelniku. My si zvolime thly trojuhelniku a polo-
meér r.

Ziejmé |CS| = ,|AS] = ——, |BS| = —— a |AB| =

sin 27 sin 5 sin 53
=|AX|+ |BX| = rcotg 2o + r cotg 3 3. Po dosazeni dostaneme ekviva-
lentni rovnosti

r r «a I6]
— T = (rcotg— +7‘cotg—> S
sin o sin 2 2/ singy
@ in? B
sin — = cos — - sin — + cos — - sin —
5 " sin 2 X
Y sin(2 é)
sln — = sin 2 + 5 )
sin — = sm<90° - 1),

|

l
o[ 2

I
[{=] -
o

o

+ 2
0 =]
QL NIRN[RNIR W
Il
Q
o
1]

Tim je tvrzeni tlohy dokéazano.
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B-1-3

Predpoklddejme, Ze soustava ma pravé jedno feSeni z = s, y = t, z = u.
Protoze ve vSech rovnicich se nezndmé = a y vyskytuji ve stejném tvaru,
lze vytusit a ovéfit, Ze i x = t, y = s a z = u je FeSenim dané soustavy.
A protoze soustava méa jediné feSeni, musi byt ¢t = s, a tedy z = y. Po
dosazeni dostaneme soustavu

8

2% +1° + 2° = a, (%)
1
2

Pokud (z, z) je nékteré feseni této soustavy, je trojice (z, z, z) feSenim
puvodni soustavy. Ma-li proto puvodni soustava jediné feseni, musi ta-
kova byt i nova soustava (x). Ta je v8ak op&t symetrickd viiéi nezndmym
z a z. Proto bude mit jediné feSeni, jen kdyz bude platit z = 2.

Po dosazeni dostaneme soustavu

e =4,
ac4+2x2—-a,
1

Z'—Zb,

kterd ma jediné feseni. Podle prvni rovnice je to bud z = 2 (pak b = 8§,
a = 24), anebo = = —2 (pak b = —8, a = 24).

Témito itvahami jsme dospéli k nésledujicimu zavéru:

Pokud mé dand soustava pravé jedno reSeni, tak jen proa = 24,b = 8,
atox =2,y=2,z=2 aneboproa=24,b= -8 ator = -2,y = -2,
z=-2.

Jesté musime ovérit, zda v téchto dvou pripadech neméa dana soustava
jiné feSeni (nez to symetrické, které jsme vypocetli nikoli ekvivalentnimi
upravami, nybrz zjednodusovanim).

Necht a = 24, b = 8. Po dosazeni dostaneme soustavu

z? + % + 222 = 16,
myz2+$y+z2 = 24,
r+y+2z=_8.

Tato soustava se da Fesit vice zpusoby. My tu uvedeme dva.
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a) Vylouc¢ime nezndmé z, y, naptiklad tak, Ze nejprve rovnice upra-
vime:
5° y2 =16 — 2z2,

24 — 22
=T
T+y=8-—2z

Dostévame tak

24 — 22
8 —2z)2 = 2?4y 42y =16-22242. — .
(8-22)"=(z+y)" =2"+y" + 22y 2T
Po tpravé vychazi

324 — 1623 4+ 2822 — 162 = 0.

Vzhledem k tomu, Ze vime, Ze z = 2 je kofenem této rovnice, muzeme ji
postupné upravit az na tvar

2(z—2)%(3z2—4) = 0.

Odtud plyne, Ze je bud 2 = 0, z = %, anebo z = 2.
Pokud z = 0, dostaneme

z? 4+ 4% =16,
Ty = 24,
z+y=2~8

a snadno se presvédéime, Ze tato soustava nemd feSeni (Cisla z, y by
musela byt kofeny kvadratické rovnice t2 — 8t + 24 = 0, ktera ma zaporny
diskriminant).

Pokud z = %, dostaneme

112

2 2 1l4

Tty = 9’
Ty = 8§,
T+ —16
¥=3

a opét se snadno presvédcime, Ze tato soustava nemd FeSeni.
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Pokud z = 2, dostaneme

22 4 y? =8,
zy = 4,
T +y=4.

Snadno zjistime, Ze tato soustava ma jediné feSeni x = y = 2.
b) Sikovnéjsi pristup vyuZivad jen prvni a tfeti rovnici a nerovnost
mezi kvadratickym a aritmetickym priumeérem:

4=2%= (i(x+y+z+z))2 < le—(a:2+y2+z2+22) =4.
Mezi aritmetickym a kvadratickym primérem nastane rovnost, pravé
kdyz se vSechny ¢leny rovnaji. Odtud z = y = 2z = 2.
Ptipad a = 24, b = —8 posoudime podobné, i tehdy je FeSeni jediné.
Odpovéd. Dand soustava méa jediné feSeni pro a = 24, b = 8 nebo
a=24b=—8.

B-1-4

Oznalme S, Z stfedy obou kruznic k, [ a R, r jejich poloméry (bez (jmy
na obecnosti mizeme predpoklddat, ze r < R). Ozna¢me dale C a D
od T razné pruseciky kruznic [ a k s pfimkou SZ a Ky, Ko, L1, Ly po
fadé dotykové body obou spolecnych vnéjsich teden ke kruznicim k a [
(obr. 28).
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Bod M je stiedem stejnolehlosti A obou kruznic s koeficientem R/r.
Pritom je naptiklad h(L1) = K1, h(Z) = S,h(C) =T, h(T) = D,h(Y) =
= X. Odtud plyne, Ze ptimky CY, T X jsou rovnobézné (h(CY) = TX).
Protoze tthel CY'T je pravy podle Thaletovy véty, je také |xY T X| = 90°
(TY je pricka rovnobézek CY, TX). Rovnobéznik XTY P je tedy vzdy
obdélnik.

Zéroven je ziejmé, ze body C, Y, P lezi v pfimce a podobné i body
D, X, P lezi v ptimce. Je tudiz | CPD| = 90° a bod P lezi na Thaletové
kruZnici 7 nad prumérem CD. Lezi na ni i vrcholy Py, P, rovnobézniki
K\TL,P,, K3T Lo Py, protoze pro né miuzeme zopakovat predchozi avahu
(jako pro rovnobéznik XTY P).

Nyni uz neni problém ukéazat, Zze hledanou mnozinou bodu je vétsi
z obloukt Py P, kruZnice 7 vyjma body Py, P» a D (nebot body Y tvori
vétsi z obloukt Ly Lo kruznice [ vyjma body T, L1, Ls).

Jesté naznacime hlavni myslenky jinych dvou pFistupii:

a) Abychom odhadli tvar hledané mnoziny, zvolime nékolik vyznac-
nych poloh pfimky XY. Vhodné jsou nasledujici polohy: a) X = Kj,
Y = L, (PT je kolmé na SZ), b) XS a YZ jsou kolmé na SZ (tehdy
vyjde, ze pata kolmice z bodu P na SZ lezi ve stiedu J tsecky CD
a|JC|=|JP|).

7 toho uz se da odhadnout, Ze bod P lezl nejspis na kruZnici se
sttedem J a polomérem #(R + r). Zbyvé uZ jen dokézat (tedy obecné
vypoéitat), ze vzdélenost |PJ| je rovna % (r + R). (Neni to lehké.)

b) Pomoci shodnych a podobnych zobrazeni je nejelegantnéjsi nasle-
dujici postup: Pomoci soufadnic (bod M zvolime za pocatek soufadného
systému) je P=X+Y - T =Y +h(Y)-T=Y +(R/r)Y - T =(1+
+R/r)Y —T,bod P tedy vznikne z bodu Y (a vSechny body Y tvofi vétsi
z obloukt L Lo kruznice | bez boda T, Ly, Ls) slozenim stejnolehlosti
se stfedem M a koeficientem 1 + R/r a posunuti o vektor TM.

B-1-5

Protoze dva sousedni vrcholy lezi vidy ve dvou spolecénych sténach, bu-
deme si vSimat predevsim takovychto dvojic vrcholi.

Vrcholy A a B (B a C) lezi ve spoleénych sténach ABFE a ABCD
(BCGF a BCDA). Proto porovnanim jim pfifazenych ¢&isel dostane-
me, Ze na sténach ADHE a BCGF (ABFE a CGHD) je stejné ¢islo.
Oznac¢me ho z (y).
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Podobné vrcholy E a F (F a G) lezl ve spoleénych sténdch EFBA
a EFV (FGCB a FGV) a navic uz vime, ze stény ADHE a FBCG
(ABFE a GHDC) malji stejna éisla. Proto porovnanim jim pfifazenych
Cisel dostaneme, ze na sténach HEV a FGV (EFV a GHV) je stejné
¢islo. Oznac¢me ho z (t, obr. 29).

D 4
vy q
t
T z z xr
t
E vy
A B
Obr. 29

Porovnanim ¢isel prislusnych vrcholim A a E (maji spoleéné stény
EABF a EADH) déale dostaneme, Ze sténa ABCD ma &islo s = z + t.

Nakonec porovnejme vrcholy E a V (maji spolecné stény EFV
a HEV). Dostaneme z +t = z + v.

Kdyz to vSe shrneme, zjistime, Ze jednotlivé stény jsou nutné ocislo-
vany Cisly z (stény BCGF a DAEH), z (stény FGV a EHV), s (sténa
ABCD), s — z (stény ABFE a CDHG), s — z (stény EFV a GHV).
A snadno se presvéd¢ime, ze takovéto ocislovani ma vzdy pozadovanou
vlastnost (vSem vrcholiim je pfifazeno ¢&islo 2s).

My zndme Ctyfi rizna éisla z deviti Cisel z, z, z, z, s, s — z, s — «x,
s — z, s — z, tedy Ctyfi ¢isla z péti ¢&isel z, 2z, s, s — x, s — z.

a) Pokud je nezndmé paté &islo s, tvori znadmé ¢isla dvé dvojice se
stejnym souctem: = + (s — z) = z + (s — z). Pro dand ¢isla tak méame
jedinou moznost 25 + 57 = 32 + 50 = 82. Hledana ¢isla jsou pak 25, 32,
50, 57 a 82.

b) Neni-li paté neznamé &islo s, je jedno znamé ¢islo (a to s) soudtem
dalsich dvou zndmych: s = z + (s — z), nebo s = z + (s — z). Pro dana
disla je jedind moZnost: 25 + 32 = 57. Potom je s = 57 a hledanou pétici
tvori ¢isla 7, 7, 25, 32 a 50.

Odpovéd. Hledan4 &isla jsou bud 25, 32, 50, 57 a 82, nebo ¢isla 7, 7,
25, 32 a 50.
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Jesté naznacime, jak by mohl vypadat Cisté algebraicky pristup —
feSenim deviti rovnic o deseti neznamych.

Kvili prehlednosti si musime dat zéalezet na oznaceni jednotlivych
éisel napsanych na sténach. Oznaéme Cisla na sténach ABFE, BCGF,
CDHG, DAEH, EFV, FGV,GHV, HEV a ABCD postupné a1, as,
as, ag, b1, by, ba, by, ¢ a necht spoleény soucet na sténach pfi kazdém
vrcholu je s. Dostaneme tak nasledujicich devét rovnic:

a; +ag + by + by = s,

—~~
!
~— ~~—

ag + a3 + by + b3 = s, (G
az + ag + bz + by = s, (H)
as+ay+by+by =3, (E)
a1 +as +c=s, (B)
as +az +c=s, (©)
az+as+c=s, (D)
as+ay +c=s, (A)
by + ba + b3z + by = s. (V)

Porovnanim rovnic (B) a (C) mame a; = a3. Porovnanim rovnic (D)
a (C) mame az = a4.

Pomoci téchto vztahti ddle dostaneme: porovnanim rovnic (F) a (G)
vyjde by = bz; porovnanim rovnic (G) a (H) vyjde by = by.

To znamena, Ze pro Cisla ap, ag, by, by a ¢ zUstaly rovnice

ay +az + by + b2 = s,

ay +ag+c=s,

b1 + by = %S.
Odtud uZ snadno dostaneme, Ze ¢ = a; + as = by + by = %s.

B-1-6

Podstatou feseni jsou nasledujici dvé dlohy:

A. Jsou déany body K, L. Vedte jimi po fadé rovnobézky k, [, je-li
déna jejich vzdalenost d.

B. Jsou dany body K, L a piimka m. Vedte body K, L po fadé
rovnobézky k, [, které na pfimce m vytinaji usecku dané délky d.
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Reseni 1ilohy A (obr.30). Necht M je pata kolmice vedené z bodu K
na primku [. V trojthelniku K LM s pravym thlem pfi vrcholu M zname
vrcholy K, L a délku odvésny |[KM| = d, vrchol M tedy umime se-
strojit (jako pruseéik Thaletovy kruznice ¢ nad primérem KL s kruz-
nici »(K;d)). Potom ML je ptimka .

Pokud bychom pozadovali diskusi, vime, Ze pocet feSeni zavisi na
existenci pruseciku kruznic ¢t a s

Pokud |KL| < d, neméa tloha FeSeni.

Pokud |KL| = d, mé tloha jedno feSeni (kolmice na KL).

Pokud |K'L| > d, maji kruznice k a ¢t dva prusediky, takze loha ma
dvé TeSeni.

d d d

a i .

M L M L
Obr. 30 Obr. 31

Resend 1ilohy B (obr.31). Vedme bodem K rovnobézku n s pfim-
kou m a oznacme M jeji prusecik s pfimkou . Potom |K M| = d, takze
konstrukce bodu M je zfejmé. Pfimka [ je pak uréena body L a M.

Pokud bychom pozadovali diskusi, snadno zjistime, Ze na pfimce n
existuji dva body M pozadovanych vlastnosti, a pocet feseni zavisi na
tom, zda M = L.

Pokud soucasné neplati, ze KL je rovnobézna s m a |[KL| = d, mé
tloha dvé FeSeni.

Pokud je KL rovnobézna s m a |KL| = d, vznikne pro jednu z moz-
nych poloh bodu M v predchéazejicim pfipadé nekoneéné mnoho feSeni
(za pfimku | miZeme vzit libovolnou pfimku prochézejici bodem L).

Reseni piwvodni 1ilohy. Z obsahu rovnobézniku ABCD a délky stra-
ny AB snadno vypoéitiame vysku v na stranu AB: je v = 8cm? : 2cm =
= 4cm. Odtud plyne, ze vzdalenost rovnobézek AB a CD je 4cm, pri-
¢emz zndme bod X piimky AB a bod Z primky C'D. Podle tlohy A tedy
umime sestrojit pfimky AB a CD.

V poloze, ktera je ddna, mé tato ¢ast dvé feseni.
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Kdyz uz mame piimku AB, jsou AD a BC dvé neznamé rovnobézky,
které prochézeji danymi body 7' a Y a na (zndmé) ptimce AB vytinaji
tsecku dané délky |AB| = 2cm. Proto mtizeme rovnobézky AD a BC
sestrojit na zakladé ulohy B.

Je ziejmé, Ze specidlni poloha danych bodid X, Y, Z a T neméa na
postup Feseni vliv, zaru€uje nam vSak snadnou diskusi poétu feseni. Pro
obé& polohy primky AB méa uloha v dané situaci dvé feSeni. Tim je rov-
nobéznik ABCD sestrojen. (Pfimkami AB, BC, CD a AD jsou vrcholy
A, B, C, D uréeny.) Uloha m4 4 feseni (obr. 32).

By

Obr. 32

B-S-~1

Uvazovana funkce f je po ¢astech linedrni, proto je omezend na kazdém
omezeném intervalu. Stali tedy funkeci f vysetfit zvlast pro x < min(1,b)
a zv1ast pro z = max(1,b), kdy maji oba vyrazy v absolutnich hodnotach
stejné znaménko.

a) Je-li < min(1,b), je

flz)=a(l—2z)+b(z-3)+b—z+z—-1=(b—a)z—2b+a—1.
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Funkce f bude na tomto intervalu omezena, pravé kdyz zde bude kon-
stantni, tj. pravé kdyz a = b.
a) Je-li z 2 max(1,b), je

f@)=a(z-1)+bz-3)+z—b+z—1=(a+b+2)z—a+4b—1.

Funkce f bude na tomto intervalu omezena, pravé kdyz tu bude kon-
stantni, tj. pravé kdyz a + b = —2.

Spojenim obou podminek dostavame, Ze funkce f bude omezena,
pravé kdyz bude omezena na obou uvedenych neomezenych intervalech,
tj. pravé kdyz a = b = —1. Pro funkci f pak dostaneme vyjadfeni

f@) =]z +1]—|z—1]+2.

Jeji graf vidime na obr. 33.

B-S-2

Predpokladejme, Ze trojuhelnik ABC' je feSenim tlohy. Z daného potradi
bodi X, S, Y, Z na jedné pfimce a z toho, Ze bod S je vnitinim bodem
trojuhelniku ABC, vyplyva, Ze body X a Y jsou vnitinimi body pfislus-
nych stran AC a AB, zatimco bod Z musi leZet na polopfimce opacné
k poloptimce BC'. Vrchol C' neznamého trojuhelniku ABC budeme hle-
dat jen v jedné z polorovin uréenych prfimkou X Z, protoze ke kazdému
feSeni existuje feSeni soumérné sdruzené podle osy X Z.

Vrchol C trojihelniku ABC je vrcholem pravého tthlu X C'Z (obr. 34),
lezi tedy na Thaletové kruznici k nad primérem X Z. Protoze bod S je
stfedem kruZnice vepsané trojthelniku ABC, lezi na ose pravého thlu,
takze |xSCX| = 45° a vrchol C lezi zaroven na oblouku kruznice [ urcené
tétivou SX a obvodovym thlem 45°. (Vzhledem k uvedené soumérnosti
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staci uvazovat jen ten ze dvou soumérnych oblouk, ktery lezi ve zvolené

poloroving.) Odtud uz plyne konstrukce trojihelniku ABC:

1. sestrojime kruznici k nad primérem X Z;

2. v jedné z polorovin uréenych pfimkou X Z sestrojime vrchol O rovno-
ramenného pravouhlého trojahelniku XSO, |xSOX| = 90°, a v téze
poloroviné narysujeme oblouk SX kruznice I(O, |OS]);

3. vrchol C = kN SX, C # X;

4. sestrojime kruznici (S; p), kde g je vzdalenost bodu S od piimky
CX (polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC);

5. bodem Y vedeme tecnu t ke kruznici s tak, aby jeji bod dotyku lezel
v poloroviné opaéné k poloroviné X ZC;

6. vrcholy A, B dostaneme jako pruseciky pfimky ¢ s pfimkami XC,
resp. ZC.

7 popsané konstrukce je ziejmé, Ze pro bod S lezici mezi body X

a Z maji kruznice k a [ pravé jeden prusecik razny od bodu X . Abychom

mohli sestrojit teénu ¢, musi bod Y lezet vné kruhu omezeného kruznici s,

musi tedy byt |SY| =2 o. Aby existoval pruseéik teény ¢ s pfimkou XC

uvnitf dhlu XCZ, musi byt dokonce |Y S| > | X S| > p. V naSem piipadé
je to splnéno a uloha mé dvé shodna feSeni soumérné sdruzend podle
osy XZ.

Ulohu bychom fesili stejné, i kdyby dané body X, S, Y, Z nelezely
na jedné primce.

Pozndmka. Bod C muZeme sestrojit i jinym postupem. ProtoZe body

X a Z lezi po fadé na poloptimkich CA a CB, je pravy thel XCZ
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totozny s pravym thlem ACB. Osa tohoto thlu prochazi stiedem S
kruznice vepsané trojuhelniku ABC’; zaroven tato osa protne kruznici k
opsanou trojihelniku XCZ v takovém bodé U # C, ze tétivy XU a UZ
jsou shodné (tyto tétivy jsou totiz z bodu C vidét pod tymz thlem
(45 stupnii), obr. 34). Proto (aniz zndme bod C') mizZeme bod U sestrojit
jako stfed oblouku X Z kruznice k (oblouky XU a UZ jsou tedy ¢tvrt-
kruznice). Bod C pak ur¢ime jako prisecik kruznice k s polopfimkou U S.

B-S-3

V daném vyrazu se pravidelné stfidaji plusy a minusy, pficemz lich4 ¢&isla
maji znaménko plus a sudd minus. Zfejmé musi kazda dvojice odpovi-
dajicich si zavorek obsahovat pravé tii po sobé jdouci ¢isla. Umistime-li
levou zavorku mezi plus a prislusné liché ¢islo, nemaji zdvorky na hodnotu
vyrazu zadny vliv. Zajimavy je tedy jen pripad, kdy levou zavorku dame
mezi minus a nasledujici sudé ¢islo, coz zméni vysledné znaménko dru-
hého a tretiho ¢isla v zavorkach. Je-li zminéné sudé &islo 2k (1 < k < 49),
dostaneme misto ptivodniho souétu —2k + (2k+1) — (2k+2) = -2k —1
soufet — (2k+ (2k+1) — (2k+2)) = —2k— (2k+ 1)+ (2k+2) = —2k+1.
Vidime tedy, Ze priddanim jednoho péaru zavorek popsanym zptsobem
zvétsime celkovou hodnotu vyrazu o 2 bez ohledu na to, kterou trojici po
sobé jdoucich ¢isel zacinajici sudym éislem zvolime. Zaroven je jasné, Ze
takto umistény par zavorek obsahuje dalsi sudé éislo (kromé &isla 2k jesté
2k + 2), které uz nebudeme moci pro umisténi zavorky vyuzit. (Nebu-
deme tedy zbyte¢nd rozmistovat zavorky pied licha ¢isla, protoze bychom
se zbavili dalsiho sudého d¢isla, pred které 1ze umistit levou z dvojice za-
vorek, jez by mély vliv na hodnotu daného vyrazu.)

Dany vyraz obsahuje celkem 50 sudych ¢isel. Muzeme tedy vybrat
nejvyse 25 dvojic po sobé jdoucich sudych ¢isel, jez obklopime zavorkami.
Tomu odpovidé 26 riznych hodnot daného vyrazu s k dvojicemi zévorek,

kde 0 £ k < 25. Prislusné hodnoty jsou —50, —48, —46, ..., 4, 2, 0

(nejmensi hodnota je 1 =243 —4+5—6+...4+99 — 100 = —50, nejvétsi

1—(24+3—4)+5—(6+7—8)+...— (98+99 — 100) = 0).
B-1l-1

Oznacime-li pro dané realné c

fe@)=clz4+c+ 14 +8z—c+2|— (2 +c—8)(z+2)
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odpovidajici po ¢astech linedrni funkci, je zfejmé, Ze rovnice f.(z) =
= 0 bude mit nekonecné mnoho celociselnych feseni, pravé kdyz bude
funkce f. identicky rovna nule na nékterém z nekonec¢nych intervala
(—o0, min(c — 2, —c — 14)) nebo (max(c — 2, —c — 14), 00). VySetfime po-
stupné obé moznosti.
a) Necht z £ min(c — 2, —c — 14), pro takové z plati
fo@) = —clz+c+14) -8z —c+2) — (2 +c—8)(z+2) =
= —c(2+ )z — 3¢ —8c = —c(z(c+2) + 3¢+ 8).
Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz ¢ = 0
(soustava ¢ 4+ 2 = 0, 3¢ + 8 = 0 nema 7adné FeSeni).
b) Necht z 2 max(c — 2, —c — 14), pro takovéa z plati
fe@)=clz+c+14)+8x —c+2) - (2 +c—8)(z+2) =
= (16 — ¢®)z — ¢ + 4c + 32.
Na tomto intervalu bude funkce f. identicky rovna nule, pravé kdyz bude
soucasné platit ¢ = 16 a ¢ — 4c — 32 = 0. Dosazenim ¢ = 16 do druhé
rovnice vychdzi ¢ = —4, coz je zfejmé jediné FeSeni obou rovnic.
Zavér. Dana rovnice mé v oboru celych ¢isel nekoneéné mnoho feSeni,
pravé kdyz ¢ = 0 nebo ¢ = —4 (v prvnim pfipadé rovnici vyhovuji
vSechna celd ¢isla © £ —14, v druhém pak vSechna celd ¢isla z = —6).

B-1I1l-2

Oznaéme A, B, C, D, E, F, G, H vrcholy zminéné krychle a V' vrchol
piilepeného jehlanu (obr. 35). Cisla napsana na boénich sténiach ABFE,

|4
7
/
—A-=->c
)
v
% |
E i F
|
Dy __{__Jc
/
/
/
A B
Obr. 35
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BCGF, CDHG, DAEH ozna¢me postupné ai, as, az a a4, Cisla na
boénich sténdch EFV, FGV,GHV a HEV pfilepeného jehlanu ozna¢me
po fadeé by, ba, b3 a by, ¢islo na podstavé ABCD oznacme c. Dale oznacme
s uvedeny spoleény soucet.

Porovnanim sou¢tt ptisluinych sténam FFV a GHV dostaneme rov-
nost a; = as, analogicky pro dalsi dvojici stén vyjde as = a4. Porovnanim
sou¢tu piislusnych sténdm ABFE a CDHG vyjde by = b3 a analogicky
pro dalsi takovou dvojici stén by = by. Porovnanim souétu prislusnych
sténam CDHG a HEV dostaneme rovnost by = ¢ + a5 a analogicky pro
dvojici stén DAHE a GHV rovnost by = ¢ + a;. Porovnanim soudti
dvou sousednich stén krychle vychazi as + a4 + by = a; + a3 + ba, neboli
2as + by = 2a; + bs, coz dosazenim z poslednich dvou ziskanych rovnosti
davéa rovnost ay = ai, a tedy také b = by = ¢ + a;. MZeme proto
psat a; = as =az = a4 =a, by = by =bz3 =by =b=a-+cazrov-
nosti souctu prislusnych podstavé a jedné z bocénich stén krychle vychazi
4a = 2a+ b+ ¢ = 3a + 2¢, takze a = 2¢, b = 3¢ a celkovy soucet vSech
Cisel je c+4a+4b = 21c. Z rovnice 21¢ = 3003 plyne ¢ = 143. Na sténach
devitisténu jsou napsana Cisla 143, 286 (Gtytikrat) a 429 (Styfikrat).

Pozndmka. Ulohu je mo7no fedit i vypsanim a naslednym FeSenim
soustavy deseti linedrnich rovnic pro devét neznamych ¢isel zapsanych
na sténach télesa a desdtou nezndmou rovnou jednotnému souctu.

B-11-3

Oznaéme S stfed strany AB a T bod dotyku polokruznice k se stra-
nou CD. Jestlize je AB zékladnou daného lichobézniku, je CD || AB
a |AB| + |BC| + |CT| = 2|AB| = 16cm (obr.36). Ozname A; kolmy

D z A T C
Ql Y

|

|

|

|

l .
A S B
Obr. 36

primét vrcholu A na pfimku CD. Protoze [T D|+|DA| = 28 cm—16 cm =
= 12cm > |AA;| + |A1T| = 8cm, lezi vrchol D na polopfimce T'A; za
bodem A;. Ozna¢me velikost |41 D| = zcm, |DA| = dem. Pro disla z,
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d dostavame soustavu rovnic d + = = 8, d®> = 22 4 42 (Pythagorova
véta pro trojahelnik AA; D), kterou snadno upravime na tvar d + z = 8,
(d—2z)(d+z) =16, tj. d+ 2 = 8, d — z = 2. Soustava mé jediné FeSeni
d =5, z = 3. Zbyvajici strany daného lichobézniku maji tedy velikosti
4cm, 11cm a 5cm.

Je-li AB ramenem daného lichobézniku ABCD, je AB L BC || AD
(obr. 37), takze obé zédkladny BC a AD se dotykaji polokruznice k v od-

c

b—d

Obr. 37

povidajicich vrcholech B a A. Ozna¢me b shodné useky tecen z vrcholu C
a d shodné tseky tecen z vrcholu D k polokruznici k. Ze znalosti obvodu
tak dostavame (v centimetrech) rovnost 28 = 8+2b+-2d neboli b+d = 10.
Z rovnobé&znosti BC' || AD plyne |b—d| = /(b + d)? — 82 = 6. Vzhledem
k soumérnosti podle osy dané polokruznice k staci uvazovat jen jednu
z moznosti, napft. b > d. Soustava b+ d = 10, b — d = 6 ma jediné feseni
b = 8, d = 2, takze zbyvajici strany daného lichobéZniku maji v tomto
pripadé velikosti 8 cm, 10cm a 2cm, coz plati i v pripadé b < d.

B-1l-4

Podle zaddni zname pfimku K N, na niz lezi vyska v,. Protoze vyska vy, je
soumérné sdruzend s v, podle osy zdkladny AB hledaného rovnoramen-
ného trojuhelniku ABC, na niz zaroveii lezi jeho tfeti vyska v., pokusime
se najit prusecik V' téchto vysek. Ten mé tu vlastnost, Ze bod L lezi na
pfimce soumérné sdruzené s v, = KN podle VM = v, (obr. 38). Jakmile
bod V najdeme, budeme zaroven znat polohu vSech t¥i vysek trojthel-
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niku ABC, takZe az na podobnost muzeme sestrojit i hledany trojahelnik
ABC.
c

vy D L

ve d M
Obr. 38

Predpokladejme, Ze bod V na pfimce KN ma pozadovanou vlastnost
(obr.39). Ze soumérnosti ptimek VL a VN podle VM plyne rovnost
vyznacenych thlt s vrcholem V. Z rovnobéznosti pfimek KN a LM
dostavame, Ze stejnou velikost mé i ithel LMV, takze trojuhelnik MV L
je rovnoramenny se zékladnou MV. Je tudiz |LV| = |LM| a bod V
najdeme jako prusecik piimky KN s kruznici k(L;|LM|). Protoze dle
predpokladu je |KL| < |KN| = |LM|, existuji takové priseciky dva.

k
V K N

Va

L M
Obr. 39

Nyni dokon¢ime konstrukci trojihelniku ABC. Nejprve sestrojime
pomocny trojthelnik A’B’C’, ktery bude stejnolehly s hledanym troj-
thelnikem ABC, a to tak, Ze na pfimce K N libovolné zvolime bod A’ # V
(na obr.40 je jako bod A’ zvolen dany vrchol K), sestrojime bod B’
soumérné sdruzeny s bodem A’ podle VM a vrchol C’, v némz kol-
mice na B’V vedend bodem A’ protne pfimku VM. Protoze méa platit
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|AB| = |KL|, trojuhelnik ABC' sestrojime uzitim té stejnolehlosti se
stfedem V, ktera znadmou tsecku A’ B’ prevede na hledanou tisecku AB

By
vV A=K 4 N
Az o
/
1 C
B
B
'L M
Obr. 40

dané délky |K L| (takové stejnolehlosti jsou dvé). Pro kazdy z moznych
bodt V' tak bude mit tloha dvé feSeni (na obr.40 trojahelniky A, B;Ch
a Ay BoCy, na obr. 41 trojthelniky A3 B3Cs a A4 B4Cy) sttedové soumérna
podle prislusného pruseciku vysek.

Cy B
/{;3
K=4_- Ay
AN N
By
Cs
L M
Obr. 41
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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1
Necht P, Q jsou kvadratické trojcleny takové, Ze tfi z kofent rovnice
P(Q(x)) = 0 jsou ¢isla —22, 7, 13. Urcete ¢tvrty kofen této rovnice.
(P. Cernek)
A-1-2

Necht K, L, M jsou po fadé vnitini body stran BC, CA, AB daného
trojihelniku ABC takové, Ze kruznice vepsané dvojicim trojihelniki
ABK a CAK, BCL a ABL, CAM a BCM maji vnéjsi dotyk. Pak plati

|BK|-|CL|-|AM| = |CK| - |AL|-|BM|.
Dokazte. (J. Svréek)

A-1-3
V oboru kladnych ¢isel Feste soustavu
VIy + Tz — T = a,

VYZ+ .\ yz —y=b,
VZT+ /2y —z = ¢,

kde a, b, ¢ jsou dand kladna cisla. (R. Horensky)
A-1-4
V roviné je ddno 1999 shodnych trojihelnikii o obsahu 1, které jsou

obrazy téhoZ trojuhelniku v rtiznych posunutich. Je-li prinikem vSech

vy

je obsah mnoziny M alesponi %. Dokazte. (M. Benes)
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A-1-5

Je dana funkce f: N — N takova, ze f(n) = 1, je-li n liché, a f(n) =k
pro kazdé sudé &slo n = 21, kde k je pfirozené &islo a [ &islo liché. Uréete
nejvétsi prirozené ¢islo n, pro néz plati

fO)+ f(2)+...+ f(n) £ 123456.
(S. Trdvnicek)
A-1-6

Je dan ¢tyfboky jehlan ABCDV s podstavou ABCD. Jeho hrany AB,
CD jsou rovnobézné a roviny ABV a CDV vzajemné kolmé. Oznacme
P patu vysky z vrcholu V na stranu AB v trojuhelniku ABV a @Q patu
vysky z vrcholu V na stranu CD v trojihelniku CDV . Dokazte nerovnost

|AV|?> + |BV|? +|CV > +|DV|? Z |PQ|* + 2(SaBv + Scpv + Spqv),

kde Sxyz znadi obsah trojahelniku XYZ. Zjistéte rovnéz, kdy plati rov-

nost. (J. Bdbela)
A-S-1
Urcete, pro ktera realnd ¢isla p ma soustava rovnic
(113 - y)2 = p2a
3 -y3=16
pravé jedno feSeni v oboru realnych cisel. (J. Bdbela)
A-S-2

Je dén trojahelnik ABC. Uvnitf jeho stran BC, CA, AB uvaZzujme po
fadé body K, L, M takové, ze tsecky AK, BL, CM se protinaji v bodé U.
Jestlize trojuhelniky AMU a KCU maji obsah P a trojuhelniky M BU
a CLU obsah @, pak P = Q. Dokazte. (J. Svrcek)

A-S-3

Urcete nejmensi prirozené &islo k, pro které plati: Vybereme-li libovol-
nych k rtznych éisel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, pak mezi vybranymi
Gisly existuji dvé, jejichz soucet nebo rozdil je 667. (J. Simsa)
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A-1l1-1
Necht P(z) je kvadraticky trojclen. Urcete viechny kofeny rovnice
P(z?+42-7) =0,

vite-li, Ze mezi nimi je ¢islo 1 a aspon jeden kofen je dvojndsobny.
(P. Cernek)

A-11-2
Je dén rovnoramenny lichobéznik UV ST, v némz 3|ST| < 2|UV|. Se-
strojte rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zékladnou AB tak, aby body
B, C lezely na ptimce V.S, bod U na pfimce AB a bod T byl tézistém
trojihelniku ABC. (P. Cernek)
A-11-3

Dokazte, Ze pro libovolna kladnd ¢isla a, b plati nerovnost

</%+§/g§ \3/2(a+b)<211-+%).

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (J. Simsa)

A-1l-4

Urcete vSechny konvexni étyfuhelniky ABCD s nasledujici vlastnosti:
Uvn<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>