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O prubéhu 54. ro¢niku matematické olympiady

Hlavnimi potradateli 54. roéniku matematické olympiady, ktery se usku-
tecnil ve skolnim roce 2004 /05, byly podobné jako v letech predeslych Mi-
nisterstvo skolstvi, mladeze a télovychovy CR, Jednota ¢eskych matema-
tikt a fyzikt a Matematicky ustav akademie véd CR. Organizaci soutéze
zabezpedil Ustiedni vybor MO, v jehoz &ele stél piedseda doc. RNDr.
Jaromir Simsa, CSc., a mistopfedsedové RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.
(pro kategorie A, B, C), doc. RNDr. Pavel Tlusty, CSc. (pro kategorie Z)
a doc. RNDr. Pavel Topfer, CSc. (pro kategorii P). Funkci tajemnika UV
MO vykonaval RNDr. Karel Hordk, CSc.

Pripravou a vybérem tloh pro jednotlivé kategorie a soutézni kola
MO jsou Ustiednim vyborem MO povéfeny dvé tlohové komise (jedna
pro kategorie A, B a C, druhd pro kategorie Z). Obé komise se schazeji
pravidelné dvakrat ro¢né (vzdy v listopadu a v kvétnu) tak, aby ve spolu-
praci se slovenskymi kolegy zabezpecily s roénim ptredstihem vybér tloh
pro dalsi roénik MO v Ceské republice a na Slovensku. Garanty vybéru
uloh v kategoriich A, B, C byli v tomto roéniku soutéze doc. RNDr.
Jaromir Sims$a, CSc., doc. RNDr. Pavel Novotnyj, CSc., a doc. RNDr.
Leo Bocek, CSc.

Letaky s tlohami I. kola 54. ro¢niku MO byly v¢as distribuovany do
skol, rovnéz komentéafre k feseni tiloh I. kola se véas a v potfebném poctu
dostaly na jednotlivé skoly.

Ustfedni kolo 54. roéniku matematické olympiady v kategoriich A a P
se uskutecnilo 3.-9. dubna 2005 v Benesové. Organizaci obou zavéreénych
kol soutéze bylo Ustfednim vyborem MO povéfeno Gymnéazium Benegov,
které ve spolupraci s KV MO Stfedoceského kraje a méstem Benesov
vytvorilo pro soutéZ vyborné podminky.

Na zakladé jednotné koordinace tiloh II. (krajského) kola bylo po-
zvano k ucasti ve III. kole kategorie A 42 nejlepsich FeSiteltt a v ka-
tegorii P 30 nejlepsich fesiteltt z celé Ceské republiky. Soutéznimi dny
pro kategorii A byly 4. a 5. duben 2005, kdy Zaci fesili tradi¢né vizdy
3 soutézni tlohy. Na feSeni kazdé trojice uloh méli vyhrazeny 4,5 hodiny
Cistého casu a pfitom kazdéd dloha byla hodnocena maximéalné 7 body.
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Soutéznimi dny III. kola v kategorii P byly 7. a 8. duben 2005. Prvni
soutézni den Tesili soutézici 4 ulohy teoretické, cely druhy soutézni den
byl vyhrazen feSeni paté, praktické tilohy.

Slavnostni zahéjeni III. kola v kategorii A se konalo v nedéli 3. dubna
ve starobylé aule benesovského gymnézia za piitomnosti PaedDr. Jaro-
slava Miillnera, nAméstka ministryné skolstvi, mladeze a télovychovy CR,
RNDr. Antonina Sochora, DrSc., feditele Matematického tistavu AV CR,
zastupc mésta BeneSov a dalsich vyznamnych predstaviteltt spolecen-
ského Zivota. Vlastni soutéz se pak konala (s vyjimkou praktické alohy
v kategorii P) v konferenénim sale hotelu Hlaska ve Zlenicich pobliZ Be-
nesova, kde byli v8ichni G¢astnici obou kategorii A i P také po celou dobu
soutéze ubytovani.

Pro volny ¢as soutézicich zajistili poradatelé hodnotny program. Po
prvnim soutéZnim dopoledni byl pro vSechny tcéastniky zajistén autobu-
sovy zdjezd do CHKO Velky Blanik, kde méli vSichni soutéZici moznost
vystoupit také na rozhlednu, kterd je postavena na vrcholu vyznamné
¢eské hory Blanik. Odpoledne druhého soutézniho dne bylo vénovano na-
vstéve blizkého zamku Konopisté. V ramci soutéze kategorie A probéhla
navic v prostorich bene§ovského gymnéazia prezentace softwaru firmy El-
kan podporovaného programem MATHEMATICA.

Vyhlaseni vysledku soutéZe probéhlo pro kategorii A ve stfedu
6. dubna 2005 a pro kategorii P v sobotu 9. dubna 2005 opét v aule be-
nesovského gymnaézia. Diky sponzorum si nejlepsi soutézici odvezli domu
z BeneSova pékné ceny. O hladky prubéh III. kola v obou kategoriich se
zaslouzili velkou mérou rovnéz ucitelé Gymnazia BeneSov v Cele s redite-
lem skoly Mgr. Zderikem Zahradnickem.

Cenu profesora Zelinky za origindlni feseni ve vysi 5 000 K¢, kterou jiz
potteti vénoval Igor Puzanov, absolvent byvalého matematického gym-
nazia W. Piecka v Praze, ziskal Zbynék Konecny z 2. roéniku Gymnazia
Brno na tridé Kpt. JaroSe za feseni prvni ulohy celostatniho kola.

Vsichni vitézové kategorie A byli pozvani k vybérovému soustiedéni
pred 46. MMO, které se uskutecnilo 18.-22. 4. 2005 v Bilovci na mistnim
Gymnéziu M. Kopernika. Zavérem tohoto soustfedéni bylo na podkladé
dosazenych vysledkt vybrano Sesti¢lenné druzstvo, které reprezentovalo
nasi republiku na 46. MMO v Mexiku. Podrobnou informaci o 46. mezi-
narodni matematické olympiddé a o 17. mezinarodni olympiadé v infor-
matice najdete na konci této rocenky.

Ustfedni vybor MO se béhem tohoto soutézniho roéniku sesel na dvou
pravidelnych jednénich, a to 10. prosince 2004 v Praze a 4. dubna 2005
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v Benesové u prilezitosti konani III. kola kategorii A a P. Na obou za-
sedanich byly kromé pravidelnych bodt programu feSeny také nékteré
zadsadni otazky tykajici se pfedevsim nového organiza¢niho radu mate-
matické olympiady.

Pro nejlepsi fesitele krajskych kol v kategoriich B a C usporadal UV
MO od 31. kvétna do 7. ¢ervna 2005 odborné soustiedéni v Jevicku,
kterého se zucastnilo 40 zaki ze vSech kraju republiky. Lektorsky se na
tomto soustfedéni podileli doc. Bogek, doc. Calda, doc. Simsa, dr. Dula,
dr. Hruby a dr. Svréek.

Podobné pro nejlepsi fesitele kategorie A uspofddal UV MO od 11.
do 17. zafi 2005 v Janskych Léaznich pfipravné soustfedéni, kterého se
zucastnilo celkem 23 pozvanych soutézicich. Zaméstnani a prednasky zde

- vedli &lenové UV MO — doc. Simsa, dr. Svréek, dr. Hordk, dr. Zhouf
a dr. Leischner.

Ustiedni vybor matematické olympiady si dovoluje zavérem upfimné
podékovat vSem zapojenym uéitelim matematiky a informatiky na stied-
nich i zakladnich gkolach v celé CR za jejich poctivou a mnohdy nadse-
neckou préci s nasimi mladymi matematickymi a informatickymi talenty.
Bez jejich pomoci si chod nejstarsi predmétové soutéze v Ceské republice
lze jen stézi predstavit. Zvlastni podékovani patii prazské firmé Elkan,
ktera se vyraznou finanéni podporou zaslouzila o vytisténi této rodenky.

Tato rocenka se od predchozich roc¢enek ponékud odliSuje svym obsa-
hem: nenajdete v ni podrobné feSeni tloh kategorie P (ty najdou vazni
zéjemci na internetové adrese http://mff.cuni.cz), zato se v ni objevuji
zadani vSech tloh kategorii Z (také bez feseni, protoze i ta v pripadé po-
tfeby najdete na webovych strankich MO). Chceme tak do rodenky MO
vratit mnoho zajimavych tloh. Ulohy ze zhruba desetiletého obdobi, kdy
se tyto tlohy v rocenkach neobjevovaly, najdete ve sbirce, kterou chysté
nakladatelstvi Prometheus.

Vyznamnym ocenénim nasich ispésnych olympionikt se uz tradi¢né
stava Preemium Bohemie, které vzdy 4. prosince udéluje na zamku Sych-
rov Nadace B. Jana Horacka Ceskému raji. V tomto roce byli mezi ocené-
nymi ve studentské kategorii FrantiSek Konopecky (30000 Ké& za zlatou
medaili na 46. MMO) Pavel Kocourek a Jaromir Kuben (15000 K¢ za
stiibrnou medaili na 46. MMO), Jakub Oprsal a Marek Pechal (10000 K&
za bronzovou medaili na 46. MMO), Ondrej Bilka a Daniel Marek
(10000 K¢ za bronzovou medaili na 17. IOI).



Projev predsedy Ustiedniho vyboru MO
pri slavnostnim zahajeni ustfedniho kola 54. roéniku MO v BeneSové

Damy a panové, vazeni hosté, mili soutézici,

dovolte, abych vés pozdravil jménem tymu lidi, ktery soutéz Matema-
tickd olympidda nejen Fidi, ale také (nebo spiSe pfedevsim) pfipravuje jeji
ulohy. Hledani novych tloh ndm pisobi zvlastni potéSeni, pti kterém se
znovu a znovu presvédcujeme, jak je nase kralovna véd rozmanitéa a svou
presnou konstrukei a netprosnou logikou ptivabné. Na diikaz toho, jak
je v dneSni dob& matematika stdle Zivd a oteviend novym otazkam, ted
uvedu jeden vyznamny vysledek matematického vyzkumu ziskany v mi-
nulém roce 2004.

Jak si jisté uvédomite, letosni letopocet 2005 neni prvodislo, je totiz
soucinem prvocisel 5 a 401. Mezi tato prvocisla muzeme vlozit dalsi dvé
prvodisla, totiz 137 a 269, kterd s nimi vytvori étyfélennou aritmetickou
posloupnost

5, 137, 269, 401.

Skuteéné, kazdé nasledujici ¢islo je vidy o 132 vétsi nez ¢islo predchozi.

Podobné prvociselné aritmetické posloupnosti jsou pfirozené tim ku-
riéznéjsi, ¢im vice maji ¢leni. Delsi priklad se zastoupenim prvodcisel 5
a 401 neexistuje. Kdyby se psal rok 2089, kterého se véfim néktefi z pri-
tomnych doziji, ukdzal bych vdm rovnou desatero prvocisel, kde kazdé
nasledujici ¢islo je o 210 vétsi nez ¢islo predchozi:

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089.

Vsimnéte si prosim, ze zminéna diference 210 je rovna soucinu 2 krat 3
krat 5 krat 7, tj. soucinu vech prvocisel mensich nez 10. Véfim, ze kazdy
z pritomnych soutézicich by rychle dokazal, Ze takovym soucinem je dé-
litelné diference kazdé deseticlenné prvociselné aritmetické posloupnosti
a ze neexistuje Zadnd nekonecénd prvociselnd aritmetickd posloupnost.
Posledni fakt okamzité vyvold v mysli matematika otazku, jak dlouhé
aritmetické posloupnosti mohou prvoéisla vytvaret. Od roku 1995 ma-
tematikové diky vykonnym pocitac¢tim znaji aritmetickou posloupnost
tvofenou 22 prvocisly. Loitiského roku byla odhalena takova posloupnost
23 prvodisel (kterd jsou mimochodem 14-, 15- a 16-mistnd). To vSak neni
za lonsky rok to hlavni. 8. dubna 2004 vystavili matematikové Ben Green
a Terence Tao na Internet preprint ¢lanku, ve kterém dokézali, ze existuji
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aritmetické prvociselné posloupnosti libovolné délky. 1 kdyz tedy zadnou
takovou posloupnost, kterd ma vice nez 23 ¢lent, nezndme, mame jiz
jistotu, ze takové priklady existuji. Je to krasny priklad situace, kterou
se matematika vyznamné odlisuje od jinych pfirodnich véd.

Ani zminény vysledek neuzavira problematiku prvodiselnych aritme-
tickych posloupnosti definitivné. MtzZeme se naptiklad ptat, jak dlouhé
mohou byt aritmetické posloupnosti po sobé ndsledujicich prvocisel, jako
je napriklad prvoéiselné kvarteto

251, 257, 263, 269.

Jaké je odpovéd na tuto otdzku, zatim nevime. Zndme vSak jiz desatero
po sobé jdoucich prvocisel, ktera tvori aritmetickou posloupnost (jejiz
diference je mimochodem rovna pfimo &slu 210). Zépis téchto prvocisel
vam ale nyni neukazi, kazdé z nich ma totiz v desitkové soustavé 93 ¢islic.

Chtél bych jesté dodat, Ze oba matematikové Green a Tao jsou mladsi
tFiceti let a Ze druhy z nich tfikrat soutézil v australském druZstvu na
Mezindrodni matematické olympiddé. Bylo to v letech 1986, 1987 a 1988,
kdyz mu bylo 11 az 13 let a kdy ziskal postupné bronzovou, stfibrnou
a zlatou medaili.

Mili mladi préatelé, snad toho ptili§ neprozradim, kdyz feknu, Ze i na
vas v pfistich dvou dnech ¢eké jedna tiloha o aritmetickych posloupnos-
tech. Pfi feSeni nejen této tlohy, ale i péti ostatnich soutéZnich tloh vam
preji hodné aspéchi.



Tabulka 1
Poéty zaku stfednich $kol soutéZicich v I. kole 54. roéniku MO

. Kategorie
Kraj A B C P Celkem
s U|S U|S U|S U S U
Praha 126 63| 87 38143 78| 14 14 370 193
Stredocesky 71 40| 87 39| 85 31 19 14 262 124
Jihocesky 68 39| 51 35| 66 49 6 6 191 129
Plzensky 27 23| 34 19| 42 34 5 3 108 79
Karlovarsky 13 10| 12 6| 19 13 0 0 44 29
Usteck)" 35 29| 49 20 52 29 0 0 136 78
Liberecky 47 13| 62 20| 44 14 10 10 163 57
Kralovéhradecky 34 19| 37 25| 43 29 7 4 121 77
Pardubicky 34 21 28 17| 39 25 10 10 111 73
Vysoc¢ina 61 43| 45 32 75 45 20 10 201 130
Jihomoravsky 190 96 | 111 49| 171 103 | 16 16 488 264
Zlinsky 124 38| 75 22 93 64 8 8 300 132
Olomoucky 32 14| 48 16| 52 32 1 1 133 63
Moravskoslezsky 42 24| 50 29| 60 45| 23 23 175 121
CR 904 472 | 776 367 | 984 591 | 139 119 | 2803 1549
Tabulka 2
Pocty zaku stfednich kol soutéZzicich v II. kole 54. roéniku MO
) Kategorie
Kraj A B c P Celkem
S U S U S U|S U S U
Praha 56 17| 34 14 69 32| 14 5 173 68
Stredocesky 40 31 39 6 31 10| 13 4 123 23
Jihoéesky 37 3| 32 12 44 15 6 2 119 32
Plzensky 21 5| 18 3 34 22 3 1 76 31
Karlovarsky 10 3 6 2 13 4 0 0 29 9
Ustecky 24 31 20 5 28 14 0 0 72 22
Liberecky 13 4 15 4 14 5 10 2 52 15
Kralovéhradecky 19 71 23 9 28 14 4 1 74 31
Pardubicky 20 7 16 4 25 8 10 4 71 23
Vysoéina 40 11 25 6 40 20 8 6 113 43
Jihomoravsky 90 21 45 25 84 29 12 5 231 80
Zlinsky 37 3 21 3 45 27 8 6 111 39
Olomoucky 14 6| 13 6 29 13 1 0 57 25
Moravskoslezsky 24 11| 29 10 45 25| 23 2 121 48
CR 445 104 | 336 109 529 238 | 112 38 | 1422 489
S ... pocet vSech soutézicich U ... polet uspésnych fesitelt
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Nejuspésnéjsi fesitelé II. kola MO
v kategoriich A, B, C a P

7 kazdého kraje a z kazdé kategorie jsou dle dostupnych vysledki uvedeni
vSichni Gspésni fesitelé, ktefi skoncili do desidtého mista. Oznaceni G
znamena gymnazium.

00268 OPREOGESES KrajPraha TR E R

Kategorie A

. Pavel Kocourek, SPSST, Praha 1, Panské
. Mikuld$ Peksa, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Jan Drasnar, G J. Keplera, Praha 6

Miroslav Hlavdc¢, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Petr Cermdk, G J. Heyrovského, Praha 5

Tomas Hejda, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Radek Zlebéik, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Jan Lachnitt, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Miroslav Koldr, G Praha 4, Na Vitézné plani

Ondrej Prikryl, G Praha 1, Truhlafska
Frantisek Sedlak, G E. Krasnohorské Praha 4

Kategorie B

. Jan Jelinek, G Praha 4, Konstantinova

Lukds Malina, G Ch. Dopplera, Praha 5
Jakub Mrva, G J. Heyrovského, Praha 5

. Jindrich Helcl, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Jan Prech, G Praha 7, Nad Stolou

Adam Rdz, G Praha 4, Budgjovicka
Michal Rolinek, G J. Keplera, Praha 6

. Michal Jex, G J. Heyrovského, Praha 5
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Hoang Tran Minh, G Ch. Dopplera, Praha 5
10. Sdrka Gregorovd, G Praha 6, Nad Aleji

Kategorie C

1.-2. Tomads Hrebejk, G Praha 4, Pisnicka
Alena Skdlovd, G Praha 4, Na Vitézné plani
3. Hoang Vo Viet, G Praha 4, Na Vitézné plani
4. Lukds Drdpal, G Ch. Dopplera, Praha 5
7. Erik Derner, G Praha 5, Nad Kavalirkou
Marek Maska, SPSST, Praha 1, Panska
Martina Mazurovd, G Praha 9, Chodovicka
8. Petr Janouch, G Praha 8, Ustavni
9.-10. Marie Hamplovd, G Praha 8, Ustavni
Eliska Sabartovd, G Praha 5, Nad Kavalirkou

Kategorie P

. Daniel Marek, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Roman Smrz, G E. Krasnohorské Praha 4

. Petr Sobéslavsky, G J. Heyrovského, Praha 5
. Pavel Kocourek, SPSST, Praha 1, Panska

. David Holari, G Praha 10, Vodéradska

G W N =

sesoevsoeocsess Stfedofeskykraj sseeo 0 ece0ases
Kategorie A

1. Richard Reznicek, G Cesky Brod
. Viclav Gergelits, G Benesov
3. Petr Balek, GJB Beroun

Do

Kategorie B

1. Petr Fojti, G BeneSov
2. Lenka Slavikovd, G Mnichovo Hradisté
3.—4. Milo§ Broulik, G Mlada Boleslav
Petr Stratil, Sport. G a G Kladno
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. Stanislav Vdvra, G Vla§im

. Rudolf Rosa, G Kladno, ndm. E. Benese

Kategorie C

. Tomd$ Gergelits, G Benesov

Josef Miiller, G dr. J. Pekafe, Mlada Boleslav

3. Matous Machdcek, G Ricany

(el B

1

2

3.4

& & 8 &
1

2.-3
1.
2.-4.
5.

. Lucie Pokornd, G Slany

Tomds Vorel, G BeneSov

. Ota Kukral, G dr. J. Pekare, Mlada Boleslav
. Pavla Balikova, G Pribram

. Lukd$ Beran, G BeneSov

9.-10.

Kristina Labudovd, GJO Kutna Hora
Helena Zristovd, G Kolin

Kategorie P

. Martin Zrcek, G BeneSov
. Jan Prochdzka, Dvotakovo G a OA, Kralupy nad Vltavou
. Miroslav Kratochvil, G a SPedS Caslav

Lukds Mach, Sport. G a G Kladno

ssecevseoeves Jholeskjkraj s s ocevecesssose
Kategorie A

Jan Kuchat, G PdeC Tabor

. Jir{ Blazek, G JVJ Ceské Budéjovice

Karel Vicha, G Cesky Krumlov

Kategorie B

Radim Hosek, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Milos Chaloupka, G PdeC Tabor

Adam Kabela, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Martina Urbanovd, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
Michal Pavelka, G Strakonice

13



6. Jiri Blazek, G JVJ Ceské Budgjovice
7.-8. Karel Chuchel, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Zdenék Vosta, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
9. Josef Pihera, G Strakonice
10.-11. Jan Broulim, SPS a VOS Pisek
Jan Junek, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Kategorie C

. Libor Peltan, G Ceské Budéjovice, Ceska
. Frantisek Batysta, G JVJ Ceské Budéjovice
. Karolina Maskovd, G Sobéslav
Petr Petrous, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Lukds Mares, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
. Jan Hermann, G Cesky Krumlov
. Michal Kuna, G JVJ Ceské Budéjovice
Ludék Mika, G Strakonice
Matéj Novotny, G VN Jindfichiiv Hradec
10.-11. Michal Kunes$, G Strakonice
Magdaléna Zoubkovd, G PdeC Tabor

© O U W N

Kategorie P

1. Josef Pihera, G Strakonice
2. Jiri Viclavik, G Strakonice

* 6 S e B ET e O S OSD Plzeﬁsk)'rkraj «epasvOCOSIESEOSBOE
Kategorie A

1. Pavel Patdk, G SuSice
2.-3. Stanislav Haviar, G Klatovy
Ondrej Hort, G Plzen, Mikulasské nadm.
4.-5. Jakub Bulin, G Plzen, Mikulasské nam.
Daniel Soutner, G L. Pika, Plzen

14



Kategorie B

—

. RiZena Janoutovd, G Plzen, Mikul4dsské nam.
. Krystof Touska, G Klatovy
. Petra NoZickova, G Plzen, Mikuldsské ndm.

w N

Kategorie C

1. Viastimil Setka, SPS elektro, Plzeti

2. Milan Hajiman, G Plzen, Mikulasské nam.

3. Tran Thu Trang, G Plzen, Mikuldsské nam.

4.-8. Martin Cdbal, G Plzeni, Mikulasské nam.

Tomds Cechura, G Plzen, Mikul4dsské nam.
Jindrich Havlik, G Plzen, Mikuldsské ndm.
Van Mingh Nguyen, G Tachov
Jana Sternerovd, G Stiibro

9. Miroslav Vomdcka, G Plzen, Mikulasské nam.

10.-14. Daniela Cdbalovd, G Plzeni, Mikulasské nam.

Daniel Duda, G L. Pika, Plzeii
Josef Michalek, G Plzen, Mikulasské nam.
Jan Skach, G Plzeii, Mikulagské nam.
Helena Taldnovd, G Rokycany

Kategorie P

1. Jan Buldnek, G J. Vrchlického, Klatovy

T EEEEEEEEEEY Karlovarsk}"kraj Y R R R R
Kategorie A
1. Petr Zdcek, Svobodna chebska skola

2.-3. Eva Cernohorskd, Prvni ¢eské G Karlovy Vary
Stépdn Trojinek, G Cheb

15



Kategorie B

1. Stépdn Masdk, Prvni &eské G Karlovy Vary
. Radek Hajek, G Cheb

[

Kategorie C

. Marek Pospisil, G Cheb

. Jaroslav Zdk, Prvni éeské G Karlovy Vary

. Lukds Vitovec, Prvni ¢eské G Karlovy Vary
. Jan Maticka , G Cheb

. Jakub Vanik, G Cheb

DU W N~

® 60O B0 CREREOOSEO Usteck)’lkraj B P06 SISO BB S SE
Kategorie A

1. Daniel Petrik, G Most, Cs. armady
"2.-3. Martin Fiala, G Teplice, Cs. Dobrovolcti
Michaela Tichd, G Chomutov, Mostecka

Kategorie B

1. Martin Obr, G Chomutov, Mostecka
2.-3. Daniel Simsa, G J. Jungmanna, Litoméfice
Cao Bien Thuy, G Usti nad Labem, Stavbait
4. Pavel Eger, G Litvinov, Studentska
5. Martin Cerny, SPS a VOS, Chomutov

Kategorie C

1. J. Stovicek, G Teplice, Cs. Dobrovolcii

2. Jan Capek, G Duchcov

4. Jan Mudrusika, G Usti nad Labem, Stavbait
Martin Serg, G Podbotany

5.-7. M. Korec, G Teplice, Cs. Dobrovolct

Nicole Mertinovd, G Usti nad Labem, Stavbai

Pavla Cimrovd, G Roudnice nad Labem

16



. Jiti Mudrurika, G Usti nad Labem, Stavbaii
. T. Kozdk, G Teplice, Cs. Dobrovolct

Tomds Pajma, G Most, Cs. armady
Jan Tran, G Podbofany
Martin Zizka, G Roudnice nad Labem

. Katerina Gotfriedovd, G V. Hlavatého Louny
. Eliska Cernd, G Lovosice

sswveoovesee Libereckykraj s eevsvescese

Kategorie A

. Ondiej Soroka, G F.X. Saldy, Liberec

2. Vitézslav Zabka, G F. X. Saldy, Liberec

=W N

. Tomds Jakoubek, G a SPeGS Liberec, Jeronymova.

Lukds Jezek, G F.X. Saldy, Liberec

Kategorie B

. Hana Bendovd, G Ceska Lipa

. Tomds Kobrle, G Jilemnice

. Martin Cerny, G Jilemnice

. Tomds Holman, G Dr. Randy, Jablonec n. N.

Kategorie C

. Vit Jakimiv, SPSSE, Liberec
. Robert Brunetto, SPSSE, Liberec

Michal Smrha, G Dr. Randy, Jablonec n. N.

. Pavel Beran, G Jablonec, U Balvanu
. Tomds Ndcovsky, G a SPeGS Liberec, Jeronymova

Kategorie P

. Michal Vaner, G Turnov
. Jan Hrnéir, G F.X. Saldy, Liberec

17
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Kategorie A

. Katerina Fiserova, LG Ji¢in

Jana Kasparovd, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Radek Moravec, G B. Némcové, Hradec Krélové
. Michal Svagerka, G J.K. Tyla, Hradec Kréalové
. Ale§ Balcar, G B. Némcové, Hradec Kralové

Jan Marek, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Jan Bednar, COP Hronov

Kategorie B

. Pavel Kuchyria, G B. Némcové, Hradec Kralové

Martin Petr, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

. Adam Poldk, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

. Jana Zaydlarovd, G Dvir Krélové

. Marek Buday, G B. Némcové, Hradec Krélové
. Jit'i Cabal, SPS Dvir Kralové

. Michal Capek, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

. Jakub Dunddlek, JG Néachod

Lukd$ Novotny, G J.K. Tyla, Hradec Krélové

Kategorie C

. Jiri Ricar, G J.K. Tyla, Hradec Kralové
. Lukds Ldnsky, G J.K. Tyla, Hradec Krélové
. Karel Jdra, JG Néchod

Jakub Zajic, G J.K. Tyla, Hradec Kréalové

. Petr Poldk, JG Néachod
. Martina Zajicovd, JG Nachod
. Jakub Kaplan, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

Petr Kubiznidk, G Dvur Kralové

. Martin Michdlek, G J. K. Tyla, Hradec Krélové
10.-11.

Jiri Marsik, G J. K. Tyla, Hradec Krélové
Adriana Smidovd, G J.K. Tyla, Hradec Krélové



Kategorie P

1. Oto Petrik, G Vrchlabi

ssesesoescosess Pardubickykraj ecescccocesces
Kategorie A

1. Vojtéch Novotny, G Chrudim
2. Barbara Scholleovd, G Pardubice, DaSicka
4. Miroslav Klimos, G Lanskroun
Marek Scholle, G Pardubice, Dasicka
. Tereza KlimoSovd, G Lanskroun
. Jakub Kutilek, G Pardubice, Dasicka
7. Kristyna Stodolovd, G Policka

(=2

Kategorie B

. Marek Scholle, G Pardubice, Dasicka

. Lubomir Stépdnek, G Pardubice, Dagicka
. Lucie Pekatovd, G Litomysl

. Tomds Popeldt, G Zamberk

=W =

Kategorie C

1. Frantisek Kaliban, G Litomy$l
2.-3. Miroslav Klimo§, G Langkroun
Martin Schmid, G Ceska Tiebova
4.-5. David Hesoun, G Policka
Matéj Soukup, G Ceska Tiebova
6. Petra Sirtckovd, G Policka
7. Tereza Junkovd, G Policka
8. Martin Basovnik, G Policka

Kategorie P

1. Miroslav Klimos, G Lanskroun
2. Martin Dobroucky, G Moravskd Trebova
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4.-5

. Marek Scholle, G Pardubice, Dasicka
. Tereza KlimosSovd, G Lanskroun

"R EEEEEEE Kraijsoéina s oo s 85w

Kategorie A

. Ondrej Krivdnek, G Trebid

. Tomds Jedlicka, G Ttebi¢

. Ales Rdda, G Pelhfimov

. Hana Dohnalovad, HG Havlicktav Brod

Michaela Krpalkovd, G Jihlava

6. Martin Kohout, G Ttebi¢

D UL W N

20

. Ondiej Hoferek, G Zdar nad Sazavou

Rostislav Kvads, G Jihlava

Karel Lavicka, G Jihlava

Martin Tomec, G Ttebic

Ladislav Zvonik, G Zdar nad Sazavou

Kategorie B

. Mirek Docekal, G Jihlava

. Dana Dohnalovd, HG Havlicktv Brod
. Miloslav Sobotka, G Zd4r nad Sazavou
. Petr Kratochvil, G Svétla nad Sazavou
. Tomas Herceg, G Ttebic

. Jan Korbel, G Jihlava

Kategorie C

. Matéj Klusacek, G Trebic
. Jan Madca, G Ttebic

Michal Kozdk, G Jihlava

. Tomds Pejchal, G Zdar nad Sazavou
. Anna Nedéléevovd, G Pelhfimov

. Karel Bartak, G Lede¢ nad Sazavou

Jiri Matldk, G Jihlava
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Jan Rosecky, G Zdar nad Sazavou
Darina Souckovd, GOB a SOS Tel¢

Kategorie P

. Zbynék Falt, G Zdar nad Sazavou
. Martin Tomec, G Trebic

Viclav Vacek, G Trebic

. Petr Kratochvil, G Svétla nad Sazavou
. Tomas Herceg, G Trebic

Martin Jonds, SPS Jihlava

seseesees Jihomoravsky kraj = » ¢ s o o =

Kategorie A

. Jakub Oprsal, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Jaromir Kuben, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Zbynék Koneény, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Martin Vejndr, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Alexandr Picha, G Brno, tt. Kpt. Jarose

Michal Rychnovsky, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Martin K¥ivdnek, G Brno, ti. Kpt. Jarose

Jan Uhlik, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Milos Minaik, SPSs Brno, Sokolska

Vojtéch Riha, G Brno, té. Kpt. Jarose
Jiri Zelinka, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Kategorie B

. Jiti Rihdk, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Zbynék Koneény, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Martin Chvdtal, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Ondrej Budik, G Brno, tf. Kpt. JaroSe

Lucie Fabrikova, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Karel Otto, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Hana Jirkid, G Brno, T. Novakové

Petr Velan, G Brno, tf. Kpt. JaroSe
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. Ondrej Bouda, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Tomds Jelinek, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Jan Kominek, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie C

. Petr Fiala, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Vojtéch Robotka, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Jaroslav Smid, G Brno, ti. Kpt. Jarose

. Jaroslav Novotny, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Jan Kovadr, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Vaclav Plihal, G Brno, Barvicova

. Jan Bdca, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Pavel Urbdanek, G Brno, Viderniska

. Jan Brandejs, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Vojtéch Ivici¢, GML Brno, Zizkova
Jakub Knoflicek, G Kyjov

Adam Koldr, G Kyjov

Jan Kotrla, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Tomas Orsava, G Brno, tf. Kpt. JaroSe
Adam Riha, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Martin Skalsky, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Kategorie P

. Martin Vejndr, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Jan Rygl, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Jirt Appl, G Brno, Vejrostova

Martin Hradil, G Brno, Vejrostova

. Jiri Zelinka, G Brno, tf. Kpt. Jarose

e e evo0eses e e Z]_insk)'fkraj S PO 06 OH2GEHB OSSP

Kategorie A

. Marek Pechal, G Zlin, Lesni étvrt

2. Ales Holub, G Uherské Hradisté

22
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. Stanislav Basovnik, G Kromériz

. Pavel Salom, G Roznov pod Radhostem
. Ondra Bilka, G Zlin, Lesni ¢tvrt

. Jiri Machdlek, G L. Jarose, HoleSov

. Michal Cudrndk, G L. Jarose, HoleSov

. Zbynék Savara, G Uhersky Brod
. Jan Vidria, G Zlin, Lesni &tvrt

Kategorie B

. Petr Dlabaja, G L. JaroSe, HoleSov

. Josef Zila, G Zlin, Lesni &tvrt

. Petr Haloda, G Uherské Hradisté

. Michal Krajriansky, G Zlin, Lesni étvrt
. Jan Hordéek, G Zlin, Lesni ¢tvrt

Kategorie C

. Martina Rosikovd, G Zlin, Lesni ¢tvrt
. Filip Bartek, G RoZnov pod Radho$tem

Petra Papezikovd, G L. Jarose, HoleSov
Alzbéta Pechovd, GaOA Valasské Klobouky

. Magdaléna Benickovd, G Uhersky Brod
. Petr Maridk, MG Vsetin

Tomds Smetka, G L. JaroSe, HoleSov
Jiri Vaclavik, MG Vsetin

Petr Vévoda, G Jana Pivecky, Slaviéin
Martin Zapletal, G L. Jarose, Holesov

Kategorie P

. Jan Pelc, G Uhersky Brod

Ondrej Bilka, G Zlin, Lesni ¢tvrt

. Stanislav Basovnik, G Kromé&riz
. Martin Konicek, G Uhersky Brod

23
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. Marek Blahus, G Uherské Hradisté
. Pavel Ktupala, G Zlin, Lesni ¢tvrt

s 5 @08 BeBeS Olomouck)'rkraj 66 O 9 B TOHE D E QD

Kategorie A

. Matéj Pilat, SGO, Olomouc
. Jirt Horky, G J. Skody, Pferov

Tomas Javurek, G Jesenik

. Zdenék Cernohouz, SGO, Olomouc

Anezka Faltynkovd, G J. Skody, Pierov

. Zuzana Drizgovd, G Lipnik nad Becvou

Kategorie B

. Anezka Faltynkovd, G J. Skody, Pferov
. Tomds$ Javirek, G Jesenik

. Markéta Paloncijovd, G Sumperk

. Ondrej Klabal, G J. Wolkera, Prostéjov
. Petr Hosek, G Zéabich

. Jakub Zouhar, SGO, Olomouc

Kategorie C

. Jan Havlicek, G Zabieh
. Petr Kunc, G Unicov
. Lukd$ Bednatik, SGO, Olomouc

Eva Rolincovd, G Hranice

. Dita Prikrylovd, G J. Skody, Pferov
. Martin Juren, G Kojetin
. Michal Havrila, G Jesenik

Pavla Kosovd, G Sternberk

. Jan Machaéek, G Jesenik

Martin Sefl, G Unicov
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Kategorie A

. Zuzana Safernovd, G M. Kopernika, Bilovec
. Jaroslav Hancl, G M. Kopernika, Bilovec

. Josef Zabensky, G M. Kopernika, Bilovec

. Jakub Dvorsky, G M. Kopernika, Bilovec

. Adam Kubetta, G M. Kopernika, Bilovec

Vit Orava, G M. Kopernika, Bilovec

. Michael Kucera, G M. Kopernika, Bilovec

Pavel Motloch, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

. Miloslav Holik, G M. Kopernika, Bilovec

Cyril Hrubis, G M. Kopernika, Bilovec
Tomas Javirek, G Jesenik

Kategorie B

. Miroslav Stufka, G M. Kopernika, Bilovec
. Petr Dluho$, Mendelovo G Opava

Pavel Motloch, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

. Tomas Jeziorsky, G M. Kopernika, Bilovec
. Jakub Hromddka, G Frydlant n. O.

Lukads Merta, G Frenstat pod Radhostém

. Petr Slovdk, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
. Vit Orava, G M. Kopernika, Bilovec
. Tomds Princ, G Ostrava, Cs. exilu

Jan Sebetovsky, VOS, SOS a SOU Kopfivnice

Kategorie C

. Tomds Toufar, G M. Kopernika, Bilovec

Daniel Vopalecky, G Ostrava, F. Hajdy

. Petr Cheng Sirui, Matiéni G Ostrava
. Kldra Krejcickovd, Matiéni G Ostrava

Jan Ohnheiser, SPSE Ostrava, Kiizikova

. Viclav Mardk, G Ostrava, Cs. exilu

Libor Smejkal, Mendelovo G Opava

. Matéj Stépdnek, G P. Bezrude, Frydek-Mistek
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9.-12. Jiri Harasim, G M. Kopernika, Bilovec

26

Tomas Racek, G M. Kopernika, Bilovec
Martin Sieber, G Orlova
Silvestr Tkac¢, G Frenstat pod Radhostém

Kategorie P

1. Pavel Motloch, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
2. Cyril Hrubis, G M. Kopernika, Bilovec



11.
12.
13.-14.

15.-19.

Vysledky celostatniho kola 54. roéniku MO
kategorie A

Vitézové

. Frantisek Konopecky, 8/8, G L. Jarose, Holesov
. Ondrej Bilka, 3/4, G Zlin, Lesni &tvrt

Marek Pechal, 7/8, G Zlin, Lesni étvrt

. Jakub Oprsal, 3/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Marek Scholle, 6/8, G Pardubice, Dasicka
. Jaroslav Handl, 3/4, G M. Kopernika, Bilovec

Jaromir Kuben, 3/4, G Brno, ti. Kpt. Jarose

. Michal Svagerka, 4/4, G J.K. Tyla, Hradec Kralové
. Pavel Kocourek, 4/4, SPSST Praha 1, Panska

Martin Ktivanek, 3/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Dalsi iispésni Tesitelé

Mikulas Peksa, 4/4, G Ch. Dopplera, Praha 5
Zbynék Konecny, 2/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Stanislav Basovnik, 8/8, G Kromériz

Alezandr Picha, 3/4, G Brno, ti. Kpt. Jarose
Jan Drasnar, 8/8, G J. Keplera, Praha 6

Ales Holub, 8/8, G Uherské Hradisté

Pavel Patdk, 8/8, G Susice

Michal Rychnovsky, 4/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Pavel Salom, 7/8, G Roznov pod Radhostém

31b.
28b.
28b.
27b.
26b.
25b.
25b.
21b.
19b.
19b.

18b.
17b.
16b.
16 b.
15b.
15b.
15b.
15b.
15b.
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10.
11.-12.

13.
14.
15.

Vysledky celostatniho kola 54. roéniku MO
kategorie P

Vitézové

. Zbynék Falt, 8/8, G Zdar nad Sazavou

. Jan Buldnek, 8/8, G J. Vrchlického, Klatovy

. Ondrej Bilka, 3/4, G Zlin, Lesni ¢tvrt

. Daniel Marek, 3/4, G Ch. Dopplera, Praha

. Jan Pele, 3/4, G J. A. Komenského, Uhersky Brod
. Roman Smrz, 5/8, G E. Krasnohorské, Praha

Michal Vaner, 7/8, G Jana Palacha, Turnov

Dalst ispésni tesitelé

. Stanislav Basovnik, 8/8, G KroméFiz

Martin Vejndr, 8/8, G Brno, ti. Kpt. Jarose
Josef Pihera, 6/8, G Strakonice

Martin Dobroucky, 8/8, G Moravska Ttebova
Cyril Hrubis, 3/4, G M. Kopernika, Bilovec
Miroslav Klimos, 4/8, G Lanskroun

Pavel Kocourek, 4/4, SPSST Praha 1, Panska
Pavel Motloch, 4/6, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

47b.
46 b.
44b.
41b.
39b.
33b.
33b.

29b.
29b.
28 b.
26b.
26 b.
24b.
23b.
22b.



Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Necht a, b, ¢, d jsou takova realna ¢isla, ze a+d = b+ c. Dokazte nerovnost
(a=b(c—d)+(a—c)(b-d)+(d—a)(b—c) 20.
(E. Kovac)

C-1-2

Zjistéte, pro ktera pfirozena éisla n (n 2 2) je mozno z mnoziny {1,2, ...,
n — 1} vybrat navzdjem razné suda ¢isla tak, aby jejich soucet byl déli-
telny Cislem n. (J. Zhouf)

C-1-3

V libovolném konvexnim étyftahelniku ABCD oznaéme E stred stra-
ny BC a F stfed strany AD. Dokazte, Zze trojuhelniky AED a BFC
maji stejny obsah, pravé kdyz jsou strany AB a CD rovnobézné.

(J. Simsa)

C-1-4

Tti ctyfmistnd ¢isla k, [, m jsou stejného tvaru ABAB (tj. ¢islice na
misté jednotek je stejnd jako ¢islice na misté stovek a ¢islice na misté
desitek je stejnd jako ¢islice na misté tisict). Cislo I m4 é&islici na misté
jednotek o 2 vétsi a ¢islici na misté desitek o 1 mensi nez &islo k. Cislo m

je souctem déisel k a [ a je délitelné deviti. Uréete viechna takova cisla k.
(T. Joska)
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C-1-5

Urdete pocet vSech trojic dvojmistnych prirozenych éisel a, b, ¢, jejichz
souc¢in abc mé zapis, ve kterém jsou vSechny déislice stejné. Trojice lisici
se pouze poradim Cisel povazujeme za stejné, tj. zapocitavame je pouze
jednou. (J. Simsa)

C-1-6

V trojuhelniku ABC se stranou BC délky 2cm je bod K stfedem
strany AB. Body L a M rozdéluji stranu AC na tfi shodné tsecky. Troj-
uhelnik K LM je rovnoramenny a pravouhly. Urcete délky stran AB, AC

vsech takovych trojuhelnikt ABC. (P. Leischner)
C-S-1
Najdéte vsechny trojice celych éisel z, y, z, pro které plati
T+ yz = 2005,
y+ xz = 2006.
(J. Simsa)
C-S-2
Pro ktera pfirozena &isla n lze z mnoZiny {n,n+1,n+2,...,n2} vybrat

étyti navzdjem rizna &isla a, b, ¢, d tak, Ze plati ab = cd?  (J. Simsa)

C-S-3

Je dédna usecka AB. Sestrojte bod C tak, aby se obsah trojihelniku ABC
- rovnal 1/8 obsahu S ¢tverce o strané AB a soudet obsahil étvercti o stra-

nich AC a BC se rovnal S. (A. Jancatik)

c-un-1

Urcete cislice z, y, z tak, aby platila rovnost

I+y_
z

z’yx)

kde Z;yz znadi Cislo slozené ze z jednotek, y desetin a x setin.

(J. Zhouf)
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C-1-2
Ke kazdému pfirozenému ¢islu n > 2 najdéte aspon jednu dvojici riznych

prirozenych ¢isel p, g tak, aby ¢islo — bylo aritmetickym primeérem cisel
n

1 1

—a-—. (L. Bocek)

q

S

cC-1n-3

Libovolnym vnitfnim bodem P thlopficky AC daného obdélniku ABC D
jsou vedeny rovnobézky s jeho stranami, které protinaji asecky AB, BC,
CD a DA po tadé v bodech K, L, M a N. Dokazte, Ze
a) pfimky LM a KN jsou rovnobézky,
b) vzdalenost rovnobézek LM a KN je konstantni (nezavisi na volbé
bodu P),

c¢) pro obvod o étyfthelniku K LM N plati nerovnost o = 2|AC].

(J. Svrcek)

C-1-4

Popiste konstrukei lichob&zniku ABCD se zdkladnami AB a CD, kte-
rému je moZno opsat kruznici s polomérem r = 5 cm, je-li dana vzdalenost
d = 2 cm jejiho stiedu od priseciku thlopticek a [« BAC| = 70°.

(E. Kovac)

31



ReSeni tiloh

C-1-1
Vyjadiime-li z rovnosti v predpokladu napf. d = b+ ¢ — a a dosadime-li
tuto hodnotu do levé strany dokazované nerovnosti, postupné dostaneme:
(a=b)a=b)+(a—c)(a—c)+ (b+c—2a)(b—c) =
=a% - 2ab+ b* + a® — 2ac + ¢ + b% + be — 2ab — be — 2 + 2ac =
= 2a? — 4ab + 2b? = 2(a® — 2ab + b?) = 2(a — b)%.

Tento vyraz je nezdporny pro vSechna redlnd disla a, b, ¢imZ je dana
nerovnost dokazana.

Jiné FeSeni. Nejprve ponechdme podminku a + d = b + ¢ stranou
a ukazeme, Ze vyraz z levé strany dokazované nerovnosti lze upravit na
soucin. Prvni ¢ast vyrazu, soucin (a—b)(c—d), je roven nule v pfipadech,
kdy a = b nebo ¢ = d; druhé ¢éast vyrazu, soucet (a — ¢)(b —d) + (d —
—a)(b — ¢), ma rovnéz v obou pfipadech a = b, ¢ = d nulovou hodnotu,
takze musi byt délitelny soucinem (a — b)(¢ — d). Presvédéime se o tom
roznasobenim a naslednym postupnym vytykanim:
(a=c)b—d)+(d—a)(b—c) =

= (ab — bc — ad + ¢d) + (bd — ab — cd + ac) =

= (=bec+bd) + (—ad + ac) = —=b(c — d) + a(c — d) =

= (a —b)(c—d).

Dokazovana nerovnost méa proto tvar
2(a —b)(c—d) 20,
do kterého nyni dosadime ¢ — d = a — b. Dostaneme tak nerovnost
2(a —b)2 >0,
ktera plati pro vSechna realna &isla a, b. Tim je dand nerovnost dokdzéana.
E=1-2

Je-li n sudé a v dané mnoziné jsou suda ¢isla 2 a n—2, pficemz 2 < n—2,
je jejich soulet 2 + (n — 2) = n délitelny ¢islem n. Z podminky 2 < n—2
tedy plyne, Ze vSechna sudé ¢isla n > 4 vyhovuji podmince dlohy.
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Z mnozin {1} (pro n = 2) a {1,2,3} (pro n = 4) ziejmé nelze poza-
dovany vybér provést.

Je-li n liché, miZeme pro n > 7 z dané mnoziny analogicky vybrat
tfi sudd éisla 4, n — 3, n — 1, pfifemz 4 < n — 3 < n — 1, se souctem
4+ (n—3) 4+ (n — 1) = 2n, ktery je délitelny cislem n.

Z mnozin {1,2} (pro n = 3), {1,2,3,4} (pron =5) a {1,2,3,4,5,6}
(pro n = 7) zfejmé nelze vybrat ani dvé, ani tfi rizna suda cisla s poza-
dovanou vlastnosti.

Podmince tlohy vyhovuji &islo n = 6 a vSechna pfirozend ¢&isla n 2 8.

C-1-3

Piicka EF daného étyiahelniku ABCD je v kazdém z trojtahelniki AED
i BFC téznici (obr.1), coZ znamend, Ze pro jejich obsahy plati

S(AED) = 2S(FED) = 2S(FEA),

S(BFC) = 2S(FEC) = 2S(FEB). (1)

D 9

Obr. 1

Oba trojuhelniky FED, FEC maji spoleénou stranu FE a jejich
obsahy jsou stejné, pravé kdyz CD || FE. Podobné i trojuhelniky FEA,
FEB maji spoleénou stranu F'E a jejich obsahy jsou stejné, pravé kdyz
AB || FE. Proto maji-li trojuhelniky AED a BFC stejny obsah, je
CD || FE a AB || FE, tedy AB || CD.

Je-li obrécené AB || CD, je stiedni pficka E'F' lichobéZniku ABCD
rovnobézna s obéma zakladnami AB a CD, takze dle pfedchozi uvahy
S(FED) = S(FEC) a podle (1) také S(AED) = S(BFC). Tim je
tvrzeni ulohy dokazano.
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C-1-4

Aby bylo &islo m = CDCD délitelné deviti, musi byt soudet 2(C + D)
jeho ¢&islic délitelny deviti, tudiz i soudet C + D musi byt délitelny deviti,
neboli &islo CD musi byt délitelné deviti.

Ma-li ¢islo k ¢islice A, B, A, B, ma ¢islo [ ¢islice A—1, B+2, A—1,
B + 2. Jelikoz ¢islo B + (B 4+ 2) = 2B + 2 je sudé, je &islice D &isla
m = k + [ suda. Proto pfipadaji vzhledem k délitelnosti deviti v ivahu
jen tato ¢isla m: 1818, 3636, 5454, 7272, 9090. Protoze ¢&islice C je¢ ve
vSech ptipadech liché a soucet &islic A+ (A—1) = 24 — 1 je rovnéz lichy,
nemuze byt B+ (B+2) > 10,tedy B+ (B+2)=Da A+ (A-1)=C.
Odtud uz snadno ur¢ime odpovidajici ¢islice C, D a é&isla k, [ zapiSeme
do nasledujici tabulky:

m| 1818 |3636 (5454 | 7272 9090
k{1313 |2222 [3131 |4040 |neexistuje
1 {0505 | 1414 | 2323 |3232 |neexistuje

Cislo 0505 neni ¢tyFmistné, proto jsou fesenim tlohy pouze &sla k €
€ {2222,3131,4040}

C-1-5

Pro dvojmistna ¢isla a, b, ¢ je souéin abe ¢islo étyfmistné, nebo pétimistné,
nebo Sestimistné. Jsou-li proto vSechny ¢&islice ¢isla abc rovny téze Cislici
k, plati jedna z rovnosti abc = k-1111, abc = k-11111 & abec = k-111111,
ke{l1,2,...,9}.

Cisla1111 = 11-101 a 11-111 = 41-271 maji oviem ve svém rozkladu
trojmistna prvodisla, takze nemohou byt soudinem dvojmistnych &isel.
Zbyva proto jedind moznost:

abc=k-111111=k-3-7-11-13-37.

Podivejme se, jak mohou byt prvocisla 3, 7, 11, 13, 37 rozdélena do
jednotlivych ¢initelt a, b, ¢. Protoze souiny 37-3 a 3-7 - 11 jsou vétsi
nez 100, musi byt prvocislo 37 samo jako jeden ¢initel a zbyla ¢tyfi prvo-
¢isla 3, 7, 11, 13 musi byt rozdélena do dvojic. JelikoZ i soucin 11 -13 je
vétsi nez 100, pripadaji do ivahy pouze rozdéleni na Cinitele 3-11, 7-13
a 37, nebo na cinitele 3-13, 7-11 a 37. K témto Ciniteliim je$té pfipojime
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mozné Cinitele z rozkladu &islice k£ a dostaneme feseni dvou typu:

a = 33k, b=91, ¢ =3Tky, kdek; € {1,2,3},]62 € {1,2},
a =39, b="T7, ¢c =37k, kdek; € {1,2}, ko € {1,2},

Hledany pocet trojic ¢isel a, b, ¢ je tedy 3-2+2-2 = 10.

C-1-6

Body L a M na strané AC zvolime tak, aby |AM| = |[ML| = |LC|.
Té&Znice KO trojihelniku K LM je stiedni pfickou trojuhelniku ABC,
plati tedy |[KO| = §|BC|, |AC| = 6|MO| a |AB| = 2|AK|. Rozlisime tii
moznosti:

(a) Necht |[KL| = |[KM]| (obr.2). Pak je | xMKL| = |xMOK]| = 90°
a |[MO| = |KO|. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AKO plyne

C

A K B
Obr. 2

|AK| = \/(3]MO|)? + |KO|? = \/10|KO? = V10|KO| = V10| BC|,
takZe

|AB| = 2|AK| = v10|BC| = 2v/10cm,
|AC| = 6|]MO| = 6|KO| = 3|BC| = 6 cm.

(b) Necht |ML| = [MK]| (obr.3). Pak je |xKML| = 90° a |AM| =

35



= |ML| = |MK| = 2|MO|. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik K MO
plyne

|KO| = VIMO[? + (2][MO)? = V5|MO),

takze

6v5
\/_ 5
Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AK M plyne

|AK| = /|AM|2 + IMK|2 = V2|M K| = 2V2|MO| =

|AC| = 6|MO| = —=|BC]| =

- 200 - YDy,
takze
|AB| = 2|AK| = £|BC’| *gmcm.

(c) Necht |ML| = |KL| (obr.4). Pak je | xMLK| = 90°. Je tedy
|[KL| = |[ML| = 2|LO| = 2|MO| a |AL| = |AM| + |[ML| = 4|MO|.

c

L
MO

A K B
Obr. 4

Z Pythagorovy véty pro trojihelnik K LO tak plyne

|KO| = \/|LO|? + (2|LO|)? = V/5|LO],

takze

|AC| = 6|MO| = 6|LO| = \/_|BC| 6‘f

Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AK L plyne

|AK| = V/|AL]2 + |LK[? = \/(4]LO|)? + (2|]LO|)? =
= 2v/5|LO| = 2|KO| = |BC| = 2 cm,

takze
|AB| = 2|AK| = 2|BC| = 4 cm.
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C-S-1

Odecétenim prvni rovnice od druhé dostaneme

@-yiz-1)=1,

odkud plyne, Ze bud plati z —y=z—-1=1,neboz —y=2—-1= —1.
V prvnim ptipadé je 2 = 2, y = z — 1 a po dosazeni do kterékoli
z puvodnich rovnic uréime z = 669, takze y = 668.
Ve druhém pripadé je z =0, y = z + 1, takze x = 2005 a y = 2 006.
ReSenim jsou dvé trojice z = 669, y = 668, z = 2 a = = 2005,
y = 2006, z =0.

Jiné FeSeni. Z prvni rovnice vyjadiime
z=2005—-yz
a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice, kterou upravime:

Y+ 2005z — yz2 = 2006,
y(1 — 2%) =2005(1 — 2) + 1.

Z dané soustavy je zfejmé, Ze nemuze byt z = 1, takze miZeme psat
(14 2)=2005+ !
z) = —_
d 1-=z2

Leva strana posledni rovnosti je celd, proto musi byt celd i prava strana.
Této podmince vyhovuje jedingé z =0 a z = 2.

Stejné jako v predchozim feSeni dosazenim do kterékoli rovnice piu-
vodni soustavy dopoéteme z = 669, y = 668 pro z = 2 a z = 2005,
y = 2006 pro z = 0.

C-8-2

Pron =1 an =2 ma dand mnoZina méné nez étyfi prvky.
Jelikoz pro kazdé prirozené éislo n plati

n(2n +2) = 2n(n + 1),

mohli bychom zvolit a = n, b = 2n + 2, ¢ = 2n, d = n + 1. Tato &isla
jsou vzajemné ruzné pro kazdé n > 1, nebot pro takova n plati n < n +
+1 < 2n < 2n + 2. Jestd zbyva ovéfit, pro kterd &isla n je 2n + 2 < n?,
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aby takto zvolend ¢tyfi ¢isla a, b, ¢, d byla z dané mnoziny. Je vidét,
Ze tato posledni nerovnost plati pro kazdé n > 2, nebot je ekvivalentni
s nerovnosti 3 < (n — 1)2.

Muzeme tedy shrnout, Ze poZzadovana éisla a, b, ¢, d 1ze z dané mnoziny
vybrat pro kazdé prirozené ¢islo n > 2.

Jiné feSeni. Pro n = 1 a n = 2 mé4 dand mnoZina méné ne7 &tyfi
prvky.
Jelikoz pro kazdé prirozené ¢islo n plati

n-6n=2n-3n,

mohli bychom zvolit a = n, b = 6n, ¢ = 2n, d = 3n. Tato disla jsou
vzajemné riznd pro kazdé n, nebof n < 2n < 3n < 6n. Jesté zbyva
ovétit, pro kterd &isla n je 6n < n?, aby zvolena &tyii &isla a, b, ¢, d
byla z dané mnoziny. Je vidét, Ze tato posledni nerovnost plati pro kazdé
n > 5.

Pron = 3 vybereme a = 3, b =8, ¢ = 6, d = 4 (viz pfedchozi FeSeni),
pro n = 4 vybereme a = 4, b = 10, ¢ = 8, d = 5 (viz pfedchozi feseni),
nebo a =5, b =12, ¢ = 6, d = 10 (viz nésledujici pozndmku), pron =5
vybereme a = 5, b =12, ¢ = 10, d = 6 (viz pfedchozi feseni).

Muzeme tedy shrnout, ze pozadovana ¢isla a, b, ¢, d 1ze z dané mnoZziny
vybrat pro kazdé ptirozené ¢islo n > 2.

Pozndmka. Ctvefic vzajemné raznych &isel a, b, ¢, d, kterd spliiuji
dané podminky, je mnoho. Pokazdé je ale tieba u takové ¢tvefice urdéit,
od kterého nejmensiho ¢éisla n dané podminky plati, a pro zbyla pfirozena
Cisla n je tfeba urcit konkrétni hodnoty ¢isel a, b, ¢, d.

Tak napf. je mozné volit a =n, b =3n+3,¢c=3n,d =n+1 pro
n>3,neboa=n+1,b=2n+4,c=2(n+1),d=n+2pron > 3 (viz
druhé feseni pro n = 4) apod.

C-S-3

Podminka, Ze obsah trojihelniku ABC' se méa rovnat é obsahu S ¢tverce
o strané AB, znamend, Ze vyska trojuhelniku ABC na stranu AB méa
délku %lAB |, takze bod C musi lezet na jedné ze dvou rovnobézek s ptim-
kou AB vzdalenych %|AB| od pfimky AB.

Podminka, Ze soucet obsahii ¢tvercti o strandch AC a BC se ma
rovnat obsahu ¢tverce o strané AB, znamenda podle Pythagorovy véty
pro trojihelnik ABC, Ze je tento trojihelnik pravouhly s pfeponou AB,
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takze bod C musi lezet na kruznici se stfedem ve stfedu pfepony AB
a polomérem %|AB|.

Konstrukce bodu C je tedy jednoduchd. Obé zminéné rovnobézky
zfejmé protnou kruznici nad primérem AB ve ¢tyfech bodech (obr.5).
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o polohovou tlohu, méa tloha ¢tyfi feseni.

C-n-1

Danou rovnost pro z # 0 postupné upravime:

Tty
= =
Tty Y T
PRI T R TI
100(z + y) = (1002 + 10y + z) - 2.

Z’ yI3

Jelikoz z, y, z jsou dislice, plati nerovnosti 100 - (9 + 9) = 100(z + y)
a (100z + 10y + z) - z = 100z - z, odkud plyne 18 > 22. To znamen4, Ze
muze byt jediné z = 1, nebo z = 2, nebo z = 3, nebo z = 4 (hodnota
z = 0 neni pfipustna).

Pro z = 1 ma dand rovnost tvar

100(z + y) = 100 + 10y + z,
99z + 90y = 100.

Uvahou o délitelnosti tiemi & deviti zjistime, Ze posledni rovnice nema
zadné celoCiselné feSeni. Proto nemizZe byt z = 1.
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Pro z = 2 ma dana rovnost tvar

100(z + y) = (200 + 10y + ) - 2,
49z + 40y = 200.

Uvahou o délitelnosti deseti zjistime, Ze mtze byt jediné = = 0. Pak je
y = 5, takze v tomto pfipadé spliuji danou rovnost ¢islice z = 0, y = 5,
z=2.

Pro z = 3 ma dana rovnost tvar

100(z + y) = (300 + 10y + z) - 3,
97z + 70y = 900.

Uvahou o délitelnosti deseti zjistime, Ze mizZe byt jeding z = 0. Pak ale
neexistuje zadné celé y spliujici rovnost 70y = 900. Proto nemtze byt
z=3.

Pro z = 4 ma dana rovnost tvar

100(z + y) = (400 + 10y + z) - 4,
24z + 15y = 400.

Uvahou o délitelnosti tfemi zjistime, Ze posledni rovnice nema Zadné
celociselné feseni. Proto nemuze byt z = 4.
Danéa rovnost je splnéna jediné pro x = 0, y = 5, z = 2. Skuteéné

0+5
plati + = 2,50.

C-1n-2

K libovolné zvolenému pfirozenému ¢islu n > 2 hleddme priklad riznych
prirozenych ¢isel p, q zdvislych na ¢isle n tak, aby platilo

1 1,1 1

133+

n  2\p gq
Po tpravach mé tato rovnost tvar

2pg =n(p+q), neboli p(2¢—n)=ngq.

Jelikoz stac¢i nalézt jedinou dvojici ¢isel p, q, je mozné ji hledat zkouSenim
nékolika jednoduchych moznosti v posledni rovnici.
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Zkusme polozit 2¢—n = 1. Ziskdme tak ¢ = 1 (n+1) ap = in(n+1).
Tato ¢isla jsou pfirozend a vzdjemné riznd pro libovolné liché ¢islo n > 2.

Déle zkusme polozit 2¢ — n = 2. Ziskdme tak ¢ = %(n +2)ap=
= %n(n + 2). Tato éisla jsou pfirozend a vzajemné riazna pro libovolné
sudé &islo n > 2.

Mizeme tedy pro liché &islo n > 2 polozit ¢ = §(n+1) ap = %n(n—kl)
a pro sudé &slon > 2 zas ¢ = S(n+2) ap = in(n+2).

C-1n-3

a) AC a BD jsou uhlopticky obdélniku ABCD, proto jsou uhly ABD
a BAC shodné. AP a KN jsou thlopri¢ky pravouhelniku AK PN, proto
jsouuhly AKN, KAP a APN shodné (obr.6). PC a LM jsou uhlopficky
pravothelniku PLC M, proto jsou tthly PLM a LPC shodné. Uhly APN
a LPC jsou shodné (vrcholové thly), proto jsou shodné i thly AKN,
PLM a ABD, ptimky LM a KN jsou tudiZ rovnobézné s tihloptickou
BD daného obdélniku, a jsou tedy rovnobézné navzajem.

D M C
N S~ | L
N
Y AN
N
N
N
A K B
Obr. 6

b) Jsou-li X a Y pruseéiky pfimek LM a KN s thloptickou AC, je
IXY| = |XP| + |PY| = §|CP| + §|PA| = L(ICP| + |PA]) = }|CA|.
Usecka XY ma tedy délku nezavislou na poloze bodu P. Podle a) svira
pfimka XY s pfimkami KN a LM stejny thel jako s pfimkou BD), takze
tento ihel rovnéz nezavisi na poloze bodu P. Proto je i vzdalenost pfimek
LM a KN nezavisla na poloze bodu P (a je jednoza¢né uréena velikosti
|XY| a thlem MX P, pticemz |¥x M XP| = 2|<xABD)).

¢) KL a BP jsou thlopficky pravothelniku K BLP, jsou proto shod-
né. Podobné jsou M N a PD shodné uhlopticky pravouhelniku NPM D,
LM a PC shodné uhlopticky pravothelniku PLCM a NK a AP shodné
uhlopticky pravouhelniku AKX PN. Pro obvod étyfuhelniku K LM N tak
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plati
o=|KL|+|LM|+ |MN|+|NK| =
= (IKL|+ |MNJ) + (|ILM| + |[NK]|) =
= (IBP| + |PDI|) + (IPC| + |AP|) 2 |BD| + |AC| = 2|AC]|,
kde jsme pro trojici boda B, D, P vyuzili trojuhelnikovou nerovnost
|BP| + |PD| 2 |BD|.

Jiné FeSeni ¢asti b). Ctytahelnik KLMN je podle &asti a) lichobéz-
nik (anebo pfipadné rovnobéznik, ktery mizeme povazovat za specidlni
ptipad lichob&zniku) se zdkladnami KN a LM . Nasi tlohou je ukézat, ze
jeho vyska nezavisi na volbé bodu P. Strany a uhlopficky ¢tyfahelniku
KLMN déli obdélnik ABCD na ¢&tyfi dvojice shodnych trojuhelnikii,
z ¢ehoz plyne, Ze obsah K LM N je polovinou obsahu ABCD. Déle sou-
det délek zakladen KN a LM je roven souctu délek tseéek AP a PC,

tedy délce usecky AC. Lichobéznik K LM N mé tedy konstantni obsah
a konstantni soucet délek zakladen, méa tedy i konstantni vysku.

C-1-4

Vsimnéme si lichobézniku ABCD, jemuz lze opsat kruznici. Primka
jdouci jejim stfedem S kolmo k obéma zikladndm AB a CD je osou
soumérnosti obou tétiv AB a CD, tedy i osou soumérnosti celého li-
chobé&zniku ABCD. Jeho ramena AD a BC jsou tudiz shodna a prusecik
P Ghlopricek AC a BD lezi téz na ose tsecek AB a CD. Jelikoz je podle
zadani |x BAC| = 70°, je |xAPS| = 20° (obr.7).
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Popis konstrukce: Sestrojime tse¢ku SP, kde |SP| = d = 2cm,
a kruznici k(S;5 cm). Bodem P vedeme polopiimky PX a PY tak, aby
|xSPX| = |xSPY| = 20°. Prise¢iky polopfimek PX a PY s kruZnici
k jsou body A a B. Potom pruseciky vnitfkti polopfimek AP a BP
s kruznici k jsou body C a D.

Uloha mé jediné feSeni.
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Kategorie B

Texty dloh

B-1-1

Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych &isel, pro které ma kazda z rovnic
2 +ar+b=0, 22+ (2a+1)z+204+1=0

dva ruzné redlné kofeny, pficemz kotfeny druhé rovnice jsou prevracené
hodnoty kofent prvni rovnice. (E. Kovac)

B-1-2

Je dén rovnobéznik ABCD. Piimka vedend bodem D protina tsecku
AC v bodé G, ise¢ku BC' v bodé F' a poloptimku AB v bodé E tak, Ze
trojuhelniky BEF a CGF maji stejny obsah. Uréete pomér |AG| : |GC]|.

(T. Jurik)

B-1-3

Na stole lezi k hromadek o 1,2,3,..., k kamenech, kde k = 3. V kazdém
kroku vybereme tfi libovolné hromadky na stole, slou¢ime je do jedné
a pridame k ni jeden kdmen, ktery na stole dosud nelezel. Jestlize po
nékolika krocich vznikne jedind hromédka, neni vysledny pocet kament
délitelny tfemi. Dokazte. (J. Zhouf)

B-1-4

Oznacme V prusecik vysek a S stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC),
ktery neni rovnostranny. Pokud ma thel pfi vrcholu C velikost 60°, je
osa thlu ACB osou tsecky VIS. Dokazte. (J. Zhouf)
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B-1-5

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

r  5|z]-7
r+4 T7z]-5

kde |z| oznauje nejvétsi celé &islo, jez neptevysuje ¢&islo z (tzv. dolni
celou ¢dst redlného Eisla x). (J. Simsa)

B-1-6

Do kruznice k o poloméru r jsou vepsany dvé kruZnice ki, ko o polo-
méru %r, jez se vzajemné dotykaji. Kruznice [ se vné dotyka kruznic k,
ko a s kruZznici £ mé vnitfni dotyk. Kruznice m méa vnéjsi dotyk s kruz-
nicemi ko a [ a vnitfni dotyk s kruznici k. Vypoc¢téte poloméry kruznic [
a m. (L. Bocek)

B-S-1

Na stole lezi 54 hroméadky o 1, 2, 3, ..., 54 kamenech. V kazdém kroku
vybereme libovolnou hromadku, feknéme o k kamenech, a odebereme ji
celou ze stolu spolu s k kameny z kazdé té hromadky, ve které je aspon
k kament. Napfiklad po prvnim kroku, pfi kterém vybereme hroméadku

o 52 kamenech, zistanou na stole hromadky o 1, 2, 3, ..., 51, 1 a 2 kame-

nech. Pfedpoklddejme, Ze po urcitém poétu krokii ziistane na stole jedind

hromédka. Zdavodnéte, kolik kameniti v ni miZe byt. (J. Simsa)
B-S-2

Necht ABC' je pravotuhly trojthelnik se stranami a < b < ¢. Oznaéme
Q stfed odvésny BC a S stfed prepony AB. Prusedik osy usecky AB
s odvésnou C'A oznaéme R. Dokazte, ze |RQ| = |RS|, pravé kdy?z

(J. Svreek)
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B-S-3

V oboru realnych ¢isel feste rovnici

{1fmJ - 1£zﬂmj’

kde |a] oznaluje nejvétsi celé &islo, jez neptevysuje €islo a. (J. Simsa)

B-Il-1

KruZnice k1 o poloméru 1 mé vné&jsi dotyk s kruznici ky o poloméru 2.
Kazda z kruznic ki, k; mé vnitini dotyk s kruznici k3 o poloméru 3.
Vypoditejte polomér kruznice k, kterd ma s kruznicemi k1, ko vnéjsi dotyk
a s kruznici k3 vnitini dotyk. (P. Novotny)

B-ll-2

Na jedné internetové strance probihd hlasovani o nejlepsiho hokejistu
svéta posledniho desetileti. Pocet hlasti pro jednotlivé hrice je uvadén
po zaokrouhleni v celych procentech. Po Mirkové hlasovani pro Jaromira
Jagra se jeho zisk 7% nezménil. Kolik nejméné lidi véetné Mirka hlaso-
valo? Predpoklddame, Ze kazdy tcastnik ankety hlasoval pravé jednou,
a to pro jediného hrace. (M. Pandk)

B-11-3

Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik. Ozna¢me K a L paty vysek z vr-
choltt A a B, M stred strany AB a V prusecik vysek trojuhelniku ABC.
Dokaite, Ze osa thlu K M L prochazi stfedem tsecky VC.  (J. Svrcéek)

B-1l-4
Najdéte vSechny trojice redlnych &isel z, vy, z, pro které plati
2004
lz] —y=2-ly] —2=3- 2]~z = oFr,

kde |a| oznaluje nejvétsi celé &islo, jez nepfevysuje &islo a.  (J. Simsa)
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ReSeni tloh
B-1-1
Necht 7, z2 jsou kofeny prvni rovnice. Potom
T + 29 = —a, T129 = b,

a protoze druhd rovnice ma kofeny 1/z; a 1/z4, plati

1 1 1 1
— 4+ — =—(2a+1), — . — =2b+ 1
1 T2 ry T2
1
Je tedy 7= 2b + 1, coz vede na kvadratickou rovnici 2b% +b—1 = 0,
kterd ma kofeny b= —1a b= %

Pro b = —1 mame

1 1 T+ —a
-—(2a+1)=—+—:1—2:—,
Ty T2 T1To -1

coZ je pro neznamou a linearni rovnice s feSenim a = —%.

Obdobné pro b = } dostdvdme —(2a + 1) = —2a, tato rovnice vSak
nema fesSeni. Zkouskou (je tfeba ovéfit, Ze kofeny jsou redlné) se presvéd-
¢ime, ze dvojice a = —%, b= —1 je (jedinym) FeSenim tlohy.

B-1-2

Z obr. 8 je vidét, Ze trojuhelniky AGD a CGF jsou podobné podle véty

Obr. 8

uu. Piislusny pomér podobnosti k je roven hledanému poméru |AG| :
¢ |GC|. Oznaéime-li proto b = |AD|, z = |DG| a y = |CG|, plati |GF| =
=z/k a |CF| = b/k, odkud

b

[FB| =|BC| - |FB| =b - = (k- 1)%
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T

=(k+1
T =(+1)
Z podobnosti trojuhelniki BEF ~ CDF dostavame

|8

|DF| = |DG| +|GF| =z +

o~

IDF|-|BF| _k®—1

IEF| = ICF| &k

x.

Z rovnosti obsaht trojuhelniki BEF a CGF vyplyva
|FB|-|FE| = |FC|-|FG|,
odkud po dosazeni vyjde

k— 2
k-1, K¥-1 _

z
k k k k'

Je tedy k* — k? — k + 1 = 1, a protoze k # 0, dostavame pro hledané k
kvadratickou rovnici k2 — k — 1 = 0. Uloze vyhovuje jeji kladny kofen

k=1(1+5).

Jiné feSeni. Oznalme |AG| = z,|GC| = y. Protoze trojuhelniky BEF
a CGF maji stejny obsah, maji stejny obsah i trojthelniky GBE a GBC.
Proto plati EC || BG. Z podobnosti trojuhelnikit ABG ~ AEC, DFC ~
~ EFB,CFE ~ BFG a AEC ~ ABG postupné plyne

vy |GC| T |BE| ~ [BE| _ [BF| _ |BG| |AG| =

z |AG| |AB| |DC| |FC| |CE| |AC| =z+y

Z vysledné rovnosti z/y = 1 + y/z dostavame

a protoZe z/y > 0, je

2_1+\/5
y 2
B-1-3

V kazdém kroku se podet hromadek zmensi o dvé. Aby vznikla jedna
hroméadka, musi byt na zac¢atku lichy pocet hromédek, tedy k = 2m + 1.
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Na zmenseni po¢tu hromdadek o 2m je tfeba m kroku. Pti kazdém ptibude
jeden kamen, a proto je vysledny pocet kamenii

@m+1)@m+2)

p=1+2+3+...+2m+1)+m= 5

=2m? +4m + 1.

Cislo m maé jeden ze tvart m = 3n, m = 3n+ 1, m = 3n + 2. V prvnim
piipadé je p = 18n24+12n+1 = 3(6n%+2n)+1, ve druhém 18n2+24n+7 =
= 3(6n2+48n+2)+1 a ve tietim p = 18n2+36n+17 = 3(6n’+12n+5)+2.
Z4dné z téchto &isel neni délitelné tiemi.

Pozndmka. Staci ovétit, Ze p neni délitelné tfemi pro m = 0, m = 1
a m = 2 [navodnd tloha 1.

B-1-4

Necht napriklad |AC| < |BC|. Predpoklddejme nejprve, ze trojihel-
nik ABC je ostrouhly. Oznaéme D stfed strany BC a P patu vysky
z vrcholu B na stranu AC (obr. 9). Plati |CP| = |BC|-cos 60° = 1|BC| =
= |CD|, |xCPV| = |xCDS| = 90°, |xCVP| = |xCAB| = |xCSD|
(obvodovy thel a polovina stfedového). Ze shodnosti trojahelniki CPV
a CDS vyplyva |CV| = |CS|, |xPCV| = |xDCS|. Trojahelnik V.SC je
tedy rovnoramenny, a osa uhlu ACB je tak i osou thlu VCS a soucasné
osou strany V'S. .

Je-li trojuhelnik ABC pravouhly (obr. 10), je trojihelnik V.SC' rov-
nostranny a osa thlu VCS je i osou strany V'S.

Je-1i trojuhelnik ABC' tupothly, dokdZeme tvrzeni tlohy stejné jako
v pfipadé ostrouhlého trojihelniku s tim rozdilem, ze bude |xCV P| =
= |xCSD| =180° — |xCAB|.

c

Obr. 9 Obr. 10

49



B-1-5

Kazdé realné éislo z miZeme zapsat ve tvaru z = |z|+{z}, kde | z| je celd
éast a {z} tzv. zlomkovd ¢dst &isla x. Z¥ejmé plati 0 £ {z} < 1, pFi¢emz
{z} = 0, pravé kdyZ z je celé. Odtud vyplyva, ze |z| £ =z < |z] + 1,
pfiemz rovnost |z| = z plati, pravé kdyz x je celé; tyto nerovnosti éasto
pouzivdme pii FeSeni tloh s celou ¢asti. Oznacime-li |z] = k, dostaneme
z dané rovnice po odstranéni zlomku a roznasobeni

Tkx — 5z = bkx + 20k — 72 — 28

a odtud S0kt
= 1
kE+1 W)
Protoze k = | x|, musi platit
10k — 14
kS —— <k+1.
=T <k+1

KaZdou z nerovnic vyfesime samostatné:

03 MEHD - (0k—19) _ (k-DE=2) .

k+1 k+1
(k+1)> — (10k —14) (k- 3)(k—5) B
0< o =T ke(=1,3)U(5,00).

Protoze k je celé, mame k € {2,6,7}. Rovnice mé tedy tfi feSeni, ktera
dostaneme dosazenim do vztahu (1): 21 =2, 20 = 8, 25 = 7.

B-1-6

Oznacme S, A, B, C, D stfedy kruznic k, kq, ko, [, m a z, y poloméry
kruznic [ a m. Bod C lezi na pfimce, kterd prochazi bodem S a je kolma na
AB (obr. 11). Z pravouhlého trojihelniku BC'S mame podle Pythagorovy

véty , ,
(oo = () vy

aodtud z = %r. Oznaéme P, Q paty kolmic z bodu D na pfimky AB a SC
au=|SP|, v=|5Q)| Jestlize u # %r, je BPD pravotuhly trojahelnik
a podle Pythagorovy véty

(Gos) = (e-3) g
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Tato rovnice plati i v pfipadé u = 3r.

Obr. 11

Podobné z pravouhlého trojihelniku QCD (jestlize Q # C) anebo
porovnanim protilehlych stran obdélniku (jestlize Q@ = C) dostaneme

r G 2 2r\2
(5+9) =+ (-3)- @
Navic z pravouhlého trojahelniku SPD méame
(r—y)? = u? + 2 (3)

Odeétenim rovnic (3) a (2) dostaneme 372 — 8ry = 2ur, tedy v =1 —
— 2y. Podobné odeétenim rovnic (3) a (1) vyjde r2 — 3ry = ur a odtud

u =7 — 3y. Dosazenim do (3) a Gpravou postupné dostaneme

(r—y)?=(r-3y)*+(r—2y)?
r? — 8ry +12y% = 0,
(r—6y)(r—2y) =0.

Odtud plyne, Ze y = %r neboy = %r. Polomér %r ma kruznice ky, polomér
%r kruznice m znazornéna na obr.11. Kazda z téchto dvou kruznic se

dotyka kruznic k, ko a |l poZadovanym zptisobem.
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B-S-1

Pokud v kazdém kroku zvolime hromadku s nejvétsim pocétem kame-
ni, budeme postupné odebirat hromadky s 54, 53, 52, ... kameny a po
53. kroku zustane na stole jedind hromadka s jednim kamenem.

Dokéazeme, ze pii libovolném postupu zustane v posledni hromadce
jediny kamen. UkaZeme totiz, ze po kazdém kroku, po némz na stole zbyva
aspon jedna hromadka, tvori poéty kament v jednotlivych hroméadkach
vzdy celou mnozinu {1,2,...,n} pro vhodné pfirozené n (nevylucujeme
ovsem, zZe k nékterym ¢islum existuje vice hromadek s tymz poctem ka-
mentl). To tedy znamend, Ze je vzdy na stole asponi jedna hromadka
s pravé jednim kamenem.

Na za¢atku tvofi poéty kament v hromadkéch mnoZinu {1,2,...,54}.
Predpoklddejme, ze po urcitém poctu kroku tvori poéty kamena v jed-
notlivych hromadkach mnozinu {1,2,...,n} (n = 2). Zvolime-li nyni
hromadku s n kameny nebo hroméadku s jednim kamenem, budou v dal-
§im kroku poéty kament v hromadkéch tvofit mnozinu {1,2,...,n—1}.
Pokud zvolime hromddku s m kameny, kde m ¢ {1,n}, budou poéty
kament v dalsim kroku tvorit mnozinu {1,2,...,m — 1} U {1,2,...,
n—m} = {1,2,...,p}, kde p = max{m — 1,n — m}. Tim je tvrzeni
o poc¢tu kament v jednotlivych hromadkach dokazano.

Odpovéd. Posledni hromadka bude bez ohledu na zvoleny postup vzdy
obsahovat jediny kamen.

B-S-2
2

Podle Pythagorovy véty je v pravotihlém trojuhelniku rovnost a2 : b% =
=1: 2 splnéna, pravé kdyz b? : ¢2 = 2 : 3. Stadi tedy dokazat pozadova-
nou ekvivalenci jen pro jednu z rovnosti a? : b2 =1:2,b%: ¢> =2: 3.

Trojuhelniky ASR a ACB (obr. 12) maji spole¢ny tihel pfi vrcholu A
a shoduji se v pravych thlech ASR a ACB, takze jsou podobné (uu).
Odtud vyplyva rovnost

|AR|  |AB]
|AS|  |AC)’
neboli | )
B __|AB|-]AS| ¢
z=|AR| = Ac] .~ o (1)

Podle Pythagorovy véty je |RS|? = |AR|? — |AS|?> = 2% — 1c? a |RQ|? =
= |QC]*+|CR|? = La?+(b—2)? = ;a®+b2—2bx+2?, takZe |[RQ| = |RS)|,
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1

pravé kdyz 1a® + L2 4+ b? = 2ba, coz po dosazeni z (1) a a® = ¢* — b*
po tpravé davé 3b? = 1%, neboli b : ¢* = 2 : 3. Tim je pozadovand
ekvivalence dokazana.

B

O

(S
]

Obr. 12
Jiné FeSeni. Podle Pythagorovy véty je (obr.12) |BR|?> = |BC|? +
- %027 |RQ|2 =

+|CR? = a® + 42, |RS|? = |BR|?* — |BS|? = a® +4*
= |QC|?>+|CR|? = 1a®+y2. Rovnost |[RQ| = |RS| tedy plati, pravé kdyz
%c2 = %az + 92, neboli 3a? = ¢%. V pravouhlém trojihelniku

a’ + y2 -
je tato rovnost ekvivalentni s rovnosti 3b% = 2¢?, neboli a? : b% : ¢ = 1:
:2:3.

Jiné FeSeni. Oznalme T stied strany AC (obr.13). Protoze |QC| =

= |ST| a |xQCR| = |xSTR| = 90°, jsou trojuhelniky QCR a STR
shodné, pravé kdyz |RQ| = |RS| a zéaroven pravé kdyz |[RC| = |RT)|.

B

Obr. 13

Rovnost |RQ| = |RS| je tedy ekvivalentni s tim, Ze bod R je stfed
usecky CT, tj. x = |RA| = %b. 7 podobnosti trojuhelnikit ABC ~ ARS

méame (stejné jako v prvnim feseni)
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takze |RQ| = |RS|, pravé kdyz

— = ;_b’ neboli  3b% = 2¢2.

V pravotihlém trojihelniku je to dle Pythagorovy véty ekvivalentni s rov-
nosti 3a® = ¢2, neboli a? : b2 : 2 =1:2:3.

B-S-3

1
Vyraz [l—%J je celé cislo, proto i : Ezﬂzj ol - 2l

znamena, ze 1 — |z| € {—1,1}, neboli |z] € {0,2}.
Necht |z| = 0. Potom 0 £ z < 1 a dand rovnice ma tvar

)=

takZe je splnéna, pravé kdyz 0 < 1L < 1, coz je s ohledem na predpo-
-z

— 1 je celé, coz

klad 1 — z > 0 ekvivalentni s nerovnostmi 0 £ = < % V tomto pripadé
dané rovnici vyhovuji vSechna z z intervalu (0, %)
Necht |z| = 2. Potom 2 £ z < 3 a dand rovnice mé tvar

=

x
takZe je splnéna, pravé kdyz —2 < T < —1, coz je s ohledem na
-z

predpoklad 2 £ z (takZe 1 — z < 0) ekvivalentni s nerovnostmi —2 +
+2z 2 x> —1+z, neboli z 2 2. V tomto pfipadé dané rovnici vyhovuji
vSechna z z intervalu (2, 3).

Zdvér. Viechna feSeni dané rovnice tvoff mnozinu (0, 1) U (2,3).

B-1l-1

ProtoZe se soudet priméru kruznic k; a ko rovna pruméru kruznice ks,
lezi jejich stfedy S7, Se a S3 v pfimce. Existuji dvé shodné kruznice, které
spliiuji podminky ulohy, a jsou soumérné sdruzené podle piimky S.55.
Ozna¢me k jednu z nich (obr. 14), S jeji stfed a r odpovidajici polomér.
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Obr. 14

Pro velikosti stran trojihelniku 57555 plati: |S1S| =14, |S2S| =
= 2+7,|5152| = 3a|S3S5| = 3—7. Pro bod S5 zérover plati, Ze |S3.51| = 2
a |S352| = 1. Oznadéime-li P pravoahly primét bodu S na pfimku S1.5;
(obr.15) a z = |S, P|, y = |SP|, miZeme podle Pythagorovy véty psat

(1+7r)? =2+
2+7)?=(B-2)°+4*
B-r)?=2-2)°+y"

Odeétenim prvni rovnice od druhé dostaneme 3 + 2r = 9 — 62 neboli
2r = 6 — 6z, odectenim prvni od tfeti 8 — 8 = 4 — 4z neboli 2r = 1+ z.
Porovnanim obou dusledki vyjde rovnice 6 — 62 = 1 4+ z, odkud =z = %,
r=3-3zx=2§.

7

S
1+7r Yy 247
3—r
/]
S T P 2—x Sy 1 Sy
Obr. 15
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Poznamka. Se znalosti kosinové véty se obejdeme bez pomocného
bodu P: sta¢i napsat kosinové véty pro trojihelniky S;535 a S715,S.
Dostaneme tak dvé rovnice

B-=r)2=4+1+7)?%-2-2147)cosw,

2+7r)2=94+1+7)?%-2-3(1+7)cosw,
kde w = |xS52515]. Po tpravé a vyjadreni (1 + 7)cosw z obou rovnic
dostaneme pro r rovnici 2r — 1 =1 — %r, z niz plyne r = g
B-1l-2

Oznalme p pocet ulastnikii ankety véetné Mirka a j pocet hlastt pro
Jagra. Na celych 7% se zaokrouhli ¢isla z intervalu (6,5 %; 7,5 %) neboli
(0,065; 0,075). Pfed Mirkovym hlasovanim mél Jagr j — 1 hlasti a po ném
7 hlasid. Musi proto platit

0,065 < 3—-3 < 0,075, 0,065< 2 <0,075.
p- P

1 :
Protoze z nerovnosti 0 < j < p plyne : 1 < l, staci fesit dvé nerovnice
p— P
9 .
0065 <2 - a L <0075 (1)
p—1 p

Prvni z nich je ekvivalentni s nerovnici 0,065p —0,065+1 < j a druha
s nerovnicl j < 0,075p, proto musi platit 0,065p + 0,935 < 0,075p, odkud
plyne p > 93,5. ProtoZe p je celé ¢islo, dostavame p = 94. Musime oviem
jesté zjistit, pro které nejmensi p 2 94 existuje celé ¢islo j, jez vyhovuje
nerovnicim (1). Z podminky p 2 94 dostaneme j = 0,065 - 94 + 0,935 =
= 7,045, a tudiz j = 8. Z nerovnice j < 0,075p pak mame p > %9, neboli
p 2 107. ProtoZe 0,065-107+0,935 < 8, je dvojice j = 8, p = 107 feSenim
soustavy (1), takze p = 107 je nejmensi mozny pocet lidi, ktefi v anketé
hlasovali.

Jiné FeSeni. Nerovnice 0,065p + 0,935 < 7 < 0,075p, ekvivalentni ne-
rovnicim (1), upravime na tvar

j j—0935
— < p< —_—
0,075 ~ 7= "0.065
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coz déva podminku 0,0655 < 0,0755—0,075-0,935, neboli j > 7,5-0,935 >
> 7, takZze 7 = 8. Z nerovnosti p > j/0,075 tak dostdvdme nerovnost
p 2 107. Nyni staci ovéfit, Ze p = 107 vyhovuje pro j = 8 i druhé
8 — 0,935
dmi tj. ze plati 107 £ ————
podmince, tj. Ze plati = 5,068

B-11-3

Oznaéme S stfed tsecky CV (obr.16). Body K a L lezi na Thaletové
kruznici s pramérem AB, takze |M L| = [M K|. Body K a L zaroveri lezi
i na Thaletové kruznici s pramérem CV, takze |SL| = |SK|. Trojihelniky
SLM a SKM jsou tudiz shodné (sss), takze |xSML| = |xSM K|, neboli
osa thlu LM K prochéazi sttedem S tsecky VC. ‘

B-I1l-4

Danou soustavu rovnic pfepiSseme ekvivalentné do tvaru

y=lz] - o
z=2\y] — o, (1)
r=3|z] —a,
kde jsme jako o oznadili ¢islo 200% z intervalu (0,1). Ze soustavy (1)
plynou postupné rovnosti

lv] = l=z] - 1,
lz] =2|y] —1=2|z] — 3,
lz] =3|z] =1 =6|z] — 10.
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Z posledni rovnice dostdvame |z| = 2 a ze zbylych dvou rovnic dile

dopoéitdme |y| = |z| = 1. Dosazenim do (1) tak mame z = 3 — 2204 —

2005
_ 1 o _ 2004 _ 1 _ o _ 2004 _ 1 . .
= 2+ 5505+ Y = 2~ 5005 = 1+ 3008 @ 2 = 2~ 5505 = 1+ 3005 Vy5la neceld
Cisla z, y a z, kterd maji pravé takové celé Gasti, jaké jsme dosazovali do
pravych stran rovnosti (1). Tak jsme zaroven provedli zkousku (kterou
lze ovSem provést i pfimym dosazenim do puvodni soustavy). Uvedend

trojice je (jedinym) FeSenim dané tlohy.
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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

Neprazdnou mnozinu pfirozenych &isel nazveme malou, kdyZz ma méné
prvki, neZ je jeji nejmensi prvek. Urdete pocet vSech malych mnozin M,

které jsou podmnoZinami mnoziny {1,2,3,...,100} a maji tuto vlast-
nost: patii-li do M dvé riizna &isla = a y, patii do M rovnéz &islo |z — y|.
(J. Féldes)

A-1-2

Necht M je libovolny vnitfni bod kratsiho oblouku C'D kruZnice opsané
étverci ABCD. Oznaéme P, R pruseéiky pfimky AM po fadé s tseckami
BD, CD a podobné Q, S pruseciky ptimky BM s useckami AC, DC.
Dokazte, Ze pfimky PS a QR jsou navzijem kolmé. (J. Svrcek)

A-1-3

Necht k je libovolné pfirozené éislo. Uvazujme dvojice (a,b) celych éisel,
pro néz maji kvadratické rovnice

2?2 —2az+b=0, y2+2ay+b=0

reélné kofeny (ne nutné rtizné), které lze oznadit x; o, resp. y; 2 v takovém

poradi, Ze plati rovnost 1y, — xoys = 4k.

a) Pro dané k urcete nejvétsi moznou hodnotu b ze viech takovych dvojic
(a,b).

b) Pro k = 2004 urlete pocet viech takovych dvojic (a,b).

c) Pro dané k vypodététe soudet &isel b ze vsech takovych dvojic (a,b),
pricemz kazdé ¢islo b se pri¢ita tolikrat, v kolika dvojicich (a,b) vy-
stupuje. (E. Kovac)
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A-1-4

Dané aritmetické posloupnosti (z;)$2; a (v;)$2, maji stejny prvni ¢len
a nasledujici vlastnost: existuje index k (k > 1), pro ktery plati rovnosti

:vﬁ - yi =53, :Ei—l - y%-l = T8, $Z+1 - yl2c+l = 27.

Najdéte vSechny takové indexy k. (V. Balint)

A-1-5

V lichob&zniku ABCD (AB || CD) plati |AB| = 2|CD|. Ozna¢me E
stfed ramene BC. Dokazte, ze rovnost |AB| = |BC| plati, pravé kdyz
étyiuhelnik AECD je te¢novy. (R. Horensky)

A-1-6

Najdéte vsechny funkce f: (0, +00) — (0, +00), které vyhovuji soucasné
nasledujicim tfem podminkam:
a) Pro libovolnd nezdpornd redlna éisla z, y takovd, ze z + v > 0, plati

rovnost
z1
@) ) =155 )
b) f(1) =0;
c) f(z) > 0 pro libovolné z > 1. (P. Caldbek)

A-S-1

Urcete pocet vSech nekonecnych aritmetickych posloupnosti celych ¢isel,
které maji mezi svymi prvnimi deseti ¢leny obé ¢isla 1 a 2005.
(V. Bdlint, J. Sims$a)

A-S-2

V rovnobézniku ABCD plati |AB| > |BC|. Ozna¢me K, L, M a N po
radé body dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim ACD, BCD, ABC
a ABD s piislusnou uhloptickou AC, resp. BD. Dokazte, ze KLMN je
obdélnik. (R. Horensky)
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A-S-3

Zjistéte, pro kterd prirozend ¢isla k ma soustava nerovnic
1
k(k —2) < (k+ E)x < K2(k +3)

s neznadmou z a parametrem k pravé (k4 1)? feseni v oboru celych &isel.

(J. Simsa)

A-1l-1

Je-1i soucin kladnych redlnych ¢isel a, b, ¢ roven 1, plati nerovnost

a b c 3
+ + 2 -.
(a+1)(b+1)  (b+1)(c+1) (c+1)(a+1) ~ 4
DokaZte a zjistéte, kdy nastane rovnost. (J. Simsa)
A-11-2
V oboru celych ¢isel feSte soustavu rovnic
r(y+z4+1) =92 +22-5,
y(z4+z+1) =22 +2% -5,
zlz+y+1) =22 +y%-5.
(J. Simsa)

A-11-3

V roviné je ddn rovnoramenny trojihelnik K LM se zakladnou K L. Uva-
zujme libovolné dvé kruznice k a [, které maji vnéjsi dotyk a které se
dotykaji pfimek KM a LM po fadé v bodech K a L. Uréete mnoZinu
dotykovych boda T vSech takovych kruznic k a . (J. Svrcek)

A-Il-4

Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel, jejichz soudet ma posledni é&is-
lici 3, rozdil je prvoéislo a souéin je druhou mocninou pfirozeného é&isla.
(J. Féldes)
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A-1ll-1

Uvazujme libovolné aritmetické posloupnosti redlnych &isel (z;)$2,
a (y:)$2;, které maji stejny prvni ¢len a spliiuji pro nékteré k > 1 rovnosti

Tr_1Yk-1 =42, zpyr =30 a Tpip1Yk41 = 16.

Najdéte vSechny takové posloupnosti, pro které je index k nejvétsi mozny.

(J. Simsa)

A-1ll-2

Zjistéte, pro kterd m existuje pravé 2'° podmnoZin X mnoziny {1,2,
3,...,47} s vlastnosti: &islo m je nejmensi prvek mnoziny X a pro kazdé
z € X plati bud z + m € X, nebo z + m > 47. (R. Kucera)

A-1lIl1-3

V lichobézniku ABCD (AB || CD) ozna¢me E stfed ramene BC. Jsou-li
oba ¢tyftahelniky ABED a AECD tecnové, spliiuji délky stran lichobé&z-
niku ABCD oznacené obvyklym zptisobem rovnosti

b
a+c:§+d a +

ol

il
-

ISR

Dokazte. (R. Horensky)

A-1ll-4
V roviné je dan ostrouhly trojuhelnik AK L. Uvazujme libovolny pravo-
thelnik ABCD, ktery je trojuhelniku AKL opsan tak, ze bod K lezi
na strané BC' a bod L lezi na strané CD. Urcete mnozinu priseéika S
tihlopticek AC, BD vsech takovych pravothelnikit ABCD. (J. Simsa)
A-1lI1-5

Dokazte, Ze pro libovolnd redlné ¢isla p, q, r, s za podminek ¢ # —1
a s # —1 plati: Kvadratické rovnice

22 +pr+q=0, 22 +rr+s=0
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maji v oboru realnych &isel spoleény kofen a jejich dalsi kofeny jsou na-
vzéajem prevricend ¢isla, pravé kdyz koeficienty p, g, r, s spliiuji rovnosti

pr=(q+1)(s+1) a p(g+1)s=r(s+1)g.

(Dvojnéasobny kofen kvadratické rovnice po¢itdme dvakrat.)

(J. Simsa)

A-Ill-6

Rozhodnéte, zda pro kazdé poradi ¢isel 1,2, 3, ..., 15 lze tato éisla zapsat
nejvyse ¢tyfmi riznymi barvami tak, aby vSechna ¢isla stejné barvy tvo-
fila v daném pofadi monotonni (tj. rostouci nebo klesajici) posloupnost.
(Jednoé¢lenné posloupnost je monotonni.) (J. Simsa)
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ReZeni tloh

A-1-1

Zjistime nejprve, jak vypadaji vSechny koneéné neprazdné mmnoZiny M
pfirozenych cisel s (klicovou) vlastnosti ze zdvéru zadani. Teprve poté
posoudime, které z téchto mnozin jsou malé, a uréime podcet téch z nich,
které jsou sestaveny z ¢isel od 1 do 100.

Necht M je tedy libovolna koneénd neprdzdnd mnozina pfirozenych
Cisel s vlastnosti: je-li z,y € M ax # y, paki|z—y| € M. Pfedpoklddejme,
ze M ma pravé k prvki, a usporadejme je podle velikosti od nejmensiho
éisla po nejvetsi:

T <Ty <3 <...<UTk.

V piipadé k = 1 spliiuje mnozina M = {z;} danou vlastnost trividlné,
predpokladejme proto déle, ze k > 1. Pak ¢&islo g — 21 = |29 — x| podle
posuzované vlastnosti patii do M a je mensi nez x5, takzZe se musi rovnat
Cislu z7. Z rovnosti g — x7 = z; dostavame zo = 2x7. Analogicky plati:
Gisla 3 — x9, 3 — x; jsou dvé &isla z M, jeZ jsou mensi nez z3, pfitom
T3 —x9 < x3—x1, takZe musi platit 3 —zo = 1 a x3— 1 = x5, coZ spolu
s dokdzanou rovnosti o = 2z; vede k zavéru, Ze x3 = x1 + z2 = 3z;.
Ve stejnych ivahidch miZzeme pokracovat a ziskat rovnosti 4 = 421, ...,
zp = kxy. Formalné lze tyto rovnosti dokézat indukci: plati-li rovnost
x, = nzy pro nékteré n, 1 < n < k, pak tvahou o n &islech

Tntl —Tn < Tpyl — Tp-1 < ... < Tpy1 — 21,

ktera podle posuzované vlastnosti patii do M a jsou mensi nez z,41,
dochazime k zavéru, ze x,+1 — x, = x1, odkud 2,11 = 2, + 1 = nz1 +
+ 21 = (n + 1)z;. Dikaz indukci je hotov. Oznaéime-li z; = m, plyne
z nasich uvah, ze zkoumana k-prvkova mnozina M mé nutné tvar

M ={m,2m,3m,...,km}. (1)

Na druhou stranu je zfejmé, Ze takova mnoZzina M mé pozadovanou vlast-
nost, at jsou pfirozena ¢isla m a k vybrana jakkoliv.

Mnozina M zapsand v (1) mé k prvkd, pfi¢emZ nejmensi z nich je
¢islo m. Podle zadani tlohy je takovd mnoZina mald, pravé kdyz plati
nerovnost k < m. Zaroven je jasné, ze takovd mnozina M je podmno-
Zinou mnozZiny {1,2,3,...,100}, pravé kdyz plati nerovnost km < 100.
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Nasi tlohou je tedy najit pocet vSech dvojic pfirozenych cisel k, m, pro
néz plati k < m a km < 100. Jak je pti feSeni obdobnych kombinatoric-
kych tloh obvyklé, hledany pocet uréime, kdyz vyhovujici dvojice (k, m)
vhodné rozdélime do mensich skupin a uréime pocty dvojic v jednotli-
vych skupinach. V nai tloze se nabizi jednak rozdéleni do skupin dvojic
(k,m) se stejnou hodnotou k, jednak rozdéleni do skupin dvojic (k,m) se
stejnou hodnotou m. (To odpovidd tomu, Ze ptavodni objekty (mnoZiny
M vyhovujici tloze) rozdélime do skupin bud podle poctu jejich prvki,
nebo podle velikosti jejich nejmensich prvki.)

Uvedme zde oba vypoéty. K tomu ozna¢me p(k), g(m) pocty vyho-
vujicich dvojic (k,m) s danym k, resp. danym m. Uvédomme si, Ze z ne-
rovnosti k < m a km < 100 plynou odhady 1 £k <9 a2 < m <100,
které signalizuji, Ze vypocet pomoci hodnot p(k) bude méné pracny nez
vypocet pomoci hodnot g(m).

Pii pevném k jsou vyhovujici ¢isla m uréena nerovnostmi k + 1 <
< m £ 100/k. Dosazenim jednotlivych hodnot & zjistime, ze p(1) = 99,
p(2) = 48, ])(3) = 30, P(4) =21, p(5) =15, p(G) = 10, p(7) =1, ])(8) =d
a p(9) = 2. Hledany celkovy pocet je tedy roven

99 +48 +30+ 214+ 154+ 10+ 7+ 4+ 2 = 236.

Naopak pfi pevném m je &islo & omezeno takto: 1 < k£ < min{m — 1,
100/m}. Odtud vypocteme, ze q(2) = 1, ¢(3) = 2, ¢(4) = 3,..., q(9) = 8,
a(10) = q(11) = 9, q(12) = §, q(13) = q(14) = 7, q(15) = ¢(16) = 6,
q(17) = ... =¢q(20) =5, ¢(21) = ... = q(25) = 4, ¢(26) = ... = ¢(33) =
=3,q(34) = ... = q(50) = 2, q(51) = ... = ¢(100) = 1. Hledany podcet
je tedy roven

14+24+...4+84+2-94+8+2-74+2-64+4-5+5-4+8-3+417-2+450= 236.

Pii vypocétu jednotlivych hodnot g(m) je vyhodné si uvédomit, Ze
pro kazdé pfirozené m < 10 plati nerovnost m — 1 < 100/m, zatimco pro
kazdé m = 11 plati opaéna nerovnost m — 1 > 100/m.

A-1-2

Ozna¢me O stfed daného ¢tverce ABDC' (obr.17). Protoze bod M lezi
na zminéném oblouku, ma thel AM B velikost rovnou poloviné velikosti
stfedového (pravého) tthlu AOB, tedy 45°. ProtoZe stejnou velikost ma
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Obr. 17

ve ¢tverci ABCD thel BDC, je pod uhlem 45° z bodu D, M vidét
tutéz tsecku PS. ProtoZe navic oba body D, M lezi ve stejné poloroviné
s hranici PS, je PSM D tétivovy ¢tyfahelnik. Jeho vnitini tthel DM S
je pravy (bod M totiz lezi na Thaletové kruznici nad primérem BD),
takZe je pravy i vnitini thel DPS. Tak jsme dokézali, Ze PS 1 BD. Zcela
obdobné se ukaze, ze QR L AC. Z poslednich dvou vztaht jiz plyne, ze
PS 1 QR (nebot AC L BD).

A-1-3
Upravou rovnic ,doplnénim na Gtverce®
(x—a)? =a% -, (y+a)=a*-b (1)
(nebo pfimym uZitim zndmého vzorce s diskriminantem) zjistujeme, Ze

dané rovnice maji v oboru R kofeny, pravé kdyz celd Cisla a, b splnuji
podminku a? — b 2 0; tyto kofeny pak tvoii dvojice

{z1,22} = {a+ Va2 —b,a— \/a2——b},
{y1,92} = {—a+ Va? —b,—a— Va2 — b}.

Nyni stojime pfed otdzkou, jak efektivné (tj. bez stereotypniho
opakovani obdobnych vypoéti) urdit vSechny ¢tyfi hodnoty vyrazu
V = z1y1 — 2oy, ktery lze zapsat ponékud neurcité jako

(a+ Va2 -b)(—a+ Va2 —b) - (a+Va®—-b)(—at Va%-b),
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kde pfi prvnim a tfetim vyskytu znaku =+, stejné jako pfi druhém a ctvr-
tém, vybirdme navzajem opaéna znaménka. Naznacime tii mozné piistu-
py. (Celé diskuse bude sice delsi, nez kdybychom vypsali vypocet vSech
¢yt raznych vyrazi, ale o to ndm v komentafi nejde.)

(i) Zvolime-li pevné oznadeni x1, 2, y1, Y2, staci vypocitat dvé hod-
noty Vi = x1y1 — xays, Vo = 21y — x2y1, ostatni dvé hodnoty jsou k nim
opacnd &isla V3 = zoys—z1y; = — V1 a Vi = zoy1 —z1y2 = — V5. Oddéleny
vypocet obou hodnot Vi, V5 v8ak neni nezbytny, jak hned uvidime.

(ii) Vybér znamének pro &isla z; a y; lze zapsat ve tvaru z; = a +
+eva? —bay; = —a+d6va? — b, kde koeficienty € a J jsou éisla z mno-
ziny {—1,1}. Pak 23 = a —eVa? — b, y2 = —a — §Va? — b a stali pro-
vést jediny vypocet s obecnymi €, § (pro strucnost zapisu oznacime jesté
c=+a?-b):

T1y1 — Toy2 = (a + ec)(—a+ dc) — (a —ec)(—a — bc) =
= (—a® — eac + dac + edc?) — (—a® + eac — dac + edc?) =
= —2a(e — d)c.

ProtozZe € — § nabyva hodnot —2, 0 a 2, hodnoty vyrazu V = z1y; — z2ys
jsou pravé &isla 4av/a? — b, 0 a —4a+/a? — b.

(iii) Vybér znamének pro ¢isla 271 a y; miZeme vyfesit zapisy z; =
=a+uay = —a+v, kde u a v jsou redlnd ¢isla spliiujici rovnosti
u? = v? = a? — b. (Dodejme, Ze &isla u,v jsou vlastné zdklady druhych
mocnin v rovnicich (1), nebo téZ ¢isla ev/a? — b, 6v/a? — b z predchoziho

odstavce.) Potom plati 2z =a—u, yo = —a—v a
V=z1y1 —z2y2 = (a + u)(—a+v) — (a — u)(—a —v) = —2a(u —v).

ProtoZe hodnoty u — v za podminky u? = v? = a? — b jsou —2v/a2 — b, 0
a 2v/a? — b, dochazime ke stejnému zavéru jako v (ii).

Po vypoétu hodnot vyrazu V zjistujeme, Ze rovnost z1y; — Toys =
= 4k nastane, pravé kdyz 4k € {—4ava? — b,0,4av/a? — b}. Protoze k je
prirozené &islo, je a # 0 a posledni podminka je ekvivalentn{ s rovnosti

k =la|Va? - b, (2)

ktera je rozkladem cisla k£ na soudin dvou éinitelt, jez museji byt rovnéz
pfirozend ¢&isla. (Cislo v/a2 — b je rovno zlomku k/|al, takZe je to &islo
racionalni, a tudiz ¢islo celé.) Proto miiZzeme vSechna celoéiselnd FeSeni
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(a,b) rovnice (2) snadno popsat: vezmeme libovolny rozklad k = m -
- n daného &isla k na dva (kladné) éinitele m, n a z rovnosti |a| = m
a va? — b =n snadno uréime obé& vyhovujici dvojice (a, b):

a=4m, b=m?—-n? (3)

Nyni jiz mame vSechno pfipraveno k feseni otdzek ptvodni ulohy.

Cdst a). ProtoZe pro &initele m, n z libovolného rozkladu k = m - n
plati m < k an = 1, plyne ze vzorce (3) odhad b £ m? — 1, pfitom
rovnost nastane, kdyz zvolime m = k a n = 1. Pro dané k je tedy
nejvétsi hodnota b rovna bypax = k2 — 1.

Cdst b). Pro k = 2004 existuje pravé 12 uspoiadanych dvojic (m,n),
pro néz 2004 = m - n, nebot vSech rozkladu ¢éisla 2004 na dva cinitele
(nehledime-li na jejich pofadi) je pravé Sest: 1-2004 = 2-1002 = 3 -
- 668 = 4-551 = 6-334 = 12 - 167. ProtoZe mizeme dvéma zpusoby
volit znaménko ¢isla a ve vzorci (3), hledany pocet dvojic (a,b) je roven
dvojnasobku poétu dvojic (m,n), tedy ¢éislu 2 - 12 = 24.

Cdst c). Nasim tikolem je urcit soucet &isel b z dvojic (a, b) uréenych
vzorci (3), probihaji-li dvojice (m,n) v8echny rozklady k = m-n daného
Cisla k. Je-li m = n, plati podle (3) b = 0, proto miZeme uvazovat jen
takové dvojice €initeltt (m,n), ve kterych m # n, a sdruzit je do part
(m,n) a (n,m). Protoze v kazdém paru pro soucet prislusnych hodnot b
plati (m? — n?) + (n? — m?) = 0 (jak pro jednu, tak pro druhou volbu
znaménka ¢&isla a), je hledany soucet ¢isel b ze vSech uvazovanych dvojic
(a,b) roven nule (pro kazdé pevné k).

A-1-4
Oznaéme ¢, d diference prvni, resp. druhé z danych aritmetickych po-
sloupnosti. Protoze podle zadani plati y; = z1, maji ¢leny obou posloup-
nosti obecné vyjadreni

zi=x1+(—1)c a yi=a1+ (G —1)d

pro kazdy index i. Rozdil 22 — y? lze proto upravit do tvaru

2 2
Ty —Y;

(a2 + 221(i — 1)c+ (6 — 1)2c?) -
_ (:c% + 2x1(i — 1)d+ (l _ 1)2612) _
221 (i — 1)(c — d) + (i — 1)*(c* - d?).
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Pro index k podle zadani tlohy plati soustava rovnic

53 = 2z1(k — 1)(c — d) + (k — 1)3(* — d?), (1)
78 = 221 (k — 2)(c — d) + (k — 2)%(c? — d?), (2)
27 = 2z k(c — d) + k*(c% — d%). (3)

Tyto rovnice & jejich nasobky ted vhodné navzajem seéteme. Abychom
se zbavili ¢lentt s 1, odecteme od dvojnasobku rovnice (1) souéet rovnic
(2) a (3), nebot u ¢lenu 2z, (c — d) pak zistane koeficient 2(k — 1) — (k —
—24k) = 0. Protoze 2-53— (784-27) = 1 a 2(k—1)?— (k—2)2 k% = -
dostaneme zminénou kombinaci jednoduchou rovnici 1 = —2(c? — d?), ze
které uréime ¢? — d* = —1. To dosadime do rovnic (2) a (3), které¢ tak
prejdou do tvaru

1
78 = 22(k — 2)(c — d) — §(k—2)2. (2"
1
27 = 221 k(c — d) — §k2. (3")
Clent s z; se opét zbavime, kdyZ od k-nasobku rovnice (2') odecteme
(k—2)-nasobek rovnice (3); ziskanou rovnici s nezndmou k pak vyfesime:

8k — 27(k —2) = —%(k -2)%.k+ %1& (k-2),

1

SUk 454 = 2 (K — 47 + k) + 2 (K — 247),

N |

0 = k% — 53k — 54,
0= (k +1)(k — 54).

Protoze index k je pfirozené ¢&islo, plati nutné k£ = 54. Tim je uloha
vyresena.

Dodejme, Ze zadani ulohy nevyzaduje zkoumat, zda pro nalezenou
(jedinou) hodnotu indexu k dvojice posloupnosti spliiujicich podminky
tlohy existuje. Pro zajimavost uvedme, Ze takovych dvojic posloupnosti
je dokonce nekone¢né mnoho; je nutné a staéi aby jeji(,h spoleény prvni
¢len z a diference c, d spliiovaly podminky ¢? —d? = —zaz(c—d) = 54—5
Plyne to snadno z kterékoliv z rovnic (1)-(3) po dosazem hodnot £ = 54
ac?—d>= —%, presvédcete se sami.
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A-1-5

Oznaéme obvyklym zptsobem a, b, ¢, d délky stran daného lichobézniku.
Podle zadani plati rovnost a = 2¢, jez znamend, ze zdkladna CD je
stfedni pfickou trojuhelniku ABF', kde F' je prusecik ramen BC a AD
prodlouzZenych za vrchol C resp. D (obr. 18). Proto téz plati |[CF| = b
a |DF|=d.

V prvni &asti FeSeni predpokladejme, ze |AB| = |BC| neboli 2¢ = b
(obr.19). Pak |CF| = b=2ca|EB| = |EC| = 1b = c, takie trojthelniky
ABE a FCD (jez jsou na obr. 19 vybarveny) jsou shodné podle véty sus
(jejich strany délek 2c a c sviraji souhlasné twhly, vytaté primkou BC
mezi rovnobézkami AB a CD). Ze shodnosti tfetich stran AE a F'D pak
plyne rovnost |AE| = d. Tak pfichazime k zavéru, Ze strany ¢tyfahelniku
AECD maji délky d, ¢, ¢, d; jde tudiz o tecnovy étyfahelnik (dokonce
deltoid, ptipadné kosoctverec).

A a=2¢c B A 2c B

Obr. 18 Obr. 19 Obr. 20
V druhé céasti feSeni predpokladejme, Ze ¢tyfuhelnik AECD je teé-
novy, takze podle zndmé véty pro délky jeho stran plati rovnost |[AE| +

+ |CD| = |EC| + |AD|, neboli = + ¢ = $b+d, kde = = |AE| (obr. 20).
Odtud vyjadfime délku z, se kterou budeme dale pracovat, ve tvaru

x:%—c+d. (1)

Vsimnéme si nyni, Zze tsecky CD, AC a AFE déli trojuhelnik ABF na ¢tyti
trojuhelniky téhoz obsahu. (Podrobnéji: z |AD| = |DF|, |BC| = |CF)|
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a |BE| = |EC| plyne fetézec rovnosti Sapc = Scpr = 1Sacr =
e %SABC = Sapr = Sacg.) Proto pro obsahy &tyithelniku AECD
a trojihelniku AEF plati améra Sapcp : Sapr = 2 : 3. Tyto dva
mnohothelniky vSak maji spole¢nou vepsanou kruznici, takze ve stejném
poméru 2 : 3 musi byt i jejich obvody (pfipomerime, Ze obsah mnoho-
thelniku s obvodem o a vepsanou kruznici o poloméru p je roven %o - 0).
Protoze tyto obvody maji vyjadieni

b 3b
OAECD =w+§+c+d, OAEF=$+E+2dv
plati tméra (z + 3b+c+d) : (z + 3b+2d) = 2 : 3, ze které snadno
vyjadfime nezndmou z jako

z:%b—3c+d. (2)

Porovnanim (1) a (2) dostaneme rovnost b = 2¢, neboli b = a. Tim je
rovnost |AB| = |BC| dokazéana.

Jiné feSeni. (Pavel Novotny) Pfipomenme nejdfive vyjadieni délek
téznic trojuhelniku pomoci délek jeho stran: v obecném trojuhelniku
ABC pfi obvyklém oznaceni plati vzorec

4t2 = 2a® + 2b% — 2. (1)
Odvozeni (1) je snadné: stacdi selist rovnosti

1 \2 1 8%
b2 = ('2—0) +t3—ctccosw, a? = (—-2—C> +t§+ctccosw,

které plati podle kosinové véty pro trojuhelniky ACC, a BCCq, kde C
je stfed strany AB a w = |<AC;C| (obr.21).
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V daném lichobézniku ABCD (v némz plati a = 2¢) uvazujme kromé
stfedu E ramene BC' jesté stied S zakladny AB a ozname z = |AF)|
a u = |AC| (obr.22). Protoze |AS| = |SB| = }a = ¢, je ASCD rovno-

D__¢ C

U

b

YA

A ¢ S ¢ B
Obr. 22

béznik, tudiz |CS| = d. Nyni podle vzorcu (1) vyjadiime délky téznic
AFE a CS trojuhelniku ABC:

472 = 20% +2(2¢)2 - b* a 4d® = 2u* + 20 — (2¢)%.
Vzajemnym odeétenim téchto rovnic vylouéime veli¢inu u a dostaneme
4(z% — d?) = 3(4c®> — b?), neboli 4(z — d)(x + d) = 3(2¢ — b)(2¢ + b).

Odtud plyne, Ze znamdénko rozdilu z — d je vzdy stejné jako znaménko
rozdilu 2¢—b. Ukazme, Ze z tohoto poznatku plyne celé feSeni nasi ulohy.
PouzZijeme k tomu zndmé kritérium pro tec¢nové ¢tyrthelniky: ¢tyfahelnik
AECD je teénovy, pravé kdyz se rovnaji oba soucty délek jeho protileh-
Iych stran, tj. pravé kdyZz x4+ ¢ = d + 3b.

Je-li b = 2¢, pak podle naseho poznatku =z = d, a tedy AECD je
deltoid (piipadné kosoctverec). (Rovnost = + ¢ = d + $b tehdy plati
dokonce ,séitanec po séitanci®.)

Je-1i b > 2¢, pak podle naseho poznatku z < d, a tedy v+ ¢ < d+ %b,
takze ¢tyithelnik AEC D neni teénovy.

Je-li b < 2¢, pak podle naseho poznatku z > d, a tedy z +¢ > d+ %b,
takze ¢tyrthelnik AEC D neni te¢novy.

Dalsi FeSeni. V lichob&zniku ABC D, v némz plati a = 2¢, uvazujme
kromé stfedu E ramene BC a pruseciku F' prodlouzenych ramen BC,
AD jesté prusecik G ptimek AE, CD (obr.23). Snadno vysvétlime, ze
tsecky EF a DG jsou téZnice trojihelniku AF'G (a bod C' jeho t&zisté).
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Obr. 23

Plati-li rovnost b = 2¢, jsou tyto téZnice shodné, a proto je trojihelnik
AFG rovnoramenny se zdkladnou FG, tudiz AECD je deltoid (nebo
kosoctverec). Lze-li naopak ¢tyfuhelniku AECD vepsat kruznici, je tato
kruZnice vepsana i ob&éma trojuhelnikim AEF a ADG, jez maji shodné
obsahy (totiZz rovné vzdy poloving obsahu trojihelniku AFG). Pak se
ovSem musi rovnat i jejich obvody, coz pro délku z = |AE| = |EG| dava
rovnici

3b
z+—2—+2d:2z+3c+d,

ze které vychazi vyjadreni nezndmé x ve tvaru (2) z prvniho feSeni. Stejné
jako tam pak dojdeme k rovnosti b = 2c.

Nad obrazkem 23 lze uvazovat i takto: étyfahelnik AEC D bude tec-
novy, pravé kdyz splynou kruznice vepsané trojihelnikiim AEF a ADG.
Tyto trojihelniky maji totozna ramena vnitfnich hlt pfi spoleéném
vrcholu A, takze jejich vepsané kruznice splynou, pravé kdyz budou mit
shodné poloméry. To je v8ak ekvivalentni s tim, Ze oba trojuhelniky maji
stejny obvod (vZdy totiZ maji stejny obsah). Protoze spole¢né ¢ast hranic
trojuhelnikit AEF a ADG je tvofena lomenou arou EAD, rovnaji se je-
jich obvody, pravé kdyz plati rovnost | DF|+|FE| = |DG|+|GE|. Protoze
DE || FG, je z uvahy o elipse s ohnisky D, E jasné, Ze odvozend rovnost
nastane, pravé kdyz tsec¢ky DE a F'G maji spoleénou osu soumdérnosti
(a AECD je pak deltoid, ptfipadné kosoctverec).
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A-1-6

Predpokladejme, ze f: (0, +00) — (0, +00) je libovolna z hledanych funk-
ci. Dosadime-li do dané rovnice hodnotu y = 1 a éislo z 2 0 ponechame
libovolné, dostaneme

ef@)f) = £(=)-

r+1

Vzhledem k tomu, Ze f(1) = 0 podle podminky b), posledni rovnost
znamena, ze

f(zil) =0 prokazdéxz 2 0.

Vidime, Ze funkce f nabyva hodnoty nula ve vSech bodech definiéniho
oboru, které lze vyjadrit ve tvaru zlomku

z TS vhodnym z 2 0. Kazdy

takovy zlomek jisté lezi v intervalu (0, 1),$naopa.k pro kazdé redlné ¢islo
t
1-t
Zjistény poznatek spolu s podminkou c) ze zadani tlohy vede k z4-
véru, Ze rovnost f(t) = 0 plati, pravé kdyz ¢t € (0,1). Abychom uréili
(kladnou) hodnotu f(t) pro pevné ¢t > 1, uvazime dvé rovnice s takovym
parametrem ¢ a neznamou z, totiz rovnice
-0 xt _0
fef@) =0 a f(=)=0
Protoze podle zadani ulohy se levé strany obou rovnic rovnaji (zvolme
y = t v dané funkcionélni rovnici) a f(t) > 0, musi mit obé rovnice
stejné mnoZiny feSeni. Pro prvni z nich je tato mnoZina uréena soustavou

1
nerovnic 0 < z f(t) £ 1, takZe tvoii interval <0, m

. xt C e
ekvivalentni se soustavou nerovnic 0 < P < 1, jejiz feSeni (s ohledem
z

t € (0,1) zfejmé ma rovnice t =

T . Lvoy g
1 nezaporne resenl r =

>; druhd rovnice je

na z + t > 0) tvoii interval <O, E——_E—1>
Z totoznosti obou intervalu plyne rovnost
f—zt)— = Z—t—l’ neboli  f(t) = %
Nasli jsme hodnotu f(t) pro kazdé ¢t > 1. MiZeme tedy shrnout, Ze
hledana funkce f musi mit tvar
0 (0sts),

ft) =
E—%l (t>1).
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Nyni jesté ukdzeme, Ze funkce f urdend poslednim pfedpisem ma
skute¢né vlastnost a) ze zaddni alohy (vlastnosti b) a c) jsou ziejmé).
Rovnosti obou stran

L=f(zf(y)f(), 13::f($ffy)

dané funkcionalni rovnice dokdZeme v kazdém ze éty¥ pripada rozlisenych

podle moZnych hodnot proménné y a zlomku

T4y
() y=0(@s>0, (i) 0<y<l,
zy . zy
iii >1a <1, iv) y>1la > 1.
(iii) vy e (iv) v Py
vz : Ty v <y
Piipad (i). Z y = 0 plyne f(y) = 0 a vl 0, takze rovnéz
Ty
F(=2£) =0, tudiz L= P =0.
T+y
Ptipad (ii). Z 0 < y < 1 plyne ﬁ_ < 1, takze opét L = P = 0.
z+y
Pfipad (iii). Zy > 1 a x <1plynez < J , takZe s ohledem na
) T+y y—1
hodnotu f(y) = .t plati nerovnost z f(y) < 1, tudiz opét L = P = 0.
)
Ty

Piipad (iv). Zy > 1 a

> 1 plyne = > L, takZe s ohledem
T+Yy y—1

y—1
na hodnotu f(y) = 3’—5—— plati nerovnost z f(y) > 1, tudiz
y—1
x — —
I— y y-1 zy—x-—y
L.yt y ay
Y
Ty
+y Ty -z -y
p=Z = :
Ty zy
T+y

Rovnost L = P je tak dokdzdna ve vSech pripadech.

A-S-1

Posudme otazku, pro které celociselné aritmetické posloupnosti (a;)io,
existuji indexy 7,7 € {1,2,...,10} takové, Ze a; = 1 a a; = 2005. Zdu-
raznéme, ze takova dvojice indexu (3, j), pokud viibec existuje, je jedin4,
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nebot v nekonstantni aritmetické posloupnosti se kazdé ¢islo vyskytuje
nejvyse jednou. ‘

Predpoklddejme, Ze zminéné indexy 7 a j zndme, a pomoci nich vyja-
dfeme prvni ¢len a; a diferenci d dotycéné posloupnosti. Protoze obecny
clen aritmetické posloupnosti ma vyjadreni ax = a; + (k—1)d, dostavame
soustavu rovnic

a=a+(—1)d=1 a aj =a + (j —1)d = 2005,
kterou snadno vyresime vzhledem k neznamym a;, d:

2004 2004(i — 1)
= al = —__—

d —— 23 —
J—1 J—1

Takové hodnoty a1, d jsou celd ¢&isla, pravé kdyz je pfirozené éislo |j — |
délitelem éisla 2004, takze |j — 7| musi byt jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4 nebo 6
(z podminky 4, j € {1,2,...,10} totiZ plyne |j —i| < 10 a ¢islo 2004 jiné
jednomistné délitele nemd). Hledany poéet posloupnosti je proto roven
poctu dvojic indext (i, 7) vybranych z mnoziny {1,2,...,10}, pro které
plati |5 — 4| € {1,2,3,4,6}. Takovych dvojic (,7) je po fadé 2-9, 28,
2-7,2-6 a2-4, takze vSech posloupnosti je 18 + 16 + 14 + 12 + 8 = 68.

A-S-2

Rovnobéznik ABCD je utvar sttedové soumérny podle pruseciku S tthlo-
pricek AC, BD (obr.24). Proto jsou podle stfedu S soumérné sdruzené
trojuhelniky ACD a CAB, tudiz i jejich kruznice vepsané a odpovidajici

D C

Obr. 24

si body dotyku K a M. Totéz plati i o dvojici bodtt L a N. Dochazime
tak k zavéru, ze KLM N je rovnobé&znik. (Moznosti K = M = S nebo
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L = N = S jsou vylou¢eny podminkou |AB| > |BC|, jez zarucuje, ze
zminéné trojihelniky nejsou rovnoramenné se zakladnou AC nebo BD,
takZe se vepsané kruznice nedotykaji téchto stran v jejich stredu.)
Provedena ivaha o stfedové soumérnosti vSak nestaci k ditkazu toho,
Ze rovnob&Zznik K LM N je obdélnik, tj. Ze méa shodné thlopricky KM
a LN. K tomu budeme muset provést vypocet zaloZeny na znadmych
vzorcich, které vyjadiuji vzdélenosti vrcholti obecného trojuhelniku od

bodt dotyku kruZnice vepsané pomoci délek stran tohoto trojihelniku
(obr. 25):

|EF| + |EG| — |FG]|

== |ER| = |BQ| = ; ,
FG|+ |FE| - |EG
GF|+ |GE| - |EF
- = 6P| = jaq| = ISP+ IGB - 1EF

Obr. 25

Pripomertime, Ze tyto vzorce plynou ze soustavy rovnic
c+y=|EF|, y+z=|FG|, z+z=|EG|

Vratme se k nasi tloze a v daném étyfuhelniku ABCD oznaéme jesté
délky a = |AB| = |CD|, b= |BC| = |AD|, e = |AC| a f = |BD|. Podle
vzorcu uvedenych vedle obr. 2 plati rovnosti

]AK[:eH’T_a:p]m 2 |BL|=$

= |DN]|.

Z predpokladu tlohy a > b proto plyne |AK| < %e = |AS]|, takze bod K
lezi mezi body A a S a mé od stfedu S vzdalenost

et+b—a a-0

|KS| =|AS| - |AK| =

e

2 2 2

Obdobné vyjde, ze body L, M, N lezi po fadé na tseckdch BS, CS, DS
a plati rovnosti | LS| = |[MS| = INS| = }(a—b). To dohromady znamené,
ze ¢tyftuhelnik K LM N mé shodné thlopficky, které se navzajem pili; je
to tedy obdélnik. (Kdyby to byl ¢tverec, muselo by platit KM 1 LN,
tedy AC L BD, coz je ve sporu s tim, Ze a # b.)
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Dodejme, Ze v predchozim odstavci jsme podali tplné feseni, které
nevyzaduje uvahy o stfedové soumérnosti z ivodniho odstavce.

A-S-3

1
Po vydéleni (kladnym) éislem k + % a upraveé zlomku dostaneme ekviva-

lentni soustavu nerovnic

k2 (k - 2)
k241

K3(k + 3)
S M

A
A

T

Abychom uréili, mezi kterymi celymi &isly lezi oba zlomky z (1), vydélime
nejprve (se zbytkem) mnohocleny z jejich éitatelt mnohoclenem ze jme-
novatele:

(k* —2k%) : (k* +1) =k — 2, zbytek — k + 2,
(k* +3k%) : (k* +1) =k*+3k — 1, zbytek — 3k+ 1.

Oba vysledky déleni dosadime do (1):

k-2
k241

k-1

k-2 —_—
k241

Sz2Sk+3k-1- (2)

Pokud pro ,zbytkové ¢leny“ z obou krajnich vyrazi budou platit nerov-
nosti

k—2 k-1
< <1 0 <

SRyl . SEr1- (
budou FeSenimi soustavy (1) pravé ta celd z, pro kterd plati k —2 < = <
< k2 + 3k — 2. Takovych z je

3

~

(K2 +3k-2)—(k—2)+1=(k+1)2

coZ je pravé pocet uvedeny v zadani tlohy.

Snadno vysvétlime, Ze nerovnosti (3) plati pro kazdé k = 2. Tehdy
totiz mame 0 < k —2 < k+ 1 < k? + 1, odkud plyne leva &ast (3). Prava
&ast (3) je zfejma pro kazdé k > 3 (nebof tehdy 0 < 3k —1 < k2 - 1<
< k%+41); pro k = 2 plati 3k — 1 = 5 = k? 4 1, takZe v (3) tpln& napravo
nastane rovnost.

Jesté je nutné zjistit, zda pozadovanou vlastnost nema i ,zbylé* pfi-
rozené Cislo k = 1; pro né v8ak mé soustava (1) tvar —% <z £ 2, takZe
mé v celych &slech pravé tii feseni, coz je méné nez (1 + 1)2 = 4.
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Zavér: Hledand k jsou vSechna pfirozend ¢&isla vétsi nez 1.

Poznamka. Presny pocet celych &isel z, jez lezi v intervalu (1), nelze
urcit z pouhé délky tohoto intervalu, nebot ani tato délka, ani Zadny z
krajnich bodt intervalu neni celé éislo. Neni tézké ovérit ekvivalentnimi
upravami, Ze pro délku intervalu (1) pti kazdém k > 2 plati nerovnosti

K(k+3) K (k-2)
k2 +1 k2 +1

(k+1)2-1< < (k+1)>% (4)

Z nich ovsem plyne pouze, Ze pocCet celych éisel v intervalu (1) je roven
bud é&slu (k + 1)2 — 1, nebo é&slu (k + 1)2. K pfesnému uréeni tohoto
podtu se zda byt nezbytné urcit nejmensi celé ¢éislo (k —2) a nejvétsi celé
&slo (k2 4 3k — 2), kterd v daném intervalu lezi.

A-1-1
Po vynésobeni kladnym ¢islem 4(a + 1)(b + 1)(c + 1) postupnymi ekvi-
valentnimi ipravami dostaneme:
4a(c+1)+4b(a+1)+4c(b+1) 2 3(a+1)(b+1)(c+ 1),
4(ac+c) +4(ab+b) +4(bc+c) 2 3(ab+a+b+1)(c+1),

4(ab+ac+bc+a+b+c) 2 3(abc+ab+ac+bc+a+b+c+1),
ab+ac+bc+a+b+c 2 3(abc+1).

Protoze abc = 1, dostaneme po dosazeni do pravé strany posledni nerov-
nosti nerovnost

ab+ac+bc+a+b+c2=6. (1)
y S , 1 1 1
Dosadime-li jesté do levé strany ab = —, ac = 72 bec = —, dostaneme
c a

nerovnost

(o2 () (oD 2

kterd plati, nebof hodnota kazdé zavorky v levé strané je alespon 2.
Pro kazdé t > 0 je totiZ splnéna nerovnost ¢t 4+ t~! > 2, v niZz nastane
rovnost, pravé kdyz ¢t = 1. (Tento zndmy fakt lze zdvodnit napt. pravou
nerovnosti (vt — \/{—‘T)2 > 0, nebo se lze odvolat na nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym priamérem dvou navzijem prevricenych
Cisel.) Zarovei vidime, Ze rovnost v nerovnosti (1), a tedy i v nerovnosti
z textu ulohy nastane, pravé kdyz plati a = b = ¢ = 1. Tim je feSeni celé
ulohy ukonceno.
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Dodejme, Ze za predpokladu abc = 1 nerovnost (1) plyne pfimo z ne-
rovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem Sestice ¢isel ab,
ac, be, a, b, c:

ab+ac+bc+a+b+c
6

> Vab-ac-bc-a-b-c=Vabe=1.

A-1l1-2

Odecteme-li od prvni rovnice rovnici druhou, dostaneme postupnymi
Upravami:

(2y+ 2z +0) = (yz + oy +y) = (42 + 22 = 5) = (2 + 22 — ),
(z-y)z+z-y=(y-2)(y+2),
(z—y)(z+y+2z+1)=0.

Analogicky odvodime rovnosti
(y—2)(z+y+24+41)=0 a (z—2)(z+y+2+1)=0. (1)

Ve vsech tfech odvozenych rovnicich vystupuje éinitel = + v + z + 1.
Rozlisime proto, zda je roven nule, ¢ nikoliv.

A. Necht z + y + z + 1 = 0. Pak mZeme ptivodni soustavu rovnic
zapsat takto:

z-(-z) =y’ +2>=5, y-(-y)=22+2"-5,
z-(—2) =22 +y% 5.

Vidime, Ze celd soustava je ekvivalentni s jedinou rovnici 22 + %+ 22 = 5,
kterd (vzhledem k nezdpornosti druhych mocnin) mé v oboru celych &-
sel pouze takova FeSeni, Ze trojice (z2,4?,2%) je (aZ na potadi) trojice
(4,1,0), takZe (z,y,z) je permutace nékteré z trojic (£2,+1,0). Zna-
ménka Cisel z, y, z snadno uréime z podminky z +y + z + 1 = 0: vy-
hovuje jediné trojice (—2,1,0) a libovolnd jeji permutace. V prlpade A
tedy dostavame pravé Sest feSeni dané soustavy.

B. Necht =z +y + z + 1 # 0. Pak z rovnic odvozenych v tvodu fe-
Seni vyplyvé, Ze plati x = y = z. Tehdy rovnice dané soustavy splyvaji
v jedinou rovnici z(2z + 1) = 222 — 5, které vyhovuje pouze z = —5.
V pripadé B tedy mame jediné feSeni z =y = z = —5.
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Dodejme, Ze v prvni ¢asti fesen{ jsme mohli rovnéz ptvodni soustavu
rovnic upravit do tvaru

224y + 2 -5=z(z+y+z+1)=
=ylztytz+1)= (2)
=z(z+y+z+1).

Odtud opét dostdvame, Ze plati bud x + y + 2+ 1 =0, nebo z = y = 2.
Odpovéd: Soustava mé sedm TFeSeni: trojici (—5,—5,—5), trojici
(—2,1,0) a jeji libovolnou permutaci.

A-11-3

UkéaZeme, 7e hledanou mnozinu tvoi{ body K a L a dale vnitini body
oblouku KL kruznice m(M,|MK]|) a oblouku K'L’ stfedové soumérné
sdruzeného s obloukem KL podle stfedu M (obr. 26).

Obr. 26

Dokazme nejdiive, Ze pfimka MT (obr.27) je (vnitini) spolecnou tec-
nou kruznic k a . Pfipustme, Ze pfimka MT protne kruznici & v bodech
T, T, akruznici | v bodech T, T5. Pro mocnosti bodu M (je to bod teény,
proto lezi ve vné&jsi oblasti kazdé z obou kruznic k a [) k obéma kruznicim
plati

IMT|-|MTy| = |MK|?> = |ML|?> = |MT| - |MTs|,

odkud |MT;| = |MTs|. Protoze oba body T3, T lezi na téze polopfimce
MT, plyne odtud T7 = T5. Obé kruznice k a [ v8ak maji spoleény jediny
bod, takze Ty = T, = T. Proto je MT spoleénd te¢na obou kruZnic
anavic |MT| = |MK| = |ML|,bod T tedy lezi na kruznici m(M, |M K]).
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Obr. 27

Protoze pfimka MT obé& kruZnice oddéluje, nelezi body K a L uvnitf
téze poloroviny uréené pfimkou MT, pfimka MT protind stranu KL
trojuhelniku K LM, a proto bod T lezi na jednom z kratSich obloukt
KL, K'L' kruznice m.

Je-li naopak T libovolny vnitini bod jednoho z téchto obloukt
(obr. 28), lezi sousedni konvexni thly KMT a LMT na opa¢nych stra-
néach spole¢ného ramene MT. Z rovnosti |[M K| = |MT| a |ML|= |MT)|
pak plyne, Ze do zminénych uhla lze vepsat kruznice tak, aby se dotkly
ramen piislusného thlu v bodech K a T, resp. L a T'. To jsou vyhovujici
kruznice k, [ s dotykovym bodem T'.
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Je-li T = K, vyhovuje libovolna kruznice k dotykajici se pfimky M K
v bodé K a lezici v poloroviné M K L’ a kruznice [ dotykajici se ramen
thlu KML v bodech K a L (ta je uréena jednozna¢né). Analogicky
sestrojime vyhovujici kruznice k a [ pro bod T = L.

Bod K’ ani bod L’ do hledané mnoZiny patfit nemohou, protoze K’
leZi na teéné KM k libovolné z kruznic k a analogicky bod L’ lezi na
te¢né LM k libovolné z kruznic [.

A-1l1-4

Oznaéme z a y hledand &isla, pficemZ x > y. ProtoZe p = x—y je prvocislo
a pro nejvétsi spole¢ny délitel d ¢isel z a y plati d | (z — y) neboli d | p,
je bud d = p, nebo d = 1.

Kdyby platilo d = p, méli bychom y = kpaz=y+p=(k+1)p
pro vhodné pfirozené k, takZe souéin zy by se rovnal &islu k(k + 1)p2.
To ale neni druhd mocnina pfirozeného ¢isla (déle struénéji ,Ctverec”)
pro 74dné k, nebot &islo k(k + 1) neni nikdy é&tverec.! Musi proto byt
d =1, takZe ¢isla z a y jsou nesoudélna. Jejich souéin zy je pak étverec
jediné v piipadé, kdy oba &initelé jsou &tverce, tedy = = u? a y = v? pro
vhodné u,v € N, u > v, odkud p = z—y = (u—v)(u+v). Takovy rozklad
prvodisla p na soudin mé jediné mozné Cinitele u —v =1 a u+v = p.
Odtud snadno plynou rovnosti u = 1(p+ 1) a v = (p — 1), z nichZ pro
soucet s = z + y ziskdme vyjadieni

2, 2 (P+1N? p—1\2 p*+1
s=ary=wtad = (Bm)+ () =5
Dekadicky zapis &isla s podle zadani kondi &islici 3, takZe zéapis &isla p? +1
(rovného &islu 2s) koné&i é&islici 6. Zapis ¢&isla p? proto konéi &islici 5, je
tedy nasobkem péti, coz nastane jediné pro prvoéislo p = 5. Dosazenim
této hodnoty do odvozenych vzorct dostaneme v = 3, v = 2, 2z = 9
a y = 4. Zkouska je trivialni: 9 —4=5,9+4=13,9-4 = 62
Odpovéd’: Podminkdm tlohy vyhovuje jedind dvojice ¢isel 9 a 4.

1 Plati totiz k2 < k(k+1) < (k4 1)2, takze &islo k(k+ 1) lezi mezi dvéma sousednimi
¢tverci. Jiné vysvétleni lze zaloZit na tom, Ze &isla k, k+1 jsou navzajem nesoudélna,
takze by ob& musela byt ¢tverci lisicimi se o 1. Takové &tverce vsak neexistuji.
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A-1l1-1

Oznaéme c, resp. d diference hledanych posloupnosti, takze z vyjadreni
z; =z1+ (i —1)c ay; = x1 + (i — 1)d pak dostaneme pro kazdé i rovnost

Ty = 22 + (i — Day(c+ d) + (G — 1)%cd.

Budeme se tedy zabyvat otdzkou, kdy pro néktery index k > 1 plati
soustava rovnic

22 4+ (k — 2)x1(c + d) + (k — 2)%cd = 42, (1)
2?4 (k= D)z1(c+d) + (k — 1)%cd = 30, (2)
z} + kz1(c + d) + k%cd = 16. (3)

Odeéteme-li od dvojndsobku rovnice (2) soucet rovnic (1) a (3), dosta-
neme po Gpravé rovnost cd = —1. Odecteme-li od rovnice (3) rovnici (2),
obdrzime vztah

z1(c+d) + (2k — 1)cd = —14,

z néhoz po dosazeni hodnoty ¢d = —1 dojdeme k rovnosti
z1(c+d) = 2k — 15. (4)
Dosazenim tohoto vysledku do rovnice (3) dostaneme vztah
z2 + k(2k — 15) — k% = 16,
ze kterého vyjadiime z? jako kvadratickou funkeci indexu k:

12 =16 — k(2k — 15) + k> = 16 + 15k — k*> = (k + 1)(16 — k).
Protoze 22 = 0 a k > 1, plyne z posledniho vzorce odhad k < 16.
V pfipadé k = 16 ovSem vychdzi 1 = 0 a rovnost (4) pak pfejde do
tvaru O(c + d) = 2, coZ neni mo7né. Pro k = 15 dostaneme z? = 16,
takZe 21 = +4. Prox; =4 (a k = 15) z (4) plyne c+d = 14—5, coz spolu
s rovnosti cd = —1 vede k zévéru, ze {c,d} = {4, —1}. To znamens, Ze
obé& posloupnosti jsou (az na poradi) uréeny vzorci:

1—1

z, =44+ (G@—-1)4 a y;,=4-

pro kazdé 4. (5)
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Pro takovou dvojici posloupnosti skute¢né plati
Tiayia =56 - § =42, 215y15 =605 =30 a ziey16 = 64- 1 = 16.

Podobné pro druhou moznou hodnotu z; = —4 dostaneme posloupnosti,
jejichz ¢leny jsou opaéné ke élentim posloupnosti (5), tedy posloupnosti

L — 1
z,=—4—-(i—1)4 a yi=—4+z—z— pro kazdé i. (6)

Odpovéd. Nejvétsi hodnota indexu k je 15 a vSechny vyhovujici po-
sloupnosti jsou (az na moZnou zaménu poradi ve dvojici) uréeny vztahy

(5) a (6).

Jiné FeSeni. (Podle Zbyrika Koneéného.) Uvazujme posloupnost z; =
= z;y;. Protoze je to kvadratickd posloupnost, je prislusnd diferencni
posloupnost 7; = z;41 — z; aritmetickd, pfi¢emz z rovnosti

Zk—1 = 42, Zp = 30, Zk+1 = 16

plyne ri_; = —12 a rp = —14. Aritmetickd posloupnost (r;) mé proto
diferenci —2, takze 741 = —16 a z42 = 0. Vyuzijeme-li opakované vztah
Tk_; = Tk + 21, dostaneme

Zkg1 =Tk + 2k =Tk +Tk—1 + 2k41 = ... =
=Tk +Thk—1+ ... +Tk—14 + 2k—14 =
=—-14-12—-...—24+04+2+ ... +124+ 14+ 2414 =

= Zk—14,

takze je zp—_14 = zk41 = 16 a také zx_15 = zk_14 — Tk_15 = 16 — 16 = 0.
Pron > 15 je tedy rx—n > 0 a z5_,, < 0. Vidime, Ze ¢leny posloupnosti
(z;) jsou nezdporné pravé jen pro indexy i € {k — 15,k — 14,... k — 1},
a protoZe z; = z1y; = 23 2 0, musi byt 1 = k — 15, neboli k < 16.

Pro & = 16 je ovSem podle pfedchozich vypoctt z; = z,_15 = O,
takze také x; = y; = 0. Zéaroven je z15 = zxy2 = 0, coZ znamena, Ze
jedna z aritmetickych posloupnosti (z;), (v;) je nulova. To neni mozné,
protoze pak by byla nulové i posloupnost (z;).

Pro k = 15 je z; = 16, takZe 1 = +4. ProtoZe z17 = zx4o = 0, je
217 = 0 nebo y;7 = 0. Vzhledem k symetrii danych podminck mtZeme
predpokladat, ze je x;7 = 0. Oznadéime-li ¢, resp. d diference hledanych
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posloupnosti, pak pro z; = —4 vyjde ¢ = %, pro z; = 4 vyjde ¢ =
= —%. Z rovnosti z15y15 = 30 pak v prvnim pripadé dostaneme d = —4,
v druhém d = 4. Je tedy

1
$¢:—4+Z(i—1) a y;=-4—4(i—1) pro kazdé i

nebo
1, . v is s
z; =4— Z(z—l) a y; =4+4+4(:—1) pro kazdé i.
Snadno ovéfime, Ze ob& dvojice posloupnosti spliiuji podminky tlohy.
Nejvétsi hodnota indexu k je tedy k = 15 a krkomé uvedenych posloup-
nosti mu odpovidaji i dalsi dvé dvojice vzniklé zaménou (z;) a (y;).

A-1Il1-2

Nejprve v zavislosti na daném éisle m (1 £ m £ 47) vyjadiime, kolik
mnozin X popsané vlastnosti ma nejmensi prvek rovny zvolenému ¢éislu m.
K tomu vydélime ¢&islo 47 ¢&islem m se zbytkem,

4T=gm+r (q21, 0<r<m),

a ukaZeme, ze existuje pravé (¢+1)"¢™ =" vyhovujicich mnoZin X s nej-
mensim prvkem m. Protoze kazd4 takovd mnozina X je podmnozZina mno-
ziny
T ={mm+1,...,47},
rozdélime mnozinu T,, na nejvySe m skupin cisel tak, aby se dcisla
v téze skupiné navzajem lisila o nasobky ¢isla m: dostaneme tak predné
g-prvkovou skupinu
Po = {m,2m,...,gm},

v pfipadé r > 0 dalsich r skupin o ¢ prvcich
Pi={m+i2m+i,....gm+i} (1=<iS7),
v ptipadé r < m — 1 a g > 1 pak jesté m — r — 1 skupin o ¢ — 1 prvcich
Pi={m+i2m+i,....,(¢—1)m+i} (r+1ZiSm-1).

Obecné lze Tici, ze kazda skupina P; je tvofena pravé témi Cisly z T,,,
ktera pti déleni éislem m déavaji zbytek ¢; jak jsme uvedli, nékteré z téchto
m skupin Py, ..., P, _1 mohou byt prazdné.
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Mnozina X € T,, = PpUPyU...UP,,_1 s nejmensim prvkem m
ziejmé mé pozadovanou vlastnost, pravé kdyz obsahuje celou skupinu Py
a zaroveri pro kazdé i € {1,2,...,m — 1} bud neobsahuje Zadny prvek
z Pi, nebo obsahuje vSechny prvky z P; od jistého prvku pocinaje. Tak
pro kazdou z r skupin Py,...,P,. mdme ¢ + 1 moZnosti, zatimco pro
kazdou z m —r — 1 skupin P,41,...,P,;,—1 mame ¢ mozZnosti, jak vybrat
prvky pro X. Protoze tyto vybéry muzeme kombinovat nezavisle, je pocet
mnozin X skuteéné roven &islu (¢ + 1)"¢™ 1", (Plat{ to i pro piipady
r=0,7=m— 1 nebo ¢ = 1, kdy nékteré ze skupin P; jsou prazdné.)

Nyni zjistime, kdy pro netplny podil ¢ a zbytek r z rovnosti 47 =
= gm + r plati

(q+1)7g™ 17" =2, ()

V piipadé ¢ = 1 dostdvame z (%) rovnici 2" = 2!° odkud r = 15,
a z rovnosti 47 = m + r pak vychazi m = 32.

V ptipadé ¢ > 1 musi byt v rovnici (x) jedna z mocnin (¢ + 1),
g™ 17" rovna 2'° a druha rovna jedné, tedy musi mit nulovy exponent.
Proberme nyni mozné hodnoty ¢ > 1 v rostoucim poradi a u kazdé z nich
otestujme, zda ptislusné feseni rovnice () spliiuje podminku 47 = gm+-r:

ayg=2', m—-1—-r=15ar=0.Pakm=16aqgm+r = 32 —
nevyhovuje.

b)g=2-1,r=5am—-1—-r=0.Pakm=6aqm+r =47 —
vyhovuje.

c)g=2), m—1-r=5ar=0Pakm=6aqm+r =48 —
nevyhovuje.

Z podminky 47 = gm + r plyne, Ze nejvétsi mozné hodnoty ¢ jsou
47 (pro m = 1) a 23 (pro m = 2). Zbylé moznosti (¢ = 25 — 1, ¢ = 25,
q = 2% — 1, ¢ = 2'%) uZ proto neni nutné detailné rozebirat.

Odpovéd. Hledané hodnoty m jsou dvé: m = 6 a m = 32.

A-1l1-3

Oznacme z = |AE|, y = |DE| a dopliime lichob&Znik ABCD na rovno-
béznik AXY D tak, aby bod E byl pruseéikem jeho thlopficek AY a DX
(obr.29). Zfejmé plati |AX| = |DY| =a+c¢, |AY| =2z a |DX| = 2y.
Oznacme p; (resp. p2) polomér kruznice vepsané te¢novému étyithel-
niku ABED (resp. AECD), jez je zaroven vepsana i trojihelniku AX D
(resp. AY D). Pro délky stran téchto ¢tyftuhelnikii podle zndmého kritéria
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plati rovnosti

b
a+y:§+d:c+m,

neboli
a+y=c+z, (1)

takZe oba Ctyftahelniky maji tyz obvod. Trojuhelniky AX D a AY D mayji
zase tyZ obsah (rovny %SAXYD, tedy rovny Sapcp). Pomér o1 : oo se
proto rovna jak poméru obsahtt Spogep : Sagcp, tak poméru obvodi
oayp : oaxp (ty jsme zapsali v opa¢ném poradi nez piislusné polo-
méry). Oba tyto poméry nyn{ vyjadfime a pak porovname (v zna&i vysku
lichobé&zniku ABCD):

c-3v  2a+c

v a+2¢

SaBep _ SaBcp — ScpE s(a+c)v —
Sagcp  Sapcp —Sape  (a+c)v—
0AYD 2x+(a+c)+d

oaxp 2y+(atc)+d
Spolu s (1) tak pro nezndmé z, y dostdvame soustavu linearnich rovnic

2a+c¢c 2x+a+4c+d o
= X — =a-—2cC
a+2c 2y+a+c+d 4 ’
jez mé za podminky a # ¢ (zarucené tim, Ze ABCD je lichobé&Znik) jediné
feSeni

(S =
INIER ST

a -

3 — 3c—d
:_+2,_§ N J:+T @)

Dosazenim (2) do rovnosti (1) dostaneme prvni dokazovany vztah 3(a +
+¢) = b+ 3d. S jeho pomoci lze (2) pfepsat do tvaru

42 40
x = . a =c+ —.
“T% y 6
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S timto vyjadifenim délek z, y vyuZijeme kosinové véty pro trojahelniky
ABE, CDE k vypoétu kosinu ihlu ABFE resp. DCE:

a?+ (302 —(a+gb)* 20 1
cos |XABE| = 2 b ===

A+ (3b)2—(c+3b)? 2b 1
cos|xDCE| = 2 Ib =

Protoze se thly ABE a DCFE dopliiuji do 180°, je soucet jejich kosint

roven nule: _— 95 1
(Ga-3)+(5-3)=¢

Odtud jiz snadnou upravou dostaneme druhy dokazovany vztah

LT
a ¢ b
A-Illl-4

Oznaéme K stied strany AL a L; stfed strany AK. UkéaZeme, Ze hle-
danou mnozinou bodu S je oblouk M N, ktery je ¢asti polokruznice se-
strojené nad priamérem K;L; v poloroviné opa¢né k poloroviné K;L{ A,
pritom krajni body M, N zminéného oblouku jsou uréeny podminkami
ML, 1 AK a NK; 1 AL (obr. 30).

T _\P

D C

S
K i 0

N K
Ly

A B

Obr. 30
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Protoze prisecik S thlopficek AC, BD je stfedem tsecky AC, mno-
zinu v8ech boda S dostaneme, kdyZ nejprve uréime mnoZinu vrchola C
a tu pak zobrazime ve stejnolehlosti se stfedem A a koeficientem % Pro-
toze je thel KCL pravy (nemize byt ani C = K, ani C = L) a piimka
KL body A a C oddéluje, lezi bod C na polokruZnici 7 sestrojené nad
prumérem K L v poloroviné opacné k polorovingé K LA. Které body C € 7
jsou skute¢né vrcholy vyhovujicich pravothelnikit ABC D? Ziejmé praveé
ty, pro néz poloptimky C'K a CL protnou analogicky sestrojené polo-
kruznice nad pruméry AK resp. AL (v bodech, které budou vrcholy B
resp. D). Jsou to body oblouku PQ C 7, jehoz krajni body P, @ jsou
uréeny podminkami PK 1 AK a QL | AL. Hledan&d mnozina boda S je
proto obrazem oblouku P ve zminéné stejnolehlosti, takze to je skuteéné
oblouk M N popsany v uvodu feSeni (body M, N jsou obrazy bodu P
a @, nebot bod L; je obrazem bodu K a bod K; je obrazem bodu L).

A-1ll-5

V prvni ¢asti feSeni pfedpokladejme, Ze prvni z danych kvadratickych
rovnic mé kofeny u, v a druh4 z nich ma kofeny u, v~!. Pak plati vzorce

1 1
p=—(u+v), q=uv, r:—(u—i—;), s=u- . (1)
Po jejich dosazeni do jednotlivych stran rovnosti, jez mame dokazat,

dostaneme

pr= (u+v)(u+%) :er)q()ﬂ’
(g+1)(s+1) = (uv+1)<%+1) =M,
p(g+1)s = —(u+v)(uv+1).% =__(“+U)(Zw+1)u,
r(8+1)q:—(u+—11;)<%+1)_uv=_(uv+1)1fu+v)u’

takze vidime, Ze skutecné plati rovnosti

pr=(q+1)(s+1) a p(g+1)s=r(s+1)q. (2)

s s viw

u
(U-}-'U)",;_ P —_u+v—
=Uu a = S T v

S+1——E+1~
v

ps
s+1 E+1
v

I

které nam napovidaji, jak postupovat pfi dikazu obracené implikace.
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V druhé ¢asti feSeni predpokladejme, ze ¢isla p, q, r, s spliiuji rovnosti
(2) a navic plati ¢ # —1 a s # —1. Z prvni rovnosti (2) pak plyne p # 0
a r # 0, takZe rovnosti (2) lze upravit do tvaru

p__at+tl _ ps _ Tq 3)
s+1 r s+1 q+1

Definujme realna cisla u, v pomoci vzorct

Y - (4)
s+1 s+1

Pak plati v # 0 a podle (4) lze rovnéz psét

rq qg+1

= =— . 5
B qg+1 & r (5)

Ovéfime-li, Ze tato ¢isla u, v splituji vSechny ¢tyfi vztahy (1), bude to
znamenat, Ze (u,v) a (u,v™!) jsou dvojice kofenti kvadratickych rovnic
z textu Glohy a FeSeni tilohy bude u konce. Podle (4) a (5) je ale provérka
vztaht (1) snadné:

s
p + p

—(utv) = s+1 s+1 D
_—re =(g+1 _
Uy = ——  ———— =,
qg+1 r
1 rq T
D)= P o
v qg+1 q+1
1 —ps —(s+1)
U - =t — =8
v  s+1 P
A-1ll-6

Ukéazeme, Ze pozadovanym zpusobem nelze obarvit patnéctici ¢isel

5,4,3,2,1,9,8,7,6,12,11,10, 14,13, 15 ,
e — e S e N N~
I 11 11 v Vv
pod niz jsme vyznadili rozdéleni na pét skupin sousednich ¢isel (tvoricich
klesajici posloupnosti).
Pfipustme, Ze uvedenou patnéctici jsme zapsali ¢tyfmi barvami tak,
Ze Cisla se stejnou barvou tvofi monotonni posloupnosti. Ve skupiné I
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je pét &isel, dvé z nich proto maji stejnou barvu; protoze tvori klesajici
posloupnost, barvu téchto dvou ¢isel neméa Zadné z éisel skupin II az V.
V nich jsou tedy pouze ¢&isla t¥i barev; barvu dvou &isel ze skupiny II
nemad zadné z Cisel skupin III az V, ve kterych jsou tedy pouze ¢isla dvou
barev. Jes$té jednim opakovanim ptredchozi uvahy zjistime, ¢isla 14, 13
a 15 ze skupin IV a V jsou jedné barvy, a to je spor.

Pozndmka. Pfiklad v uvedeném feSeni lze snadnym zpisobem zobec-
nit a dokédzat tak nasledujici negativni tvrzeni: Spliiuji-li pfirozena cisla
k a N rovnost

N=1+2+3+...+k+(k+1),

pak k barev nestaci k tomu, abychom jimi zapsali ¢leny jakékoliv po-
sloupnosti sestavené z N ruznych celych éisel, maji-li ¢isla kterékoliv
barvy tvofit monotonni posloupnost. Bez dikazu dodejme, Ze k barev
k pozadovanému tkolu staci, plati-li nerovnost

N<14+2+3+...+k+(k+1).
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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1
Pradelna

Bofivoj se rozhodl, Ze za¢ne podnikat — a to ve velkém. Jednou v noci,
poté co upadl v koupelné, dostal skvély napad: otevie si pradelnu. Kazdy,
kdo pfijde, si bude moci za maly obnos pujcit pracku, pokud bude néjaka
volnd, a vypere si své pradlo. Thned se tedy zeptal svych pratel, zda by
chtéli jeho pradelnu navstévovat, a zjistil, Ze zdjem je opravdu veliky.
Brzy ani nevédél, kolik pracek bude vibec potiebovat, aby se dostalo
na vSechny zakazniky. A proto se rozhodl obratit se na vas s prosbou
0 pomoc.

Soutézni tloha. Na vstupu dostanete pocet zakéazek, které Bofivoj
na jeden konkrétni den obdrzel. U kazdé zakazky vite ¢as prichodu za-
kaznika a dobu, na jakou si chce pronajmout jednu pracku. Pozadavky
zékaznikd nejsou uvedeny v zZadném konkrétnim poradi.

Vasim tukolem je zjistit, kolik nejméné pracek bude Bofivoj potrebo-
vat, aby si kazdy zdkaznik mohl pronajmout pracku na celou pozadova-
nou dobu od svého prichodu. Kromé minimélniho poétu pracek musite
pro Borivoje vytvorit jesté seznam, podle kterého bude posilat zdkazniky
k volnym prackam.

Formdt vstupu: Prvni fadka textového souboru pradelna.in obsa-
huje jediné pfirozené ¢islo N < 10000 — pocet zakaznikt. Dalsich N
radek obsahuje informace o jednotlivych zdkaznicich: na i-té z téchto
radek je uveden cas T}, kdy chce zakaznik pfijit, a doba T/, na kterou si
chce pronajmout pracku. Muzete predpokladat, ze T; a T/ jsou celd ¢&isla
od 1 do 1000000 000.

Format vystupu: Prvni fadka textového souboru pradelna.out obsa-
huje jediné ¢islo P — nejmensi mozny pocet pracek, s nimiz mtize Bofivoj
obslouzit vSechny zdkazniky. Dalgich N fadek bude obsahovat N &isel a;
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az ay, pricemz a; je ¢islo pracky, kterou méa pouzit i-ty zakaznik. Pied-
pokladejte, ze pracky budou oéislovany od 1 do P.

Priklad: pradelna.in pradelna.out
4 3
1000 1000 2
1900 900 1
1500 700 3
2000 500 2
P-1-2
Zavody

Letos se po né&kolika letech opét konaji slavné zavody svabt. Zavody
probihaji na peclivé pripravené prekazkové draze obsahujici takové za-
ludnosti, jako je tfeba misticka s cukrem. Svébi zévodnici jsou na trat
vypousténi v minutovych intervalech a aby je bylo mozno v cili rozeznat,
mé kazdy zdvodnik k sobé pfipevnénu cedulku s minutou startu (prvni
§vdb ma tedy Cislo nula, druhy jedna, atd.). Organizitory zavodu by
zajimalo, jak moc se §vabi béhem tréninkového béhu promichali. Pokud
by se totiz promichali hodné, bylo by tfeba prodlouzit intervaly mezi
jednotlivymi zavodniky, aby se pfi béhu tolik neovliviiovali. Jako mira
promichanosti zavodnikt byl stanoven pocet dvojic zédvodnika, ktefi do-
béhli do cile v opa¢ném pofadi, nez v jakém vybé&hli na trat. Spoditat
miru promichanosti pro dané potradi §vabi v cili je jiZz tloha pro vas.

V&s program dostane na vstupu pocet §vabu N a poradi, v jakém
§vabi dobéhli do cile (tedy néjakou permutaci ¢isel 0,..., N —1). Na vy-
stup mé vas program vypsat miru promichanosti zavodnik.

Format vstupu: Vstupni textovy soubor zavody . in obsahuje dva fad-
ky. Na prvnim Fadku je uvedeno jedno celé ¢islo N, 1 < N < 30000. Na
druhém 7adku je N raznych celych ¢isel z intervalu 0,..., N — 1 oddéle-
nych jednou mezerou.

Format vystupu: Vystupni textovy soubor zavody.out obsahuje je-
diny fadek s jednim celym ¢islem — poctem dvojic zdvodniki, ktefi do-
béhli v opa¢ném poradi, nez v jakém vystartovali.

Priklad: zavody.in zavody.out
5 3
10423
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P-1-3
Fylogenetika

Fylogenetika je obor biologie zabyvajici se rozpoznavanim vyvojovych
vztah@t mezi organismy. Casto pouZivanou metodou je srovnavani gene-
tického kédu. V této tloze se budeme zabyvat vyrazné zjednodusenou
variantou tohoto problému.

Geneticky kéd budeme mit uloZen jako fetézec skladajici se z pismen
A ¢ G a T, Budeme predpokladat, ze vyvoj nového druhu probiha
tak, Ze se na zacatek nebo na konec genetického kédu pfipoji nové geny —
to je samoziejmé pouze idealizace (¢ti: Gplny nesmysl). Dostanete za-
dan geneticky kéd nékolika organismii, vasim tkolem je nalézt mezi nimi
vSechny dvojice pfedek — potomek, tj. takové, ze geneticky kéd predka
je souvislym podfetézcem genetického kédu potomka.

Format vstupu: Vstupni textovy soubor fylogen.in obsahuje nékolik
fetézcu sloZenych z pismen ,A‘, C‘, ,G' a ,T‘, reprezentujicich genetické
kédy jednotlivych organismi. Organismy jsou ocislovany 1,2,...,n; na
i-tém radku se nachdzi kéd i-tého organismu. MiZete piredpokladat, Ze
fetézcu je nejvyse 50, kazdy z nich ma nejvyse 50 znakit a Zadné dva
fetézce nejsou stejné.

Format vystupu: Vystupni textovy soubor fylogen.out tvofi seznam
vSech dvojic pfedek — potomek. Kazd4 fadka vystupniho souboru popi-
suje jednu z téchto dvojic a sestavé z ¢isla predka nasledovaného ¢éislem
potomka. Dvojice mohou byt uvedeny v libovolném poradi, nesméji se
vSak opakovat.

Priklad: Pro vstup

ATAT
CATATG
CATATGA
CATATGG
je jednim z moznych spravnych feseni vystup
12
13
14
23
2 4
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P-1-4

ALIK

Aritmeticko-logicky integerovy kalkulator (zkracené ALIK) je poditaci
stroj pracujici s W-bitovymi celymi é&sly v rozsahu 0 az 2 — 1 véetns;
kdykoliv budeme hovoftit o ¢islech, pijde o tato éisla. Budeme je obvykle
zapisovat ve dvojkové soustavé polotuénymi ¢islicemi a vzdy si na za-
catek dvojkového zapisu doplnime prislusny pocet nul, aby ¢islic (biti)
bylo pravé W. Vétsinou také nebudeme rozliSovat mezi ¢islem a jeho
dvojkovym zapisem, takze i-tym bitem ¢isla budeme rozumét i-ty bit
jeho dvojkového zapisu (bity ¢islujeme zprava doleva od 0 do W — 1).

Pamét stroje je tvorena 26 registry pojmenovanymi a az z. Kazdy
registr vzdy obsahuje jedno ¢islo.

ALIK se Fidi programem, coZ je posloupnost pfitazovacich ptikazu
typu registr := wvyraz, ptifemz vyraz muze obsahovat konstanty (&isla
zapsand ve dvojkové soustavé), registry, zdvorky a néasledujici operatory
(feckd pismena znac¢i podvyrazy, v pravém sloupci jsou priority opera-
tort):

a+ secte &sla o a 8. Pokud je vysledek vétsi nez 2V —1, 4
¢islice vyssich radu odfizne. Jinymi slovy, pocita soucet
modulo 2%,

a—p odeéte od &sla a éslo 8. Pokud je o < 3, spocte 2%V + 4
+ o — S, ¢&ili rozdil modulo 2W.

mle] spocte bitovou negaci ¢isla «, coz je ¢islo, jehoz i-ty bit 9
je 0 pravé tehdy, je-li i-ty bit ¢isla a roven 1, a naopak.

aNp bitové operace: and, or a zor. Vyhodnocuji se tak, zZe 8

aVp se i-ty bit vysledku spocte z i-tého bitu ¢isla « a i-tého 7

adf bitu ¢isla 8 podle nésledujicich tabulek: 7

0OAN0=0 ovo=0 000=0
0AN1=0 ovli=1 0pl1=1
IN0=0 1vo=1 190=1
1IN1=1 1vli=1 1$1=0

a<kf posune ¢islo « o B bita doleva, ¢ili doplni na jeho ko- 2
nec 8 nul a odfizne prvnich § bita, aby byl vysledek
opét W-bitovy.
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a>>f posune ¢islo @ o B biti doprava, ¢ili doplni na jeho 2
zacatek B nul a odfizne poslednich 3 bitu, aby byl vy-
sledek opét W-bitovy.

Pokud zavorky neur¢i jinak, vyhodnocuji se operatory s vyssi pri-
oritou pred operdtory s nizsi prioritou. V ramci stejné priority se pak
vyhodnocuje zleva doprava (s vyjimkou operdtoru —, ktery je unérni,
a tudiz se musi vyhodnocovat zprava doleva).

Priklad 0 (jak funguji operatory; zde madme W = 4):

a+bAc+d=(a+ (bAc))+d zde zafunguji priority operatort

0101 + 1110 = 0011 nejvyssi bit vysledku 10011 se jiz
ofiznul

0001 — 1111 = 0010 odéitdme modulo 16 = 10000

0101 A 0011 = 0001 takto funguje and

0101 v 0011 = 0111 takto or

0101 ¢ 0011 = 0110 a takto zor

(1<11)—1=1000—1=0111 jak vyrobit pomoci << posloupnost
jednicek

aV-a=1111 jak ziskat z cehokoliv samé

jednicky

Vypocet probihd takto: Nejprve se do registru  nastavi vstup (to je
vzdy jedno ¢islo) a do ostatnich registri nuly. Poté se provedou vsechny
prikazy v poradi, v jakém jsou v programu uvedeny, ptri¢emz vidy se
nejprve vyhodnoti vyraz na pravé strané a teprve poté se jeho vysledek
ulozi do registru, takZe uvnitt vyrazu je jeSté mozné pracovat s ptivodni
hodnotou registru. Po dokonéeni posledniho pfikazu se hodnota v regis-
tru y interpretuje jako vysledek vypoctu. Hodnoty v ostatnich registrech
mohou byt libovolné.

Casto budeme potfebovat, aby program mohl pracovat s vétsimi &is-
ly, nez je ¢islo na vstupu, takze budeme rozliSovat velikost vstupu N
(tj. pocet bitit potfebnych k zipisu vstupni hodnoty) a velikost W re-
gistrit a mezivysledk, kterou si pfi psani programu sami ur¢ime. Po-
kud bychom oviem povolili exponencidlné velka éisla (tedy W = 2N),
mohli bychom cokoliv spoéist v konstantnim ¢ase — stacilo by do jedné
dlouhaténské konstanty uvedené v programu zakédovat vsechny mozné
vysledky programu pro vSechny hodnoty vstupu. Tak dlouhé registry lze
vSak stézi povazovat za realistické, proto pfijméme omezeni, Ze W musi
byt polynomidlni ve velikosti vstupu, ¢ili Ze existuje konstanta k takové,
7e pro kazdé N je W < Nk,
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Ne vzdy si ovSem vysta¢ime s jednim programem, ktery funguje pro
vSechny velikosti vstupu — mnohdy potfebujeme podle N ménit hodnoty
pomocnych konstant v programu, nékdy také néjakou operaci opakovat
vicekrat v zavislosti na velikosti vstupu. Povolime si tedy programy zapi-
sovat obecnéji, a to tak, Ze uvedeme seznam pravidel, jez nam pro kazdé N
vytvori program, ktery pocita spravné pro vSechny vstupy velikosti V.
[Formalné bychom tato pravidla mohli zavést tfeba jako programy v né-
jakém klasickém programovacim jazyce. My si ale formalismus odpustime
a budeme je popisovat slovné.]

Pri feSeni tloh budeme chtit, aby €asova slozitost vygenerovanych
programu, tedy jejich délka v zévislosti na N, byla co nejmensi. Mezi
stejné rychlymi programy je pak lepsi ten, ktery si vystaci s kratsimi
Cisly, ¢ili s mensim W (to je analogie prostorové sloZitosti). Podobné
jako u klasickych programi ovSem budeme v obou pripadech prehliZet
multiplikativni konstanty.

Priklad 1: Sestrojte program pro ALIK, ktery dostane na vstupu nenu-
lové ¢islo a vrati vysledek 1 pravé tehdy, je-li toto ¢islo mocninou dvojky,
jinak vrati nulu.

RESEN{. Nejdiive si viimnéme, Ze mocniny dvojky jsou pravé &sla,
ktera obsahuji pravé jeden jedni¢kovy bit. Sledujme chovani nasledujiciho
jednoduchého programu.

Zminme ale jesté konvence, které budeme pouzivat pfi psani vSech
ukazkovych programt: V levém sloupci naleznete jednotlivé prikazy,
v pravém sloupci obecny tvar spo¢itané hodnoty pro libovolné N. Pokud
se néjaka ¢islice nebo skupina ¢islic opakuje vicekrat, zna¢ime opakovani
exponentem, tedy 0% je osm nul, (01)% je zkratka za 010101. Reckymi
pismeny znacime bliZe neurcené skupiny bitt.

z = al0?
a:=z—1 a = a01?
b:=zAa b = a00°

Cislo v registru a se od z vzdy lisi tim, Ze nejpravéjsi 1 se zméni na 0
a vSechny 0 vpravo od ni se zméni na 1. Proto b = z Aa se musi od z lisit
pravé prepsanim nejpravéjsi 1 na 0. (To proto, Ze bity vlevo od této 1
jsou stale stejné a o A @ = «, zatimco ve zbytku ¢isla se vzdy anduje
0 s 1, coz da nulu.) A jelikoZ mocniny dvojky jsou pravé éisla, v je-
jichz dvojkovém zépisu je pravé jedna 1, spolte nas program v b nulu
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pravé tehdy, je-li z mocninou dvojky (nebo nulou, coz jsme si ale zaka-
zali).

Zbyva tedy vytesit, jak z nuly udélat pozadovanou jedni¢ku a z nenuly
nulu. K tomu si zavedeme operaci r := if (s, t,u), kterd bude realizovat
podminku: pokud s # 0, pfifadi r := t, jinak r := u. Provedeme to
jednoduchym trikem: rozsifime si registry o jeden pomocny bit vlevo,
nastavime v r tento bit na jednicku a sledujeme, zda se zmensenim vznik-
1ého ¢isla o jedni¢ku tento bit zméni na nulu nebo ne:

v:i=sV10N v=1s

vi=v-—1 v =17 (je-li r # 0), jinak 01V
vi=vA10N v = 10" nebo 00V
vi=v>N v = 0¥1 nebo 0N0

vi=v—1 v = 0N*+1 pebo 1V+!
r:=(uAv)V(tA-D) r =t nebo u

Stadi tedy na konec naSeho programu pridat

y:=1f(b,0,1) y = 0 nebo 1

a mame program, ktery rozpozniva mocniny dvojky v konstantnim case
a pouziva k tomu éisla o N + 1 = O(N) bitech.

Jesté si ukazme, jak bude probihat vypocet pro dva konkrétni 8-bitové
vstupy (tehdy je N =8 a W =9):

z = 001011000

z = 000100000

a:=x—1 a = 001010111 o = 000011111
b:=zANa b = 001010000 b = 000000000
v := bV 100000000 v = 101010000 v = 100000000
vi=v—1 v =101001111 » =011111111
v := v A 100000000 v = 100000000 v = 000000000
vi=v>>8 v = 000000001 v = 000000000
vi=v—1 v = 000000000 » =111111111
y := (000000001 A v)V y = 000000000 y = 000000001

Vv (000000000 A —v)

Priklad 2: Sestrojte program pro ALIK, ktery spoéte bindrni paritu
vstupniho ¢isla, ¢ili vrati 0 nebo 1 podle toho, zda je v tomto ¢isle sudy
nebo lichy pocet jednickovych bita.
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RESEN{. Binarni parita P(z) &islaz = xn_1 ... 7120 je podle definice
rovna ro ® 1 @ ... D xn_1. JelikoZ operace @ je asociativni (o ® (8 &
Dv) = (@ P) ®v) a komutativni (o @ f = § @ «), mizeme tento
vztah pro N = 2% (to opét miizeme bez jmy na obecnosti predpokladat)
preusporadat na

P(z) = (2o ® Tn/2) @ (21 © Tnj211) © - © (Tnj2-1 D TN-1),

coz je ovSem parita ¢isla vzniklého vyxorovanim horni a dolni poloviny
¢isla x. Takze vypocet parity N-bitového ¢isla mizeme na konstantni
pocet prikazu prevést na vypodet parity %N-bitového Cisla, ten zase na
vypocet parity %N—bitového ¢isla atd., az po logy N krocich na paritu
1-bitového d¢isla, ktera je ovSem rovna ¢islu samému.

Paritu tedy vypoéteme na logaritmicky pocet prikazi pracujicich
s N-bitovymi ¢isly takto:

pi=x>> %N p = hornich %N bita x
g =z A1N/2 q = dolnich —;—N bita z
z:=pdq T = %N-bitové ¢islo s paritou

jako puvodni x
z:=(z> IN)® (z A1V/%) 2 = L N-bitové. .. (mizeme psit zkracend)

z:=(z>1)d(x A1) x = 1-bitové. ..
yi=zx y = x (uz jen zkopirovat vysledek)

N&s programovaci jazyk samoziejmé zadné celé c¢asti cisel a podobné
operace nemé, ale to vibec nevadi, protoze je vzdy pouzivime jen na
podvyrazy zavisici pouze na N, takZe je v programu muzeme pro kazdé N
uvést jako konstanty. Napfiklad pro N = 8 bude vypocet probihat takto:

z = 00110110
pi=z>4 p=----0011
q:=zA1111 q=----0110
T:=pdq z=----0101
z:=(2>2)® (zA11) T= - 00
z:=(z>1)@(z A1) T= e 0
Y=z y = 00000000

Soutézni tlohy.
a) Sestrojte program pro ALIK, jehoz vysledkem bude podet jednicko-
vych bitia ve dvojkovém zépisu ¢isla na vstupu.
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b) Sestrojte program pro ALIK, ktery k zadanému ¢islu x spocte nejblizsi
vétsi Cislo, v jehoz dvojkovém zapisu je stejny pocet jednicek jako
v zapisu x. Pokud takové éislo neexistuje, vysledek mize byt libovolny.

P-1l-1
Pradelni salon

7 Bofivoje se stal diky vasi pomoci uspésny podnikatel a jeho klientela
zahrnuje i bohatsi a malichernégjsi zdkazniky. Pokud totiz néjaky zakaz-
nik uvidi dva rtzné zédkazniky pouzivat stejnou pracku, nebude uz tuto
pradelnu déle navstévovat: ,No povazte, prece nelze prat pradlo s lidmi,
ktefi nemaji na to, aby si zaplatili pracku sami pro sebe!*

Sout&zni tiloha. Na vstupu dostanete N < 10000 — pocet zdkazniki,
ktefi navstivi Bofivojovu pradelnu béhem jednoho dne. U kazdého za-
kaznika je zadan ¢as jeho pfichodu a doba, na jakou si chce pronajmout
pracku (oboji jsou celd &isla mezi 1 a 1000000 000). Pozadavky zakazniki
nejsou uvedeny v zadném konkrétnim poradi.

Vasim tkolem je zjistit, kolik nejméné pracek Bofivoj potfebuje, aby
vsichni jeho zdkaznici byli zcela spokojeni. Zdkaznik bude spokojen, po-
kud si bude moci pronajmout pracku od okamziku prichodu na dobu,
kterou pozaduje (je samoziejmé, Ze jednu pracku nemohou pouzivat dva
ruzni zdkaznici soucasné), a navic béhem doby, kdy bude prat, nebude
zédnou pracku vyuzivat vice zékazniki po sobé.

Kromé uréeni minimélniho po¢tu pracek musite pro Bofivoje vytvorit
jesté seznam, podle kterého bude posilat zdkazniky k volnym prackam.

Priklad: Pro 5 zakaznik, jejichz prichody a doby prani jsou

1000 1000
3000 2000
4500 500
1500 500
2000 2000
jsou potfeba alespon 3 pracky a prifazeni pracek zakazniktim napiiklad
takové:
zékaznik 1 bude u pracky 2
zakaznik 2 bude u pracky 3
zdkaznik 3 bude u pracky 1
zdkaznik 4 bude u pracky 3
zakaznik 5 bude u pracky 2

101



Vsimnéte si, Ze zdkaznici 3 a 5 nemohou dostat stejnou pracku, protozZe
by je vidél zdkaznik 2 pracovat u stejné pracky.

P-1l-2

Zakazané rozdily

Méjme déano celé kladné éislo N, N = 2, a soustavu podminek tvaru
xz; — Tj # a5, kde x1, ..., xy41 jsou proménné, a, ; jsou cela ¢isla mezi
0 a N —1 a pro kazdou dvojici indexti ¢ a j, 1 £ 4 < j £ N + 1 soustava
obsahuje pravé jednu podminku.

Soustavu budeme fesit modulo modulo zadané ¢islo N, tj. vSechny
aritmetické operace jsou provadény modulo N. Pfipomenime si, Ze vy-
sledkem aritmetické operace provedené modulo N je zbytek po déleni
puvodniho vysledku éislem N, napf. (24-3) mod 4 = 1, (2—3) mod 4 = 3,
(3-2)mod 5 =1, (3-4) mod 6 = 0, atd. Viimnéte si zejména zpiisobu
pocitani, pokud je ptuvodni vysledek operace zdporny.

Naleznéte algoritmus, ktery pro zadané N a ¢isla a; ; zjisti, zda za-
dana soustava podminek ma feSeni, tzn. zda existuji ¢isla z1,...,zn41 €
€ {0,...,N — 1} takova, Ze rozdil z; — z; — a;; neni délitelny N pro
zddné i a 7,1 <7 < j £ N + 1. Pokud m4 soustava FeSeni, algoritmus
musi také libovolné jeji feSeni nalézt a vypsat.

Priklad 1: Pro N = 3, mame zadany nasledujici podminky:

T — 2 # 1,
T — T3 # 2,
T — T4 # 2,
To — T3 # 2,
Ty — x4 # 1,
x3 — x4 # 0.

Soustava ma feSeni, napf. x1 = 29 = x4 = 2 a 3 = 1.
Priklad 2: Pro N = 2, mame zadany nésledujici podminky:

Il—xz#l,
1121—.’133750,
(132—-1‘37&1.

Pokud z; = 0, pak zo = 0 podle prvni podminky a z3 = 1 podle
druhé podminky. Potom ale tfeti podminka neni splnéna. Podobné pokud
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z1 = 1, zo musi byt rovno 0 a z3 rovno 1 a tfeti podminka opét neni
splnéna. Zadana soustava podminek tedy nema feSeni.

P-11-3
Redundantni redundance

Utad pro potirani redundantnich repetic (zfizeny Komisi pro likvidaci
redundantnich Gfadl) se zabyvéa odstrafiovanim zbytecné opakovanych
dokumentii v archivech. Prochazeni archivi je samoziejmé velmi nudna
prace, kterd odvadi tfedniky od jinych, mnohem zajimavéjsich a jisté
kdybyste pro né napsali program fesici nasledujici alohu:

Je déno prirozené éislo k a néjaky znakovy fetézec T'. Urcete sou-
visly podretézec délky k, ktery se v T nejvice opakuje, a také pocet jeho
vyskyti R. Jednotlivé vyskyty tohoto fetézce se mohou castecné prekry-
vat. V pfipads, Ze existuje vice fetézci, které se opakuji R-krat, vypiste
jeden libovolny z nich.

Priklad: Pro vstup abababa a k = 3 je nejCastéjsim fetézcem aba
opakujici se 3krat.

P-1l-4
ALIK

Definici stroje ALIK naleznete ve studijnim textu za touto tlohou. Od do-
maciho kola se lisi tim, Ze pribyly operace nésobeni, déleni a zbytku
po déleni a Pfiklad 3 na tyto operace.

Soutézni tloha. Sestrojte program pro ALIK, ktery k zadanému
Cislux = zny_1 ... 2120 nalezne zrcadlové ¢islo y = zozy ... zN_1, t]. Cis-
lo, jehoz dvojkovy zapis vznikne zapsanim N-bitového dvojkového zapisu
Cisla 2 (vCetné pripadnych pocateénich nul) pozpatku.

Studijni text. Aritmeticko-logicky integerovy kalkulator (zkracené
ALIK) je pocitaci stroj pracujici s W-bitovymi celymi éisly v rozsahu
0 az 2" — 1 v&etné; kdykoliv budeme hovofit o ¢islech, ptijde o tato &sla.
Budeme je obvykle zapisovat ve dvojkové soustavé polotuénymi éislicemi
a vzdy si na zadatek dvojkového zapisu doplnime ptislusny pocet nul, aby
¢islic (bit) bylo pravé W. Vétsinou také nebudeme rozliSovat mezi ¢islem
a jeho dvojkovym zdpisem, takZe i-tym bitem ¢isla budeme rozumét i-ty
bit jeho dvojkového zapisu (bity ¢islujeme zprava doleva od 0 do W —1).
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Pamét stroje je tvofena 26 registry pojmenovanymi a az z. Kazdy
registr vzdy obsahuje jedno ¢islo.

ALIK se Fidi programem, coZ je posloupnost pritazovacich prikazt
typu registr := vyraz, pri¢emZ vyraz muze obsahovat konstanty (&isla
zapsana ve dvojkové soustavé), registry, zavorky a nasledujici operatory
(feckd pismena znadi podvyrazy, v pravém sloupci jsou priority opera-
tori):

a+pf selte ¢isla o a . Pokud je vysledek vétsi nez 2% — 1, 4
¢islice vyssich fadu odfizne. Jinymi slovy, pocita soucet
modulo 2%

a—f3 odeéte od &sla a &islo 8. Pokud je o < 3, spocte 2% + 4
+ a — f3, ¢ili rozdil modulo 2.
ax* 3 vynasobi dvé &isla, vysledek opét modulo 2% 6
a/pB vydéli ¢islo a ¢islem (3; déleni nulou da vzdy vysledek 0.
a%p vrati zbytek po déleni ¢isla o &islem (3, ¢ili o — 3 #
(a/ B); pokud je =0, je vysledek roven «a.
aye’ spocte bitovou negaci ¢isla «, coz je ¢islo, jehoz i-ty bit 9
je 0 praveé tehdy, je-li i-ty bit ¢isla o roven 1, a naopak.
aNp bitové operace: and, or a zor. Vyhodnocuji se tak, ze 8
aVp se i-ty bit vysledku spocte z i-tého bitu ¢isla « a i-tého 7
adp bitu ¢isla 8 podle nésledujicich tabulek: 7

0AN0=0 ovo=20 000=0
0N1=0 ovli=1 0pl1=1
1IN0=0 1vo=1 190=1
IN1=1 1vli=1 191=0

a<<f posune ¢islo « o B biti doleva, ¢ili doplni na jeho ko- 2
nec § nul a odfizne prvnich § bitl, aby byl vysledek
opét W-bitovy.

a>>f posune ¢islo a o 3 bita doprava, ¢ili doplni na jeho 2
zaCatek (8 nul a odfizne poslednich (3 biti, aby byl vy-
sledek opét W-bitovy.

Pokud zavorky neurdi jinak, vyhodnocuji se operdtory s vyssi pri-
oritou pfed operdtory s nizsi prioritou. V ramci stejné priority se pak
vyhodnocuje zleva doprava (s vyjimkou operatoru -, ktery je unarni,
a tudiz se musi vyhodnocovat zprava doleva).
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Priklad 0 (jak funguji operdtory; zde méame W = 4):

a+bAc+d=(a+ (bAc))+d zde zafunguji priority operatort

0101 + 1110 = 0011 nejvyssi bit vysledku 10011 se jiz
ofiznul

0001 — 1111 = 0010 od¢itdme modulo 16 = 10000

0101 A 0011 = 0001 takto funguje and

0101 v 0011 = 0111 takto or

0101 & 0011 = 0110 a takto zor

(1<11)—-1=1000—-1=0111 jak vyrobit pomoci << posloupnost
jednicek

aV-a=1111 jak ziskat z ¢ehokoliv samé

jednicky

Vypodet probihd takto: Nejprve se do registru  nastavi vstup (to je
vzdy jedno ¢islo) a do ostatnich registrai nuly. Poté se provedou vSechny
piikazy v poradi, v jakém jsou v programu uvedeny, pficemz vzdy se
nejprve vyhodnoti vyraz na pravé strané a teprve poté se jeho vysledek
ulozi do registru, takZe uvnitf vyrazu je jeSté mozné pracovat s puvodni
hodnotou registru. Po dokonéeni posledniho pfikazu se hodnota v regis-
tru y interpretuje jako vysledek vypoctu. Hodnoty v ostatnich registrech
mohou byt libovolné.

Casto budeme potiebovat, aby program mohl pracovat s vétsimi &is-
ly, nez je ¢islo na vstupu, takze budeme rozlisovat velikost vstupu N
(tj. pocet biti potFebnych k zapisu vstupni hodnoty) a velikost W' re-
gistrt a mezivysledki, kterou si pfi psani programu sami uréime. Po-
kud bychom oviem povolili exponencidlné velkd &isla (tedy W = 2V),
mohli bychom cokoliv spoéist v konstantnim case — stacilo by do jedné
dlouhatéanské konstanty uvedené v programu zakddovat vsechny mozné
vysledky programu pro vSechny hodnoty vstupu. Tak dlouhé registry lze
vsak stézi povaZovat za realistické, proto pfijméme omezeni, Ze W musi
byt polynomiélni ve velikosti vstupu, ¢ili Ze existuje konstanta k takova,
7e pro kazdé N je W < NF,

Ne vzdy si ovSem vystac¢ime s jednim programem, ktery funguje pro
vSechny velikosti vstupu — mnohdy potfebujeme podle N ménit hodnoty
pomocnych konstant v programu, nékdy také néjakou operaci opakovat
vicekrat v zavislosti na velikosti vstupu. Povolime si tedy programy zapi-
sovat obecnéji, a to tak, Ze uvedeme seznam pravidel, jez ndm pro kazdé N
vytvori program, ktery pocita spravné pro vSechny vstupy velikosti N.
[Formalné bychom tato pravidla mohli zavést tfeba jako programy v né-
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jakém klasickém programovacim jazyce. My si ale formalismus odpustime
a budeme je popisovat slovné.|

Pfi feseni dloh budeme chtit, aby casova slozitost vygenerovanych
programi, tedy jejich délka v zavislosti na N, byla co nejmensi. Mezi
stejné rychlymi programy je pak lepsi ten, ktery si vystaci s kratSimi
Cisly, ¢ili s mensim W (to je analogie prostorové slozitosti). Podobné
jako u klasickych programu ovSsem budeme v obou pfipadech prehlizet
multiplikativni konstanty.

Priklad 1: Sestrojte program pro ALIK, ktery dostane na vstupu nenu-
lové ¢islo a vrati vysledek 1 pravé tehdy, je-li toto ¢islo mocninou dvojky,
jinak vrati nulu.

RESENI. Nejdfive si v§imnéme, Ze mocniny dvojky jsou pravé &isla,
ktera obsahuji pravé jeden jednic¢kovy bit. Sledujme chovéani nasledujiciho
jednoduchého programu.

Zminime ale je$té konvence, které budeme pouzivat pfi psani vSech
ukdzkovych programt: V levém sloupci naleznete jednotlivé prikazy,
v pravém sloupci obecny tvar spoé¢itané hodnoty pro libovolné N. Pokud
se n&jaka ¢islice nebo skupina ¢islic opakuje vicekrat, znac¢ime opakovani
exponentem, tedy 0% je osm nul, (01)% je zkratka za 010101. Reckymi
pismeny znac¢ime bliZe neurcené skupiny biti.

z = al0®
a:=x—1 a = a0l®
b:=xzAa b = 00!

Cislo v registru a se od z vizdy lisi tim, Ze nejpravéjsi 1 se zméni na 0
a vSechny 0 vpravo od ni se zméni na 1. Proto b = = Aa se musi od z lisit
pravé prepsanim nejpravéjsi 1 na 0. (To proto, Ze bity vlevo od této 1
jsou stéle stejné a a A @ = «, zatimco ve zbytku &isla se vzdy anduje
0 s 1, coz d4 nulu.) A jelikoZ mocniny dvojky jsou pravé cisla, v je-
jichz dvojkovém zdpisu je pravé jedna 1, spocte nas program v b nulu
pravé tehdy, je-li  mocninou dvojky (nebo nulou, coz jsme si ale zaka-
zali).

Zbyva tedy vyfesit, jak z nuly udélat pozadovanou jednicku a z nenuly
nulu. K tomu si zavedeme operaci r := if (s, t,u), kterd bude realizovat
podminku: pokud s # 0, pfifadi r := t, jinak r := u. Provedeme to
jednoduchym trikem: rozsifime si registry o jeden pomocny bit vlevo,
nastavime v r tento bit na jedni¢ku a sledujeme, zda se zmensenim vznik-
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1ého é&isla o jednic¢ku tento bit zméni na nulu nebo ne:

v:i=sV10V v=1s

vi=v—1 v =17 (jeli r # 0), jinak 01V
v:=vA10N v = 10" nebo 00V
vi=v>N v = 0V1 nebo 0V0

vi=v—1 v = 0N+ pebo 1V
r:=(uAv)V(tA-) r =t nebo u

Staci tedy na konec naSeho programu pfidat

y :=1if(b,0,1) y =0 nebo 1

a méame program, ktery rozpoznava mocniny dvojky v konstantnim case
a pouziva k tomu &isla o N + 1 = O(N) bitech.

Jesté si ukazme, jak bude probihat vypodet pro dva konkrétni 8-bitové
vstupy (tehdy je N =8 a W =9):

a:=xz—1
b:=zxzAa
v := bV 100000000

z = 001011000
a = 001010111
b= 001010000
v = 101010000

x = 000100000
a = 000011111
b = 000000000
v = 100000000

vi=v-—1 v =101001111 v =011111111
v := v A 100000000 v = 100000000 v = 000000000
vi=0v>>8 v = 000000001 v = 000000000
vi=v—1 v = 000000000 v = 111111111
y := (000000001 A v)V y = 000000000 y = 000000001

V (000000000 A —v)

Priklad 2: Sestrojte program pro ALIK, ktery spocte binarni paritu
vstupniho ¢isla, ¢ili vrati 0 nebo 1 podle toho, zda je v tomto cisle sudy
nebo lichy pocet jedni¢kovych bitu.

RESEN{. Binarni parita P(z) &isla x = zy_1 ... 7120 je podle definice
rovna zo 1 @ ... D xn-1. JelikoZ operace @ je asociativni (a @ (8 &
D7) = (¢ @ B) @) a komutativni (o @ f = [ @ «), miZeme tento
vztah pro N = 2* (to opét mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat)
preusporadat na

P(z) = (2o @ zn/2) © (21 D 2N/241) D .- D (Tnj2-1 D TN 1),
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coZ je ovSem parita ¢isla vzniklého vyxorovanim horni a dolni poloviny
Gisla z. Takze vypocet parity N-bitového ¢isla muZeme na konstantni
pocet prikaz prevést na vypocet parity %N -bitového ¢isla, ten zase na
vypocet parity %N-bitového ¢isla atd., az po log, N krocich na paritu
1-bitového cisla, kterad je ovSem rovna ¢islu samému.

Paritu tedy vypoéteme na logaritmicky pocet prikazt pracujicich
s N-bitovymi ¢isly takto:

pi=ax>> %N p = hornich %N bita x
g =z A1N/2 q = dolnich %N bita x
r:=pdyq x = %N-bitové ¢islo s paritou
jako puvodni x
x:= (x> IN)® (z A1V/1) 2 = LN-bitové... (mizeme psit zkréceng)
z:=(x>1)d (z A1) x = 1-bitové. ..
yi=2x y = z (uz jen zkopirovat vysledek)

N&s programovaci jazyk samoziejmé zadné celé ¢asti éisel a podobné
operace nemd, ale to viibec nevadi, protoze je vzdy pouzivime jen na
podvyrazy zavisici pouze na NV, takze je v programu muzeme pro kazdé N
uvést jako konstanty. Napriklad pro N = 8 bude vypodet probihat takto:

z = 00110110
pi=x>4 p=----0011
q:=2xAN1111 q=----0110
r:=pdq r=----0101
z:=(2>>2)D (zA11) T= s 00
z:=(z>1)@(z A1) L= 0
yi=x y = 00000000

Priklad 3: Ve vzorovém feSeni tlohy P-I-4 b) jsme potiebovali presu-
nout posloupnost jedni¢ek na konec &isla, tedy &islo tvaru 0°170% pievést
na 0°0°1%. To je pomoci déleni mozné provést v konstantnim case tieba
takto:

r = 0°170%
a:=zA(x—-1) a = 0°177100* (viz Piiklad 1)
b:=rda b= 0°0’"110F
yi==z/b b= 0°0*1/
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Zde jsme vyuzili toho, Ze déleni mocninou dvojky je mozné pouzit jako
bitovy posun doprava, ovSem zadany misto poctu biti, o které se ma
posouvat, ¢islem majicim 1 na pozici, kterd se ma po posunu objevit
uplné vpravo.

P—-1ll-1

Nahrdelniky

K. O. Lektor je sbératel ndhrdelnika. Nahrdelniky se lisi po¢tem, poradim
a druhy pouzitych drahokamu. Jeho finanéni zdroje nejsou neomezené,
proto by se chtél vyhnout tomu, aby kupoval vice kusii stejného typu na-
hrdelniku. Vymyslel tedy kédovéani, které funguje takto: kazdému druhu
drahokami pfifadil pismeno abecedy a tyto kédy zapsal v poradi, v jakém
se nachédzeji na nahrdelniku, poéinaje libovolnym z nich. Déle si poridil
stroj, ktery pro zadany kéd zjisti, zda jiz méa ptislusny nahrdelnik ve
sbirce.

Obchodnici s ndhrdelniky si samoziejmé rychle povsimli slabiny to-
hoto systému — pokud nahrdelnik pootocili, pfipadné obratili, kéd se
zménil a K. O. Lektor si tak nakoupil nékolik duplikatic — naptiklad
nadhrdelnik ABCA si koupil i jako AABC a ACBA. Chtél by tedy sviij stroj
vylepsit tak, aby tuto situaci rozeznal. NapiSte program implementujici
toto vylepseni.

Program dostane na vstupu nékolik kéda nahrdelnikt zq,..., 2y
(1 £ N £1000000) a mél by pro kazdy z nich vypsat, zda si ho ma
K. O. Lektor koupit nebo ne tak, aby ziskal kazdy typ ndhrdelnikt prave
jednou. Pokud je ndhrdelnik z; razny od vSech ndhrdelnikt zy,...,z;_;
(vetné rotaci a zrcadleni), program odpovi ,Kup to“, v opa¢ném priipadé
odpovi ,Podvod“.

Program muze vyuzivat stary stroj jako ,cernou skrinku“, kterd si
pamatuje mnozinu kédd ndhrdelnikt (na poéatku prace mnozinu prazd-
nou) a je schopna do této mnozZiny kédy pfidavat (zavoldnim procedury
Pridej) a zjisfovat, jestli stroj jiz n&jaky kéd zna (zavoldnim funkce
UzMam, kterd vraci true (1 v C), pokud nékdy predtim byla zavolana
procedura Pridej pro stejny kéd):

int UzMam (const char *kod); /* v C *x/
void Pridej (const char *kod);

function UzMam (var kod:string) :boolean; { v Pascalu }
procedure Pridej (var kod:string);
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K. O. Lektor mé na v4$ program nasledujici poZzadavky: Pamé&tova slo-
Zitost nesmi zaviset na podtu testovanych nahrdelniki. Casova sloZitost
by méla byt co nejnizsi, pricemz volani funkce starého stroje pocitime
jako operace bézici v linedrnim cGase. Ze dvou programu o stejné casové
slozitosti pak povazuje za lepsi ten, ktery funkce starého stroje vola mé-
nékrat.

Priklad: V levém sloupci je vstup, v pravém jediny spravny vystup:

ABCA Kup to
ACBA Podvod
AABC Podvod
P-1l-2
Mosty

Magické observatofe (MO) neddvno oteviely novy aredl v Hornich Mok-
fadech. Podnebi v Hornich Mokfadech je bohuzel pomérné destivé, a tak
se vedeni MO rozhodlo, Ze propoji vSechny budovy v aredlu nadzemnimi
krytymi mosty. Vedeni MO samoziejmé chce, aby si dodateéné stavebni
upravy vyzadaly co nejmensi néklady. Proto pozaduje, aby celkova délka
most1, které propoji budovy v aredlu, byla co nejmensi. Navic, kvili
vlivu energetickych zén v okoli Hornich Mokiad, musi vSechny mosty
vést severojizné.

Vasim tkolem je vytvofit algoritmus, ktery pro zadanou mapu arealu
MO navrhne nejlepsi mozné propojeni budov severojiznimi mosty. Pokud
vSechny budovy nelze navzajem propojit, pak algoritmus vypise vhodnou
Zpravu.

Na vstupu algoritmus obdrzi mapu aredlu MO jako ¢tvercovousit o N
fadcich a M sloupcich. Budovy v aredlu jsou reprezentovany znaky x,
volnd prostranstvi teckami. Budova je maximdalni oblast tvofena po-
licky x, kterd se mezi sebou dotykaji hranami. Vagim tikolem je navrhnout
propojeni budov severojiznimi (na mapé svislymi) mosty tak, aby mezi
kazdymi dvéma budovami existovala cesta pouzivajici pouze policek x
a mosti: Mezi dvéma policky x lze prejit, pokud sousedi hranou, mosty
lze pouzivat pouze v severojiznim sméru, tj. seshora dolt nebo zdola
nahoru v jejich sméru na mapé.

Pfi (popisu) feSeni této tlohy se soustfedte na efektivni nalezeni op-
timéalniho propojeni mezi budovami a zdivodnéni spravnosti navrzeného
algoritmu.
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Priklad 1: ProM =8a N =5
uvazme nasledujici mapu areédlu:

.« XXXXX.
....... X

X X
XX
. XXX. .XX

Aredl je tvofen Ctyfmi budovami
(na nésledujicim obrazku jsou je-
jich policka oznacena &isly 1 az 4;
vSimnéte si, Ze policka s ¢isly 1 a 2
tvori dvé rizné budovy):

Lo11111
....... 2
c..3...2
.3.3....
.333. .44

Optimalni feseni ulohy pro zada-
nou mapu je propojit dvojici budov
1 a 3 mostem délky jedna, dvojici
budov 2 a 4 rovnéz mostem délky
jedna a budovy 1 a 4 mostem délky
tri:

L.11111.
ol12
...3..12
.3.3..11
.333..44

Protoze mosty lze pouZivat pouze
severojizné, nemuZeme 7z mostu
spojujiciho budovy 1 a 4 pfejit
do budovy 2 a je tfeba vybudovat
i most mezi budovami 2 a 4.

Priklad 2: ProM =6a N =5
uvazme nasledujici mapu aredlu:

XXXXXX
X....X
X.XX.X
X....X
XXXXXX

Aredl je tvofen dvéma budovami
a k jejich propojeni staéi vybudo-
vat jeden most délky 1:

XXXXXX

x.l..x

X.XX.X

X....X

XXXXXX

Priklad 3: Pro M =5a N =4
uvazme nasledujici mapu arealu:

XXX..

. XX

Aredl je tvofen tfemi budovami.
Protoze budovu v pravém dolnim
rohu nelze spojit s Zadnou jinou
budovou mostem, vSechny budovy
nelze vzajemné propojit.
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P-1l1-3
ALIK

Sestrojte program pro stroj ALIK, ktery spoc¢te dvojkovy logaritmus za-
daného nenulového éisla z, tedy pozici nejlevéjsi jednicky v z. Pozice bitt
rostou zprava doleva, nejnizsi fad je na pozici 0.

Priklad: Dvojkovy logaritmus dvojkového ¢isla 00110001 je 5, loga-

ritmus z 00000001 je 0.

P-1lIl-4
Zaklinadla
Program:  magie.pas / magie.c / magie.cpp
Vstup: magie.in
Vystup: magie.out

Pfi vyzkumu vlivu presmycek na magickd zaklinadla se podatilo do-
kazat, ze vyména takovych dvou sousednich pismen v zaklinadle, ktera se
nevyskytuji v (anglické) abecedé tésné vedle sebe, nema vliv na magicky
ucinek zaklinadla. Napfiklad misto oblibeného abraka lze stejné dobie
pouzit arbaka, ale nikoliv jiz baraka. Samozfejmé lze sousedni pismena
v zaklinadle prohazovat vicekrat, takze z abraka lze postupné odvodit
nasledujici (stejné G¢inna) zaklinadla:

abraka — arbaka — rabaka — rabkaa —

— rakbaa — rkabaa — krabaa.

Povsimnéte si, Ze poradi vymeén sousednich pismen v zaklinadle mazeme
otocit, a tedy ze zaklinadla krabaa lze téz ziskat ptivodni abraka.

Dvé zaklinadla nazveme ekvivalentn, jestlize je lze mezi sebou pre-
vést posloupnosti vymén dvou sousednich pismen, kterd se nevyskytuji
v abecedé tésné vedle sebe. Napfiklad zaklinadla abraka a krabaa jsou
ekvivalentni, ale zaklinadla dabra a badar ne.

Soutézni uloha. Napiste program, ktery pro zadané dvojice zaklinadel
urdi, zda jsou ¢&i nejsou ekvivalentni.

Vstup: Vstupni soubor magie.in obsahuje nékolik blokt, z nichz
kazdy odpovida jedné dvojici zaklinadel. Obé zaklinadla v jednom bloku
maji vzdy stejny podet pismen N, 1 < N < 1000000, ktery je uve-
den na prvnim fadku kazdého bloku. Nasleduje N tadkd, z nichz kazdy
obsahuje dvé mald pismena anglické abecedy (tzn. znaky z rozmezi
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a...z), kterd jsou oddélend jednou mezerou. Prvni znak na i-tém z téchto
fadkd je i-ty znak prvniho zaklinadla, druhy znak je i-ty znak druhého
zaklinadla. Vstupni soubor je ukondéen fddkem, ktery obsahuje jediné
¢islo 0.

Vystup: Vystupni soubor magie.out obsahuje pro kazdy blok vstup-
niho souboru jeden fadek. Tento fadek obsahuje slovo ,ekvivalentni®,
pokud jsou zadand zaklinadla ekvivalentni, a slovo ,neekvivalentni®,
pokud nejsou. Radky musi byt vypsény v pofadi, v jakém se jim odpo-
vidajici bloky vyskytuji v souboru magie.in.

Priklad:
Soubor magie.in Soubor magie.out
6 ekvivalentni
ak neekvivalentni
br
ra
ab
k a
aa
5
d b
aa
bd
ra
ar
0
P-IlI-5
Asfaltéri
Program:  asfalt.pas / asfalt.c / asfalt.cpp
Vstup: asfalt.in
Vijstup: asfalt.out

Ve Viécii si obéané jiz dlouho stéZovali na nekvalitni silnice. KdyzZ si
jednou i vrchni cestar pri cesté do prace v kodare vyrazil zub, rozhodl se
k radikalni akci. Doslechl se, Ze v sousedni zemi zadali na cesty pouzivat
novinku zvanou asfalt, a myslenka na vyasfaltovani vsech silnic ve Viacii
byla na svété. A jak si vrchni cestaf usmyslel, tak se i stalo. PFi realizaci
napadu se ale nizsi cestdri museli potykat s nemilym problémem: asfalt se
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do Viacie dovézel v ohromnych barelech, ve kterych bylo asfaltu tak ako-
rat na dvé cesty (byly to opravdu ohromné barely). PotiZ byla v tom, Ze
jakmile se barel narazil a asfalt z néj zacal vytékat, nedal se uz proud as-
faltu ni¢im zastavit a bylo tedy nutné vyasfaltovat najednou dvé na sebe
navazujici cesty. Jenze jak rozvrhnout asfaltovani, aby cestafi neskondili
ve mésté s poloplnym barelem a se vSemi cestami vedoucimi do mésta
uz vyasfaltovanymi? Dusledky zaliti ndmésti a nékolika pfilehlych étvrti
do asfaltu by byly pro cestafe jisté nemilé. .. Rozhodli se proto prizvat
k problému vés, jakoZto na asfalt vzaté odborniky.

Soutézni tloha. NapiSte program, ktery pro zadané propojeni mést
cestami rozhodne, zda je mozno cesty podle popsanych pravidel vyas-
faltovat, a pokud ano, vypiSe jednu z moZnosti, jak rozvrhnout, ktera
dvojice cest bude asfaltovana ze kterého barelu.

Vstup: Na prvnim fadku vstupniho souboru asfalt.in se nachézeji
dvé celd &sla N a M oddélena mezerou, 1 £ N £ 10000,1 £ M <
< 40000 — pocet mést a podet cest ve Viacii. Déle ve vstupnim souboru
nasleduje M tadkt popisujicich jednotlivé cesty. Kazdy fddek obsahuje
dvé cela ¢isla A a B oddélend mezerou — &isla mést (mésta Cislujeme od
jedné do N), mezi kterymi cesta vede. Pfedpokladejte, Ze mezi kazdymi
dvéma mésty se lze po cestich dostat (pokud ne pfimo, tak pfes jina
mésta).

Vijstup: Vystupni soubor asfalt.out bude bud obsahovat jediny r4-
dek s textem ,Cesty nelze vyasfaltovat.“, pokud neexistuje zptisob,
jak vyasfaltovat vSechny cesty a neskonéit s poloplnym barelem v né-
jakém mésté, nebo bude obsahovat M/2 Fadki s popisem postupu as-
faltovani. Kazdy fadek postupu bude popisovat vyuziti jednoho barelu
s asfaltem. Bude obsahovat tfi cela ¢isla oddélena mezerou — &islo mésta,
ve kterém ma4 asfaltovani zacit, ¢islo mésta, do kterého se ma pokracovat
a Cislo mésta, ve kterém mé asfaltoviani skonéit. Kazda cesta musi byt
vyasfaltovana praveé jednou.

Priklad 1:

Soubor asfalt.in Soubor asfalt.out

33 Cesty nelze vyasfaltovat.
12

2 3

31
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Priklad 2:
Soubor asfalt.in

DD W W, B eO
N OO NN WSO

8

Soubor asfalt.out

514
543
423
312
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Kategorie Z5

Texty tloh

Z5-1-1

Vendelin zaviel do bedny vSechna dvoumistna ¢isla, ktera pri déleni péti
déavaji zbytek 3, avSak na jedno z nich zapomnél. Kdyz ¢isla v bedné
spravné secetl, dostal soucet 911. Na které ¢islo zapomnél?

(L. Hozovd)

Z5—-1-2

Andulka a Maruska mély sraz presné v 17.30 pfed kinem. Andulka si
myslela, Ze ji jdou hodinky o 4 minuty napfed, ale ve skuteénosti se ji
zpozdovaly o 8 minut. Maruska si myslela, Ze se ji hodinky o 8 minut
zpozduji, ale §ly ji o 4 minuty napfed. Kdy ktera z divek pfisla na sraz,
jestlize si obé myslely, Ze prisly presné v 17.307 (S. Ptdckovd)

Z5~-1-3

T¥i princové §li na mnohohlavého draka. Prvni princ mu levou rukou usekl
polovinu hlav a pravou rukou jesté dalsi dvé. Totéz udélali se zbylymi
hlavami druhy a pak i tfeti princ. Potom drak padl bezhlavy na zem. Na
kolikahlavého draka se princové vydali? (S. Ptdckovad)

Z5-1-14

Na obr. 31 je mnohothelnik sloZzeny z jedendacti stejnych ctvereck.
a) Zjisti jeho obvod, jestlize vi§, Ze jeden maly ¢tverecek ma obvod 20 cmn.
b) Které dva étverecky mnohouhelniku je nutno ubrat, aby vznikl novy
mnohothelnik s co nejvétsim obvodem? Namaluj alesponi jedno fesenti.
(S. Bedndrouvd)
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Obr. 31

£ —1—=5

Hraci kostka méa puntiky rozmistény tak, Ze jejich soucet na protilehlych
sténach je vzdy 7. Kostka na obr.32 stoji na sténé s jednim puntikem,
takZe na podloZce zanecha otisk 1. Kdyz prevalime kostku doprava
na sténu se dvéma puntiky, zanechd na podlozce otisk ,,2¢. Kdyz pak
prevalime kostku smérem k sobé, zanechd otisk ,3“. Pri tomto valeni
dostaneme stopu na obr. 33. Soudet &isel této stopy je 6. Jestlize vychozi
postaveni kostky je na obr. 32,

a) jaky bude soulet na stopé na obr. 347

b) Jak bude vypadat stopa, na niZ je soudet 227 (L. Hozova)
1
ol , 12
°
. H ||
Obr. 32 Obr. 33 Obr. 34
Z5-1-06

Ivanka si stavi z kostek kominy. VSechny kostky jsou stejné a maji roz-
méry lcm, 1cm a 2cm. Ted postavila jednopatrovy duty komin z péti
kostek na ploge 12cm? (obr. 35). Rozhodla se ale, Ze postavi duty komin
na ploSe 36 cm? z 260 takovych kostek. Jaky nejvyssi komin mohla po-
stavit, jestlize ji Zadné kostka nezbyla a komin byl nahoie rovny?

(S. Ptdckovd)
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Obr. 35

Z5 - 11 -1

Karel mél séitat vSechna dvojmistnd ¢isla, kterd po déleni deseti davaji
zbytek, ktery se d4 beze zbytku délit péti. Jedno z Cisel viak omylem za-
pocital t¥ikrat, takZe mu vysel soudet 1035. Které ¢&islo zapocetl tiikrat?

(S. Bedndrovd)

Z5-11-2

Krtecek si zacal razit novy tunel. Nejdfive tunel vedl 5 metra na sever,
potom 23dm na zapad, 150 cm na jih, 37dm na zdpad, 620cm na jih,
53cm na vychod a 27dm na sever. Kolik centimetri mu jesté zbyva
vykopat, aby se dostal na zacatek tunelu? (M. Dillingerovd)

Z5-11-3

Z cisla 9876543210 vyskrtni co nejmensi pocet Cislic tak, aby na misté
desitek byla cislice tfikrat mensi nez na misté tisici a na misté jednotek
byla &islice o tfi mensi nez na misté stovek. Najdi vSechna feSeni.

(S. Bodldkovd)
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Kategorie Z6

Texty tloh

Z6 -1-1

Kladné desetinné &islo nazveme wyvdZené, jestlize je soudet Cislic lezi-
cich pfed desetinnou ¢arkou roven souétu &islic za desetinnou carkou.
Napf. &islo 25,133 je vyvaZzené. Napi§ a) nejmensi, b) nejvétsi vyvazené
éislo, jehoz zadné dvé &islice nejsou stejné. (S. Bedndrova)

26 - 1-2

Obdélnik jsme rozdélili na t¥i trojihelniky jako na obr. 36. Odmérili jsme
vSechny vnit¥ni Ghly v téchto trojihelnicich a ziskali nasledujici hodnoty:
20°, 30°, 30°, 40°, 50°, 60°, 90°, 90° a 130°. Dopi$ je na spravna mista
v obréazku. (Pozor, obrazek mtize byt nepfesny, nevyplati se méfit.)

(S. Bedndrovd)

Obr. 36

Z6-1-3

V zemi ,,Ciselkovo“ Ziji jen pfirozena &isla. Muzi a chlapci jsou suda é&isla,
zeny a divky jsou licha ¢isla. ManZelé maji hned po svatbé déti, a to
vSechna ¢isla, kterd dé&li jejich souéin beze zbytku. Kterého napadnika
z Cisel 2, 8, 14 si ma vybrat sle¢na Sedmicka, jestliZe chce mit

a) co nejvice déti,

b) stejny podet dcer jako synii? (M. Dillingerovd)
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Z6 -1-4

Na kartiéce mam napsano sudé étyFmistné &islo. Rozstfihnu ji tak, Ze
ziskdm dvé dvoumistnd ¢isla, jejichz soudin je 2562. Které ctyfmistné
¢islo jsem méla na karticce? (M. Raabovd)

Z6-1-5

Na obr. 37 je mnohothelnik sloZeny z jedenacti stejnych ¢tverecki.

a) Zjisti jeho obvod, jestlize vi§, Ze jeden maly &tverecek ma obvod 2 cm.

b) Které dva ¢étverecky mnohothelniku je nutno pfemistit, aby vznikl
novy mnohothelnik s co nejvétsim obvodem? (S. Bedndrovd)

Obr. 37

Z6-1-6

V Petrikové, Botikové a Tomikové zije celkem 6000 obyvatel. V kazdé
z téchto tii vesnic pripada v praméru na 20 obyvatel 1 pes a na 30 oby-
vatel 1 kocka. V Pettikové a Borfikové Zije celkem 234 pst, v Borikové
a Tomikové Zije celkem 92 koc¢ek. Kolik obyvatel maji jednotlivé vesnice?

(S. Ptdckovd)

Z6 - 11 -1

Desetinné ¢islo nazveme vyvazZené, jestlize je soucet &islic lezicich pred
desetinnou ¢arkou roven souctu ¢islic za desetinnou ¢arkou. Napft. éislo
25,133 je vyvazené. V kazdém z Cisel 497 365,198043 a 197 352,598 062
skrtni nékolik éislic tak, aby vzniklo a) co nejvétsi vyvazené ¢islo, b) vy-
vazené Cislo s co nejvétsim poctem &islic. (S. Bedndrova)

Z6 — 11 -2

Obdélnik jsme rozdélili na ¢tyfi trojuhelniky jako na obr.38. Odméfili
jsme vSechny vnitini thly v téchto trojahelnicich a ziskali nasledujici
hodnoty: 15°, 20°, 20°, 50°, 55°, 70°, 75°, 75°, 90°, 90°, 130° a jesté jednu
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hodnotu, kterou jsme zapomnéli zapsat. Zjisti chybéjici hodnotu a napis,
o ktery thel se jedné, pokud vis, Ze tisecka BE je delsi nez tsecka FC.
(Pozor, obrazek muZze byt nepfesny, nevyplati se méfit.)

(S. Bedndrovd)

D F C

Obr. 38

Z6 -11-3

Kdyz v pekarné napedou kolacky, rozdéli je do balicku po 6 a po 12 ku-
sech. Z prodeje Sestikusového bali¢ku maji zisk 4 K¢ a z prodeje dvanac-
tikusového balicku 9 K¢&. Kolik nejvice a kolik nejméné kolackti mtze byt
na jednom pekaci, pokud zisk z jejich prodeje je 219 K&?

(M. Dillingerovd)
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Kategorie Z7

Texty tloh

Z7 -1-1

Dlouhy, Siroky a Bystrozraky zméfili svou vysku. Zjistili, ze Dlouhy je
dvakréat vyssi nez Siroky, vyska Bystrozrakého predstavuje dvé tfetiny
vysky Dlouhého, ale pfitom je o 44 cm vyssi nez Siroky. Zjisti, jak vysoky
je Dlouhy, Siroky i Bystrozraky. (M. Dillingerovd)

Z7 -1-2

Je dédno pétimistné éislo délitelné tfemi. Vyskrtnu-li z néj &islice na li-
chych mistech, dostanu dvoumistné ¢islo. Toto ¢islo je 67krat mensi nez
Cislo ziskané z ptivodniho pétimistného ¢isla vyskrtnutim ¢islic na sudych
mistech. Zjisti, jaké bylo ptivodni pé&timistné ¢islo. (M. Raabovad)

Z71 -1-3

V zemi ,,Ciselkovo® Ziji jen pfirozena &isla. Muzi a chlapci jsou suda &isla,
zeny a divky jsou licha ¢isla. Manzelé maji hned po svatbé déti, a to
vSechna ¢isla, kterda déli jejich soucin beze zbytku. Kterého nédpadnika
z Cisel 2, 16, 28, 46 si ma vybrat sle¢na Devitka, jestlize chce mit

a) co nejvice déti,

b) stejny pocet dcer jako syna? (M. Dillingerovad)

Z7 -1-4

Kamilka pfi kresleni obdélniki ve ¢tvercové siti narazila na takovouto
zajimavou dvojici: Obdélnik s rozméry 6 cm a 4 cm a Ctverec se stranou
délky 4 cm. Nejdfive zakreslila do sité obdélnik a pak ¢tverec (obr.39).
S udivem ve svém obrazku objevila, Ze obsah nezakryté ¢asti obdélniku
je roven obsahu ¢tverce a Ze nezakrytd ¢ast obvodu obdélniku je rovna
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celému obvodu &tverce. Mezi néasledujicimi obdélniky najdi vSechny dvo-
jice, které maji obé& vlastnosti Kamiléinych obdélniki: 3 x 9,4 x 9,4 x 6
a 5 x 7 (v centimetrech). (M. Dillingerovd)

Obr. 39

Z7 -1-5

Myska Hryzalka nasla cihlu syra. Prvni den snédla %, druhy den % zbytku,

tfeti den % zbytku a étvrty den é zbytku. Pak uZ z cihly zustala jen
krychle s povrchem 150 cm?. Jaky objem méla ptivodni cihla syra?

(M. Dillingerova)

Z7 -1-6

Archeologové vykopali papyrus se zvlastni tabulkou s vyfezem ve tvaru
sobriceného Z*“ (obr. 40). Jde zfejmé o talisman. Mél zajimavou vlast-
nost: zakrouzkujeme-li libovolnych pét ¢isel tak, aby v kazdém sloupci
i fadku bylo zakrouzkované pravé jedno, a téchto pét cisel seéteme, do-
staneme vzdy stejny soucet. Pokus se zrekonstruovat tento talisman, tzn.
dopli ¢isla na prazdna mista. (S. Bedndrovd)
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Z7 -1l -1

V zemi , Ciselkovo“ Ziji jen piirozena é&isla. Muzi a chlapci jsou sudé
déisla, Zeny a divky jsou liché ¢&isla. Manzelé maji ihned po svatbé déti,
a to vSechna déisla, kterd déli jejich soucin beze zbytku. Soucet hodnot
vSech déti manzeltt Kvadiikovych je 28. Otec Kvadiik mé nizsi hodnotu
nez aspon jeden ze synu. Uréete hodnoty pana a pani Kvadiikovych.
(M. Dillingerovd)

Z7 - 11 -2
Kolik malych krychli¢ek, z nichZ kazda mé povrch 54 cm?, potiebujeme
na postaveni velké krychle s povrchem 864 cm?? (M. Krejéova)
Z7 -11 -3

Mame ¢tyfi nddoby. V prvnich tfech je voda, ¢étvrta je prazdna. Ve druhé
je dvakrat vice vody neZ v prvni a ve tfeti je dvakrat vice vody nez ve
druhé. Do ¢étvrté naddoby prelejeme polovinu vody z prvni nddoby, tfetinu
vody ze druhé nadoby a étvrtinu vody ze tfeti nddoby. Ve étvrté nadobé
mame nyni 26 litrt vody. Kolik vody je dohromady ve vSech nddobéach?

(M. Raabova)
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Kategorie Z8

Texty tloh

Z8-1-1

Poradové ¢islo dne v mésici je smutné, protoZe v jistém roce nebylo ani
jednou nedéli. Jaké ¢islo to bylo a na ktery den v tydnu pfipadl v tom
roce Novy rok? (M. Volfova)

Z8-1-2

Slimék lezl po &tvercové siti a zanechal za sebou stopu (obr.41). Cisla
pod siti a vedle ni udavaji pocet navstivenych ¢tvereckt v daném fadku ¢i
sloupci. Na obr. 42 uréete drdhu sliméka, vite-li, Ze nikdy nevlezl dvakrat

do stejného ctverecku a Ze nikdy nelezl sikmo. (S. Ptdckovd)
3
4
2
4
2 M\ 2
2 \Qy 2
2 —> / %Q - 4
1 3 2 1 45 21 4 4
Obr. 41 Obr. 42

Z28-1-3

O lichobé&zniku LICH (LI || CH) vime, ze LC1LHI, |xILC| = |xIHC)|
a aritmeticky prumér délek jeho zdkladen je 8 cm. Vypoditejte obsah
tohoto lichobé&zniku. (S. Bedndrova)
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Z8-1-4

Kolik je mezi ¢isly 1,2,3,...,999,1000 takovych, kterd nejsou délitelna
zaddnym z &isel 2, 3, 4, 57 (M. Volfovd)

Z8 -1-5

Alenka sestavovala ,hlemyzdi ulitu“ z rovnoramennych pravouhlych troj-

thelnikt jako na obr. 43. Pouzila k tomu co nejvic trojuhelnik, ale zadné

dva se neprekryvaly.

a) Z kolika trojuhelnikt byla ulita sestavena?

b) Jaky je obsah nejvétsiho trojihelniku, je-li odvésna nejmensiho z nich
dlouhd 1cm? (M. Raabovad)

Obr. 43

Z8 - 1-6

Archeologové vykopali papyrus se zvldstni tabulkou s vyfezem ve tvaru
sobraceného Z“ (obr.44). Jde zfejmé o talisman. Mél zajimavou vlast-
nost: zakrouzkujeme-li libovolnych pét éisel tak, aby v kazdém sloupci
i fadku bylo zakrouzkovano pravé jedno, a téchto pét Cisel secteme, do-
staneme vzdy stejny soucet. Pokuste se zrekonstruovat tento talisman,
tzn. dopliite ¢isla na prazdna mista. (S. Bedndrouva)
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Z8 - 11 -1

Je dan rovnostranny trojahelnik o strané 4cm (obr.45). Urcete obsah
tmavé ¢asti a také, kolik procent plochy ptivodniho trojihelniku zaujima
tmava Cast? (P. Tlusty)

Z8 - 11 -2

V domécim tkolu na vypocet hodnoty vyrazu

2-34+4-54+46-7+8-9+4+10=

Radek zapomnél napsat dvoje zavorky, takze mu pfi spravném pocitani
vySel vysledek o 18 vétsi, nez by ziskal, kdyby mél zapsané i zavorky.
Doplii dvéma zplisoby zavorky a napis, jaké éislo Radkovi vyslo a jaké
mu mélo vyjit. (M. Dillingerovd)

Z8 - 11 -3

Béhem prvnich jedenécti dni odpovédélo na anketni otdzku 700 lidi.
Kazdy z nich vybral pravé jednu ze t¥{ nabizenych moZnosti. Pomér
Cetnosti jednotlivych odpovédi byl 4 : 7 : 14. Dvanacty den se ankety
zucCastnilo jesté nékolik lidi, ¢imZ se pomér Cetnosti odpovédi zménil na
6 :9:16. Kolik nejméné lidi muselo odpovidat na anketu dvanacty den?

(L. Siminek)
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Kategorie Z9

Texty tloh

Z9-1-1

Dvoumistné &islo se nazyva exkluzivni, jestliZe ma ndasledujici vlastnost:
¢islice exkluzivniho éisla navzajem vyndsobime, po pfiéteni souctu vsech
¢islic exkluzivniho &isla k predchozimu vysledku ziskdme toto exkluzivni
¢islo. Napiiklad 79 je exkluzivni, nebof 79 = 7.9 + (7 + 9). Najdéte
vechna exkluzivni ¢isla. (P. Tlusty)

Z29-1-2

Uvnitf pravidelného Sestitihelniku o strané délky 2v/3cm se pohybuje
kruh o praméru 1 cm tak, Ze se stale dotyka obvodu pravidelného Sestiti-
helniku (obr. 46). Vypoditejte obsah té ¢asti Sestitihelniku, kterd nemuze

byt nikdy prekryta pohybujicim se kruhem. (M. Dillingerovd)
Obr. 46
Z29-1-3
Kolika zpiisoby lze vybrat sedm &isel z mnoziny {1,2,...,8,9} tak, aby
jejich soudet byl délitelny tfemi? (P. Tlusty)
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Z29-1-4

Jsou dany kruh a &tverec se stejnym obsahem. Do daného kruhu vepiSeme
¢tverec, do daného ¢tverce vepiseme kruh. Ktery z vepsanych obrazct ma
vétsi obsah? (M. Volfova)

Z9-1-5

Pan Sudy mél sudy pocet ovecek, pan Lichy lichy podet ovecek. Pocet
vSech ovecek dohromady tvofil trojmistné ¢islo, které mélo vsechny ¢islice
stejné. Kazdé ovedce pana Sudého se narodily t¥i ovecky, kazdé ovecce
pana Lichého dvé ovecky. Jednoho dne vsak vlk zadavil tfi ovecky panu
Sudému. Ted mé pan Sudy stejné velké stado jako pan Lichy. Kolik oveéek
mél ptvodné kazdy z chovatela? (L. Hozovad)

Z9-1-6

Pét déti postupné fika: ,V&era bylo pondéli.“ | Dnes je ctvrtek.“ | Po-
zitii bude patek.“ | Zitra bude sobota.“ , Pfedevéirem bylo utery.“ Pokud
byste védéli, kolik z déti lhalo, hned by bylo jasné, ktery je den. Ktery je
tedy den? (S. Ptdckovd)

29 -11-1

Princ Zrychleny pozval princeznu Zpomalenou na sviij hrad. KdyZ dlouho
nesla, vydal se ji naproti. Po dvou dnech putovani ji potkal v jedné pétiné
jeji cesty. Spolu uz pokracovali v cesté dvakrat rychleji, neZ kdyz cestovala
princezna sama. Na princtv hrad dorazili druhou sobotu od vzajemného
setkani. Ktery den se potkali, jestliZe princezna vyrazila ze svého hradu
v patek? (M. Dillingerovd)

29 -11-2

Uvnitf étverce o strané 4 cm se pohybuje kruh s primeérem 1 cm tak, Ze se
stale dotykd obvodu &tverce (obr. 47). Vypoditejte obsah té ¢asti ¢tverce,
ktera nemuze byt nikdy pfekryta pohybujicim se kruhem.

(M. Dillingerovd)
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Obr. 47

Z9-11-3

Do okresniho kola postoupili Petr, Mojmir, Karel a Eva. Ve skole pak
sdélili:

Eva: ,,Z nasi étvefice jsem nebyla ani prvni, ani posledni.”

Mojmir: ,Nebyl jsem z nasi ¢tvetice posledni.*

Karel: Byl jsem z nés prvni.“

Petr: ,,J4 jsem byl z nasi ¢tvefice posledni.“

T¥i mluvili pravdu, jeden lhal. Kdo z nich byl v okresnim kole nejlepsi?

(M. Volfova)

Z29-11-4

Uklizecka stirala schodis$té v mrakodrapu. Aby ji prace 1épe ubihala, po-
éitala umyté schody. V dobé&, kdy méla umytu presné polovinu schodt,
si udélala prestavku. Za chvili se dala znovu do préace a chtéla také po-
kradovat v pod&itani schodi. KdyzZ ale vzpominala na pocet jiz umytych
schodi, dopustila se omylu. Spravné trojciferné ¢islo ,precetla“ odzadu,
¢imz vzniklo ¢islo niZsi, a pocitala od tohoto ¢isla. Po setfeni vSech schodt
dosla k ¢islu 746. Kolik schodii mohla umyt ve skutecnosti?

(L. Siminek)

Z9 -1l -1

Pfirozené dvojmistné d¢islo N strasné zavidélo svému kamaraddovi,
dvojmistnému desetinnému &slu X, jeho desetinnou éarku. Tak mu X
tu svou darovalo. Cislo N si ji vloZilo mezi své dvé &islice a viibec mu
nevadilo, Ze je ted o 567 desetin mensi, nez bylo pfedtim. Také X bylo
spokojené, protoze ted bylo na ¢&iselné ose svému piiteli N dvakréat bliz
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nez predtim. Zjistéte, o kterych dvou éislech N a X je tato prihoda.
(S. Bedndrovd)

Z9 -1l -2

Uvnitf rovnostranného trojihelniku se stranou délky 4v/3cm se pohy-
buje kruh s priimérem 1cm tak, Ze se stéle dotyka obvodu trojihelniku
(obr. 48). Vypocitejte obsah té ¢asti trojihelniku, kterd nemitze byt nikdy
prekryta pohybujicim se kruhem. (M. Dillingerovd)

Obr. 48

Z9 -1l -3

Maminka pfipravila na oslavu Jirkovych narozenin pomerancovy dzus
tak, Ze smichala 1 litr 100% dZusu s % litru 30% dZusu. Jirka si odlil do
sklenicky a ochutnal. ProtoZe mé4 radsi slabsi koncentraci, dolil pfipraveny
dZus na pivodni mnoZstvi. Vysledny dzus mél koncentraci 61,2 %, a to
mu vyhovovalo. Jaké mnozstvi dzusu si Jirka odlil do sklenicky?

(M. Raabova)

29 -1l -4

Je dan trojthelnik. JestliZe jeho nejdelsi stranu zkratime o tfetinu jeji dél-
ky, nejkratsi stranu zdvojnasobime a zbyvajici stranu zmensime o 2 cm,
dostaneme trojuhelnik shodny s ptvodnim trojihelnikem. Jaké jsou roz-
meéry tohoto trojihelniku? (M. Raabovd)
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Pfipravna soustfedéni pred 46. MMO

V pribéhu 54. roéniku se konalo vybérové soustfedéni pro pfipravu na
mezindrodni matematickou olympiddu bezprostfedné po skonceném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 18. do 22. dubna 2005 v Bilovci. Na
soustfedéni bylo pozvano vSech 10 vitézu III. kola kategorie A. Soustte-
déni bylo zaméfeno na pripravu reprezentanti a ke kone¢né nominaci
Sesticlenného druzstva.

Uspésnost jednotlivych studentt ukazuje néasledujici tabulka:

Frantisek Konopecky 8/8, GLJ Holesov 82
Ondrej Bilka 3/4, G Zlin, Lesni &tvrt 56,5
Marek Pechal 7/8, G Zlin, Lesni ¢tvrt 72,5
Jakub Oprsal 3/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose 58
Marek Scholle 6/8, G Pardubice 49
Jaroslav Hancl 3/4, GMK Bilovec 60
Jaromir Kuben 3/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose 75,5
Michal Svagerka 4/4, GJKT Hradec Kralové 47
Pavel Kocourek 4/4, SPSST Praha 1, Panska 63
Martin Kfivanek 3/4, G Brno, tt. Kpt. Jarose 47

Na zékladé uvedenych vysledki, v nichz jsou zapocCitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
ta¢niho druzstva a sedmy byl uréen jako ndhradnik. Toto druzstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradi¢nim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminafe vedli a tlohy pfipravili:
dr. Jaroslav Zhouf (18.4.),

dr. Pavel Caldbek (20.4.),

dr. Jaroslav Svréek (19.4. a 21.4.)

a doc. Jaromir Simsa (22.4.).
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Ulohy zadané na p¥ipravném soust¥edéni

1. Funkce f z oboru celych ¢isel do oboru celych éisel spliiuje zaroven
tyto podminky:

1) f(f(n)) = n pro vSechna cela éisla n,

2) f(f(n+2)+2) =n pro viechna cela ¢isla n,

3) f(0) =1.
Urdete f(2005).

2. Dokazte, Ze pro kazda ¢ty¥i kladna reédlna &isla a, b, ¢, d plati

Vab+ Ved < {fla+tb+0)(b+c+d).

3. V sazkové kancelafi se pfijimaji sdzky na Sest zapastd, v nichz mize
dojit bud k vyhie domécich, nebo k vyhie hostti, nebo k nerozhodnému
vysledku. Kazda sazka je na vSech Sest zdpasii. Jaky nejmensi pocet sdzek
je mozné zvolit, aby mezi nimi jisté byla sdzka, v niz jsou vysledky vsech
Sesti zdpasu nespravné?

4. Je déan trojuhelnik ABC, ktery neni rovnoramenny. Stfedy kruznic
mu vepsané a opsané ozna¢me po fadé I a O. Vné pripsana kruZnice se
stfedem I, se dotyka strany BC' v bodé A; a polopfimek AB a AC po
fadé v bodech Ay a Az. Bod I/ je soumérny s bodem I, podle pfimky
A As. Dokazte, ze piimka OI, déli tsecku A; I} na dvé poloviny.

5. Mnozina pfirozenych &isel 1,2,...,5n je disjunktnim zptsobem roz-
délena na dvé podmnoziny. Dokazte, Ze v téchto podmnoZinach existuje
asponi n dvojic (z,y), kde = > vy, tak, Ze ¢islo z —y patii téZe podmnoZiné
jako ¢isla x a y.

6. Stfed I kruznice vepsané teénovému ¢tyithelniku ABCD a stiedy
jeho thloptiéek AC a BD lezi na téze pfimce. Dokazte.

7. V roviné je dan pravidelny n-thelnik A; Ay ... A, (n 2 3). Urlete po-
Cet vSech navzajem neshodnych trojiahelniki, jejichz vrcholy jsou totozné
s nékterymi tfemi vrcholy daného n-thelniku.

8. Na kruznici o jsou dény ¢tyfi body, které po fadé oznacime A, B, C, D
(tj. ABCD je konvexni tétivovy étyftuhelnik). Uvnitf kruhu ohrani¢eného
kruznici o je ddn bod S tak, ze

|XSAD| = |xSCB| a  |xSDA|=|xSBC|.

Osa thlu ASB protina kruznici o v bodech P a Q. Dokazte, Ze S je stied
usecky PQ.
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9. Necht n je pfirozené &islo. Do &tvercové tabulky 2n x 2n je vepsano
4n? realnych ¢&isel jejichz soudet je 0 (na kaZdém poli tabulky je pravé
jedno é&islo). Absolutni hodnota kaZdého z téchto ¢isel neni vétsi nez 1.
Dokazte, Ze existuje fada tabulky (tj. fddek nebo sloupec) takova, Ze
absolutni hodnota sou¢tu jejich prvki neni vétsi nez n.

10. Necht R, je mnoZina kladnych realnych éisel. Ukazte, Ze existuje
pravé jedna funkce f: Ry — Ry takové, Ze pro vSechna z € Ry plati

f(f(@) = 6z — f(2).

11. Najdéte alespon jeden mnohoc¢len f s redlnymi koeficienty takovy,
7e f(0) = 1 a pro vSechna pfirozend Cisla n je soucet druhych mocnin
vSech koeficienttt mnohoélenu f"(z) roven sou¢tu druhych mocnin vsech
koeficient®t mnohoélenu (3z2 + 7z + 2)".

12. Necht n je pfirozené éislo, n = 3. DokaZte, Ze soucet tietich mocnin
vSech pfirozenych ¢isel menSich neZ n a nesoudélnych s n je délitelny
éislem n.

13. Necht D znadi stied strany BC v trojuhelniku ABC'. Uréete velikost
vnitfniho thlu pfi vrcholu C' v tomto trojuhelniku, vite-li, Ze plati

|xBAD| = |xACB| a |xDAC|=15°.

14. Dokazte, Ze pro libovolna kladna realna cisla plati nerovnost

1 1 1 3
o % 2 ,
a(l+b) b(l+c) c¢(l+a) ™ 1+ abe

Zjistéte, kdy plati rovnost.

15. Strandm AC a BC ostrouhlého trojahelniku ABC jsou zvnéjsku pfi-
psany pravouhelniky ACPQ a BKLC, které maji shodné obsahy. Do-
kaZte, Ze stfed tisecky PL, vrchol C a stfed kruZnice opsané trojuhelniku
ABC lezi na téZe primce.

16. Funkce f a g z R do R spliuji pro libovolna z,y € R rovnici
flz+g9(y) =2z+y+5.

Vyjadfete hodnotu vyrazu g(z + f(y)) bez nezndmych hodnot f a g.
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17. Rozhodnéte, zda existuje osm prirozenych ¢isel ay takovych, Ze

Z \/&_k_—\/ak—lzz

k=1

18. Na tabuli je v jedné fadé zapsidno 54 znakd ,minus“. Dva hraci A
a B se stfidaji v tazich (prvni tah mé hra¢ A). V kazdém tahu vybere
hrag¢ jeden nebo dva sousedni znaky ,minus® a zméni ho, resp. je na
»plus“. (Znaky ,minus“ naptiklad v trojici — + — nejsou sousedni.) Vitézi
ten hrac, ktery zméni posledni ,minus“ na ,plus“. Navrhnéte jednomu
z hracu vitéznou strategii.

19. Na policéce je v jedné fadé vSech 100 dilt sebranych spistt Lva Tolsté-
ho. V libovolném kroku smime vybrat dva dily, jeden s lichym ¢islem
a druhy se sudym ¢islem, a navzdjem vyménit jejich mista v dané radé.
Urcete nejmensi pocet takovych kroku, které staci k tomu, abychom li-
bovolné puvodni pofadi dili zménili na ,spravné“ rostouci poradi dilu
od &isla 1 po &islo 100 (zleva doprava).
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Mezinarodni stretnuti cesko-polsko-slovenské

ZWARDON, 20.-22. CERVNA 2005
V rédmci zavérecné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz paté mezina-
rodni stietnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemé reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 46. MMO v Méridé.

Soutéz se uskutecénila ve Zwardoni v polské ¢asti Beskyd, takzZe to ne-
bylo pfili§ daleko ani pro naSe, ani pro slovenské reprezentanty. Vsechna
tri druzstva pficestovala na misto konani jiz v nedéli vecer 19. ¢ervna.
Organizace a pribéh soutéze zlistal zachovan z predeslych roénikéi — je
prizpusoben stylu III. kola nasi MO a podminkdm na MMO. Soutézicim
byly ve dvou dnech predloZzeny dvé trojice soutéznich tloh, pfitom za
kazdou z tloh mohli ziskat nejvySe 7 boda, tj. celkové (stejné jako na
MMO) 42 body. Na kazdou trojici tiloh méli soutézici vyhrazeno 4,5 ho-
diny.

Poradi | Jméno Zemé | body |Soucet
1. | Michat Pilipczuk POL | 72776 36
2. | Frantisek Simancik SVK | 61277 30
3. | Michal Burger SVK | 71275 29
4.-5. | Pavel Kocourek CZE | 07725 28

Tomasz Kulczynski POL | 72075 28
6. | Tomasz Warszawski POL | 61247 27
7.-8. | Frantisek Konopecky |CZE | 07073 24

Marek Pechal CZE | 01574 24

9. | Ondrej Budac SVK | 02077 23

10. | Jaromir Kuben CZE | 07207 22
11.-12. | Jozef Bodnar SVK | 31275 20
Wojciech Smietanka |POL | 61700 | 20

13.-14. | Nadbor Drozd POL | 01074 19
Jakub Zavodny SVK | 02271 19

15. | Jakub Oprsal CZE | 01270 17

16. | Peter Cerno SVK [ 02200 11

17.| Piotr Achinger POL | 01260 10

18. | Jaroslav Hancl CZE | 00030 4
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Hodnoceni vyfeSenych tloh koordinovala mezinarodni komise ve slo-
zeni Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek a Karel Hordk za Ceskou republiku,
Peter Novotny a Jdan Mazdk za Slovensko a Waldemar Pompe a Adam
Osekowski za Polsko.

Polsti organizatofi pfipravili kromé obvyklé soutéze jesté soutéz druz-
stev, tzv. Matematicky souboj, ktery probéhl ve stfedu 22. Cervna po vy-
hlageni vysledkii soutéze jednotlivel. Nebojovali pfitom proti sobé jed-
notlivd narodni druZstva, ale vSech 18 ucastniki se rozdélilo do dvou
skupin, jez staly proti sobé. V kazdé skupiné byli studenti ze vsech tii
zemi. Cilem bylo vyfeSit co nejvice z nasledujicich 11 tloh a v rdmci sku-
piny si vzajemné vysvétlit feSeni tak, aby je libovolny zastupce skupiny
(uréeny soupefem) mohl co nejlépe prezentovat dle pfedem stanovenych
pravidel.

Kvili souboji se stfetnuti o jeden den protahlo, a tak na8i ucastnici
odcestovali az ve ¢tvrtek 23. Cervna rano. V dalsim roce se spolecné
pripravné stfetnuti uskuteéni na Slovensku.

Mecz matematyczny

1. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenych ¢isel n takovych,
e viechna prvodéisla, ktera déli &islo n? + 1, jsou mensi nez n.

2. Rozhodnéte, zda existuji pfirozend disla z, v, z1, 22, . . . , 22005 takova,
Ze pro k = 1,2, 3 plati

k
T +yk=zf+z§+...+z§()05.

3. Necht p a ¢ = p+2 jsou prvodisla. Dokazte, Ze nejvétsi spoleény délitel
&isel p? — p a qP — q je vétsi nez 2p>.

4. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené éislo n je rozdil " délitelny
Cislem 547.

5. Ozna¢me P, Q, R, S, T, U po fadé& stfedy uhlopticek AC, BD,
CE, DF, EA, FB konvexniho Sestitthelniku ABCDEF. DokaZte, Ze ob-
sah Sestitthelniku ABCDEF je ¢tyfikrat vétsi neZ obsah Sestitthelniku
PQRSTU.

6. V roviné je dan konvexni Sestitthelnik. Kazd4 ze t¥i tise¢ek spojujicich
stfedy jeho protilehlych stran déli dany Sestitthelnik na dva pétithelniky
o stejném obsahu. Dokazte, tyto t¥i isecky maji spoledny bod.
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7. Je déna kruZnice w se stfedem O a polomérem 1. Uvazujme vSechny
¢tverce ABCD, jejichz vrcholy A a B lezi na kruZnici w. Jakou nejvétsi
velikost muze mit tsecka OC?

8. Dokazte, Ze pro libovolna kladné redlné ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

30 9a(a +b) Iy 6bc 4
2(a+b+c)? (a+b)la+b+c) '
9. Urlete vSechna pfirozend ¢&isla n = 2 s nasledujici vlastnosti: Pro

vSechna celd ¢isla ay,as,as,...,a,_1, kterd nejsou délitelna &islem n,
existuji indexy 1 < iy < iy <iz <...<ir S n—1 takové, ze déislo

A

Qi +ai2 +ai3+...+aik -1
je délitelné n.

10. Matematickéd spoletnost méa posoudit spravnost dikazu Velké véty
Fermatovy. Po jeho prostudovéni ¢lenové spoleénosti hlasuji. Kazdy jeji
¢len ucini seriézni rozhodnuti se stejnou pravdépodobnosti p € (%, 1).
Rozhodnuti vSech ¢lent jsou nezavisld. Pokud vétsina ¢lenu spoleénosti
rozhodne, ze dilkkaz je spravny, spole¢nost povazuje dtikaz za spravny.
V pripadé, Ze pocet ¢lenu spole¢nosti je sudy a pravé polovina z nich dala
svtj hlas ve prospéch spravnosti diikazu Velké véty Fermatovy, rozhodne
o spravnosti dikazu los pomoci mince.

V zavislosti na p stanovte, ktera ze spolecnosti ucini s vétsi pravdépo-
dobnosti spravné rozhodnuti o bezchybnosti diikkazu — spole¢nost, ktera
ma 2005 ¢lent, nebo spole¢nost, kterd ma 2006 clena?

11. Dokazte, ze pro vSechna kladna realna ¢isla a, b, ¢, d, e plati nerovnost

¢ + b + ¢ + d + ¢ <2
e+a+b a+b+c b+cH+d c+d+e d+e+a

Texty soutéZnich tloh

1. Nechf n je dané ptirozené islo. Urdete vechny n-tice (z1,z2,...,z,)
nezapornych redlnych ¢isel, které vyhovuji soustavé rovnic

i +ritadi4.. 42" =n,

n(n+1)

—

2. Dokazte, Ze stfed O kruznice opsané, stfed I kruznice vepsané a priise-
¢ik P hlopricek libovolného dvojstfedového étyfthelniku lezi v pfimce.

1+ 229+ 33+ ... +nx, =
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3. Uréete vSechna pfirozena &sla n 2 3, pro néz lze mnohoclen
P(z)=2"—-3z""14+2:""%2 46

vyjadrit jako sou¢in dvou mnohoclent, z nichz kazdy je aspon prvniho

stupné a oba maji celoc¢iselné koeficienty.

4. Deviti osobam (A, B, C, D, E, F, G, H a I) rozddme n oznacenych
micki. Kolika zptisoby je mozno micky rozdat za podminky, ze A dostane
stejny pocet micku jako osoby B, C, D, E dohromady?

5. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik. Uréete mnozinu vsech jeho
vnittnich boda P, pro néz plati
SpaB - Spcp = Sppc - Sppa,
kde symbol Sxyz znaéi obsah trojihelniku XY Z.
6. Urlete vSechny dvojice (z,y) celych éisel, které vyhovuji rovnici

y(z +y) =z - T2? + 11z - 3.

Reseni soutéznich tloh
1. Predpokladejme, Ze éisla x1, o, ..., x, spliiuji dané rovnice. Potom
O=xz +22+23+.. . 42" —n—
—(z14+2z2+ 323+ ... + nzp — gn(n+1)) =

=(z3-220+2-1)4+ (23 —3234+3-1)+... 4+ (2" —nz, +n—1).
Pfitom vyrazy v zavorkach jsou nezdporné. Pro k 2 2 a z 2 0 je totiz
podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priimérem

frk—1=aF+1+1+... 412k - Vak=kz

s rovnosti, pravé kdyz = = 1. Dostavame tak 2o = 23 = ... =z, = 1
a z prvni rovnice z; = 1. Snadno ovéfime, Ze uvedend n-tice je (jedinym)
fesenim.

2. (Podle Michala Burgera, Slovensko.) Oznaéme A’, B’, C', D' po fadé
dalsi pruseciky poloptimek AI, BI, CI, DI s kruznici k opsanou &tyfthel-
niku ABCD (obr.49). Protoze pfimky AI, BI, CI, DI jsou osy odpo-
vidajicich ahla étyfahelniku ABCD, tvoii usecky A’C" a B’D’ priméry
kruznice £ a jejich prusecikem je stfed O. Zfejmé jsou trojuhelniky I/C A
a ITA’C’ podobné. Navic tato podobnost zobrazuje stfed S; tsecky AC
do stfedu O tsecky A’C’ (obr. 49).
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Obr. 49 Obr. 50

Ozna¢me P; prusecik pfimek OI a AC a ; pruseéik primek S;/
a A'C’. 7 podobnosti trojuhelniki IS;A ~ IOC’ plyne rovnost thl
I1S1A a 10C’, takze ctyfuhelnik Q1051 P; je tétivovy. ProtoZe pru-
mér B’D’ kruznice k je kolmy na tétivu AC, je také P;Q; kolmé na
A’'C’, jinymi slovy S; a @ jsou kolmé priméty bodu P; na praméry
B’D’ a A’C’ kruznice k.

Ozna¢me analogicky So stfed usecky BD, P, prusecik primek Of
a BD a Q, pruseéik piimek SoI a B’D’. Uplné stejné zjistime, ze Q2 a Sy
jsou kolmé priiméty bodu P, na pruméry B’D’ a A’C’ kruznice k. Body
Py i P, lezi na primce OI, ze zfejmé podobnosti pravouhlych trojahelniku
OSIPI ~ OQ2P2 a OQ1P1 ~ OSQPQ (0br.50) plyne, 7e QISI || SQQQ.
Bod I ovsem lezi na obou rovnobéznych primkach! Uvedené trojuhelniky
jsou tudiz shodné a P; = P5 a je to pravé prusecik P piimek AC, BD.
Tim je tvrzeni ulohy dokazano. '

Jiné FeSeni. (Podle Frantiska Simancika, Slovensko.) Stejné jako v pre-
deslém feseni oznacme A’, B’, C’, D’ po fadé dalsi priseciky poloptimek
Al, BI, CI, DI s kruznici k opsanou ¢étyfuhelniku ABCD. Z mocnosti
bodu I ke kruznici £ mame

|[A|-|IA'| =|IB|-|IB'|=|IC|-|IC'| = |ID|- |ID'|.

Existuje tedy kruhova inverze se stfedem I, ktera po slozeni se stfedovou
soumérnosti podle téhoz stfedu I zobrazi body A, B, C, D po fadé na
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body A’, B’, C’, D’. Oznaéme P’ obraz bodu P v tomto sloZeném zobra-
zeni . ProtoZe pfimky PI a P’'I jsou totoZné, stadi ukdzat, ze body O, I
a P’ lezi v pfimce. Zobrazeni » zfejmé zobrazi pfimku AC na kruznici k;
prochézejici body A’, C’, I a pfimku BD na kruznici ko prochézejici body
B', D', I (obr.51). Bod P’ je tudiz druhym prisecikem kruznic ki, k
(raznym od bodu I).

Obr. 51

Ptfimka P’I je chorddlou kruZnic kq, ko. Stadi tedy ukazat, Zze bod O
ma k obéma kruznicim kj, k2 stejnou mocnost. OvSem uz v prvnim feSeni
jsme ukézali, Ze A’C’ a B'D’ jsou priméry kruznice k, takze jeji stied O
lezi na na chordéle kruznic k, k1 i na chordéle kruznic k, ky. Jinymi slovy
bod O mé stejnou mocnost ke vSem tfem kruznicim k, k; a ky. Tim je
tvrzeni ulohy dokdzano.

Jiné FeSeni. Oznacme E, F, G, H po fadé dalsi priseciky polopii-
mek AI, BI, CI, DI s kruZnici k opsanou ¢tyiuhelniku ABCD. Pro-
toze primky AI, BI, CI, DI jsou osy odpovidajicich tihli étyftahelniku
ABCD, tvoti Gse¢ky EG a FH pruméry kruznice k, takZe se protinaji
v bodé O.

Nyni vyuzijeme Pascalovu vétu, ktera fika, ze pokud lezi vrcholy da-
ného Sestithelniku (Sestithelnikem zde rozumime libovolnou uzavienou
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lomenou ¢aru se Sesti vrcholy) na kruznici a dvojice pfimek, na nichz lezi
protéjsi strany Sestitthelniku (to jsou strany, jez spolu ani nesousedi, ani
nemaji spole¢nou sousedni stranu), se protinaji, pak tyto pruseéiky lezi
v primce.

Ozna¢me X prisecik pfimek CH a BE (obr. 52). Z Pascalovy véty pro
Sestithelnik ACHDBE plyne, ze body P, X a I lezi v pfimce. Podobné
z Pascalovy véty pro Sestitthelnik GCHFBE plyne, Zze body I, X a O
lezi v pfimce. Lezi tedy v pfimce i body O, I a P, jak jsme chtéli dokazat.

Obr. 52

3. Snadno ovéfime, Ze pro n = 3 plati
2 — 322 4+ 224+ 6 = (z + 1)(z% — 42 + 6).
Kdyby pro n = 4 bylo
zt — 323 + 222 + 6 = (22 + az + b) (2 + cz + d),
porovnanim koeficientit bychom dostali
a+c= -3, ac+b+d=2, bd = 6.

Z prvni rovnosti vyplyvé, Ze a a ¢ maji rliznou paritu. Proto z druhé
rovnosti plyne, Ze b a d maji stejnou paritu. To je ve sporu s tfeti rovnosti.
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Piedpoklddejme déle, Ze n 2 5 a Ze existuje rozklad

kde

A(z) = apz® + ap12" T+ + a1z + ao,
B(I) = bn—kzn—k + bn—k—lzk_l + ...+ b1z + by,

jsou mnohoéleny s celo¢iselnymi koeficienty a ar = b,_r = +1. Bez
Gjmy na obecnosti miZzeme piedpokladat, ze k < |n/2] < n—2 (protoze
n 2 5). Porovnanim koeficienti na obou stranich (1) ziskdme rovnosti

aobo = 6,
agby + a1bp =0,

aobr +ajbi_1 + ...+ ax_1b1 + agby = 0.

Nyni dokdZeme indukci, Ze ag déli a,as,...,ar. Pfedpoklddejme, Ze
toto tvrzeni plati pro aj,as,...,q;. Protoze

0= ao(aole +arby+ ...+ ab + al+1b0) =
= ang_l + agaib; + ...+ apgarby + 6a;y1,

je
6ai41 = —(a2biy1 + agarby + ... + agarby).

Vsechny séitance na pravé strané jsou délitelné &lenem a2, proto i leva
strana je jim délitelnd a nutné ag | a;41. ProtoZe v8ak ay = +1, dostavame
ag = *1. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Ze ag = 1; potom
by = 6.

Stejné argumenty nyni zopakujeme i pro koeficienty mnohoclenu B.
Dostaneme, Ze by = 6 déli by, ba,...,b,—3 (pro ! > n — k pfipadné polo-
Zime b; = 0). Dostaneme tak spor (b, = +1) s vyjimkou pfipadu, kdy
n —k > n — 3. Zustali tak dva ptipady.

Pripad k = 2. Porovnanim koeficient pfi mocniné z"~2 v (1) méme

agbp_2 + a1bp_3 4 agb,_4 = 2.
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UZ vime, Ze na levé strané jsou kromé prvniho vSechny ¢leny délitelné
Sesti, tj. jsou sudé, zatimco prvni ¢len je roven +1. Tim dostavame spor.
Pripad k = 1. Uloha se tak zjednoduSuje na nalezeni celoé&iselnych
kofenti mnohoélenu P; snadno vSak nahlédneme, Ze pro n sudé takové
kofeny neexistuji, zatimco pro n liché je vidy P(—1) = 0.
Podminky tlohy tedy spliuji pravé jen liché ¢isla n.

Jiné feSeni. (Podle Pavla Kocourka.) Pro n liché je zfejmé, 7ze P(—1) =
= 0, mnohoc¢len P se tedy da vyjadrit jako soucin dvou mnohoc¢lenii.
Zaroven z vyjadreni

Px)=z""2(z? -3c+2) +6=2""*(z - 1)(z — 2) +6

vidime, Ze pro n sudé nabyva mnohoclen P vné intervalu (1,2) jen klad-
nych hodnot, takZze nemaze mit Zadné celoCiselné kofeny.

Predpoklddejme tedy, Ze pro n sudé 1ze mnohoélen P rozlozit na sou-
¢in dvou mnohoé¢lent P = AB, kde

A)=ao+ a1z + ...+ ap— 121 + a2,

B($)=b0+b1$+ A by g1z by g2 E

jsou mnohocleny s celoéiselnymi koeficienty a 2 < k < n— 2. Zfejmé musi
platit agbp = 6 a arxb,_r = 1.

Bez jmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze ag je sudé a bg li-
ché. Pro j € {0,1,...,n — 2} jsou koeficienty mnohoélenu P u z7 sudé.
Dostavame tak postupné:

arbg +agby = a; je sudé,
asbg + (albl + aobg) = a9 je sudé,

arbo + (ak—1b1 + ...+ aoby) = ax je sudé,

takze koeficienty ag,a,...,ar mnohoclenu A jsou vesmés sudé. Koefi-
cient u z"~! mnohoélenu P je lichy, je tudiz liché i &islo

an_1bo + (@n—2b1 + ... 4+ aobp_1),

to ovSem znamend, Ze stupenn mnohoclenu A je aspon n — 1, takze B
musi byt linedrni mnohoclen. Jak uz vime, takovy rozklad pro sudé n
neexistuje.

Podminky tlohy tedy spliuji pravé jen liché cisla n.
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4. Uvazujme mnohoclen
(z4+2)" = (2 +4z+4)" =
=@l+z+z+z+z+1+1+141)
(> +zr+zt+z+a+1+1+141)...
(*+z+z+z+z+1+1+1+41),

po jehoZ roznasobeni dostaneme 9" séitancti. UkaZeme, Ze je vzajemné
jednoznacné korespondence mezi koeficientem u z™ a poc¢tem zpusobi
rozdéleni micku.

Predpoklddejme, Ze médme pozadované rozdéleni. Jestlize k-ty micek
dostal A, vybereme 2?2 z k-té zavorky. Dostal-li ho B, C, D nebo E, vybe-
reme z k-té zévorky prvni, druhou, t¥eti nebo ¢tvrtou jednicku. Podobné
pro F', G, H, I vybereme z k-té zavorky prvni, druhé, tieti nebo ctvrté z.
Vynésobime-li nyni vybrané éinitele, vidime, Zze vysledek se rovna z™,
pravé kdyz A dostal stejny pocet mickua jako B, C, D a E dohromady.

Pocet rozdéleni, ktery nés zajima, je tedy roven koeficientu u z"
v mnohoé¢lenu (z + 2)%", coz je

2n .on
" .

Jiné FeSeni. Jestlize osoba A dostane k& mickl, miZzeme je vybrat (Z)
zpusoby, ze zbylych n — k mi¢kt muzeme (";k) zpusoby vybrat & mickt
pro osoby B, C, D a E, pficemz mame 4% mozZnosti, jak mezi né micky
rozdélit. Nakonec mame 4™~ 2* moznosti, jak rozdat zbylé micky osobam
F, G, H, I. Protoze viechny uvedené moznosti jsou navzdjem nezavislé,

dostavame pro dané k
n\ (n—Fk\ ok
41’7.
("%

moznosti, jak micky rozdat tak, ze A dostane pravé k mickt. ProtoZe
musi byt 2k < n, bude celkovy podet moZnosti roven souctu

S = Lnfj <Z> (” . k> gFgn—2k, 1)

k=0
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Spoctéme koeficient u ¢lenu 2™ mnohoclenu

n

P(z) = (4 + (4z + x2))n - Z4k(4z I
k=0
n n—k
= >4k ()
k=0 j=0

Tento koeficient dostaneme pro 2j+ (n—k—j) =n, tj.proj =k < n—k,
takZe koeficient u z™ v mnohoclenu P je pravé soudet (1), ktery nés
zajima. Je v8ak zaroven

2n
2n\ .
P(x)= (2?2 +4z+4)" = (z+2)*" = ( ,>x122"—],
(z) = ( )™= ) > ;

=0
koeficient u 2™ v mnohoélenu P je tedy (*")2". To je hledany pocet
rozdéleni.

Jiné TFeSeni. Jak jsme zjistili v pfedchozim feSeni, je hledany pocet
rozdéleni roven souétu (1), ktery miizeme vzhledem k rovnosti 4547 ~2% =
= 27272k ypravit na tvar

[n/2]
__on § : n n—k n—2k

k=0

Suma v predchozi rovnosti je oviem pocet moznosti, jak rozdat n micka
étyrem osobdam A, B, C, D tak, aby jich A i B dostali stejné (stadi
témeéf doslovné zopakovat uvahy vedouci ke vzorci (1)). Zbyva tedy vyfe-
$it ponékud jednodussi tlohu. To provedeme nésledujici kombinatorickou
avahou:

Uvazme dvé fady n poli (oéislovanych 1 az n), kazda dvojice poli nad
sebou reprezentuje jednu z rozdélovanych kulicek. Z téchto 2n poli vybe-
reme n, kterd néjak oznacime, a tomuto vybéru jednoznaéné priradime
rozdéleni kuli¢ek ¢tyfem osobam nésledujicim zptsobem: A dostane ku-
licku j, jsou-li vybréna obé pole s ¢islem j, B dostane kuli¢ku s éislem j,
neni-li vybrano zadné z poli toho éisla, C' dostane prislusnou kulicku, je-li
vybrano pravé jen horni pole toho ¢&isla, a konecné D dostane pfislusnou
kulicku, je-li vybrano pravé jen dolni pole.
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Protoze celkovy pocet oznacenych i neoznacenych poli prislusnych
kuli¢kdm rozdanym B a C je stejny, je stejny i podet oznacenych a neo-
znadéenych poli, podle nichZ rozdavame kulicky osobam A a B. Kazdé ku-
licce (dvéma oznadenym polim), kterou dostane A, tak odpovida kulicka
(dvojice neoznadenych poli), kterou dostane B. Pocet kuli¢ek rozdélenych
osobdm A a B je tedy stejny.

Je ziejmé, Ze kaZzdému rozdéleni kuli¢ek obracené odpovidd néjaky
vybér n poli. Pfitom ke kazZdému vybéru k£ poli v horni fadé, ktery mi-
Zeme provést (}) zptisoby, méme (,,",) moZnosti, jak vybrat zbyvajicich
n — k poli v druhé fad&. To dava dohromady

(0= ()

moznosti, takze hledany pocet S je (**)2".
5. Pokud P lezi na nékteré z tihlopfi¢ek, feknéme na AC, tak
SpaB _ |AP| _ Sppa
Sppc  |PC|  Spep’
pozadovand rovnost tedy plati. Dokézeme, Ze pro body P leZici uvnitf
¢tyftahelniku ABCD mimo uhlopficky danéd rovnost neplati.
Oznac¢me O prusecik thlopfiéek a bez jmy na obecnosti predpokla-
dejme, Ze P lezi uvnitf trojihelniku ABO (obr.53). Oznac¢me jesté Q

Obr. 53

prisecik pfimek BP a AC a R pruseéik pfimek DP a AC. Snadno pak
odvodime rovnosti

Spap _ |AQ| . Sppa _ |AR|

Spec  |QC] Spcp  |RC|’

Protoze @ # R, zkouman4 rovnost nemtiZe platit.
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Odpovéd. Hledanou mnozinou bodd P jsou vnitini body thlopficek
AC a BD.

6. Vynasobenim uvaZované rovnice ¢tyfmi a jednoduchou upravou do-
staneme ekvivalentni rovnici

2y +12)2 =423 - 2722 + 442 — 12 = (1)
= (z —2)(422 — 192+ 6) =
= (z - 2)((z — 2)(4z — 11) - 16).

Vyraz na pravé strané musi byt étverec. Proto z — 2 = ks? pro néjaké
ke {-2,-1,1,2} a s € N (pokud je totiz ¢islo x — 2 délitelné pravé jen
lichou mocninou prvodisla p, pak musi p délit i (z — 2)(4z — 11) — 16,
takze p | 16 a p = 2).

Rozebereme tfi ptipady.

1. Necht k = £2. Z (1) plyne, Ze 422 — 192 + 6 = +2u? pro néjaké
celé ¢islo u, odkud upravou dostaneme

(82 — 19)% — 265 = +32u>.

Tuto rovnost ovSem nespliiuji zZadna dvé celd éisla z, u, protoze leva
strana muze dat pri déleni péti zbytek 0, 1 nebo 4, zatimco prava strana
zbytek 0, 2 nebo 3. Jedinou moznosti tak je zbytek 0, v takovém pripadé
by vsak pravé strana byla délitelnd cislem 25, ale leva ne.

2. Necht k = 1. Potom 422 — 192 + 6 = u? pro néjaké celé &islo u,
odkud po vynésobeni Sestnicti a po Gpravé dostaneme

265 = (8x — 19)? — 16u? = (8z — 19 — 4u)(8z — 19 + 4u).

Snadno ovéfime, Ze = = 6 je jedind mozZnost, pro niz dostaneme vyhovujici
feSeni ptivodni rovnice (staci zvazit vSechny mozné rozklady ¢isla 265 =
=1-265=5-53 = ... a uvazit skuteénost, e x — 2 = s2). Po dosazeni
do (1) tak ziskdme dvojice (6,3) a (6, —9).

3. Necht k = —1. Podobné jako v pfedchozim piipadé mame 422 —
— 192 4+ 6 = —u?, odkud

265 = (82 — 19)2 + (4u)?,

takze u < 4. Ovérime vSechny moZnosti. Pro u = 0, 1, 2 neziskdme Zadné
feSeni. Pro u = 3 dostaneme (8z — 19)2 = 121 = 112, odkud z = 1;
ziskdme tak dvojice (1, 1), (1, —2). Nakonec pro u = 4 mame (8z—19)2 =
=9 =32 tj. x = 2, odkud ziskdme dvojici (2, —1).

Danou rovnost spliiuji dvojice (6,3), (6,-9), (1,1), (1,—-2) a (2,-1).
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46. mezinarodni matematicka olympiada

se rozkladd na
nce 2005 ucast-
niky kazdorocmh,p lam neJle mezi studenty
stfednich skol. Sjgl e'tam v rekordnim poct,u 513 souf tézicich z 91 zemi
celého svéta. e

Piipravu a zdarny pribéh celé akce zajiStovali organizatori z fad
élentt Mexické matematické spolecnosti za podpory mexického minister-
stva Skolstvi, vlady stdtu Yucatan, tamnich univerzit a desitek sponzort.
Nashroméazdéné financ¢ni prostfedky umoznily ubytovat vSechny soutézi-
ci, vedouci druzstev i ¢leny vyboru a hodnoticich komisi v arealu luxus-
nich hotelt nedaleko centra yucatanské metropole, zalozené $panélskymi
dobyvateli roku 1542 na misté mayského mésta Tihd. Mexicti hostitelé
pripravili vyborné podminky pro vlastni soutéz i zajimavy doprovodny

program, jehoz vrcholem byl celodenni vylet ke zficenindm mayského
mésta Chichén Itzd. Zavér olympiddy mirné narusil pfichod hurikdnu
Emily, ktery v8ak nakonec Méridu minul zhruba o 80km a v samotném
mésté se projevil jen silngjsim vétrem.

Vedoucim ¢éeského druzstva byl RNDr. Karel Hordk, CSc., z Matema-
tického ustavu Akademie véd v Praze. Soutézni druzstvo, které dopro-
vézel pedagogicky vedouci doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., z P¥irodo-
védecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, bylo jmenovéno na za-
kladé vysledku tstfedniho kola 54. roéniku MO v BeneSové a néasledného
tydenniho soustfedéni v Bilovci. Tvofili je Jaroslav Hancl z 3. rocéniku
Gymnézia Mikulase Kopernika v Bilovci, Pavel Kocourek ze 4. ro¢niku
SPS ST v Panské ulici v Praze, Frantisek Konopecky z 8. ro¢niku Gym-
nazia HoleSov, Jaromir Kuben a Jakub Oprsal z 3. roéniku Gymnézia na
tf. Kpt. JaroSe v Brné a Marek Pechal ze 7. roéniku Gymnézia v Lesni
étvrti ve Zling.

Soutézici jako obvykle Fesili ve dvou ptildnech vzdy tii soutézni tilohy
po dobu 4,5 hodiny; za kazdou ze Sesti loh mohli ziskat nejvyse 7 bo-
du. Po néslednych opravich a koordinacich vyslo najevo, Ze letos Zadna

~~ s

soutézni uloha nebyla extrémné obtiznd — 16 soutéZicich totiz dosahlo
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maxima 42 bodu. Dostali pochopitelné zlaté medaile spolu s dal$imi
26 soutézicimi, ktefi ziskali alesponn 35 bodu. Mezi nimi ovSem vynikl
moldavsky reprezentant Iurie Boreico, ktery ziskal zvlastni cenu za origi-
nalni feseni t¥eti tlohy (viz ddle). Kromé 42 zlatych medaili bylo udéleno
79 stiibrnych medaili (za zisk 23-34 bodt) a 127 bronzovych medaili
(za zisk 12-22 bodu). Nasi reprezentanti podali necekané dobry vykon
a vybojovali pét medaili, pficemz FrantiSek Konopecky ziskal zlatou. Bez
ocenéni se tak vratil domt pouze Jaroslav Handl.

Je to bezesporu nejlepsi vykon eského druzstva na mezinarodni ma-
tematické olympiddé za poslednich osm let, nebot pfedchozi zlatou me-
daili jsme ziskali na 38. MMO (tehdy jsme dosahli i stejného poctu bodu):

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 45 6
340.-354. Jaroslav Hancl 200120 5
72.-88. Pavel Kocourek 7T 70770 28 II.
29.-34. Frantisek Konopecky TT T 7T T 1 36 I
57.—64. Jaromir Kuben 7T7T 077 2 30 II.
156.-174. Jakub Oprsal 7702 20 18 I
122.-130. Marek Pechal 77T 0170 22 III.
Celkem 3735 72532 3 139

Pro srovnani uvedme i vysledky slovenskych reprezentantii, ktefi ziskali
jen o par bodi méné:

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4 5 6

114.-121. Jozef Bodnar 7T 7T 07 0 2 23 II.

108.-113. Ondrej Budac 71077 2 24 II.
65.-71. Michal Burger 1707 77T 29 1L

191.-206. Peter Cerno 6 1 07 2 0 16 III

108.-113. Frantisek Simancik 071772 24 II.

207.-224. Jakub Zavodny 710700 15 III

Celkem 2824 1422313 131

Tvrzeni o Ceském tuspéchu doklddd naSe umisténi v niZze uvedeném
neoficidlnim poradi druzstev, ve kterém nam v poslednich letech obvykle
patfilo misto ve treti, a nékdy i ve ¢tvrté desitce. V mexické Méridé jsme
vsak obsadili 16. misto pfed takovymi staty, jako jsou Hong-Kong, Ka-
nada, Polsko ¢i Austrélie, ve kterych se vychové matematickych talentt
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vénuji — ve srovnani s Ceskou republikou — s vétsi intenzitou, danou
predevsim objemem institucionalnich prostfedkt, které jsou na tuto péci
vyéletiovany. (Pfipadnd &isla v zévorce upozortiuji na niz§i pocet repre-

zentantu.)

I II IIT body I II III body
CLR 5 1 0 235  Lotyssko 0 0 2 62
USA 4 2 0 213  Nizozemsko 0 0 2 62
Rusko 4 2 0 212  Azerbajdzan 0 0 2 59
Iran 2 4 0 201 Recko 0 0 2 58
Korea 3 3 0 200  Irsko 01 0 55
Rumunsko 4 11 191  Kuba (4) 0 0 3 54
Tchaj-wan 3 2 1 190 Litva 0 0 1 53
Japonsko 31 2 188  Makedonie 0 0 2 50
Madarsko 2 31 181 Bosna a Hercegovina 0 0 2 49
Ukrajina 2 2 2 181  Finsko 0 0 2 49
Bulharsko 2 31 173 Slovinsko 010 49
Némecko 1 3 2 163  Kirgizie 0 0 2 46
Velka Britanie 1 3 2 159  Spanélsko 0 0 1 46
Singapur 0 4 2 145  Albénie 01 0 44
Vietnam 0 3 3 143 Svédsko 0 0 0 42
Ceskd republika 1 2 2 139  Jihoafricka republika 0 0 0 39
Hongkong 1 3 1 138  Macao 0 0 1 38
Bélorusko 1 3 1 136 Norsko 0 0 0 38
Kanada 1 2 2 132 Kostarika 0 0 0 37
Slovensko 0 4 2 131 Uruguay (5) 0 0 1 37
Moldavsko 1 2 2 130  Sri Lanka 0 0 1 32
Turecko 0 4 1 130  Filipiny 0 0 O 30
Thajsko 0 4 2 128  Portugalsko 0 0 0 27
Italie 0 2 4 120  Salvador 0 0 0 25
Austrélie 0 0 6 117  Island 0 0 1 23
Izrael 0 2 3 113 Maroko 0 0 0 18
Kazachstan 0 2 3 112 Turkmenistén (3) 0 01 18
Kolumbie 0 2 2 105  Ekvador 0 0 1 17
Polsko 01 5 105 Malajsie 0 0 0 15
Peru 0 0 6 104  Venezuela (2) 0 0 0 15
Mexiko 0 0 4 91 Kypr 0 0 O 14
Francie 0 0 4 83  Trinidad a Tobago 0 0 O 13
Arménie 0 0 5 82  Paraguay 0 0 O 12
Brazilie 1 01 82  Pakistan 0 0 O 11
Chorvatsko 0 1 2 82  Tunisko (3) 0 0 O 9
Indie 01 1 81  Portoriko 0 0 O 8
Gruzie 0 0 4 80  Guatemala (3) 0 0 0 6
Novy Zéland 01 2 77  Lichtenstejnsko (3) 0 0 0 4
Srbsko a Cernd Hora 0 0 3 75  Bangladés 0 0 0 3
Belgie 0 1 1 74  Kuvajt (5) 0 0 0 3
Rakousko 0 0 2 74  Lucembursko (2) 0 0O 3
Indonézie 0 0 3 70  Saudska Arabie (5) 0 0 0 3
Svycarsko 01 1 70  Tadzikistan (3) 0 0 0 3
Dansko 0 0 4 69  Mozambik (5) 0 00 2
Estonsko 0 0 3 68  Bolivie (2) 0 0 0 0
Argentina 01 2 65

Hostitelskymi zemémi p

~Iv

T'1S

tich olympidd budou Slovinsko a Vietnam.
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Texty soutéZnich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Na stranach rovnostranného trojihelniku ABC je zvoleno Sest bod:
body Aj, As na strané BC, body Bj, By na strané CA a body Cy, Cs
na strané AB, pficemz tyto body tvofi vrcholy konvexniho Sestitthelniku
Ay As B BoC1 Cy se stranami téze délky. Dokazte, Zze pfimky Ay Bo, B1Co
a C1 A, maji spolec¢ny bod. (Rumunsko)

2. Nechf ay, as,. .. je posloupnost celych &isel s nekoneénym poctem klad-
nych ¢lent a s nekoneénym poctem zapornych ¢leni. Pfedpokladejme, Ze

pro kazdé prirozené éislo n éisla ay,as,...,a, po déleni ¢islem n davaji
n ruznych zbytka. Dokazte, Ze kazdé celé ¢islo se v posloupnosti vyskytuje
pravé jednou. (Nizozemsko)

3. Necht z, y a z jsou kladnd redlna &isla takova, Ze zyz = 1. Dokazte,
ze
25 = 2 Y5 — 2 B0 = 2

5 2 3 T3 2 2 T 2 2g
2+ Yy +z Y? +z¢+x z2+xt+y

(Korea)

4. Uvazujme posloupnost aq,as, ... definovanou vztahem
an, =2"4+3"+6"-1 (n=1,2,...).

Urcete vSechna kladnéa celé ¢isla, kterd jsou nesoudélné s kazdym ¢lenem
uvazované posloupnosti. (Polsko)

5. Je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABCD se stejné dlouhymi a raznobéz-
nymi stranami BC' a AD. Nechf bod E lezi uvniti strany BC' a bod F
uvnitt strany AD, pficemz |BE| = |DF|. Piimky AC a BD se protinaji
v bodé P, pfimky BD a EF v bodé @, pfimky FF a AC v bodé R.
Uvazujme v8echny trojuhelniky PQR uréené ménicimi se body E a F.
Ukazte, Ze kruznice opsané témto trojuhelniktim maji spole¢ny bod razny
od P. (Polsko)

6. V matematické soutézi dostali soutézici 6 uloh. Kazdou dvojici tloh
vyftesilo vice nez % soutézicich. Vsech 6 tloh nevytesil nikdo. Dokazte, Ze

pravé 5 tloh vyfesili aspoii dva soutézici. (Rumunsko)
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Regeni soutéznich tloh
1. Oznaéme P vnitini bod trojuhelniku ABC takovy, Ze trojihel-
nik A;A2P je rovnostranny (obr.54). Zfejmé pak je AP || C1Cqy
a|A; P| = |C1Cy, takZze A1 PC1C5 je kosoétverec. Podobnéi Ay PBo By je

Obr. 54

kosoctverec. Ozna¢me « velikost ihlu By By Ag, B velikost ihlu By A3 A
a 7 velikost tthlu C1C5A;. Protoze velikost thlu pfi vrcholu C v troj-
thelniku A2CB; je 60°, je o + B = 240°, navic je také |xBoPAs| = «
a |xC1PA;| =7. Je tedy

a+ 7 =360° — (|XC1PBy| + |x A1 PAy|) = 240°,

takze B = «y. Podobné |xC; ByB;| = . Trojuhelniky A; A3 By, By B2Ch
a C1C3A; jsou tudiz shodné a trojuhelnik A; B;C; je rovnostranny. To
znamenad, ze primky A; Bs, B1Cs a Cj As jsou osy jeho stran B1Cy, C1 Aq
a A1 B;. Tim je tvrzeni dokdzano.

Jiné feSeni. (Podle Jakuba Zdvodného, Slovensko.) Oznaéme vnitini
uhly pfi zdkladnich rovnoramennych trojthelniktt C;ByBg, A1C;Cs,
B A1 Ay postupné «, §, v (obr.55). Dopoéitdnim thlt do 180° pii
vrcholu Cy, v trojthelniku CoBA; a v rovnoramenném trojihelniku
AyCyA; postupné dostaneme

I‘):BCQAll =20, |‘)(CQA1B! =120° — 20, |<)102A2A1| = 60° — s.
Podobné
|xCA2By| =27, [XA2B1C|=120°~2y, |xB1AsBy|=60°—17.
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Proto

|xB1A;Cy| = 180° — (120° — 28) — B — y = 60° + 8 — 7,
|xB2A2Cs| = 180° — 2y — (60° — ) — (60° — ) = 60° + 5 — 7,

takze |xB1A1C| = | B2A2Cs|. Stejnym zptisobem odvodime i rovnosti
|{01B1A1| e |<)(CQB2A2] a |<A101B1| = l{A’QCQBQL

Trojahelniky A1 B1Cy a A2 B2Cy jsou tedy podobné. Uvazujme (jedno-
znalné urené) podobné zobrazeni, které zobrazi prvni z trojuhelnik na
druhy. Uvedenou podobnost lze dostat sloZzenim otoéeni kolem stfedu S
o thel ¢ a stejnolehlosti s tymZ stfedem S a koeficientem k (pouzivime
znadmé tvrzeni, Ze takovy rozklad podobnosti existuje).

Obr. 55 Obr. 56

Trojuhelniky SA; As, SB1 By, SC1Cs jsou navzajem podobné, protoze
pti vrcholu S maji stejny thel (obr.56) a navic |[SAs| : |SA1| = |SBs| :
: |SBy| = |SCs| : |SCy| = k. Podle zadani je vSak |A1As| = |B1Ba| =
= |C1Cy|, takZze uvedené trojihelniky jsou shodné a maji shodné vysky
z vrcholu S. Odtud plyne, Ze bod S ma stejnou vzdalenost od vSech stran
trojahelniku ABC, takZe to musi byt stfed jeho vepsané kruznice (stfedy
pfipsanych kruznic snadno vylou¢ime). Z odvozené shodnosti plyne rov-
néz |SA;| = |SB;| = |SC4|, a protoze trojihelnik ABC' je rovnostranny
(se stfedem S), je diky symetrii rovnostranny i trojahelnik A; B;C;.

Nyni uz dokaZeme pozadované tvrzeni. Ctyiuhelnik C; A; By B; je del-
toid (lCIAll — |A1.Bl| a IB1B2| = iBZClD; takze jeho L’lhlopf‘iéka A1B2
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je zaroveni osou tsecky B;Ci. Podobné je B1Cy osou tsecky C1A; a C1 A
osou tsecky A; B;. Vidime, Ze dané tii primky jsou osami stran trojuhel-
niku A; B;C, proto se protinaji v jednom bodé.

Jiné FeSeni. (Podle Ondreje Buddde, Slovensko.) Oznac¢me a délku
strany Sestitthelniku A; A2 B; BoC1Cy a polozme |AB| — a = m. Déle
piSme |AC)| = z, |BA;| =y, |CBy| = z, takze |BCy| =m — z, |CAz| =
=m —vy, |AB2| = m — z (obr. 57).

A T C Cy m—z B
Obr. 57

Z kosinové véty pro trojuhelniky AC)Bs a BA1C5 (je cos60° =
dostaneme

D=
NG

a?=224+(m—-2)2—z(m-2)=y’+ (m—2)? —y(m—z)

a po jednoduché upravé
m(=2z+z+y) = (y—2)(y+z+2)

Zcela analogicky (z kosinové véty pro trojihelniky AC, By a C B A, nebo
vyuzijeme cyklickou zdménu) dostaneme i rovnost

(z—-y)(z+y+2z)=m(-2y+z+a).

Po vynasobeni obou rovnosti, zkraceni nenulovych ¢initeld m a (z+y+2z),
roznasobeni a dalsich tpravach obdrzime

(@-y) (=22 +2+y) = (y - 2)(~2y + 2 + ),
xz—yz——2zm+2yz:—2y2—22+zy+3y2—2’l‘,
:1:2+y2+z2=a:y+yz+z1:,
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pricemz posledni rovnost je ekvivalentni rovnosti
(z-9)2+y-2)2+(-2)2=0.

Nutné tedy z = y = z, takze trojuhelnik A; B;C) je rovnostranny (diky
symetrii). Dikaz tvrzeni tlohy dokonéime stejné jako v pfedchozim fe-
Seni.

Jiné feSeni. Uvazujme Sest vektori
u=BCi, ' =CC, v==CAy, v =AlAy, w=AB;, w = BB,

jez maji vSechny stejnou délku a v souctu davaji nulovy vektor. Protoze
ziejmé i soucet vektort u’, v/, w’ je nulovy vektor, plati totéz i pro vektory
u, v, w, takze u+v = —w.

Ovsem dva vektory stejné délky davaji v souctu vektor téze délky
jediné tehdy, kdyz sviraji uhel 120°. To znamend, Ze primky ByCj,
CyA;, A3 By urcuji rovnostranny trojuhelnik. Jak snadno nahlédneme,
znamend to, Ze strany tohoto trojihelniku protinaji odpovidajici dvé
strany daného trojuhelniku pod stejnymi ahly, takze ,rohové“ trojuhel-
niky ACy By, BA;Cs a CBj As jsou podobné, ba dokonce vzhledem k rov-
nostem |B3C1| = |CoA1| = |A2B;| shodné. Dany trojuhelnik i Sestitihel-
nik jsou tedy invariantni vici otoéeni o 120° kolem stfedu O trojuhelniku
ABC'. Odtud mimo jiné plyne i rovnost thlt

|xB2C1Cy| = [xC2A142|, |XA1A2B:| = |xB1B2C1|,

tudiz B1C5 je osou Sestitthelniku A; Ay By BoC1Cy a prochézi stfedem O.
Podobné prochézeji sttedem O i dalsi dvé pfimky A; By a Cy As.

2. Z4dné &islo se v uvazované posloupnosti nemtize vyskytnout dvakrat.
Kdyby totiz pro i < j bylo a; = aj, pro kazdé n = j by mezi &isly
ay,asz,...,a, byla Cisla a;, aj, kterd davaji pfi déleni n stejny zbytek.
Navic pro kazdé pfirozené ¢islo n je rozdil libovolnych dvou éisel mezi
Cisly ay,asq,...,a, nejvySe n — 1: jinak bychom totiz nasli dvé ¢isla a;,
a; takova, ze i < j £ n < |a; — aj| = m, coZ znamend, Ze mezi &isly
ai,as,...,a, by byla dvé se stejnym zbytkem pri déleni cislem m.
Uvazujme mnozinu M = {aj,as,...,a,} pro libovolné pfirozené n.
Je-li ¢ nejmensi a d nejvétsi ¢islo z M, z predeslého odstavce vyplyva, ze
d—c 2 n—1 (vSechny prvky mnoZiny M jsou riizné) a zaroven d—c < n—1
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(protoze ¢,d € M). Je tedy nutné d—c = n—1 a mnozinu M tvofi vSechna
celd ¢isla mezi ¢ a d.

Necht z je libovolné celé éislo. Protoze uvazovand posloupnost ma
nekoneéné mnoho kladnych i zdpornych ¢lentt a vSechny jeji cleny jsou
navzajem ruzné, existuje index i, pro ktery a; < z, a zaroven index j,
pro ktery z < a;. Pro n = max{%,j} jsou tak mezi ¢isly a,as,...,an
kromé jinych i vSechna celd ¢isla mezi a; a aj, tudiz i ¢islo .

3. Odectenim jednicky od kazdého ze zlomkt dané nerovnosti dostaneme
ekvivalentni nerovnost
24222 2242422 a2 4yP4 a2 _
DDyl 22 Pt 242 P taltyl s

(1)

7 Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti pro trojice (z5/2,y, z) a (y*/221/2,
y,2) a podminky zyz 2 1 dostaneme

(2%2(y=) "2 + 47 + 2%)° 2
(z% + y? + 2%)2,

(® + v+ 2H)(yz + 92 +2%) 2
>

takze pro zlomky z (1) médme odhad

z2+y2+22 <yz+y2+z2
.’L'5+’y2+22 s $2+y2+22'

Analogické nerovnosti plati i pro dalsi dva zlomky, proto

yz+y?+ 22 zx+ 2% + 22 xy+z2+y2<
.’E2+y2+22 9:2+y2+z2 $2+y2+z2:
<9 yz + zx + 2y

= 22 Fy2 + 22 —

)

coz jsme chtéli dokazat. (Podobné jako v jednom z feSeni prvni tlohy
jsme vyuzili zndmou nerovnost yz + 2z + xy < 22 4 y? + 22, ktera plati
pro libovolna realna ¢isla.)

Jiné feSeni. (Podle Iurie Boreica, Moldavsko, na 46. MMO ocenéno
zvlastni cenou.) Protoze

x5 — 22 x5 — 12 z2(2? + 22)(2® - 1)?

o5+ y2 + 22 2322 +y2 4 22)  23(aP + 2 + 22) (22 + o2 + 22)




(a podobna nerovnost plati i pro zlomky, jeZ dostaneme cyklickou zadmé-
nou proménnych), staéi misto dané nerovnosti dokazat siln&jsi nerovnost

5 — 2 5 — 42 25 _ 5

BEIP+2) PR+ @ AP

2

v

0, (@)

ktera je ekvivalentni s nerovnosti
1 , 1, 1, 1
—_— - - —-=]20.
a:2+y2+z2(l w+y y+z ol I
Z podminky zyz 2 1 plyne 1/z S yz, 1/y £ 2z, 1/z < 2y, pro vyraz

v zévorce proto plati

1 1 1
- - -2ty —ay—yz— 2 =
x y z

=1ilz-y)?+@y-2>+(z-2)% 20
Tim je nerovnost (1) dokazana.
Jiné feSeni. (Podle Frantiska Konopeckého.)
1. Redukce pfipadu zyz > 1 na pfipad zyz = 1. Je-li zyz > 1, je
x=kxy, y=kyi, z=kz;, kdek>1laziy120 = 1.

Pro zlomky z dokazované nerovnosti

5 2

- 5 2

15— 2 zT—Zz
+ g s 2
25+ y2 422 Y+ 22422 25 a4 y?

plati
25 — 22 _ k3z% — 2 - z2 — 12
2 +y? +22 ket oy 2 T 2y 42

nebot pro kladna ¢&isla A, B, C, D

A ~B A-B (¥*-1)(AD+ BC)
Ck3+D C+D _ (Ck*+D)(C+D)

> 0.

Staci tedy danou nerovnost dokéazat pro ¢isla z1, y1, 21, jez splituji rovnost
z1y121 = L.
2. Predpokladejme, Ze zyz = 1, a dokazovanou nerovnost
5 — 22 ¥5 — 42 25 _ 5

>
m5+y2+z2+y5+22+z2+z5+$2+y2 -

5 2
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vynésobme souéinem (kladnych) jmenovatelt. Pak pro funkci
F(z,y,2) = (2% — 2?)(2? + y° + 22)(2? + y* + 2°)
méame dokazat nerovnost
F(z,y,2) + F(y,z,z) + F(z,2,y) 2 0.

Po pracném rozndsobeni a tpravé (vyjde 54 ¢lend, po seCteni se
Lzrusi“ 12 &lenn typu z7y2, leny se zapornym znaménkem pievedeme
z levé strany na pravou) dostaneme:

z° + 217y5 +2272° + 2ac5y7 + 315y5z5 -+

+ 28222 4 20527 + 229522 + 229220 +
+° 42725 4+ 2457 202

28 + 259522 + 25yt + 259225 + 2520 + 25 + (1)
Faty? 4 2t 4 22 4 2255 eyt
+3M+z2z4+y6+y524+
sS4 yte? 4yt 4 2

Podtrzené ¢leny jsou rovny 1. Déle na levé strané mame
¥ + 259222 = 2% + 23 2 2V2% - 23 = 225

a na pravé strané podle uv + uw + vw < u? 4+ v? + w?
259522 4 25y225 4+ 22y525 = 234% + 1323 4 4328 <
< 2® 448 4 25
Proto staéi dokdzat nerovnost
2(z7y® + 25y + .. )2
2 @yt + 2t 4+ )+ (@ 4 2%yt ).

Homogenizujme ¢leny na spole¢ny stupen 12:

| 4
Syt = 28y zyz = 282,

£L‘4y2 — x4y2 i (xyz)Z — $6y4z2'
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Dostaneme tak homogenni nerovnost
20"y 4+ ..) 2 (%P2 + .. ) + (2822 + ).

Ta uz plyne z toho, Ze pro libovolna z,y,z > 0 médme dle tzv. Muirhea-
dovy nerovnosti

(" +..) 2 2%z +..) 2 (%22 + ).

Vysvétlime jesté, pro¢ plati pfedchozi nerovnost, pomoci rozkladu
rozdilt zastoupenych vyrazi:

By +2T -ty +. =2 -y -2)+... 20,

coz dokazuje levou nerovnost, pravou nerovnost nejdrive zkratime vyra-
zem zyz do tvaru

(Pyt+..) 2 (@532 +..)

a pak podobné rozlozime:

3

Pttt -yt -y +. =2 - )y —2) +... 20,

Pozndmka. V souvislosti s pravé uvedenym feSenim pripometfime dvé
uziteéné nerovnosti. Pro n-tici @ = (a1,...,a,) kladnych redlnych cisel
a nezdporna &isla x4, . . ., z, zavedme oznaceni

Ta(z1,...,20) = Dyt ... ya",

kde s¢itame pres vSechny permutace (y1,...,yn) ¢isel z1,...,z,. O dvou

n-ticich a = (a1,...,a,) a B = (b1,...,by) navic fekneme, Ze o majori-

zuje (3, jestlize a; + ...+ a, = by + ...+ b, a zdroven vSechny ¢astecné

souCty spliiuji nerovnosti a; +...+a; 2 by +...+b; 1< j<n—1).
Jestlize o majorizuje 3, pak plati

To(z1,. . zn) 2 Ta(x1, .., Tn)

s rovnosti, pravé kdyz z; = 22 = ... = z,, (Muirheadova nerovnost).
Jestlize A a p jsou nezdpornd redlnd éisla, pak plati

Tat2u,0,0(21, 22, ©3) + Th (21, 22, 3) 2 2T 04 p,p,0(21, T2, 23)
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s rovnosti, pravé kdyz 21 = x9 = 23 nebo 1 = 29 a z3 = 0 nebo z; = 23
a z9 = 0 nebo x5 = z3 a x; = 0 (Schurova nerovnost).

Dokazovanou nerovnost (1) v pfedchozim feSeni tak miizeme zapsat
(pro jednoduchost vynechdme v8ude trojice proménnych (z,v, z)) jako

Too0+2T750+T522 2 Te00+ Ts52 4+ Ts40+ Ta20

a jeji platnost ted plyne z nasledujicich (zfejmych) nerovnosti (vyuzivame
rovnost zyz = 1):
Too0 +T522 2 2T720 (Schur),
Tr20 2 Tr1,1 = T6,0,0,
Tr90 2 Ts5 31 =T420,
Trs0 2 Ts 5,2,
Tr50 2 Te51 = T54,0-

4. Ukéazeme, ze kazdé prvocislo p ma v dané posloupnosti sviij nasobek.
Protoze as = 48 je ndsobkem dvou i tii, staci uvazovat p > 3. V takovém
pripadé dostavame z malé véty Fermatovy (modulo p)

2Pl =1 37 l=1 atedy 6/°!=1.
Odtud

6a,_2=16-2P"24+6-37"24+6.6"%—6=
=3.2°"142.3°"1 1 6771 _6=3+2+1-6=0.

Cislo 6a,—» je tedy délitelné p, a protoze p > 3, je i ¢islo ap—o nasobkem
prvodisla p.

Jediné kladné ¢islo, které je nesoudélné se vSemi ¢leny dané posloup-
nosti, je tedy 1.

Jiné feSeni. ProtoZe a,, = 2" + 3™ + 6™ — 1™, m4 dana posloupnost
charakteristicky mnohod¢len ¢ s kofeny 2, 3, 6 a 1, tj.

aqA) = (A =2)(A=3)(A = 6)(A—1) = A — 1223 44702 — 72X + 36.
To znamend, ze dand posloupnost spliiuje nasledujici rekurentni vztah
Qnta = 120543 — 47ap 42 + 720,41 — 36a, (1)
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pro libovolné pfirozené n. Dana posloupnost je tudiz pro libovolné prvo-
¢islo p od jistého ¢lenu pocinaje periodickd modulo p. Je-li p prvodislo
nesoudélné s koeficientem 36 (p ¢ {2,3}) u ¢lenu a,, mizeme rekurenci
,obratit® a pocitat ¢leny posloupnosti ,zpét“. Posloupnost ¢isel modulo
takové prvocislo p je tedy periodicka celd. Snadno ovSem nahlédneme, Ze
rekurentnimu vztahu (1) vyhovuji i celoéiselné ¢leny ag =2 a a_1 = 0,
takze mezi Cleny dané posloupnosti musi existovat ¢isla délitelna prvo-
Cislem p.

Protoze as = 48, je 1 jediné kladné ¢islo, které je nesoudélné se vSemi
¢leny dané posloupnosti.

5. (Podle Frantiska Simancika, Slovensko.) Uvazujme kruZnice opsané
trojuhelnikim BCP a ADP. Pfedpokladejme, Ze se v bodé P dotykaji
a ze jejich spole¢nd te¢na v tomto bodé protind stranu C'D v bodé X
(obr.58). Z rovnosti obvodovych a usekovych thla piislusnych tétivam

Obr. 58

DP a CP plynou rovnosti [ XDAP| = |xDPX| a |xCBP| = |xCPX]|.
Protoze vedlejsi thel CPD trojuhelniku APD je roven souétu jeho uhlt
pii vrcholech A a D, vidime, Ze |xADP| = |xCPX| = |xCBP]|. To
znamend, ze strany BC' a AD jsou rovnobézné, coz odporuje zadani ulohy.
Uvazované kruznice se proto nedotykaji, a maji tak kromé bodu P jesté
dalsi prusecik, ktery oznacime O.

Protoze |BC| = |AD| a |x BPC| = |<APD|, maji obé& kruznice stejné
poloméry a obvodové uhly pfislusné spoleéné tétivé PO maji stejnou
velikost (obr.59). Odtud vyplyvé, Ze trojthelniky CAO a BDO jsou
rovnoramenné, takze |OA| = |OC|, |OB| = |OD|. Trojahelniky OAD
a OCB jsou proto shodné podle véty sss, a protoze |[EC| = |AF|, jsou
shodné i trojihelniky OAF a OCE. Odtud |xAOF| = |xCOE], takze
|xFOE| = |xAOC| a rovnoramenné trojihelniky FOE a AOC jsou
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Obr. 59 Obr. 60

podobné. Proto |XOFE| = |xOAC| = |xOAR]| a ¢tyfiahelnik AORF je
tétivovy (obr. 60). :

Oznalme |XADB| = «, |XDFE| = B. V tétivovém ctyfuhelniku
AORF mame |xAOR| = 180° — |[xAFR| = (. V tétivovém ¢tyiuhelniku
AOPD zase |xAOP| = 180° — q, tj.

[¥* ROP| =180° — a — f3.
Zéaroven vsak z trojuhelniku FQD méame
|xRQP| = 180° — a — 3.
Odtud |¥ROP| = |xRQP| a &tyithelnik PROQ je tétivovy (obr.61).

Bod O proto lezi na kruznici opsané trojuhelniku PQR. Protoze poloha
bodu O na volbé& boda E, F' nezavisi, je Gloha vyfesena.
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6. Ozna¢me n pocet soutézicich a N pocet vSech vyresenych dvojic iloh

r

(pokud soutézici vyiesil 7 uloh, zapocitdme do N &islo (3)). Kazdou
z 15 dvojic vytesilo vice nez % soutézicich, tj. aspon %(2n+ 1) soutézicich,
proto

Mm+1
N>15. 2 F

= 6n + 3. (1)

Predpokladejme, ze pravé 5 uloh vyfesilo k tidastnika. Kazdy z nich
vyftesil 10 dvojic tloh, zatimco kazdy z ostatnich n — k ucastnikt vyfesil
nejvyse 6 dvojic uloh, takze

N £ 10k + 6(n — k) = 6n + 4k.

7, uvedenych dvou odhadt je zfejmé, Zze k = 1. Kdyby navic nebylo
%(271 + 1) celé &islo, vyfesilo by kazdou dvojici uloh aspon %(Zn + 2)
ucastnikd a prvni odhad by mél tvar N = 6n + 6, coz dava nerovnost
k =2 2, takze bychom byli hotovi. Podobné pokud by néktery z ucastnikii
vyresil méné nez 4 ulohy, tj. vyfesil by nejvyse 3 dvojice Gloh, mél by
druhy odhad tvar N < 6n+ 4k — 3, a to spolu s (1) opét davéa nerovnost
k22.

Zbyvéa tedy vyloudit ptipad, kdy je 2n+1 délitelné péti, jeden ucastnik
(nazvéme ho wvitéz) vytesil 5 tloh a kazdy jiny vyfesil pravé 4 ulohy.
Piedpokladejme, Ze takova situace nastala. Je tedy N =10+ 6(n—1) =
= 6n + 4 (vitéz vyfesil 10 dvojic a zbyli Gcastnici po 6 dvojicich uloh).
Vzhledem k pfedpoklddané hodnoté N a odhadu (1) existuje pravé jedna
dvojice uloh (nazvéme ji specidlni), kterou vytesilo pravé %(271 +1)+1
ucastnikt, zatimco kazdou ze zbylych 14 dvojic vytesilo pravé %(271 +1)
Gcastniki.

Nazvéme tlohu, kterou vitéz nevytesil, tézkou. Oznaéme M podcet vy-
feSenych dvojic 0loh, z nichz jedna je téZkd. Pro kazdou z péti dvojic
obsahujicich té%kou tGlohu méme bud i(2n + 1), nebo (2n + 1) + 1
ucastniku, ktefi obé ulohy z dvojice vyfesili. Takze M = 2n + 1 nebo
M = 2n + 2 (druhd mozZnost nastane, pokud specidini dvojice obsahuje
tézkou ilohu). Na druhé strané, pokud tézkou tlohu vytesilo m ticastnik,
je M = 3m, protoze kazdy z nich vyftesil kromé tézke ilohy pravé 3 dalsi.
Dohromady tak dostavame, Ze 2n + 1 nebo 2n + 2 je délitelné tfemi,
neboli Ze (modulo 3) 2n + 1 =0 nebo 2n+ 1 = 2.

Zvolme nyni libovolnou tlohu w, kterd neni tézkd a neni ani ve spe-
cidlni dvojici (takové tlohy jsou aspon ti1). Ozna¢me L pocet vyFeSenych
dvojic tloh, z nichZ jedna je w. Zfejmé L = 2n + 1 (kazdou z péti dvo-

1

jic tloh obsahujicich u vyfesilo pravé £(2n + 1) acastnikd). Na druhé
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strané pokud tlohu u kromé vitéze vyfesilo jesté [ dalsich ucastniku, je
L = 3l + 4 (vitéz kromé u vyftesil 4 dalsi ulohy, tj. vyfesil 4 dvojice
obsahujici u, ostatnich [ vyfesilo 3 dvojice obsahujici u). Dostavame tak
2n+1 =1 (mod 3), coz odporuje piedchozim dvéma moznostem. Tim
je tvrzeni ulohy dokazano.
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Dvanacty rocnik Stredoevropské olympiady v informatice

Hostitelem dvandacté stiedoevropské olympiady v informatice CEOI 2005
bylo Madarsko. Soutéz se uskutec¢nila ve dnech 28.7.—4.8. 2005 na Gym-
néziu Arpada Vezéra v Sarospataku. Olympiada probihala v dobé prazd-
nin, takZe na soutéz, zahajovaci ceremonial i ¢ast doprovodného pro-
gramu mohly byt vyuzity pocitacové laboratore a ostatni volné prostory
gymnézia. Slavnostni ukondovaci ceremoniél se konal na sarospatackém
hradé. Ubytovani a stravovani bylo zajisténo v hotelu nedaleko Skoly.

Olympidda byla skvéle pripravena po strance organizaéni, po strance
pocitacového vybaveni i z hlediska kvality pfipravy soutéznich tloh.
V kazdém ze dvou soutéznich dni studenti Fesili u pocitact tfi naroc¢né
priklady. Se svymi pocita¢i i soutéznim prostfedim se pritom vSichni
mohli seznédmit den pred vlastni soutézi, kdy probihalo tréninkové pred-
kolo. Pfi soutézi bylo mozné programovat v nékterém z programovacich
jazykt Pascal, C nebo C++, kazdy si mohl zvolit podle svych zkusenosti
pracovni prostiedi opera¢niho systému Windows nebo Linux. O oba uve-
dené systémy byl mezi Gcastniky priblizné stejny zajem. Soucasné s kla-
sickou soutézi probihala i soutéz po Internetu pro verejnost.

K testovani a hodnoceni vytvotenych programu se na CEOI jiZ néko-
lik let pouziva automaticky vyhodnocovaci systém testujici programy na
pripravené sadé vstupnich dat. VSechny provadéné testy maji dobu vy-
poc¢tu omezenu predem znamym casovym limitem a jednotliva testovaci
vstupni data maji riznou velikost a rtznou slozitost, coz dohromady
umoznuje bodové rozlisit programy podle kvality pouzitého algoritmu.
Za kazdou tlohu slo ziskat maximalné 100 boda, nejéastéji bylo zadano
20 sad testovacich dat po 5 bodech. U nékterych tloh bylo navic mozné
vytesit i polovinu zadani (napfiklad pfi hleddni optimélniho usporfadéni
predmétii vypsat pouze cenu optima a jiz ne konkrétni usporadéni) a zis-
kat za takové feSeni ¢ast bodi.

Dvanéacté stfedoevropské olympiddy v informatice se zucastnilo
52 soutézicich studentii z 12 zemi stfedni Evropy. Z Madarska se ucastnily
dva tymy, z nichz tym gymnéazia v Sdrospataku se do celkovych vysledki
nezapoditaval; z ostatnich stat@i se Ucastnil vzdy jeden tym. Ceskou
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republiku reprezentovalo &tyfélenné druzstvo ve slozeni Michal Vaner
(student Gymnézia Jana Palacha v Turnové), Josef Pihera (student
Gymnézia ve Strakonicich), Roman Smrz (student Gymnazia E. Kras-
nohorské v Praze) a Cyril Hrubi§ (student Gymnazia M. Kopernika
v Bilovci). Nasi soutézici byli vybrani na zakladé vysledkt dosazenych
v celostatnim kole 54. roéniku kategorie P Matematické olympiady. Ve-
denim druzstva byli povéfeni Mgr. Martin Mares a Milan Straka, oba
z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Na stiedoevropské olympiddé v informatice se udéluji ocenéni podle
podobného klice, jaky se pouziva napfiklad na mezinarodni olympiadé
v informatice. NejvySe polovina soutéZicich obdrzi nékterou z medaili,
pfidemz zlaté, stf¥ibrné a bronzové medaile se déli pfiblizné v poméru
1:2:3. Na leto$ni CEOI 2005 bylo rozdéleno celkem 25 medaili, z toho
4 zlaté, 8 stiibrnych a 13 bronzovych. O ¢étyfi zlaté medaile se letos ne-
tradi¢né podélily pouze dva staty — Rumunsko (1. misto) a Polsko (2. az
4. misto).

Nasi studenti letos neziskali Zddnou medaili, coZ je ¢astecné zptisobeno
tim, Ze na stfedoevropskou olympiddu jsou vysildni mladi studenti, aby
ziskali zkuSenosti, které v nasledujicich letech mohou ztro¢it na olympi-
4dé mezinarodni. Slovenska reprezentace ziskala jen t¥i bronzové medaile.
Nasledujici tabulka shrnuje vysledky vSech éeskych studentt v soutézi:

29. Michal Vaner 133 bodu -
30. Josef Pihera 122 bodu -
37. Roman Smrz 65 boda -
46. Cyril Hrubis 12 boda -

Pristi, v poradi tfindctd stfedoevropskd olympidda v informatice
CEOI 2006 se uskute¢ni v chorvatském mésté Vrsaru uprostfed cervence
2006.
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17. mezinarodni olympiada v informatice

V poradi 17. roénik mezinarodni olympiady v in- N ;.
formatice (IOl — International Olympiad in Infor- : -O‘
matics) se konal v Polsku ve dnech 18.-25.8. 2005. & )/L
Mistem kondani bylo mésto Nowy Sacz, které se na- Nowy Sacz, Poland 2005
chazi na samém jihu Polska nedaleko slovenskych

hranic. Celd soutéz probihala v prostorach prvni polské soukromé vysoké
skoly WSB-NLU (Wyzsza Szkola Biznesu — National Louis University),
v blizkych kolejich skoly bylo zajisténo i ubytovani vSech tcastniki. Or-
ganizatofi ovSem byli vét§inou pracovniky varSavské university.

Letos$ni olympiady se zucastnilo 276 soutézicich ze 72 zemi celého
svéta, dalsi ¢tyfi zemé vyslaly své pozorovatele s cilem sezndmit se s pru-
béhem soutdéZe a ztcastnit se ji aktivné v pristim roce. Kazdé druzstvo je
tvoreno Ctyfmi soutézicimi studenty a je doprovazeno dvéma pedagogic-
kymi pracovniky jako vedoucimi. Ceskou republiku letos reprezentovalo
druzstvo ve slozenti:

Ondrej Bilka, student Gymnézia ve Zling, Lesni &tvrt,

Jan Buldnek, absolvent Gymnazia J. Vrchlického v Klatovech,
Zbynék Falt, absolvent Gymnazia ve Zdaru nad Sazavou,
Daniel Marek, student Gymnézia Ch. Dopplera v Praze 5.

Nasi soutézici byli vybrani na zékladé svych vysledkt dosazenych
v celostatnim kole kategorie P 54. ro¢niku matematické olympiddy. Ve-
doucim ceské delegace byl jmenovan doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc.,
z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze, druhym ve-
doucim byl Mgr. Zdenék Dvotidk, rovnéz z MFF UK v Praze.

Vlastni soutéz [0 probihd vzdy ve dvou soutéznich dnech, v kazdém
z nich soutézici fesi po dobu péti hodin tfi zadané ulohy. Kazdy Gcastnik
méa pro svoji praci pfidélen osobni poéita¢ s nainstalovanymi prekladaci
programovacich jazykt Pascal, C a C++ a s interaktivnim webovym
rozhranim pro komunikaci soutéziciho s fidicim a vyhodnocovacim sys-
témem soutéze. To umoziiuje zalohovat data, tisknout vypisy programi,
ovéfovat spravnost chovani programu a zejména pak pfeddvat vytvorené
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programy na vyhodnoceni. V8echny soutézni tlohy jsou algoritmického
charakteru a je nutné dovést je az do podoby kompletniho odladéného
programu, podobné jako je tomu tfeba i v praktické ¢asti celostatniho
kola kategorie P nasi matematické olympiady.

Odevzdané programy jsou vzdy po skonceni soutézniho dne automa-
ticky testovany pomoci pfedem pfipravené sady testovacich dat, aby se
ovérila jejich spravnost. DuleZitou soucasti téchto testi jsou casové limity.
Je pevné stanoveno, jak nejdéle muze program pocitat pro kazda vstupni
data. Timto zpusobem se mezi spravné fungujicimi programy jesté rozlisi,
na jak dobrém algoritmu je ktery program zaloZen. Néktera vstupni data
zaddvana pri testovani jsou malé, takze vypocet s nimi stihne v ¢asovém
limitu i pomalejsi algoritmus, naopak jind vstupni data jsou rozsahla
a véas je zvladne zpracovat jediné program vyuzivajici dostateéné efek-
tivni algoritmus.

Vedle samotné soutéze byl pro vSechny tucastniky I0I 2005 pfipraven
i zajimavy doprovodny program. Jeho soucasti byl celodenni vylet do
Krakowa a do znadmych solnych dolt v mésté Wieliczka, druhy vylet
mifil do Narodniho parku Pieniny a zahrnoval i dvouhodinovou plavbu
na pltich po fece Dunajec.

Letosni soutézni tlohy byly algoritmicky zajimavé, byly dobfe zvolené
a peclivé pripravené. Nalézt opravdu dobré efektivni feSeni bylo vétSinou
pomérné obtizné, vétsina tloh v8ak umoznovala ziskat ¢aste¢né bodové
ohodnoceni i za méné efektivni algoritmus, jehoZ ndvrh tak niro¢ny ne-
byl. Bodovd ohodnoceni ziskand v soutézi se tak velmi dobfe rozlozila
témér v celé skale od nuly do plného pocétu bodu. Za kazdou tlohu bylo
mozné ziskat maximalné 100 bodd, tj. celkové v soutézi 600 bodi. Hned
¢tyfem student@im (dva z Ciny, po jednom z USA a Ukrajiny) se podafilo
vyTesit vSech Sest soutéznich tloh zcela bezchybné a ziskali plny podet
600 bodt.

Na zakladé dosazenych vysledkt se na IOI udéluji mediale tak, Ze
nejvyse polovina Gcastniki obdrzi nékterou z medaili, pficemZ pocet
zlatych, stfibrnych a bronzovych mediali je v rdmci moZnosti pfiblizné
v poméru 1 : 2 : 3. Letos bylo udéleno 24 zlatych medaili (soutézicim,
ktefi dosahli alespoii 496 bodw), 47 st¥ibrnych medaili (za zisk alesponi
393 bodt) a 67 bronzovych medaili (pro ty, kdo v soutéZi ziskali mini-
malné 275 bodt). O medaile se podélili zastupci 57 zemi ze 72 zicastné-
nych. NaSim studentim se tentokrat vedlo o néco htfe nez v minulych
letech, v soutézi ziskali jen dvé bronzové medaile.

169



Vysledky nasich student:

82. Daniel Marek 375 bodi  bronzova medaile

112. Ondrej Bilka 316 bodi  bronzova medaile
Jan Buldnek 233 bodu -
Zbynék Falt 203 boda -

Mezinarodni olympiadda v informatice je soutézi jednotliven, takze
zadné oficidlni potradi narodnich druzstev se v ni nevyhlasuje. Neni ani
stanoveno, zda by se mélo urcovat podle sou¢tu dosazenych bodi, souctu
umisténi nebo tfeba podle poc¢tu ziskanych medaili. Podle kterékoliv zvo-
lené metodiky vypoétu by se Ceské republika umistila kolem 30.-35. mis-
ta, tzn. nékde ke konci lepsi poloviny ztcastnénych zemi. Nejaspésnéjsimi
zemémi letodniho roéniku IOI byly po fadé Cina, USA a Slovensko, jejichz
vsichni ¢tyfi soutézici ziskali zlaté medaile. Dalsi mista v poradi prvni
desitky by obsadily Thajsko, Ukrajina, Korea, Rusko, Polsko, Kanada
a Izrael.

Pristi, osmnacty rocnik soutéze I0I se bude konat v druhé poloviné
srpna 2006 v Mexiku. Uskuteéni se ve mésté Mérida v naprosto stejném
misté, kde tspésné probéhla 46. mezinarodni matematickd olympiada,
o niz se doctete na predchozich strankach.

Texty soutéznich tloh

1. Hory

V Horském zabavnim parku si poridili zbrusu novou horskou drahu.
Jeji traf se sklada z n kolejnic spojenych na koncich. Zacatek prvni ko-
lejnice je upevnén ve vysce 0. Bajtazar, operdtor horské drahy, muze
zménit sklon libovolného souvislého tiseku kolejnic a tak upravit trasu
horské dréhy. Sklon ostatnich kolejnic se pfitom neméni, takze se musi
zménit vyska, v niZ se nachézeji kolejnice néasledujici po useku, jehoz
sklon Bajtazar upravil. Tak se zajisti, Ze se traf neprerusi a jeji zacdatek
zustane ve vySce 0. Na obrédzcich na druhé strané vidite dva priklady
upravy horské drahy.

Na trat vyjizdi viiz s energii dostateénou na vystoupani do vysky h.
Viz tedy pokracuje v jizdé tak dlouho, dokud jeho vyska nepfesdhne h
nebo dokud nedojede na konec drahy. Je zadan seznam vsech jizd a uprav
drahy v prubéhu jednoho dne. Urcete pro kazdou jizdu, kolik koleji viz
projel, nez se zastavil.
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Stav horské drahy je reprezentovan posloupnosti di,...,d, zmén
vysky. Cislo d; predstavuje rozdil vysek zacitku a konce i-té kolejnice
v centimetrech. Pokud je vz na konci (i — 1)-ni kolejnice ve vysce
h centimetri, pak po projeti i-té kolejnice je ve vySce h + d; centi-
metra.

Na zacatku dne je horskd draha rovnd, a tedy d; = 0 pro vSechna 1.
Béhem dne probihaji v libovolném pofadi upravy drahy a jizdy. Kazda
uprava drahy je popséana jako trojice celych ¢isel a, b a D. Po provedeni
této tipravy je d; = D pro vsechna i takovd, Ze a < ¢ < b, zatimco sklon
ostatnich kolejnic (tedy d; pro ¢ mimo tento interval) se neméni.

Kazda jizda je popséna jednim celym ¢islem h — nejvétsi vyskou,
které muze vuz dosdhnout.

Uloha:

Napiste program, ktery:

> Naéte ze standardniho vstupu posloupnost tprav drahy a jizd.

> Pro kazdou jizdu uréi na zakladé aktudlni konfigurace trati pocet
projetych kolejnic.

> VypiSe odpovédi na standardni vystup.

Vstup: Prvnifadek vstupu obsahuje jedno kladné celé ¢islo n — pocet
kolejnic, 1 £ n < 1000000 000. Néasledujici fadky obsahuji upravy drahy
a jizdy v poradi, ve kterém nastaly béhem dne. Na poslednim rfadku
vstupu je ukoncovaci znacka. Kazdy fadek obsahuje jednu z téchto moz-
nosti:

> Uprava drahy — pismeno I, a trojici celych &sel a, b, D, vie oddé-
leno vzdy jednou mezerou (1 < a £ b < n, —1000000000 < D =

< 1000000 000).

> Jizda — pismeno Q, a jedno celé ¢islo A (0 < h < 1000000 000)
oddélené jednou mezerou.
> Koncova znacka — pismeno E, oznacuje konec vstupnich dat.

Vyska vSech ¢asti drahy je v libovolném okamziku v intervalu
[0,1 000000000} centimetr. Vstup obsahuje nejvyse 100000 radki. Pro
50 % vstupnich dat plati, ze 1 < n < 20000 a Ze vstup ma nejvyse 1000
radk.

Vystup: V poradi i-ty fadek vystupu obsahuje jedno celé cislo —
pocet kolejnic, které vaz projel pii i-té jizdé.
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Priklad vstupu a vystupu:

4 4
Q1 1
1142 0
Q3 3
Q1
I122-1
Q3
E
3..
2..
(1)“ o 0 o 0 o 0 o O
1 2 3 4
J 8
| 2
6' 6
2
7 ;
] 2
3" 2
14 .
@ 1 2 3 4
6.
5q.
5
4" 2
3 ) 3
21 _ 2
11 2 1 1
0 1 + 3 + 3 + 1 +

Obr. 62. Vzhled trati ze vzorového piikladu na za¢atku a po kazdé upravé. Cisla na
ose = predstavuji ¢isla jednotlivych kolejnic. Cisla na ose y a &isla nad teckami oznacuji
vysku. Cisla nad tse¢kami oznacuji zmény vysky.
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2. Posloupnost

Méjme neklesajici posloupnost celych &isel sq,...,8n41 (8i S Sig1
pro 1 £ i £ n). Posloupnost my,...,m, definovanou pro 1 < i < n
predpisem m; = —é—(si + $;+1) nazveme prumérovou posloupnosti pro po-
sloupnost sy, ..., s,+1. Napfiklad posloupnost 1,5, 2, 3 je pramérovou
posloupnosti pro posloupnost 1, 2, 2, 4. Cleny préimérové posloupnosti
nemusi byt obecné celd éisla. V této tloze se vSak budeme zabyvat jen

pramérovymi posloupnostmi tvofenymi pouze celymi ¢isly.

Je zad4na neklesajici posloupnost n celych éisel my, ..., m,. Urdete
pocet rtiznych neklesajicich posloupnosti sy, ..., $,4+1 tvofenych n+1 ce-
lymi ¢&isly tak, aby dand posloupnost my, ..., m, byla jejich pramérovou
posloupnosti.

Uloha:

Napiste program, ktery:

> Nadte ze standardniho vstupu neklesajici posloupnost my,...,m, ce-
lych cisel.
> Uréi pocet neklesajicich posloupnosti, pro které je my,...,m, pru-

mérovou posloupnosti.
> VypiSe tento pocet na standardni vystup.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje obsahuje jedno celé ¢islo n
(2 £ n £ 5000000). Nésledujicich n fadkd obsahuje posloupnost
my,...,my. Hodnota m; (0 £ m; < 1000000000) je zaddna na radku
&islo @ + 1. Alespont pro 50% vstupnich dat navic plati n < 1000
a m; < 20000.

Vystup: Program vypiSe na standardni vystup pravé jedno celé
¢islo — pocet neklesajicich celociselnych posloupnosti, pro néz je po-
sloupnost zadana na vstupu posloupnosti primeérovou.

Priklad vstupu a vystupu:

3 4
2

5

9

Existuji totiz pravé ¢tyri neklesajici celociselné posloupnosti, pro které
je 2, 5, 9 prumeérovou posloupnosti. Tyto posloupnosti jsou:
> 2, 2,8, 10 1,3,7,11
> 0,4, 6,12 —1,5,5,13
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3. Zahrada

Bajtazar méa nejkrasnéjsi zahradu v Bajticich. Vysadil si tam n razi,
které mu v 1été nadherné rozkvetly. Bajtazar zacal podnikat v zabavnim
prumyslu, a proto uz neméa dost ¢asu na to, aby se staral o vSechny
ruze. Chtél by si najmout dva zahradniky, kteri by mu pomahali. Kazdy
z téchto zahradniku by se staral o jednu obdélnikovou ¢ast zahrady. Aby
se zahradnici nehadali, obé ¢asti musi byt disjunktni a kazda z nich musi
obsahovat pravé k ruzi.

Bajtazar také chce tyto obdélnikové oblasti oplotit, ale ma mélo pe-
néz, takZze chce, aby ploty byly co nejkratsi. Vasim tkolem je pomoci
Bajtazarovi vybrat nejvhodnéj$i umisténi téchto oblasti.

Zahrada ma tvar obdélnika [ metri dlouhého a w metrta Sirokého.
Je rozdélena na [ - w ¢tvercu o velikosti 1 x 1 metr. Zvolime si systém
soufadnic s osami rovnobéznymi se stranami zahrady. VSechny ¢&tverce
jsou oznaleny celoéiselnymi soutadnicemi (z,y) takovymi, ze 1 £ z < {
a1l <y < w. Kazdy étverec miize obsahovat libovolny pocet razi.

Hledané obdélnikové oblasti musi mit strany rovnobézné se stranami
zahrady a ctverce v jejich rozich musi mit celociselné souradnice. Pro
1Sl SlhSlal s w £ wy £ wobdélnikova oblast s rohy (13, wy),
(I, wa), (l2,w1) a (l2, ws):

> obsahuje Ctverce se soufadnicemi (z,y) takovymi, ze {3 < z < [y
aw; Sy = wg,a
> méa obvod 2(ly — l; + 1) 4+ 2(we — wy + 1).

Obé obdélnikové oblasti musi byt navzajem disjunktni, tzn. nemohou
obsahovat tentyz ¢tverec. Mohou mit spole¢ny okraj nebo jeho ¢ast, ale
i v takovém pripadé musi byt kazdd oblast ohranicena vlastnim plotem.

Uloha:
Napiste program, ktery:

> Nacte ze standardniho vstupu rozméry zahrady, pocet ruzi a jejich
umisténi v zahradé, a pocet ruzi, které musi byt v kazdé obdélnikové
oblasti.

> Uréi dvé obdélnikové oblasti tak, aby soucet jejich obvoda byl co
nejmensi, a zaroven aby spliiovaly ostatni podminky.

> VypiSe na standardni vystup soudet jejich obvodi, nebo slovo NO,
pokud takové dvé oblasti neexistuji.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje obsahuje dvé celd ¢isla [ a w
(1 £ 1, w £ 250) oddélenéd jednou mezerou — délku a sitku zahrady.
Druhy fadek obsahuje dvé cel ¢islan a k (2<n <5000,1 <k < in)
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oddélend jednou mezerou — pocet ruzi v zahradé a pocet ruzi, které by
mély byt v kazdé obdélnikové oblasti. Nasledujicich n Ffadkt obsahuje
soufadnice rtzi, na kazdém z nich je uvedeno umisténi jedné rize. Radek
(i +2)-hy obsahuje dvé celd éisla l;, w; (1 £1; £ 1,1 £ w; £ w) oddélend
jednou mezerou — soufadnice ¢tverce obsahujiciho i-tou ruzi. V kazdém
&tverci se miiZze nachézet vice rzi. Pro 50 % vstupnich dat plati [, w < 40.

Vystup: Program vypiSe na standardni vystup pravé jedno celé
¢islo — nejmensi mozny soucet obvodi dvou disjunktnich obdélnikovych
oblasti, z nichZ kazd4 obsahuje pravé k razi, nebo slovo NO, pokud takové
oblasti neexistuji.

Priklad vstupu a vystupu:

6 5 22
7 3
3 4
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31
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1 2 3 4 5 6
Obr. 63.

4. Narozeniny
Bajtazar ma dnes narozeniny. Na oslavé jeho narozenin se seslo n déti
(v€etné Bajtazara). Déti jsou oznaceny éisly od 1 do n. Bajtazarovi rodice
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pripravili velky kulaty stil a kolem néj rozmistili n zidli. Kazdé dité se
po prichodu hned posadi k tomuto stolu. Dité ¢islo 1 si sedne na jednu
z zidli. Dité éislo dvé se posadi hned vedle ditéte ¢islo 1, po jeho levé
ruce. Dité ¢islo 3 si sedne nalevo od ditéte ¢islo 2, atd., az nakonec dité
¢islo n se posadi na posledni volnou zidli mezi détmi ¢islo 1 an — 1.
Bajtazarovi rodice védi, ze nékteré déti zlobi, pokud sedi ptili§ blizko
u sebe. Proto chtéji presadit déti v jiném poradi. Toto pofadi je po-

psédno permutaci p1,pa,...,pPn (P1,P2,-..,Pn jsOu navzijem ruzna celd
¢isla od 1 do n) — dité ¢islo p; ma sedét mezi détmi ¢islo p, a po, dité
p; (proi = 2,3,...,n— 1) ma sedét mezi détmi ¢islo p;,—; a pi41, a dité

¢islo p,, mé sedét mezi détmi &islo p,—1 a p;. VSimnéte si, ze dité ¢islo
p1 mize sedét jak nalevo, tak napravo od ditéte p,.

Vsechny déti uz ale dorazily a posadily se ke stolu. Aby déti sedély
podle predstav Bajtazarovych rodict, musi se kazdé dité pfesunout o né-
jaky pocet mist doleva ¢i doprava. Rodi¢e musi pro kazdé dité urcit,
kam se mé premistit - tj. musi urcit smér pohybu (doleva nebo doprava)
a vzdalenost (pocet mist). Na smluveny signal vSechny déti vstanou, do-
jdou na urcené misto a znovu si sednou.

Kazdy si asi uvédomil, Ze po vydéni signdlu nastane naprosty chaos.
Mira chaosu je ur¢ena nejvétsi vzdalenosti, o jakou se musi nékteré z déti
posunout. Déti mohou byt pfesazeny riaznymi zpusoby. Rodice se rozhodli
vybrat z nich ten, jehoZ mira chaosu je co nejmensi. Pomozte jim nalézt
takovy zpusob presazeni déti.

Uloha:

NapiSte program, ktery:

> nacte ze standardniho vstupu pocet déti a permutaci popisujici po-
zadované poradi déti u stolu,

> uréi nejmensi mozné m takové, Ze existuje zpusob pfesazeni déti, pri
kterém se kazdé dité posune nejvyse o m mist,

> vypiSe vysledek na standardni vystup.

Vstup: Prvni faddek standardniho vstupu obsahuje jedno celé ¢islo n
(1 £ n = 1000000). Druhy fadek obsahuje n celych &isel p1,pa,...,pn
oddélenych vidy jednou mezerou. Cisla py,ps,...,pn tvofi permutaci
mnoziny {1,2,...,n}, kterd popisuje pozadované pofadi déti u stolu.
Pro 50 % vstupnich dat navic plati, Ze n < 1000.

Vystup: Program vypiSe na standardni vystup pravé jedno celé
éislo — nejmensi moZnou miru chaosu m.
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Priklad vstupu a vystupu:

6 2
345126
1 2 2
6 2 6 1 1 6
5 3 3 ) 5 3
4 + 4

Obr. 64. Na levém obrazku je znazornéno pocatecni rozmisténi déti. Prostfedni obrazek
ukazuje vysledek nasledujiciho pfesazovani: déti ¢islo 1 a 2 se posunou o jedno misto,
déti ¢islo 3 a 5 se posunou o dvé mista, a déti ¢islo 4 a 6 zistanou na svém ptvodnim
misté. Toto rozesazeni spliiuje podminky zadani, nebot dité 3 sedi mezi détmi 6 a 4,
4 sedi mezi 3 a 5, 5 sedi mezi 4 a 1, 1 sedi mezi 5 a 2, 2 sedi mezi 1 a 6, a 6 sedi mezi
2 a 3. Existuje jesté jedno mozné koneéné rozmisténi déti, zndzornéné na obrazku
vpravo. V obou pfipadech se Zadné z déti neposune o vic nez o dvé mista.

5. Hra s obdélnikem

Alice a Bajtazar hraji nasledujici hru. Maji obdélnik o rozmérech
z X y, kde z a y jsou kladné celd &isla. Hradi se pravidelné sttidaji na
tahu. Tah spoéiva v rozdéleni obdélnika na dvé obdélnikové ¢asti jednim
svislym nebo vodorovnym fezem. Vysledné obdélniky musi mit kladné
celocdiselné rozméry.
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Obr. 65. Mozné fezy v obdélniku
o rozmérech 4 x 3.

%_—_
2o %————+————+————

Mensi ze vzniklych obdélniki je odstranén a zbyvajici z nich je predan
druhému hraci. Je-li obdélnik rozdélen pfesné na stejné poloviny, pak je
odstranéna jedna z nich. Hrag, ktery dostane obdélnik o rozmérech 1 x 1
prohral, protoZe nemiiZe provést tah.
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Alice v této hie neustéle prohrava. Napiste program, ktery ji proti
Bajtazarovi pomuze vyhrat. Program musi pouzivat specialni knihovnu,
pomoci které bude hru hrat. Knihovna poskytuje funkce dimension x()
a dimension_y (), které vraci rozméry obdélnika. Podateéni rozméry ob-
délnika jsou cela ¢isla mezi 1 a 100000 000. Alespon jeden z rozméru je
vétsi nez 1. Pro 50 % vstupnich dat rozméry navic neprekroci 25.

Knihovna déale obsahuje proceduru cut(dir, position), jejimz za-
volanim va$ program provede tah. Parametry dir a position popi-
suji smér a umisténi fezu. Parametr dir musi nabyvat jedné z hodnot
vertical nebo horizontal. Pokud dir = vertical, pak je fez veden
svisle, parametr position uréuje z-ovou soufadnici fezu (viz obrazek
nahofe) a musi spliiovat podminku 1 < position < dimension x() — 1.
Pokud dir = horizontal, pak je fez vodorovny, parametr position
uréuje y-ovou soufadnici fezu a musi spliiovat 1 < position <
< dimension_y() — 1.

V43 program bude hrat za prvniho z hra¢t — musi rozdélit poc¢ateéni
obdélnik. KdyZ program zavold proceduru cut, jeho tah je zaznamenan
a Fizeni je predano soupefi. Poté, co tahne souper, se fizeni vrati vasemu
programu. Funkce dimension x() a dimension_y() budou vracet roz-
méry obdélnika po provedeni vaseho i soupefova tahu. Vas program bude
ukoncen poté, co vyhraje, prohraje, nebo provede neplatny tah (tj. zavola
proceduru cut s chybnou hodnotou parametrii). Ukonceni probéhne au-
tomaticky, vas program by tedy mél hrat tak dlouho, dokud je to mozné.
Muzete predpokladat, ze pro kazdy z testovacich vstupt existuje vyhra-
vajici strategie pro vas program.

V43 program nesmi ¢ist z zadného souboru, ani zapisovat do zddného
souboru, nesmi pouZivat standardni vstup a vystup, a nesmi se pokusit
ménit obsah paméti, kterd mu nepatii. Poruseni kteréhokoliv z téchto
pravidel muze vést k diskvalifikaci.

6. Reky

V Bajtanském kralovstvi maji mnoho lest a fek. Malé reky se vlévaji
do vétsich, a nakonec se vSechny feky spoji v jeden mohutny tok, ktery
u Bajtic tusti do more.

V Bajtanii je n dfevorubeckych osad, lezicich pobliz fek. V Bajticich
se nachézi Ustiedni dfevafsky zavod, ktery zpracovava stromy, porazené
v celém kralovstvi. Stromy se dopravuji do Bajtic po fekach. Doprava
je vSak prili§ drahé, a proto se kral rozhodl nechat postavit k dalsich
dievaiskych zdvodii v nékterych osadach. Stromy pak nebude nutné do-
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pravovat az do Bajtic, ale bude moZné zpracovat je v nejblizsim zavodé
po proudu feky. Stromy poraZené pobliz osady s dfevarskym zavodem se
po fece nebudou dopravovat vibec. Je tfeba podotknout, ze bajtinské
feky se nerozvétvuji, a z kazdé osady se tedy da dostat pravé jednim
zpusobem po proudu feky do Bajtic.

Kralovsti ufednici spocitali, kolik stromu se porazi u kazdé osady
za rok. Mate rozhodnout, kde postavit dfevaiské zavody tak, aby cel-
kové cena za dopravu stromt po fece byla co nejmensi. Doprava jednoho
stromu po fece stoji jeden cent za kilometr.

Uloha:

Napiste program, ktery:

> nadte ze standardniho vstupu pocet osad, pocet stromu porazenych
za rok u kazdé z nich, pocet nové budovanych dievarskych zavodu
a popis fek,

> uréi nejmensi moznou cenu za dopravu stromu po fekach po postaveni
novych drevarskych zavodu, a

> vypise vysledek na standardni vystup.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje dvé cela ¢isla oddélend mezerou:
n — pocet osad riznych od Bajtic (2 £ n < 100), a k — poéet novych
drevafskych zavodu, které se maji vybudovat (1 £ k < 50 a k < n).
Osady jsou o¢islovany 1,2, ...,n, Bajtice jsou oznaceny ¢islem 0.

Kazdy z n nasledujicich fadka obsahuje tii celd ¢isla, oddélenéd vzdy
jednou mezerou. Radek i + 1 obsahuje:

> w; — pocet stroml poraZenych u osady ¢islo ¢ za rok (0 £ w; <
< 10000),
> v; — dislo prvni osady (nebo 0, pokud jsou to Bajtice) po proudu

feky od osady éislo 7 (0 < v; < n),
> d; — vzdalenost (v kilometrech) po proudu feky od osady ¢islo ¢ do
osady v; (1 £ d; £10000).
Celkové cena za dopravu vSech stromt do Bajtic za rok neptresdhne
2000000000 centu.
Pro 50 % vstupnich dat navic plati, Ze n < 20.

Viystup: Program vypiSe na standardni vystup pravé jedno celé
¢islo — nejmensi moznou cenu za dopravu stromt po fekach (v centech).
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Priklad vstupu a viystupu:
4 24
101
1110
10 2 5
123

Obr. 66. Obrazek odpovid4 vstupnim datéim z ptikladu. Cisla osad jsou uvniti krouz-
k. Cisla pod krouzky udavaji pocet stromt porazenych pobliz osad. Cisla nad sipkami
udavaji délky rek. Dfevafské zavody je tfeba postavit v osadéach ¢islo 2 a 3.
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