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O prubéhu 57. ro¢niku matematické olympiady

Ve gkolnim roce 2007/08 se uskutecnil v Ceské republice jiz 57. ro¢nik
matematické olympiddy. Hlavnim poradatelem soutéze bylo jiz tradi¢né
Ministerstvo $kolstvi, mladeze a télovychovy CR, dale Jednota ceskych
matematikd a fyziki a Matematicky ustav akademie véd CR. Chod sou-
téze zajistovala stejné jako v ptedeslych ro¢nicich soutéze Ustiedni ko-
mise MO (UK MO), jejim# piedsedou byl doc. RNDr. Jaromir Simsa,
CSc.

Funkce mistopiedsedit UK MO vykonavali: RNDr. Jaroslav Svréek,
CSc. (pro kategorie A, B, C), Mgr. Vojtéch Zddnik, Ph.D. (pro kategorie
79-75) a doc. RNDr. Pavel Topfer, CSc. (pro kategorii P), tajemnikem
UK MO byl RNDr. Karel Hordk, CSc.

Pfipravou a vybérem tloh pro jednotlivé kategorie a soutéZni kola
byly povéfeny Ustiedni komisi MO dvé tlohové komise (jedna pro ka-
tegorie A, B, C a druha pro kategorie Z9-75). Obé& komise se sesly na
svych pracovnich semina¥ich dvakrat roéné (v listopadu 2007 a v kvétnu
2008). Ve spolupréci se slovenskymi kolegy zabezpecuji ob& komise s vice
nez roénim pfedstihem vybér tiloh pro dalsi roénik MO v Ceské republice
a na Slovensku. Garanty vybéru tloh v kategoriich A, B, C byli v tomto
ro¢éniku soutéZe po fadé doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., doc. RNDr.
Pavel Novotny, CSc., a RNDr. Pavel Leischner, Ph.D.

Pribéh 57. roéniku soutéze byl standardni. Letédky s tlohami a ko-
mentére k feSenim tloh I. kola 57. ro¢niku MO byly pro vSechny katego-
rie soutéze dodany véas. Krajska (II.) kola v jednotlivych kategoriich se
uskutecnila ve stanovenych terminech: 22. 1. 2008 v kategorii A, 1. 4. 2008
v kategoriich B a C a 15. 1. 2008 v kategorii P. Celkové po&ty tcéastnikt
v jednotlivych krajich kazdé z uvedenych kategorii jsou uvedeny v tabul-
kach, které tvori prilohu této zpravy.

Ustiedni (IIL.) kola 57. roéniku matematické olympiddy v katego-
riich A a P se konala v terminu 9.-15. bfezna 2008 v Ceskych Budg-
jovicich. Organizaci obou zavéreénych kol soutéze bylo Ustfedni komisi
MO povéteno Gymnézium v Ceskych Budg&jovicich v Jirovcové ulici. Ve-
deni skoly pfipravilo ve spolupraci s Krajskou komisi MO Jihodeského
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kraje a pobockou JCMF v Ceskych Budé&jovicich a za G¢inné podpory
krajského mésta Ceské Budé&jovice velmi dobré podminky pro vlastni
soutéZ. Mimoradny dik za zdafily pribéh tstiedniho kola soutéZe patii
predevsim hlavnim organizatortm tstfedniho kola — Mgr. Radku Tr-
covi, predsedovi Krajské komise MO Jihoceského kraje, a déle fediteli
Gymnazia na Jirovcové ulici — RNDr. Karlu Lichtenbergovi, CSc.

Na zakladé jednotné koordinace oprav tloh krajského kola bylo
k ucasti v tstfednim kole kategorie A pozvano 49 nejlepsich Fesitelii
(podle pravidel soutéze je do celostatniho kola zvdno nejvySe 50 fesi-
teltt), v kategorii P bylo pozvano k G¢asti v Gstfednim kole 30 nejlepsich
fesitelt krajskych kol. Vsichni ticastnici soutéze byli ubytovani v Domové
mladeze v méstské ¢asti Adamov.

Soutéznimi dny pro kategorii A byly 10. a 11. bfezen 2008, v nichz sou-
tézicl resili tradicné po trech soutéznich tlohach; na fesSeni kazdé trojice
uloh méli pfitom vyhrazeny vzdy 4,5 hodiny ¢istého ¢asu a kazdéa tloha
byla hodnocena maximalné 7 body (s celodiselnymi bodovymi zisky).
Soutéznimi dny tustfedniho kola v kategorii P byly 13. a 14. bfezen 2008.
Prvni soutézni den fesili soutézici tii ulohy teoretické, cely druhy sou-
tézni den byl vyhrazen tradi¢né feseni dvou praktickych tuloh. Za kazdou
teoretickou tlohu mohli soutézici ziskat maximalné 10 bodt, za FeSeni
kazdé praktické tlohy pak maximalné 15 bodi — celkové tedy maxi-
malné 60 bodi. Na pfipravé soutéznich tloh v kategorii P se podileli
pracovnici Katedry matematické informatiky Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Slavnostni zahajeni tstfedniho kola v kategorii A se uskutec¢nilo v ne-
déli 9. bfezna v koncertni sini Otakara Jeremiase v Ceskych Budg&jovicich
za i¢asti zastupcl magistratu mésta Ceské Budé&jovice, JihoGeské univer-
zity v Ceskych Budéjovicich a nejvyznamnéjsich sponzort akce, mezi néz
patiila pfedevsim spolecnost CEZ a Komeréni banka v Ceskych Budéjo-
vicich. Vlastni soutéz v obou kategoriich probé&hla v u¢ebnach poradajici
skoly — gymnaézia na Jirovcové ulici.

Poradatelé ustfedniho kola zajistili pro soutézici také zajimavy dopro-
vodny program. Odpoledne po prvnim soutéznim dni absolvovali v§ichni
soutézici kategorie A prohlidku zamku Hluboka nad Vltavou. Na odpo-
ledne po druhém soutéznim byla pripravena exkurze do pivovaru Budvar.
Podobny charakter mél i doprovodny program pro ucastniky tstfedniho
kola v kategorii P.

Vyhlaseni vysledki soutéze v kategorii A se uskutecnilo ve stfedu
12. biezna 2008 v obfadni sini radnice v Ceskych Budéjovicich, v kate-
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gorii P pak v sobotu 15. 3. 2008 v aule potradatelské skoly. Ceny vitéztim
a Uspé&snym fesiteltim tustfedniho kola v obou kategoriich ptedal feditel
Gymnézia Ceské Budéjovice v Jirovcové ulici dr. Lichtenberg, zastupci
UK MO a mésta Ceské Bud&jovice. V&ichni vitézové a uspésni fesitelé
ustfedniho kola si pritom domt odvezli kromé pfislusnych diplomu také
hodnotné vécné ceny.

Devét z deseti vitézi soutéZe v kategorii A bylo pozvano k vy-
bérovému soustfedéni pred 49. mezinarodni matematickou olympiddou
(MMO). Ta se uskutecnila v cervenci 2008 ve $panélském Madridu.
Kromé toho bylo vybrano také druZstvo pro 2. roénik Stfedoevropské ma-
tematické olympiady (MEMO), ktery se konal po¢atkem zari 2008 v Olo-
mouci. Druzstvo pro tuto mezinarodni soutéz tvotila Sestice uspésnych
fesiteltl ustfedniho kola kategorie A, ktefi se nezucastnili 49. MMO ve
Spanélsku. Po¢atkem Cervence 2008 se konal v Drazdanech za ¢eské ticasti
také 15. ro¢nik Stfedoevropské olympiddy v informatice (CEOI) a zhruba
o mésic pozdéji se Ceské reprezentadni druzstvo zicastnilo jiz 20. roéniku
Mezinarodni olympiady v informatice (IOI) v egyptské Kahife.

Ustiedni komise MO se béhem 57. roéniku soutéZe sesla na dvou pra-
videlnych jednénich, a to 12. prosince 2007 v Matematickém tstavu AV
CR v Praze a dale 10. bfezna 2008 v Ceskych Budgjovicich u piilezitosti
konéni ustfedniho kola MO.

Pro nejlepsi fesitele krajskych kol v kategoriich B a C uspotadala
Ustiedni komise MO v prvnim &ervnovém tydnu 2008 tradiéni sou-
stfedéni v Jevicku, jehoz se zucastnilo 40 nejlepSich FeSiteli krajskych
kol v kategoriich B i C. Lektorsky se na tomto soustfedéni podileli
doc. Boéek, doc. Calda, doc. Simsa, dr. Dula, dr. Svréek, dr. Leischner
a dr. Hruby. Pro nejlepsi fesitele kategorie A (vSichni ti, ktefi se kva-
lifikovali do ustfedniho kola kategorie A a pritom jesté nenastoupili do
maturitniho roéniku) uspotadala UK MO v poloviné zaii 2008 tradiéni
soustiedéni v Janskych Laznich, jehoZ se ztcastnilo 20 pozvanych zaku.
Zaméstnani a piednagky na ném vedli: doc. Simsa, dr. Svréek, dr. Horék,
Mgr. Panak, dr. Calabek a dr. Zhouf.

Ustiedni komise MO d&kuje viem zainteresovanym uéiteltim matema-
tiky a informatiky na stfednich i zékladnich $kolach, zejména pak tém
ktefi se vyznamnou mérou podileli na rozvoji nejvyrazngjsich matema-
tickych a informatickych talentii v Ceské republice.



Projev predsedy UstFedni komise MO
pri slavnostnim zahajeni ustfedniho kola 57. roéniku MO
v Ceskych Bud&jovicich

v

Damy a panové, vazeni hosté, mili soutézici,

spolu s Vami prozivam slavnostni atmosféru téchto chvil. Doufam, Ze
ji prili§ nenaru$im svym pracovné zaméfenym vystoupenim, ve kterém,
jak jinak, vyfesim jednu tlohu. Snad se nebude nudit nikdo z pf¥itomnych,
kdyz tloha bude mit takovéto zadéni.

Matematik M. zvolil dvé nesoudélnd pétimistnd ¢isla m, n a na své
kalkulacce zadal podil m : n. Na jejim desetimistném displeji se objevilo:

Urcete ¢isla m a n, ktera M. zvolil.

Opréavnéné muzete zapochybovat, zda ma smysl se takovou kuriézni
hadankou, kterd zfejmé nemé zadny prakticky vyznam, viibec zabyvat.
Vzdélangjsi skeptici mohou namitnout, Ze ani z matematického hlediska
neni popsana situace nijak zajimava. BéZny pocita¢ s vhodné napsanym
programem totiz hledana pétimistna ¢isla odhali ve zlomku vtefiny (na
obycejné kalkulacce by podobné testovani trvalo nejspise nékolik hodin,
mozna i dnti). Na takovou vyhradu odpovim protiotazkou: pro¢ i k sou-
Casnym disciplinam sportovni olympiddy patii tolik oblibené bé&zecké dis-
cipliny a cyklistika, kdyZz méme motorky, auta nebo dokonce letadla?
Berme proto postavenou tlohu jako uslechtilou vyzvu naSemu intelektu
a pokusme se ji vyfesit bez uziti pocitacovych program.

Uloha je snad zadana spravné esky (slovo display mtize byt muzského
i Zenského rodu), podivejme se na jeji obsah. Nikoho z p¥itomnych snad
neudivi, Ze je mozné mezi sebou délit i ¢isla, kterd jsou nesoudélna. Na-
opak mnozi si asi povs§imnuli, Ze vysledek déleni se na kalkuladce zobrazil
jako dnesni datum. Nejde o ndhodu, M. se totiz s kalkulackou chystal na
dnesni cestu do Ceskych Budé&jovic a jsem rad, 7e je tady piitomen.

Méné néapadnou okolnosti, kterou M. v prvni chvili ani nezpozoroval,
je skutecnost, Ze na desetimistném displeji se objevil pouze osmimistny
vysledek. Musim na M. prozradit, Ze v pouzivani kalkulacky neni velky
odbornik. PfestoZe naptiklad vi, ze kalkulacka ma jednoduchou pamét,
nedovede M. do ni zaddné mezivysledky ulozit, natoz je pozdéji vyvolat;
pamét na kalkuladce mu zkratka neslouzi. Teprve pii posuzované tloze
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se M. ujistil, Ze displej kalkulacky ma 10 mist, a Ze tudiz v zobrazeném
vysledku doslo k zdhadnému vypadku dvou ¢islic.

Nejednalo by se samoziejmé o zZddnou zahadu, kdyby byl zobrazeny
vysledek pfesnou hodnotou zadaného podilu. V tom pfipadé by ovSem
platily pfesné rovnosti

m 9032008 23.23-191-257
—= 0,9032008 = T T 5T =
~23-191-257 1129001
T 24.57 1250000

Posledni zlomek zapsany sedmimistnymi ¢isly je vSsak v zakladnim
tvaru, takZe se nemuZe presné rovnat podilu dvou pétimistnych cisel.
Z tohoto rozporu plyne zavér, ze zobrazena hodnota byla pouze pfiblizna
a ze presnd hodnota mé desetinny zapis

™ 0,003200800. ... ..
n

Zdénliva zdhada je tak vyfeSena: posledni dvé vypsané nuly se na kal-
kula¢ce — patrné z tspornych diavodi — nezobrazily! Dodejme, Ze nad
danou ulohou M. zjistil i dalsi podrobnosti o své kalkulaéce — Ze totiz
pracuje pii internich vypoctech s pfesnéjsimi hodnotami, nez které na
displeji zobrazuje a Ze tyto hodnoty nejsou pri zobrazovani zaokrouhlo-
vany, nybrz jejich dekadické zapisy jsou na desatém platném misté prosté
yuseknuty“, coz ndm pro presnost praktickych vypocti vétsinou bohaté
staci.

Vratme se vSak k samotné uloze, kterou mame fesSit. Abyste lépe
pochopili postup, kterym se k obéma neznidmym pétimistnym ¢islim
dobereme, vyfeSim nejprve méné pracny ukol téhoz druhu: najdeme
dvojmistna ¢&isla m, n s pomérem m : n danym kalkulackou v podobé

desetinného d¢isla —
d93:)

Nejprve v zadaném ¢isle vyclenime celou ¢ast, abychom vyjadrili, ko-
likrat je mensi jmenovatel n ve vétsim éitateli m obsaZen:

% =2,24137931 = 2 + 0,241 379 31.

(Od tohoto mista jsou rovnitka znaky p¥ibliznych rovnosti na kalkulacce.)
Hledejme zlomek rovny zbylému desetinnému ¢islu mensimu neZ 1. Tento
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zlomek bude mit Citatel mensi neZ jmenovatel. Zjistime proto tentokrat,
kolikrat je Citatel obsaZen ve jmenovateli. Dosdhneme toho tim, zZe vy-
pocteme prevracenou hodnotu daného ¢isla a pak v ném opét vyclenime
celou Cast: '

1
m = 4,142 857143 = 4 + 0,142 857 143.

Pro zbylé desetinné ¢islo mensi nez 1 postup zopakujeme jesté jednou:

1
—— =7 (hurd!).
0,142 857 143 (hurd!)
Mame vyhrano, zbyva zapsat cely vypocet jednim vyrazem a uréit jeho
hodnotu:

m_2+ 1 _65
n A 1 29
+7

Hledana ¢isla jsou tedy m = 65 a n = 29.
Nyni jiz vime, co nas éekd pfi FeSeni ptuvodni tlohy, netusime jen, po
kolika krocich cely vypodet skonci:

™ 0,9032008,

n
0,9_0312W§ =1,10717351 =1+40,10717351,
m =9,330663911 =9 + 0,330663 911,
0,33_0;6§§H =3,02421875 =3+ 0,02421875,
0’0241% = 41,29032258 = 41 + 0,290 322 58,
0,2—9013—2—2—5—8 = 3,444 444444 = 3 + 0,444 444 444,
1
Oddadaadas - 2% =2+0,25,
1
ﬁ =4
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Vysledkem je, neleknéte se prosim, obrovity zlomek

m 1
n

1+

9+

3+ 1
41 + 1
3+ -
24 1
kterému v matematice fikame 7etézovy a ktery struénéji zapisujeme tak-
to:
%1 =0,1,9,3,41,3,2,4].

Jeho hodnotu uré¢ime postupnym vypocétem ,,odspodu nahoru*:

1 9 4 31 9 1280

2+Z—Z — 3+§_E — 41+ﬁ—T

31 3871 1280 36119 3871 39990

—_— — st 9]l —

1280 1280 3871 3871 36119 36119
m 36119

n o 39990

Pomoci vypoéti nékolika prevracenych cisel na kalkulacce jsme tedy
pomeérné rychle zjistili, Ze matematik M. mohl délit ¢islo 36 119 ¢islem
39990. Na poditacdi s presnéjsi aritmetikou vyjde hodnota jejich podilu
jako ¢&islo se zapisem

36119 = 0,903 200800200 050...,
39990 @——

pfitom podtrzenim vyznadujeme ¢islice zobrazené na kalkulacce.
Pfitomni mladi soutézici jisté citi, Ze podané feseni tlohy neni iplné.
Méli bychom jesté zdivodnit, Ze nalezena éisla jsou jedind, kterd mohl
M. zvolit, Ze tedy Zadn4 jina pétimistnd éisla m a n nemaji podil zapsany
na kalkula¢ce dnesnim datem. Museli bychom toho védét o fetézovych
zlomcich vice, abychom nasli dalsi zlomky s hodnotami blizkymi danému
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desetinnému ¢islu, pét nejblizsich podild pétimistnych &isel vam ted od
nejmensiho po nejvétsi vypisi:

L i = 0,903 200799 689916.. . .,
ny 49019

m2 _ 80393 503900799919100 .. .|
ny 80009 e

ms _ 30119 603200800200050. ..
ns 39990 =TT

msy 64083

M4 220 0,003200800552493. . .
na 70051 =S

ms _ 27964 _ ) 903200801 007719 ...
ns | 30061 oo

Vidite, Ze posuzované tiloha mé dvé feSeni, zapsana jako tieti a &tvrty
zlomek. M. tedy ur¢ité podital jeden ze dvou podilt

36119 :39990 nebo 64083 :70951.

Na zavér bych chtél alespoti trochu poodhalit krasu konstrukce uve-
denych fetézovych zlomkt

44274
M- 2 10,1,9,3,41,3,2, 5],
n 49019
80393
@:_:[0’179737417372’4’2]’
na 89000
ms 36119
M8 220 10.1,0.3.41,3.2.4
nz 39990 [0,1,9,3,41,3,2,4],
ms 64083
Ma _ 22% _10,1,9,3,41,3,2,3,2
Ty 70951 0,1,9,3,41,3,2,3,2],
s 27964
m _—_—:[071’973,41’3’2’3]'
s 30961

Vsimnéte si napiiklad, jak jednoduse lze druhy zlomek sestavit z prvniho
a tfetiho zlomku:

80393 = 44274 + 36 119,
89009 = 49019 + 39 990.

Obecné pro nase zlomky plati

m;  Mi—1 + Mipq

ng Ni—1 + Nit1
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Dalsi pozoruhodné rovnosti mezi dvojicemi sousednich zlomk je uz ob-
tiZn&jsi numericky ovérit, proto rovnou vypisu jejich obecné vyjadreni

m; - ni—1 — My -n; = 1.

Tim nase kratka exkurze do tiSe fetézovych zlomki kondi. Vratim se
k sout&zi, kterd nas vSechny dnes do Ceskych Budgjovic piivedla, a po-
pieji vam téastnikiim jménem pracovniki Ustiedni komise MO hodné
zdaru pii feSeni pondélnich i tternich dloh. V zadani jedné z nich na-
jdete sice ne datum, avSak alespori aktualni letopocet. Jsme zvédavi, jak
si s ni i s ostatnimi péti tlohami bez kalkulacky a podéitace poradite, té-
Sime se na vase feSeni. Prohlasuji ustfedni kolo 57. roéniku Matematické
olympiady za zahédjené.
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Tabulka 1

Pocéty zaku stfednich $kol soutézicich v I. kole 57. roéniku MO

) Kategorie
Kraj A B C P Celkem
S U|S U S Uu|s U S U
Praha 93 82| 57 44 112 95| 9 8 271 229
Stredocesky 74 29| 77 23 130 70| 7 6 288 128
Jihocesky 67 39 51 31 107 79| 4 4 229 153
Plzensky 55 21 34 17 62 41| 8 4 159 83
Karlovarsky 32 17| 15 8 15 9] 0 0 62 34
Usteck)’l 18 16 26 15 52 28 2 2 98 61
Liberecky 24 9| 45 18 77 36|10 10 156 73
Kréalovéhradecky 36 22| 43 19 48 27| 4 3 131 71
Pardubicky 30 25 32 24 53 41 5 5 120 95
Vysocina 66 32| 44 18 75 54115 8 200 112
Jihomoravsky 135 90 | 108 64 142 98| 6 6| 391 258
Zlinsky 60 31 69 25 81 52 4 4 214 112
Olomoucky 34 26 16 12 49 28 1 1 100 67
Moravskoslezsky 54 38| 69 32 124 80|15 11 262 161
CR 778 477 | 686 350 | 1127 738 | 90 72 | 2681 1637
Tabulka 2
Poéty zaku stfednich $kol soutézicich v II. kole 57. roéniku MO
. Kategorie
Kraj A B c P Celkem
S U|S U S Ul|s U S U

Praha 50 16 34 16 72 43 8 4 164 79
Stredocesky 27 1 23 5 60 10 5 2 115 18
Jihocesky 36 4 28 8 77 12 4 3 145 27
Plzensky 21 4 17 7 39 18 4 3 81 32
Karlovarsky 17 1 8 1 9 3 0 0 34 5
Ustecky 16 2| 15 2 28 5| 2 1 61 10
Liberecky 9 1 14 6 34 610 1 67 14
Krélovéhradecky 22 4| 19 10 27 17| 3 3 71 34
Pardubicky 25 2 19 6 39 14| 5 1 88 23
Vysocina 26 8 18 6 49 13| 7 3 100 30
Jihomoravsky 81 15| 55 12 94 25| 6 5 236 57
Zlinsky 29 2| 16 6 26 181 3 0 74 26
Olomoucky 24 2 12 6 28 12 1 0 65 20
Moravskoslezsky 38 5| 31 9 71 27|11 4 151 45
CR 421 67| 309 100 653 223 | 69 30 | 1452 420

S ... pocet vSech soutézicich
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U ... pocet Uspésnych fesiteld
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Nejuspésnéjsi resitelé II. kola MO
v kategoriich A, B, Ca P

Z kazdého kraje a z kazdé kategorie jsou dle dostupnych vysledkti uvedeni
vSichni Uspésni fesitelé, ktefi skoncili do desatého mista. Oznaceni G

znamena gymnazium.

© O U W N

10.-13.

eevevoceeoe KrajPraha seecceecscococoe

Kategorie A

. Josef Tkadlec, G J. Keplera, Praha 6

. Jakub Marian, G Praha 9, Litomé&ricka

. Tomds$ Hrebejk, G Praha 4, Pisnick4

. Jakub Tépfer, G J. Keplera, Praha 6

. Radek Marciria, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Alena Skdlovd, G Praha 4, Na Vitézné plani
. Matéj Peterka, G Praha 6, Nad Aleji

Jir{ Vancura, SPSST, Praha 1, Panskéa

Matéj Veselsky, G J. Keplera, Praha 6

Van Nhan Nguyen, G Praha 6, Nad Aleji
Viadimir Novotny, G Praha 4, Na Vitézné plani
Tomas Pavlik, G J. Keplera, Praha 6

Martin Vyska, G Praha 6, Nad Aleji

Kategorie B

. Jachym Siykora, G Ch. Dopplera, Praha 5
. Vlastimil Dort, G Spitalské, Praha 9

Katetina Honzdkovd, G J. Keplera, Praha 6

. Miroslav Olsdk, G Budéanka, Praha 5

Radek Marciria, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Jan Bilek, G Praha 4, Na Vitézné plani

Petr Rysavy, G J. Heyrovského, Praha 5
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8. Tomds Novdk, G Praha 9, Spitélska
9.-11. Tomas Vitek, G Praha 6, Arabska
Petr Sedlaéek, G Ch. Dopplera, Praha 5
Pavel Taufer, Akad. G Praha 2, Korunni

Kategorie C

1.-5. Tadeds Dohnal, G Ch. Dopplera, Praha 5
Marek Goldstein, G Praha 5, Nad Kavalirkou
Joel Janéarik, G Budanka, Praha 5
Matéj Petrous, G Ch. Dopplera, Praha 5
Daniel Safka, G J. Keplera, Praha 6

. Jakub Zika, G Praha 6, Nad Aleji

. Daniel Samek, Akad. G Praha 2, Stépanska

8.-12. Pavel Cerny, G Praha 10, Vodéradska

Vit Henych, G Praha 6, Nad Aleji

Jiri Kucera, G Ch. Dopplera, Praha 5
Michal Soucha, G Praha 10, Vodéradska
Hoang Van Tru, SPSE Praha 1, Je¢na

~N O

Kategorie P

. Roman Smrz, G E. Krasnohorské Praha 4
. Frantisek Hejl, G J. Nerudy, Praha 1

. Jirt Setnicka, G Cakovice

. Petr Maly, G K. Sladkovského, Praha 3

W N~

secosecsoseees StiedoCeskykraj eo e oo eceocvcesoe
Kategorie A

1. Tomas Gergelits, G BeneSov

Kategorie B

1. Petr Cermdk, G Kladno
2. Katerina Stépdnkovd, G Kladno
3. Adéla Zajickovd, G Pribram
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. Tomds Krdl, G Vlasim
. Martin Roucek, G Kladno

Kategorie C

. Jiri Stransky, G Kralupy

. Karolina Kopeckd, G Beroun

. Vilém Placek, G SPedS Caslav
. John Plechaty, G Slany

. Ondrej Brajer, G Hofovice

Tomas Martinek, G Vlasim
Jana Martinkovd, G Vlasim

. Helena Brandejskd, G J. Ortena, Kutnd Hora

Kristian Holan, G Nymburk
Ondrej Jezek, G Pfibram

Kategorie P

. Lukds Beran, G BeneSov

2. Petr Sloup, G F. Palackého, Neratovice

® 600

S UL W

esosoeoeoee JhoCeskykraj eeeceocececscecsse

Kategorie A

. Jan Matéjka, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova

Libor Peltan, G Ceské Budgjovice, Ceska,

. Jan Hermann, G Cesky Krumlov
. Martin Pecka, G V. Novéaka Jindfichiv Hradec

Kategorie B

. Adam Juraszek, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova

. Martina Vavdckovd, G P. de Coubertina, Tabor

. Denisa Bernardovd, G Ceské Bud&jovice, Jirovcova
. Tereza Hrubesovd, G Cesky Krumlov

Jan Moravec, G Cesky Krumlov

. Frantisek Steinhauser, G Dadice
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. Petr Prochdzka, G Pisek
. Pavel Jan, G Kaplice

Kategorie C

. David Krska, G J.V. Jirsika, Ceské Budéjovice
. Pavel Dupal, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova
. Filip Matzner, G J. V. Jirsika, Ceské Budgjovice

Iveta Selepovd, G P. de Coubertina, Tabor

. Lenka Hobizalovd, G Ceské Budé&jovice, Ceska

Daniel Slunecko, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova
Josef Vilek, G Ttebon

. Josef Janousek, G P. de Coubertina, Tabor
. Josef Koldr, G Ceské Budgjovice, Jirovcova

Lukds Mojzis, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Filip Sochman, G Vimperk

Kategorie P

. Jan Matéjka, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
. Libor Peltan, G Ceské Bud&jovice, Ceské
. Roman Riha, G Prachatice

cooeescoew Plzefiskykraj es oo ocoovvccoce

Kategorie A

. Van Minh Nguyen, G Tachov
. Michal Bugos, G Plzen, Mikulagské nam.

Jindrich Havlik, G Plzen, Mikul4dsské nam.
Viclav Vondrdsek, G J. Vrchlického, Klatovy

Kategorie B

. Jakub Klemsa, G J. Vrchlického, Klatovy
. Lukds Chlad, G Plzen, Mikulasské nam.
. Jan Laksar, G Plzen, Mikulasské nam.



4.-5. Trung Ha Duc, Masarykovo G, Plzen
Viadimir Svigler, G Plzen, Mikula$ské nam.
6. Karel Tesat, SPSE Plzei
7. Karel Kovarik, G J. Vrchlického, Klatovy

Kategorie C

1. Filip Hlasek, G Plzen, Mikulasské nam.
2.-3. Martin Buchdcek, G L. Pika, Plzen
Michaela Kochmanovd, G Plzen, Mikulasské nam.
4. Jakub Suchy, G Plzen, Mikulasské nam.
5. Marek Mukensnabl, G Plzen, Mikulasské nam.
7. Hynek Kasl, G Plzen, Mikul4dsské nam.
Filip Stédronsky, G Plzen, Mikulasské nam.

8.-10. Jan Ambroz, G J. Vrchlického, Klatovy

L]

Jiri Néemecek, G Plzen, Mikulasské nam.
Jan Skoda, G Plzen, Mikulagské nam.

Kategorie P
1. Filip Hldsek, G Plzen, Mikul4sské nam.
2. Roman Diba, VOS a SPSE Plzeni
3. Martin Holecéek, G Plzen, Mikulasské nam.
soesecooeese Karlovarskykraj eeceoeeosnoee

Kategorie A

1. Lukas Ledvina, Prvni Ceské G, Karlovy Vary

Kategorie B

1. Tomds Hordk, Svobodna chebska skola, Cheb

Kategorie C
1. Josef Hazi, G Cheb
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2.-3. Roman Schindler, Prvni ¢eské G, Karlovy Vary
Duc Minh Tran, G Cheb
sesevevnesesoes Usteckjkraj esecoscsccoscs
Kategorie A

1. Jan Capek, G Duchcov
2. Libor Vytladil, G Roudnice nad Labem

Kategorie B

1.-2. Katerina Pastirédkovd, G Most, Cs. armady
Libor Vytlacil, G Dr. V. Smejkala, Usti nad Labem

Kategorie C
1. David Kubori, G Teplice, Cs. Dobrovolctt
2. Kldra Vickovd, G Décin, Komenského nam.
3.-5. Michal Mojzik, SPS a VOS Chomutov

David Verner, G V. Hlavatého, Louny
Martin Zukerstein, G Lovosice

Kategorie P

1. Milan Rybdr, G J. Jungmanna, LitoméFice

sosoevessesvsese Libereckfkraj ecsesovsocsoscosn
Kategorie A

1. Martin Cerny, G Jilemnice

Kategorie B

1.-2. Vendulka Haiblikovd, G Jablonec, U Balvanu
Matéj Ondrusek, G Ceska Lipa
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. Lukd$ Beran, G F.X. Saldy, Liberec

Simona Mackovd, G F.X. Saldy, Liberec

. Ondrej Henych, G Liberec, Jeronymova

Katerina Siminkovd, G Semily

Kategorie C

. Jakub Hrnéir, G F.X. Saldy, Liberec

. Jakub Petr, G F.X. Saldy, Liberec

. Petra Skrbkovd, G Dr. Randy, Jablonec nad Nisou
. Jir{ Erhart, G F.X. Saldy, Liberec

. Matéj Hudec, G Liberec, Jeronymova

Zdenék Subcik, G Dr. Randy, Jablonec nad Nisou

Kategorie P

. Martin Preisler, G F.X. Saldy, Liberec

esoeeeos Krilovihradecky kraj s e v e oo o000 e

Kategorie A

. Martin Michalek, G J. K. Tyla, Hradec Krélové
. Martin Subr, G Novy Bydzov

. Alena Peterovd, G Dobruska

. Jan Bedndr, G Trutnov

Kategorie B

. Petr Parizek, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Tomds Rubin, G B. Némcové, Hradec Kralové

Martin Vojtisek, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Patrik Macej, G B. Némcové, Hradec Krélové
. Veronika Milerskd, G B. Némcové, Hradec Kralové

Jan Vobornik, Jirdskovo G, Nachod

. Ales Hanus, G B. Némcové, Hradec Kréalové
. Michal Bilansky, Lepafovo G, Ji¢in
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. Vidclav Hrnéir, Jirdskovo G, Nachod

Jakub Lelek, G Broumov

Kategorie C

. Anna Chejnovskd, G B. Némcové, Hradec Kralové
. Jan Klazar, G B. Némcové, Hradec Kralové
. Katerina Medkovd, Biskupské G B. Balbina, Hradec Kralové

Radek Papez, Jirdaskovo G, Nachod

. Jan Figer, Lepatovo G, Ji¢in

Jan Simbera, Jiraskovo G, Nachod

. Jakub Valtar, Jiraskovo G, Nachod
. Alena BuSdkovd, G Trutnov
. Vojtéch Jirovec, G B. Némcové, Hradec Kralové

Anetta Sternwaldovd, Biskupské G B. Balbina, Hradec Kralové

Kategorie P

. Jakub Kaplan, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

2. Lukds Lansky, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

. Jirt Marsik, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

sesoscceeocecoosee Pardubicky kraj sesesescecoeece

22

1.
. Adam Bartos, G K. V. Raise, Hlinsko

Kategorie A

Frantisek Kaliban, G Litomysl

Kategorie B

. David Vondrak, G Pardubice, Dasicka
. Jan Krys, G Chrudim

. Jakub Stodola, G Policka

. Filip Beran, G Pardubice, Dasicka

. Martin Chladil, G Jevicko

Karel Kalecky, G Holice
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Kategorie C

. Martin Lastoviéka, G Pardubice, Dasicka
. Filip Luz, G Zamberk
. Zuzana Jedlickovd, G Lanskroun

Miroslav Koblizek, G Zamberk
Jakub Lnénicka, G Pardubice, Dasicka

. Tomds Feleman, G Zamberk
. Michal Hodas, G Usti nad Orlici

Tomas Klejch, G Litomysl

. Tereza Soukupovd, G Ceska Ttebova

Milan Benes, G Litomysl

Jan Novotny, G Pardubice, DaSicka
Petr Kouba, G Pardubice, Dasicka
Ondrej Tobek, G Litomysl

Johana Vrbackd, G Pardubice, DaSicka

Kategorie P

. David Vondrdk, G Pardubice, Dasicka

esvoeeoceoe KrajVysolina seececececesoces

Kategorie A

. Matéj Klusacek, G Trebic
. Martin Hyrs, Havlickovo G, Havlickiv Brod

Michal Kozdk, G Jihlava
Jan Mdca, G Trebic
Jan Nevoral, G Jihlava

. Jakub Mengsik, G Tiebic
. Marek Necada, G Jihlava
. Tomds Pejchal, G Zd4r nad Sazavou

Kategorie B

Jan Nevoral, G Jihlava

vvvvv
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. Michal Cermdk, G Chot&bot

. Ondrej Salanda, G Zdar nad Sazavou

. Jit'{ Hladik, G Zdar nad Sazavou
Katerina Semrddovd, G Svétla nad Sazavou
Jindrich Vitek, G Jihlava

~N W

Kategorie C

1. Petr Lou$a, Havlickovo G, Havlickiv Brod

2.~4. Radka Janou$ovd, G Bysttice nad Pernstejnem
Magdalena Kodetovd, G Jihlava
Petra Starnkovd, G Jihlava

5. Kristyna Krejéirovd, GOB a SOS Tel&

6. Tomds Dobrovolny, G Jihlava

9. Radim Cajzl, G V. Makovského, Nové Mésto na Moravé
Tereza Hovorkovd, G Pelhfimov
Jiri Kurka, G Ttebic

10. Dalimil Fisar, G Zd4r nad Sazavou

Kategorie P

1. Vojtéech Tima, G Jihlava
2. Marek Necada, G Jihlava
3. Michal Koutny, G Ttebié

soccooeesosoeee Jihomoravskykraj eeeeceoescoovose
Kategorie A

1. Samuel Riha, G Brno, tf. Kpt. Jaroge
2. David Klaska, G Brno, tf. Kpt. Jarose
3.-4. Jan Kovadr, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Jiri Marek, G Brno, tf. Kpt. Jarose
5. Vojtéch Robotka, G Brno, tf. Kpt. Jarose
6.-7. Petr Fiala, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Zuzana Komdrkovd, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
8. Hana Sormovd, G Brno, ti. Kpt. Jarose
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9.-12.
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. Alezandr Sldvik, G Brno, T. Novakové
10.

Jan Brandejs, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie B

. David Klaska, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Bohuslav Zmek, G Brno, ti. Kpt. Jarose
. Jaromir Kala, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

. Tomas Lamser, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Jana Veseld, G Brno, Lerchova

. Lubo§ Pajtina, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Helena Valouchovd, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Adam Zemek, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Roman Lelek, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Alena Lososovd, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Richard Pdnek, G Brno, ti. Kpt. Jarose
Ondrej Pleskot, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie C

. Ales Dostal, G Blansko
. Hynek Jemelik, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Gabriela Kubickovd, G Brno, Lerchova
Tomds Pokornyj, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Jan Sopousek, G Brno, T. Novakové

. Dominik Velan, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Frantisek Fiala, G Brno, tf. Kpt. Jarose

David Formdnek, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Marek Vlasin, G Brno, Viderniska
Zuzana Zufanovd, G Brno, Videriska

Kategorie P

. Hynek Jemelik, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. David Klaska, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Radim Janalik, G Brno, Viderniska

. Radek Hrbdcek, G Brno, T. Novakové
. Marek Brysa, G Brno, tf. Kpt. Jarose
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seecevosoevesoses Zlinskjkraj seeceeevcscoceosns
Kategorie A

1. Josef Ondrej, G Roznov pod Radho$tém
2. Jan Varthara, G L. Jarose, HoleSov

Kategorie B

1. Josef Ondrej, G Roznov pod Radho$tém

2. Jan Kotik, G Zlin, Lesni &tvrt

3. Stépdn Poldcek, G F. Palackého, Valasské Mezitici
5. Martina Suchdnkovd, G Uherské Hradisté

6. Lukds Ptacek, G J. A. Komenského Uhersky Brod

Kategorie C

1. Matéj Kocidn, G Zlin, Lesni étvrt
2.-3. Markéta Michalkovda, G Roznov pod Radhostém
Josef Svoboda, G Roznov pod Radhostém
4. Petr Pecha, SPSS Vsetin
5. David Svoboda, G Zlin, Lesni ¢tvrt
6. Zuzana Klukova, G Uherské Hradisté
8. Tomas Nesvadba, G Zlin, Lesni &tvrt
Martina Svehldikovd, G Kroméiiz
9.-11. FEliska Dostdlkovd, G Uherské Hradisté
Michal Skalsky, Masarykovo G, Vsetin
Markéta Svehldkovd, G Kroméfiz

sooscvcesveosoeee Olomouckykraj eeosoccssecosese
Kategorie A

1. Jana Faltynkovd, G Prost&jov, Komenského
2. Lucie Kadrmanovd, G Jesenik
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Kategorie B

1. Vojtéch Milos, G Hranice
2. Lukds Langer, G Hranice
3. Karel Kraus, G Hranice
4. Jakub Sebesta, G Sumperk
5.—6. Petr Kucera, G J. Wolkera, Prosté&jov

Tamara Skokdnkovd, G Olomouc-Hej¢in

Kategorie C

1. Véra Kumovd, G J. Skody, Pierov
2.-3. Jan Kostecky, VOS a SPS Sumperk
Marie Krocovd, G J. Skody, Pferov
4. Karel Benes, G Kojetin
5.—6. Dominik Lachman, G Olomouc-Hejéin
Daniel Navrdtil, G J. Skody, Pierov
7. Pavel Francirek, G Kojetin
8. Daniel Frybort, Cyrilometod&jské G Prostéjov
9.-10. Petra Macigovd, G Hranice
Jan Twvrdik, Cyrilometodé&jské G Prosté&jov

sseosoeoeose Moravskoslezsky kraj es e oo v o cesee
Kategorie A

1. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec
2. Lucie Mohelnikovd, G M. Kopernika, Bilovec
5. Hana Bilkovd, G Frenstat pod Radhostém
Tomas Vejpustek, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba
Tomas Toufar, G M. Kopernika, Bilovec
6.-7. Jan Ohnheiser, SSE Frenstat pod Radhostém
Jan Ptdénik, G Hladnov, Slezskd Ostrava
8. Matis Kopf, Mendelovo G, Opava
9. Jitka Novotnd, G M. Kopernika, Bilovec
10. Helena Svihlovd, G P. Bezrude, Frydek-Mistek
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Kategorie B

. Simona Domesovd, G M. Kopernika, Bilovec
. Matus Kopf, Mendelovo G, Opava

Jan Legersky, G Ostrava-Hrabuvka

. Radka Lunidckovd, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

Miroslav Raska, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Martin Mrovec, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

Jan Samiec, G Cesky Té&sin
Lenka Sloufovd, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Marek Vavrecka, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

Kategorie C

. Lukds Folwarczny, G Havitov, Komenského
. Jiri Biolek, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

Petr Heinz, G Hladnov, Slezskd Ostrava

Eva Klabusayovd, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba
Lucie Martinkovd, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
Jakub Solovsky, G M. Kopernika, Bilovec

. Ondrej Bouchala, G Havitov, Komenského

Ondrej Vejpustek, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Vendula Maulerovd, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

Jakub Stocek, G Havifov, Studentska

Kategorie P

. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec

. Tomds Toufar, G M. Kopernika, Bilovec

. Libor Plucnar, G P. Bezruce, Frydek-Mistek
. Jan KoScdk, Mendelovo G, Opava



12.-13.

14.
15.-16.

17.-18.

19.-20.

21.-22.

23.
24.

Vysledky tustfedniho kola 57. roéniku MO
kategorie A

Vitézové

. Josef Tkadlec, 7/8 G J. Keplera, Praha 6

. Miroslav Klimos, 3/4 G M. Kopernika, Bilovec
. David Klaska, 2/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Alena Peterovd, 8/8 G Dobruska

. Van Nhan Nguyen, 7/8 G Praha 6, Nad Aleji

Samuel Riha, 3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
Jakub Topfer, 7/8 G J. Keplera, Praha 6

. Van Minh Nguyen, 5/6 G Tachov
. Tomds Hrebejk, 8/8 G Praha 4, Pisnicka

Jan Maté&jka, 7/8 G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Alena Skdlovd, 6/6 G Praha 4, Na Vitézné Plani

Dalst ispésni tesitelé

Petr Fiala, 4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Tomds Pavlik, 7/8 G J. Keplera, Praha 6

Jiri Marek, 3/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Hana Sormovd, 3/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Jan Varihara, 7/8 G L. Jarose, Holesov

Libor Mdca, 8/8 G Ttebic

Libor Peltan, 8/8 G Ceské Budgjovice, Ceska
Jakub Mensik, 4/4 G Trebié

Marek Necada, 8/8 G Jihlava

Alezander Sldvik, 7/8 G Brno, Terezy Novikové
Martin Vyska, 7/8 G Praha 6, Nad Aleji

Jir{ Vancura, 3/4 SPS ST Praha 1, Panska
Martin Michdlek, 4/4 G J. K. Tyla, Hradec Kralové

42b.
33b.
30b.
26 b.
24b.
24 b.
24b.
23b.
22b.
22b.
22b.

21b.
21b.
20 b.
19b.
19b.
18b.
18b.
17b.
17b.
16b.
16b.
15D.
14b.
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15.-16.

30
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10.
11.
12.
13.-14.

Vysledky tstfedniho kola 57. roéniku MO
kategorie P

Vitézove

. Miroslav Klimos, 3/4 G M. Kopernika, Bilovec
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13b.
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Kategorie C

Texty uloh
C-1-1
Ur&ete nejmensi pfirozené &islo n, pro néz i éisla v/2n, v/3n, v/5n jsou
pfirozena. (Jaroslav Svréek)
C-1-2

Ctyithelniku ABCD je vepséna kruznice se stiedem S. Urcete rozdil
| ASD| — |xCSD|, jestlize |x ASB| — |« BSC| = 40°.
(Jaromir Simsa)

C-1-3

Mame uréity pocet krabiek a uréity pocet kulidek. Dame-li do kazdé
krabic¢ky pravé jednu kulicku, zbyde ndm n kulicek. Kdyz vsak dame
pravé n krabidek stranou, muzZeme vSechny kulicky rozmistit tak, aby
jich v kazdé zbyvajici krabiéce bylo pravé n. Kolik mame krabicek a kolik

kulicek? (Vojtech Balint)
C-1-4 2v3

Tangram je skladacka, kterou lze vyrobit z pa- 1

piru rozfezdnim vystfizeného ¢tverce na sedm V2

dili podle ¢ar vyznacdenych na obrazku. Pred- 1

pokladejme, Ze délka strany Gtverce je 24/2 cm. 1 111

Rozhodnéte, zda lze z dilti tangramu slozit: /

a) obdélnik 2cm x 4cm, 1 11 V2

b) obdélnik V2cm x 4+v/2cm.

(Pavel Leischner) V2 V2

31



C-1-5

Ve skuping n lidi (n = 4) se néktefi znaji. Vztah ,znét se“ je vzajemny:
jestlize osoba A zné osobu B, pak také B znid A a nazyvame je dvojici
znamych.

a) Jestlize mezi kazdymi ¢tyfmi osobami jsou aspon ¢tyfi dvojice zné-
mych, pak kazdé dvé osoby, které se neznaji, maji spole¢ného znamé-
ho. Dokazte.

b) Zjistéte, pro kterd n = 4 existuje skupina osob, v niZ jsou mezi kaz-
dymi ¢tyfmi osobami aspon tii dvojice zndmych a soucasné se nékteré
dvé osoby neznaji ani nemaji spole¢ného znamého.

c) Rozhodnéte, zda ve skupiné Sesti osob mohou byt v kazdé étvefici
pravé tii dvojice zndmych a pravé t¥i dvojice neznamych.

(Jan Mazak)

C-1-6

Klarka méla na papiru napsano trojmistné ¢islo. Kdyz ho spravné vyna-
sobila deviti, dostala ¢tyfmistné éislo, jez zacinalo touz ¢islici jako ¢islo
puvodni, prostfedni dvé Cislice se rovnaly a posledni ¢islice byla sou¢tem
Cislic pavodniho ¢isla. Které ¢tyrmistné ¢islo mohla Klarka dostat?
(Peter Novotny)

€C=5-=1

Najdéte vSechny dvojice prirozenych Cisel a, b vétSich nez 1 tak, aby
jejich soudet i souéin byly mocniny prvodéisel (s kladnymi celo¢iselnymi
mocniteli). (Jan Mazdk)

C~-§S-2

V daném rovnobézniku ABCD je bod E stfed strany BC a bod F' lezi
uvnitt strany AB. Obsah trojthelniku AFD je 15 cm? a obsah trojihel-
niku FBE je 14 cm?. Urcete obsah étyfuhelniku FECD.

(Peter Novotny)

C-S-3

Ve skupiné Sesti lidi existuje pravé 11 dvojic znamych. Vztah ,znat se“
je vzajemny, tzn. jestlize osoba A zna osobu B, pak také B znd A. Pokud
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se kdokoli ze skupiny dozvi néjakou zpravu, fekne ji vSem svym znadmym.
Dokazte, Ze se timto zptisobem zpravu dozvi nakonec vSichni.
(Vojtech Balint)

cC-1n-1

Trojuhelnik ABC spliiuje pii obvyklém znadeni délek stran podminku
a £ b £ c. Vepsana kruZnice se dotykd stran AB, BC a AC po fadé
v bodech K, L a M. Dokazte, ze z useCek AK, BL a CM lze sestrojit
trojuhelnik, pravé kdyz plati b + ¢ < 3a. (Jaroslav Svréek)

C-1-2

Klarka udélala chybu pfi pisemném nésobeni dvou dvojmistnych cisel,
a tak ji vyslo éislo o 400 mensi, nez byl spravny vysledek. Pro kontrolu
vydélila éislo, které dostala, mensim z nasobenych ¢isel. Tentokrat podi-
tala spravné a vysel ji neuplny podil 67 a zbytek 56. Ktera éisla Klarka
nasobila? (Jaromir Simsa)

C-1-3

Dokazte, Ze pokud ve skupiné Sesti osob existuje aspon deset dvojic zné-
mych, pak v ni 1ze nalézt tii osoby, které se znaji navzajem. Vztah ,znat
se“ je vzajemny, tzn. jestlize osoba A zna osobu B, pak také B zna A.
Ukazte, ze takova trojice existovat nemusi, jestlize ve skupiné Sesti osob
je méné nez deset dvojic znamych. (Vojtech Balint)

C-n-4

Najdéte vSechny trojice celych éisel z, y, z, pro néz plati

x+y\/§+zx/7=y+2\/§+z\/7.

(Jan Mazak)
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Reseni tiloh

C-1-1

Vysvétlime, pro¢ prvociselny rozklad hledaného ¢isla musi obsahovat jen
vhodné mocniny prvocisel 2, 3 a 5. Kazdé ptripadné dalsi prvoéislo by se
v rozkladu ¢isla n muselo vyskytovat v mocning, jejiz mocnitel je délitelny
dvéma, tfemi i péti zaroveri (viz ndvodnou tlohu 1). Po vyskrtnuti tako-
vého prvocisla by se ¢islo n zmensilo a zkoumané odmocniny by pfitom
zustaly celociselné.

Polozme proto n = 2%3%5¢, kde a, b, ¢ jsou pfirozena &isla. Cisla /3n
a v/5n jsou celd, proto je exponent a nasobkem ti{ a péti. Také v/2n je celé
Cislo, proto musi byt ¢islo a liché. Je tedy lichym nasobkem patnécti: a €
€ {15,45,75,...}. Analogicky je mocnitel b takovy ndsobek deseti, ktery
pii déleni tfemi dava zbytek 2: b € {20,50,80,...}. Cislo ¢ je pak tim
nasobkem Sesti, ktery pii déleni péti dava zbytek 4: ¢ € {24,54,84,...}.
Z podminky, Ze n je nejmensi, nakonec plyne n = 215320524,

Pfesvédéime se jesté, ze dané odmocniny jsou prirozena ¢isla:

V2on = 28319512 /3 = 253758 /5 = 233255,
Zdvér: n = 215320524

C-1-2

Paty kolmic ze stfedu S vepsané kruZnice ke strandam AB, BC, CD
a DA ozna¢me po fadé pismeny K, L, M a N (obr.1). Pravotihlé troj-
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uhelniky ASK a ASN jsou shodné podle véty Ssu. Maji totiz spolecnou
preponu AS a shodné odvésny SK a SL, jejichz délka je rovna polo-
méru vepsané kruznice. Ze shodnosti téchto trojthelnikti plyne jednak
znamé tvrzeni o délkach tecen (|AK| = |AN]|), jednak shodnost uhli
ASK a ASN, jejichz spole¢nou velikost oznacime a:

|xASK| = |¥ASN| = o

Analogicky zjistime shodnost trojuhelniki SBK a SBL, dale pak
SCL a SCM, nakonec SDM a SDN. Na zakladé uvedenych shodnosti
zjistime, Ze lze polozZit

|«BSK| = |«xBSL| =, |xCSL|=|xCSM|=~,
|«xDSM| = |«DSN|=4.

Odtud a z obr. 1 pak plyne

|xASD| — |xCSD| = (a+08)—(y+d) =a—vy=
= (a+B) — (y+ B) = |xASB| — |xBSC| = 40°.

Zdvér: |xASD| — |xCSD| = 40°.

C-1-3

Oznacime-li z poclet krabicek a y pocet kuli¢ek, vede zadani na soustavu
rovnic
T+n=y a (z—n)-n=y (1)

s nezndmymi x, y a n z oboru pfirozenych ¢isel. Vyloudenim neznamsé y
dostaneme rovnici  +n = (z — n) - n, kterd nema feSeni pro n = 1. Pro
n 2 2 dostaneme

n?+n 1o 2
=N —
-1 n—1’

T =

odkud vidime, Ze (pfirozené) éislo n — 1 musi byt délitelem ¢isla 2. Tedy
n € {2,3}. Pfipustné hodnoty n dosadime do (1) a soustavu vyfesime
(ze téz vyuzit posledni vztah). Pro n = 2 dostaneme z = 6, y = 8 a pro
n=3uréimezr=6ay=09.

Zkouska: Mé&jme Sest krabi¢ek a osm kulic¢ek. KdyZ do kazdé krabicky
dame pravé jednu kulicku, zbyde n = 2 kulidek. KdyZ vsak odebereme
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dvé krabi¢ky, mizeme do zbyvajicich étyf rozdélit kulicky pravé po dvou.
Podminky tlohy jsou tedy splnény. Pro Sest krabicek a devét kulicek
provedeme zkousku stejné snadno.

Zdvér: Bud mame Sest krabi¢ek a osm kuli¢ek, nebo Sest krabicek
a devét kulicek.

C-1-4
a) Obdélnik slozit lze (obr. 2).

4
Obr. 2

b) Celkova délka ,iracionalnich® stran vSech dild tangramu je
10v/2 cm. Je tedy rovna obvodu obdélniku, ktery mame sloZit.

Pro cela nezaporna ¢isla a, b, ¢, d plati, ze Délku tusecky lze vyjadrit
ve tvaru a + bv/2 a soucasné ve tvaru ¢+ dv/2, pravé kdyz a = ca b = d.
Rovnost a + bv/2 = ¢ + dv/2 je totiz ekvivalentni se vztahem a — ¢ =
= (d—0b) V2, jehoz levé strana je celé &islo, zatimco pravé strana je pro
d # b iracionalni. Rovnost nastava, jen kdyz plati a = c a b = d.

Vidime tedy, Ze vSechny ,iracionalni* strany dili tangramu museji
byt umistény na hranici sklddaného obdélniku. To vSak neni mozné, ne-
bot protilehlé ,iracionalni“ strany kosodélnikového dilu maji vzdalenost
mensi nez 1 cm, kdezto nejmensi vzdalenost protilehlych stran obdélniku
je V2cm.

Zavér: Obdélnik 2cm X 4cm lze z tangramu slozit, ale obdélnik
V2 cm x 44/2 cm slozit nelze.

C-1-5

a) Ozna¢me A, B dvé osoby, jeZ se neznaji, a pfidejme k nim libovolné
dalsi dvé osoby X a Y. Kdyby ani osoba X, ani osoba Y nebyla spole¢nym
zndmym osob A a B, méli bychom ze vSech Sesti dvojic ve ¢tvetfici ABXY
aspon tfi dvojice neznamych: dvojici AB, dvojici AX nebo BX a dvojici
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AY nebo BY. Dvojice znamych ve étverici ABXY by tak byly nejvyse
t¥i, coz odporuje predpokladu ze zadani ¢asti a). Tim je ¢ast a) dokazéna.

b) Skupina pozadovanych vlastnosti existuje pro viechna n 2 4. Jako
priklad staci zvolit skupinu, v niz se osoba A neznd s nikym a ostatni
se znaji navzajem. Pak existuje dokonce n — 1 dvojic osob, které se ani
neznaji, ani nemaji spoleéného znamého, a mezi kazdymi ¢tyfmi osobami
jsou aspon t¥i dvojice znamych.

c¢) Budeme predpokladat, Ze Sestice osob s popsanou vlastnosti existu-
je. Vyuzijeme grafickych znazornéni, v nichz osoby zakreslime jako body.
Plnou (resp. ¢arkovanou) useckou, kterou nékteré dva z téchto bodu spo-
jime, vyznacime dvojici zndmych (resp. dvojici nezndmych).

7 kazdého bodu grafického znézornéni skupiny Sesti osob vychazi
pravé pét tsecek. Podle Dirichletova principu jsou proto aspon tii usec-
ky, jez vychazeji z téhoz bodu, stejného typu (jsou bud éarkované, nebo
plné). Oznaéme body A, B, C, D, E a F tak, aby byly téhoz typu tsecky
AB, AC a AD, a predpoklddejme nejprve, Ze oznacuji dvojice znamych.
Ve ctverici ABCD jsou vsak podle predpokladu pravé tfi dvojice ne-
znamych, a proto je trojihelnik BCD v grafickém znézornéni zakreslen
carkované. Ve ¢tverici BC DFE pak usecky EB, EC, ED nutné pfedstavuji
dvojice znamych (obr. 3). Odtud plyne, Ze ve ¢tvefici ABDE jsou aspoi
¢tyfi dvojice znamych, které na obr. 3 znéazornuji usecky AB, AD, EB
a ED, coz odporuje nasemu predpokladu. Piipad, kdy usecky AB, AC
a AD predstavuji dvojice nezndmych, vede ke sporu analogicky (v pted-
chozich uvahach staci zaménit vztahy zndat se a neznat se a samoziejmé
i carkované a necarkované tsecky).

K D

Obr. 3

Zaveér éasti c¢): Neexistuje skupina Sesti osob, kterd ma v kazdé své
Ctverici pravé tii dvojice znamych a pravé tii dvojice neznamych.
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C-1-6

Hledejme ptivodni &islo 2 = 100a + 10b + ¢, jeho# &islice jsou a, b, c. Cisli-
ci, kterd se vyskytuje na prostfednich dvou mistech vysledného soucinu,
oznaéme d. Ze zadani plyne:

9(100a + 10b + ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a + b + ¢), (1)

priéemz vyraz v posledni zavorce predstavuje ¢islici shodnou s posledni
&islici souéinu 9¢. To ovSem znamend, Ze nemuze byt ¢ = 5: pro takové ¢
totiz kondi ¢islo 9c ¢&islici neprevysujici 5, a protoze a # 0, plati naopak
a+b+c>c25.

Také zfejmé je ¢ # 0 (v opacném pripadé by platiloa =b=c=z =
= 0). Ostatni moZnosti vySetiime sestavenim nésledujici tabulky.

c 9c a+b+c| a+bd
1 9 9 8
2 18 8 6
3 27 7 4
4 36 6 2
Tabulka 1
Rovnost (1) lze pfepsat na tvar
100(b — a — d) = 10d + a + 11b — Sc. (2)

Hodnota pravé strany je aspoil —72 a mensi nez 200, nebot kazdé z &isel a,
b, ¢, d je nejvyse rovno deviti. Je tedy bud b—a—d = 0,nebo b—a—d = 1.

V prvnim piipadé po substituci d = b — a upravime vztah (2) na tvar
8¢ = 3(7b—3a), z néjz vidime, Ze ¢ je nasobkem tfi. Z tabulky 1 pak plyne
¢ =3,a=4-0b, coz po dosazeni do rovnice 8¢ = 3(7b— 3a) vede k FeSeni
a =0b =2 ¢= 3. Pivodni ¢&islo je tedy z = 223 a jeho devitindsobek
9z = 2007.

Ve druhém ptipadé dosadime d = b — a — 1 do (2) a zjistime, Ze
8c+110 = 3(7b — 3a). Vyraz 8c+ 110 je tudiz délitelny tfemi, proto &islo
¢ dava pri déleni tfemi zbytek 2. Dosazenim jedinych moznych hodnot
c=2ab=6—a do posledni rovnice zjistime, ze a = 0, coz odporuje
tomu, Ze ¢islo x = 100a + 10b + ¢ je trojmistné.

Zaveér: Klarka obdrzela ¢tyfmistné ¢islo 2 007.
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Pozndmka. Tabulka 1 nabizi jednodussi, ale numericky pracnéjsi po-
stup pfimého dosazovéani vSech pripustnych hodnot ¢isel a, b, ¢ do rov-
nice (1). Pocet vSech moZnosti lze omezit na deset odhadem b 2 a, ktery
zjistime pomoci vhodné upravy vztahu (1) — napiiklad na tvar (2).
Reseni uvadime v tabulce 2.

a 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
b 7 6 5 4 5 4 3 3 2 1
c 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
9z ||1539 (2349|3159 |3969 (1368|2178 (2988|1197 |2007 [1026

Tabulka 2

C-S-1

Z podminky pro soudin plyne, Ze a i b jsou mocninami téhoz prvodisla p:
a=7p",b=p° kder, s jsou celd kladna ¢isla. Kdyby bylo p liché, byl by
soucet a + b délitelny kromé ¢isla p i ¢islem 2, takZe by nebyl mocninou
prvoéisla. Je-li p = 2 a r < s, je soufet a +b = 2"(1 4+ 2°7") opét Eislo
sudé délitelné lichym ¢islem vétsim nez 1, neni tudiz mocninou prvodisla.
Analogicky dojdeme ke stejnému zavéru i v piipadé, kdy r» > s. Zbyva
proto jedind moznost: a = b = 27, kde r je celé kladné &islo. Zkouska
a+b=2"+2" =21 a ab = 22" potvrzuje, Ze FeSenim jsou viechny
dvojice (a,b) = (27,27), kde r je celé kladné &islo.

C=S—=2

Oznaéme v vzdéalenost bodu C od piimky AB, a = |AB| a z = |AF)|.
Pro obsahy trojuhelniki AFD a FBE (obr.4) plati: Sypp = %:c cv =
= 15, Sppg = %(a —z) - %’U = 14. Odtud zv = 30, av — zv = 56.

D C
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Se¢tenim obou rovnic nalezneme obsah rovnobé&zniku ABCD: Sapcp =
= av = 86 cm?. Obsah ¢tyithelniku FECD je tedy Srepcp = Sapcp —
— (SaFp + SrBE) = 57cm?.

Jiné feSeni. Trojuhelniky BEF a ECF maji stejnou vysku z vr-
cholu F' a shodné zdkladny BE a EC. Proto jsou obsahy obou trojuhel-
nikidl stejné. Z obr.5 vidime, Ze obsah trojihelniku CDF' je polovinou

D C

S1 425,

S
Sy

Obr. 5

obsahu rovnobé&zniku ABCD (oba ttvary maji spole¢nou zakladnu C'D
a stejnou vysku), druhou polovinu tvofi soucet obsahi trojahelniki AF D

a BCF. Odtud Srgcp = Sgcr + Scpr = Sgcr + (Sarp + Sper) =
= Sarp +3SpBE = 57 cm?.

Jiné FeSeni. Do rovnobéZniku ptikreslime usecky F'G a EH rovno-
bézné se stranami BC a AB tak, jak znazorniuje obr.6. Rovnob&Zniky

Obr. 6

AFGD a FBEH jsou svymi thlopfickami DF a EF rozdéleny na
dvojice shodnych trojuhelniki. Je tedy Sgpr = Sarpp = 15cm?
aSyrg = Sper = 14 cm?. Ze shodnosti rovnob&znika HECG a FBEH
navic snadno nahlédneme, Ze vSechny &ty¥i trojuhelniky FBE, EHF,
HEC a CGH jsou shodné, takze obsah ¢tyttuhelniku FECD je Sapp +
+3SpBE = 57 cm?.
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C-S5-3

Jednotlivé osoby oznacdime pismeny A, B, C, D, E a F. Aspon jedna
z nich (ozna¢me ji A) ma aspon ¢tyti znamé (pokud by méla kazda osoba
nejvyse tii zndmé, bylo by zndmyjch dvojic méné nez deset). Kdyby méla
dokonce p&t znamych, dozvi se zpravu od kazdého ve skupiné a muze ji
komukoli ve skupiné sdélit.

Pokud mé osoba A pravé ¢tyfi zndmé, napiiklad osoby B, C, D a E,
existuje ve skupiné osob A, B, C, D, E nejvyse 10 zndmosti (obr. 7, dvo-
jice zndmych znézornuji tsecky), a tak se osoba F' musi znat s nékterou
osobou X € {B,C, D, E}. Moznost $ifeni zpravy od libovolné osoby ke
kterékoli jiné snadno ovéfime podle obr. 8.

D

A B
Obr.7 Obr. 8

Jiné Feseni. Znazornéni kterékoli mnoziny pravé jedenacti dvojic zna-
mych ve skupiné Sesti osob obdrzime odstranénim ¢ty¥ z patnacti hran
uplného grafu (obr.9, v ném z kazdého uzlu vychézi pravé pét hran). Po
odstranéni pouze &yt hran z grafu na obr. 9 musi tedy z kazdého vrcholu
vychézet asponl jedna hrana. Ve skupiné tedy neexistuje ¢lovék, ktery by

Obr. 9

nikoho neznal. Aby se proto zprava nemohla od nékteré z osob rozsifit ke
vSem ostatnim, musela by v pfislusném grafu existovat bud aspoii jedna
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oddélena dvojice, nebo dvé oddélené trojice, v nichz se osoby znaji na-
vzajem. V zadné z téchto situaci vSak pocet dvojic znamych nepfevysuje
sedm, jak vidime z obr. 10. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Obr. 10

c-n-1

Ozna¢me z = |AK| = |AM|, y = |BL| = |BK]|, z = |CM| = |CL|
(obr.11) shodné tseky tecen z jednotlivych vrcholt trojuhelniku k ve-

psané kruznici. Zfejmé plati:
a=y+z b=z+z, c=zx+vy. (1)
7 uvedenych rovnosti vidime, Ze dand podminka
b+c<3a (2)

je ekvivalentni nerovnosti
T <y+z, 3)
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coZ je nutn4 podminka existence trojuhelniku se stranami délek z, y a z.

Dosazenim z (1) do podminek b < caa < b zjistime, Ze z S yay S .
To znamend, Ze dalsi dvé trojihelnikové nerovnostiy < z4+zaz < z+y
jsou automaticky splnény, takZe nerovnost (3), a tim i (2) je podminkou
postacujici. Tim je tvrzeni ulohy dokazéano.

C-1-2

Ozna¢me x mensi a y vétsi z nasobenych ¢isel. Podle zadéani plati xy —
— 400 = 67z + 56, neboli

z(y — 67) = 456. (1)

Cislo z je tedy dvojmistny délitel &isla 456 = 22 - 3 - 19. Ze zadani navic
plyne, Ze &islo x je vétsi nez prislusny zbytek 56. Nejmensi takové z je
z = 3-19 = 57. Pro kazdy dalsi takovy délitel plati z = 4-19 = 76
ay—67<2-3=6, takze y < 73 < z, coZ odporuje zvolenému oznaceni
x < y. Je tedy x = 57 a y = 75. Snadno ovéiime, Ze tato ¢isla vyhovuji
zadéani ulohy.

Zaver. Klarka nasobila ¢isla 57 a 75.

cC-1n-3

Nazvéme A osobu (pfipadné jednu z osob), kterd méa v dané skupiné
nejvice zndmych, a tento pocet zndmych ozna¢me n. Z¥ejmé je n < 5.

Je-lin = 5, existuje mezi zbyvajicimi osobami aspor pét dalsich dvojic
znamych. Kterakoliv z téchto dvojic pak tvoii s osobou A trojici znamych.

Je-li n = 4, existuje osoba B, kterd se s A nezna, a ta ma rovnéz
nejvyse ¢tyfi zndmé. Proto se mezi zndmymi osoby A vyskytuji asponi
dvé dvojice znamych. Osoba A s jednou z téchto dvojic tvoii opét trojici
znamych.

Situace n < 3 nemulZe nastat, protoZe celkovy poéet dvojic zndmyjch
ve skupiné je pak nejvyse % -6n <09.

Priklad skupiny Sesti osob s deviti dvojicemi, ale s Zaddnou trojici
znamych je zndzornén grafem na obr. 12. V ném body A, B, C, D, E a F
predstavuji jednotlivé osoby a dvojice zndmych jsou vyznaceny tsecka-
mi. Pfitom zadné t¥i z Gsedek netvoii trojuhelnik. Pokud je ve skupiné
méné nez devét dvojic znamych, sestrojime vhodny priklad odstranénim
prislusného poctu usecek z obr.12 (pfitom urcité Zadny trojihelnik ne-
vznikne).
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Obr. 12 Obr. 13

Jiné TFeSeni. Je-li v Sestici osob aspon 10 dvojic znamych, je v ni nej-
vyse 5 dvojic nezndmych, nebot vSech dvojic je pravé 15. Budeme proto
naopak predpokladat, Ze se v kazdé trojici najde dvojice nezndmych, a do-
kéZeme, Ze v celé Sestici je takovych dvojic alespon 6. Za uvedeného pied-
pokladu muZeme oznaceni osob zvolit tak, aby v trojicich ABC a DEF
byly dvojice nezndmych AB a DE. Pak dalsi ¢tyfi rizné dvojice nezné-
myjch najdeme (po jedné) v trojicich ACD, AEF, BCE, BDF (kazda
dvojice se vyskytuje nejvyse v jedné z uvedenych Cétyt trojic a zadna
z téchto trojic neobsahuje ani dvojici AB, ani dvojici DE; jinymi slovy
(obr. 13) libovolné dva z uvedenych trojuhelnikdi maji spoleény nejvyse
jeden vrchol, tedy zadnou stranu).

Priklad pro mensi poet dvojic zndmych sestrojime stejné jako v pred-
chozim feSeni.

C-1n-4
Rovnici prepiSeme na tvar
z—y=(z-y)V3+(z—2)VT7

a umocnime. Po jednoduché upravé dostaneme

(z—y)* =3(z—y)* = 7(z - 2)> = 2(z — 2)(2 — y) V21, (1)
Pro = # z a y # z nemuzZe rovnost (1) platit, protoze jeji prava strana
je v takovém pripadé ¢islo iraciondlni, kdezto leva je ¢islo celé. Rovnost
tedy muze nastat, jen kdyZ z = z nebo y = z.
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V prvnim pfipadé po dosazeni z = z do puvodni rovnice dostaneme
z—y=+3(z—y). Odtud z =y = .

Ve druhém ptipadé, kdy y = z, dojdeme analogicky k témuz vysledku.

Zdveér. Resenim dané rovnice jsou viechny trojice (z,vy, z) = (k, k, k),
kde k je libovolné celé cislo.
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Kategorie B

Texty dloh

B-1-1
Najdéte vSechna pfirozena &isla k, pro néz je zapis &isla 6% - 72007 v de-
sitkové soustavé zakonlen dvojéislim a) 02; b) 04. (Eva Ridkd)
B-1-2

V pésu mezi rovnobézkami p, ¢ jsou dany dva razné body M a N. Se-
strojte kosoctverec nebo ¢tverec, jehoz dvé protéjsi strany lezi na pfim-
kidch p a ¢ a body M a N lezi po jednom na zbyvajicich dvou stranéch.

(Jaromir Simsa)

B-1-3
Jsou-li z a y redlna &isla, pro néz plati z° 4+ 3® < 2, potom =z +y < 2.
Dokazte. (Jdn Mazdk)
B-1-4

Najdéte vSechny pravothlé trojiuhelniky s délkami stran a, b, ¢ a délkami
téZnic g, tp, te, pro néz plati a + t, = b + t,. Uvazujte oba ptipady, kdy
AB je a) pfepona, b) odvésna. (Pavel Novotny)

B-1-5

Urdete vSechny dvojice a, b redlnych ¢isel, pro néz méa kazd4 z kvadratic-
kych rovnic
ar® +2bz+1=0, bz’+2ax+1=0

dva razné realné kofeny, pricemz pravé jeden z nich je obéma rovnicim
spoleény. (Jaroslav Svréek)

46



B-1-6

Obdélnik 2005 x 2007 je rozdélen na c¢erné a bilé jednotkové ctverecky.
Dokazte, Ze pak pro jednu z barev (&ernou nebo bilou) existuje vice nez
95 800 pravouhelniki (sloZenych z jednotkovych &tvereckil), jez se navza-
jem nepfekryvaji a jejichz rohovéa policka maji vesmés zvolenou barvu,
pficemz kaZzd4 z jejich stran obsahuje asponl dva ¢tverecky.

(Pavel Leischner)

B-S-1
Jestlize libovolné prvodislo vydélime tficeti, bude zbytkem ¢islo 1 nebo
prvodislo. Dokazte. (Vogtech Balint)
B-S-2

Urcete vSechny dvojice (a, b) redlnych éisel, pro néz maji rovnice
2+ Ba+bz+4a=0, 22+ 3b+a)z+4b=0
spoleény realny kofen. (Jaroslav Svréek)

B-S-3

V roviné jsou dany dvé rovnobdzky p a ¢, bod A na p¥imce p a bod M
lezici uvnitf pasu mezi pfimkami p a q. Sestrojte koso¢tverec nebo ¢tverec
ABCD tak, aby strana AB lezela na pfimce p, strana C'D na pfimce ¢
a aby thlop¥icka BD prochézela bodem M. (Jaromir Simsa)

B-1l-1

Uvazujme dvé kvadratické rovnice
2 —ax—b=0, z2—bzx—a=0

s redlnymi parametry a, b. Zjistéte, jaké nejmensi a jaké nejvétsi hodnoty
muZe nabyvat soucet a + b, existuje-li pravé jedno redlné cislo x, které
soucasné vyhovuje obéma rovnicim. Urlete déle vSechny dvojice (a,b)
redlnych parametrli, pro néz uvaZovany soudet téchto hodnot nabyva.
(Jaroslav Svrcek)
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B-1Il1-2

V trojthelniku ABC maé thel « velikost 20°. Vypocitejte velikosti ihla
[ a 7, plati-li rovnost a + 2v, = b + 2vy. (Pavel Novotny)

B-1-3

V roviné je dan rovnobé&znik ABCD, jehoz uhlopficka BD je kolma ke

strand AD. Ozna¢me M (M # A) prusecik pfimky AC' s kruZnici o pru-

méru AD. Dokazte, Ze osa tsecky BM prochdzi stfedem strany CD.
(Jaroslav Svréek)

B-1l-4

Hokejovy turnaj se hraje systémem ,kazdy s kazdym“. V pribéhu turnaje
se kazdéa dvojice druzstev stfetne pravé jednou. Turnaj se odehrava po
jednotlivych kolech. Pfi sudém poctu druzstev sehraje kazdé v jednom
kole jeden zépas, pfi lichém poétu mé v kazdém kole jedno z druzstev
volno. Za remizu dostane kazdy ze souperi po jednom bodu. Pokud zapas
neskon¢i remizou, dostane vitéz dva body, porazeny neziska zadny bod.
O poradi v tabulce rozhoduje pfedevsim poéet bodti, pii rovnosti bodt
pak skére. Po odehréni nékolika kol neméla zadna dvojice druzstev stejny
pocet bodu. Dokazte, Ze v tom pifipadé uz posledni v tabulce ztratil nadéji
na celkové vitézstvi. Ulohu Feste pro turnaj

a) deseti druZstev,

b) jedenécti druzstev. (Martin Pandk)
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Regeni tiloh

B-1-1

Opakovanym nésobenim ¢islem 6 zjistime, Ze posledni dvojcisli mocnin
6% pro k =1,2,3,... jsou postupné

06, 36, 16, 96, 76, 56, 36, 16, 96, 76, 56, . . . , (1)

opakuji se tedy od druhého ¢lenu s periodou délky 5. Podobné opakova-
nym néasobenim ¢islem 7 zjistime, Ze posledni dvojcisli mocnin 7™ pro
m =1,2,3,... jsou postupné

07,49, 43,01, 07,49, 43,01, ..., (2)

opakuji se tedy jiz od prvniho ¢lenu s periodou délky 4.

a) ProtoZe kazda mocnina Sesti je zakondena &islici 6, bude &islo 6% -
. 72007=k zakon&eno dvojkou, jediné kdyZ bude &islo 720°7—* zakonceno
dvojéislim 07 (jiné dvojéisli z (2) nevyhovuje). Nésobenim é&isly 6, 36,
16, 96, 76 a 56 oviem zjistime, Ze ¢&islo 6% - 72007=k mize mit v takovém
pfipadé na pfedposlednim misté jen nékterou z ¢islic 1, 3, 4, 5, 7, 9.
Zakonceni dvojcislim 02 proto neni mozné.

b) ProtoZe kazd4 mocnina Sesti je zakoncena &islici 6, bude &islo
6% . 72007=k zakonéeno étyikou, pravé kdyz 72°°7—* bude zakonéeno dvoj-
¢islim 49 (jiné dvojéisli z (2) nevyhovuje). Nasobenim vSemi riznymi
&isly z (1) zjistime, ze 6 - 72907=F je zakonéeno dvojéislim 04, jediné kdy#
6% konéi dvojcislim 96. Cislo 6% konéi na 96, pravé kdyZz je mocnitel k
tvaru k = 4+ 5a; &islo 72°97=F konéi na 49, pravé kdyz p¥islusny mocnitel
mé tvar 2007 — k = 2 + 4b. Dosazenim k = 4 + 5a dostaneme rovnici
2007 —4 — 5a = 2 4 4b, kde a a b jsou celd nezaporna ¢isla. Z ni vychézi
_ 2001 — 5a 00— g — a—l.

4

Aby bylo b celé, musi byt a — 1 délitelné ¢tyimi, tedy a = 4¢ + 1; potom
b =499 — 5¢, k = 9 + 20c. Mocnitel 2007 — k rovny 1998 — 20c nemuze
byt zaporny, proto ¢ < 99.

Cislo 6% . 72007=k je zakondeno dvojcislim 04, pravé kdyz je &islo k
tvaru k = 9 + 20c, kde c € {0,1,2,...,99}.

b

Pozndmka. Rovnice tvaru az + by = ¢, kde a, b, ¢ jsou dana cela ¢isla
a z, y celoCiselné neznamé, se nazyva linearni diofantickd rovnice o dvou
neznamych.
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B-1-2

V kosoétverci (Etverci) jsou vzdalenosti protilehlych stran stejné. Nasim
tkolem je tedy vést body M a N rovnobézky, jejichz vzdalenost je rovna
vzdalenosti d rovnobézek p a ¢. Pata P kolmice z bodu M ke strané
hledaného kosoc¢tverce prochazejici bodem N lezi na Thaletové kruznici
nad primérem M N a mé od bodu M vzdalenost d (obr. 14). Odtud plyne
konstrukce:

Obr. 14

Sestrojime Thaletovu kruznici k£ nad primeérem M N a kruZnici | se
sttedem M, jejiz polomér je roven vzdalenosti d pfimek p a ¢. Oznacéime
P prusecik kruznic k a [. Na pfimce PN lezi jedna ze stran hledaného
(koso)é&tverce. Protilehld strana prochazi bodem M a je s pfimkou PN
rovnobézna.

Vznikly rovnobéZnik je skuteéné kosodtverec nebo ¢tverec, nebot ze
shodnosti vysek vyplyva shodnost stran.

Diskuse: Existence feSeni je podminéna existenci bodu P. Ziejmé pak
nemize byt NP || ¢, protoZe by to znamenalo, Ze je |M P| < d, takze rov-
nobézky prochazejici body M, N vidy vytnou poZadovany rovnobé&znik.
Je-li [MN| > d, maji kruznice k a ! dva riizné priseéiky P; # P, (obr. 15),
takZe tloha mé dvé feSeni. Je-li |[M N| = d, potom P = N; stranu koso-
¢tverce prochazejici bodem N sestrojime jako kolmici na M N a tloha
ma jen jedno feSeni. V pfipadé |M N| < d nemd tloha FeSeni.

B-1-3

Tvrzeni dokdzeme sporem. Ptipustme, Ze plati z+y > 2. Potom y > 2—=,
takze y3 > (2—1)3, nebot funkce s = 3 je v proménné ¢ rostouci v celém
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oboru realnych &isel. Proto plati
B4y >+ (2-2)d=8-122+622=6(x—-1)2+22>2.

To je ve sporu s predpokladem. Tim je tvrzeni dokdzano.

Jiné FeSeni. Dvojélen 22 +y? rozlozime na souéin (z+y)(z? —zy+y?).
Kdyby platilo = +y > 2, pak bychom pro druhy &initel 22 — zy + % méli
odhad
2

1 3
a? —zy+y? = Z(w+y)2+z(w—y)

Pro vyraz 23 + y® by pak platilo

> 1.

PP =(c+y)@@®-zy+y?)>2-1=2.
To je opét ve sporu s predpokladem. Tim je tvrzeni dok4zano.
B-1-4

a) Nechf a i b jsou odvésny (obr.16). Potom podle Pythagorovy véty

A
1
50
1
3b
B %a %a
Obr. 16
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plati

takZze podminka a +t, = b + t;, ma tvar

a+1/b2 + _b+ 2+

Protoze z nerovnosti a > b vyplyva (viz zavéretnou poznamku) t, > t,,
jsou nésledujici tpravy ekvivalentni:

:”b2+ E 2, Ha2
\[(1

2a — 2b = \/4a2? + b2 — \/4b? + a2,
4a? — 8ab + 4b? = 5a% + 5b% — 21/(4a2 + b2)(4b2 + a?),
2v/4a% + 17a2b2 + 4b* = a® + 8ab + b?,
16a* + 68a%b? + 16b* = a* + 16a%b + 66a%b? + 16ab> + b*,
15a* — 16a3b + 2a%b? — 16ab> + 15b* = 0.

Mnohoclen na levé strané posledni rovnice je zfejmé délitelny dvoj-
¢lenem a—b (pro a = b je totiz roven nule). Délenim zjistime, Ze vysledny
mnohoclen tretiho stupné méa opét stejnou vlastnost, takze po opakova-
ném déleni pfevedeme zkoumanou rovnici do souc¢inového tvaru

(a —b)*(15a® + 14ab + 15b%) =

Posledni rovnost plati, pravé kdyz a = b, protoze 15a2 + 14ab + 156% > 0
pro kazdou dvojici realnych ¢isel a, b.
V pfipadé a) muzeme postupovat i nésledovné: Odectenim rovnosti

N ON SO}

3
t2 -2 = Z(b2 — a?).

dostaneme

Na obou stranich posledni rovnice jsou rozdily druhych mocnin. Pfe-
vedeme je na soudiny a pak vyuZijeme danou rovnost a + t, = b+t
upravenou do tvaru t, —t, = b — a:

(ta —tp)(ta + o) = %(b —a)(b+ a),
(b—a)(te +tp) = %(b—a)(a+b).
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Kdyby bylo a # b, vyjde t, +t, = %(a + b); to spolu s rovnosti
to —ty =b—a dava t, = %b — %a, tedy t, < b, coZ odporuje tomu, Ze t,
je prepona a b odvésna téhoZ pravotihlého trojihelniku (obr. 16). Proto
musi platit rovnost a = b.

b) Necht napf. a je pfepona (je-li pfepona b, staci strany a, b v na-
sledujicim textu navzajem vyménit). Potom z Thaletovy a Pythagorovy

véty plyne
ta = g, ty = \/02 + (g)2 = \/a2 - b2+ (g)z,

a rovnost ze zadani méa tedy tvar

3a

5 =b+ a2—b2—|—(9>2.

2

ProtoZe prepona a je delsi nez odvésna b, tedy a > b, jsou nasledujici
upravy ekvivalentni:

3a — 2b = \/4a? — 3b2,
9a% — 12ab + 4b* = 4a® — 3b?,
5a% — 12ab + 7b% = 0,
(a —b)(5a —Tb) =0,
5a — 7b = 0.

Zavér: Rovnost a + t, = b+ t, plati pro pravouhlé rovnoramenné
trojuhelniky s odvésnami a = b a pro pravouhlé trojihelniky, které maji
strany v pomd&ru 5 : v/24 : 7, a pfitom nejkrat$i z nich je (tfeti) strana c.

Pozndmka. Téznice obecného trojthelniku (at je pravouhly ¢&i nikoliv)
maji stejnou vlastnost jako jeho vysky: ke kratsi strané sméfuje delsi
téZnice. Odtud plyne, zZe rovnost a + t;, = b + t, plati, pravé kdyz a = b.

[Nerovnosti mezi stranami a, b a mezi ¢astmi t&znic %t 2

a» 5tp Porovname

poloroving vytaté osou strany AB.]

B-1-5

Ze zadani vyplyva, Zze a # 0, b # 0 (rovnice by nebyly kvadratické)
a a # b (rovnice by byly totozné, a pokud by mély dva redlné koreny,
byly by oba spoleéné).

53



Ozna¢me xg spoleény kofen obou rovnic, takze
ax%+2bm0+1 =0, bx%—}-Qaazo—i—l:O.
Odectenim obou rovnic dostaneme
(a — b)(x2 — 220) = zo(a — b)(zo — 2) = 0.

Protoze a # b a 0 zfejmé kofenem danych rovnic neni, musi byt spoleénym
korenem ¢islo o = 2. Dosazenim do danych rovnic tak dostaneme jedinou
podminku 4a + 4b + 1 = 0, neboli

b=—a-—-.

4
Diskriminant druhé z danych rovnic je pak 4a’® — 4b = 4a® + 4a +
+1 = (2a + 1)?, takZe rovnice mé dva riizné redlné kofeny pro libovolné
a # —%. Podobné diskriminant prvni z danych rovnic je 4b> — 4a =
=4b%+4b+1 = (2b+1)%. Rovnice ma tedy dva rfizné realné kofeny pro

libovolné b # ——;— neboli a # %.

Z uvedenych predpokladi vSak zaroven plyne, Ze musi byt a # —-%
(b#0)aa#—% (a#b). 1 o
_é_i;fée; Vyhovuji vSechny dvojice (a,—a — 3), kde a € R\ {-3, -7,

B-1-6

Budeme hledat obdélnik co nejmensiho obsahu, v némz musi byt obsa-
7en pravouhelnik, ktery mé vSechna rohova policka stejné barvy. Sitka 2
nestaci (pfi libovolné délce by naptiklad mohl byt jeden cely fadek cerny
a druhy bily). Uvazujme tedy obdélnik sitky 3. Jeho sloupce mohou byt
obarveny osmi zptsoby (obr. 17):

Obr. 17

Je-li obdélnik slozen jen ze Sesti sloupcii 2 aZ 7, nemé zadny pravo-
thelnik s rozméry vétsimi nez 1 v ném obsazeny vSechna rohova policka
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téZze barvy. Uvedenych Sest sloupct totiz predstavuje vSechny moznosti,
jak obarvit sloupec slozeny ze tii policek dvéma barvami, aby nebyl jed-
nobarevny (jednobarevné jsou pak zbyvajici dva sloupce 1 a 8). Kdyby
v takovém obdélniku existoval pravothelnik s rohovymi policky téze bar-
vy, byly by pfislusné sloupce stejné.

MA4-li vak obdélnik sifky 3 délku aspon 7, jsou v ném bud dva stejné
sloupce, nebo v ném je néktery z jednobarevnych sloupctt (1 a 8). V pfi-
padé dvou stejnych sloupct je existence pravouhelniku se stejné obarve-
nymi rohovymi policky zfejméa. Nejsou-li zadné dva sloupce stejné, ale je
tam jednobarevny sloupec barvy A, musi v obdélniku byt i sloupec, jehoz
dvé policka maji barvu A. Tento sloupec a jednobarevny sloupec barvy A
vymezuji pravouhelnik, jehoZz vSechna rohova policka maji barvu A.

Dany obdélnik 2 005 x 2007 nyni rozdélime na dvé ¢asti 2002 x 2007
a 3 x 2007. Protoze 2002 = 7 - 286, 2007 = 3 - 669, sklada se prvni
Cast z 286 - 669 neprekryvajicich se obdélniki 7 x 3. V druhé casti
je jeSté dalsich 286 obdélniki 7 x 3. Obdélnikti 7 x 3 je tedy celkem
286 - 669 + 286 = 286 - 670 = 191 620. V kazdém z nich je obsazen aspon
jeden pravouhelnik, ktery mé vSechna rohova poli¢ka stejné barvy. Pro
nejméné polovinu takto nalezenych obdélnikt, tedy pro alespori 95 810 je
pak barva rohovych poli stejna.

B-S-1

Libovolné prvodislo p lze napsat ve tvaru p = 30a + z, kde a je celé
nezaporné a z, 1 £ z < 29, je zbytek pfi déleni ¢isla p tficeti (je-li p
prvocislo, miizeme nulovy zbytek vyloudit).

Jestlize p je prvodislo mensi nez 30, je zfejmé z = p také prvodislo.

Predpoklddejme tedy, Ze p je prvodislo vétsi nez 30, takZe a = 1.
Pfipustme, Ze zbytek z neni ani é&islo 1, ani prvodislo, a ozna¢me ¢ jeho
nejmensi prvoéiselny délitel. Ziejmé plati ¢ < z < 30 < 72, odkud ¢ < 7
neboli ¢ € {2,3,5}. Protoze ¢islo 30 je délitelné dvéma, tiemi i péti, je
délitelné prvoéislem ¢, takze i ¢islo p = 30a + z je prvocislem ¢ délitelné.
Nemtze to tudiz byt prvodislo.

Jiné feSeni. Vyjadieme ¢islo p ve tvaru p = 30a + z. Kdyby bylo
zbytkem z nékteré z ¢isel 0,4, 6,8,10,12, 14,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, bylo
by p sudé a ptitom vétsi nez 2, takze by nebylo prvocislem. Kdyby bylo
zbytkem nékteré z ¢isel 9, 15, 21, 27, bylo by p délitelné tfemi a pritom
vétsi nez 3 a nemohlo by byt prvocislem. Koneéné pii zbytku 25 by bylo
p délitelné péti a pritom vétsi nez 5, takze ani pak by to nebylo prvocislo.
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Strucénéji feéeno: Protoze kazdé slozené ¢islo mensi nez 30 je soudélné
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