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O pribéhu 43. rocniku matematické olympiady

Soutéz Matematickd olympidda ve skolnim roce 1993/94 poradaly pro
zaky strednich a zakladnich skol Ministerstvo skolstvi, mladeze a té-
lovychovy CR ve spolupraci s Jednotou ¢eskych matematikii a fyziki
a Matematickym tstavem AV CR. Soutéz fidil tGstiedni vybor matema-
tické olympiady (UV MO) prostiednictvim oblastnich a okresnich vybort
matematické olympiady.

Cilem soutéze je vyhledavani zaki talentovanych v matematice, pro-
bouzeni jejich hlubstho zajmu o matematiku a rozvijeni jejich matema-
tickych schopnosti. Ve skolnim roce 1993/94 se uskutecnil jeji 43. ro¢nik.

Ustedni vybor MO pracoval ve slozeni, v ném# byl jmenovan minis-
terstvy Skolstvi CR a SR na pétileté obdobi pfi zahajeni 39. ro¢niku.
Piedsedou UV MO byl doc. dr. Leo Bocek, CSc., z MFF UK v Praze,
tajemniky byli dr. Karel Hordk, CSc., z MU AV CR v Praze a dr. Jifi
Binder, CSc., z PF UK v Praze.

V pribéhu 43. roéniku MO se konala dvé zasedani UV MO, prvni
v prosinci 1993 v Brné, druhé 25.-26. dubna 1994 na gymnaziu v Jevicku
pri celostatnim kole kategorie A. Hodnotil se pritbéh soutéze, zabezpeceni
celostatnich soustfedéni uspésnych resiteli MO véetné soustiedéni pro
pripravu na MMO a organizace dalsich kol soutéze a v neposledni radé
i dalsi spoluprace mezi ¢eskym a slovenskym vyborem olympiady.

Pro zéky stfednich skol byla soutéz organizovana ve ctyrech katego-
riich A, B, C a P. Kategorie A byla urcena zaktm 3. a 4. ro¢niku strednich
skol, kategorie B byla pro zdky 2. ro¢nikii a v kategorii C soutézili zaci
1. ro¢nikt. Pro zaky vsech trid strednich skol byla urcena jesté katego-
rie P, zamérend na tlohy z programovani a matematické informatiky.

V kategoriich A, B a C ma I. kolo dvé ¢asti. V prvni ¢asti resi soutézici
Sest tloh doma nebo v matematickych krouzcich a mohou se pritom radit
se svymi uciteli, vedoucimi krouzkt apod. Druha ¢ast ma formu klauzurni
prace, v niz fesi zaci t¥i ilohy v omezeném ¢ase ¢yt hodin. Resitelé, kteif
uspésné projdou prvnim kolem, jsou pozvani do druhého (oblastniho)
kola soutéze, kde resi Ctyri tlohy opét v limitu ¢tyT hodin.



V kategoriich A a P se kona jesté treti, celostatni kolo. V ném je
vlastni soutéz rozdélena do dvou dnti. V kategorii A Tesi soutézici kazdy
den t¥i tlohy v ¢asovém limitu ¢tyt hodin, v kategorii P ve stejném limitu
vzdy dvé tlohy.

Novinkou letosnich celostatnich kol MO byla skutecnost, ze se poprvé
oddélilo poradani soutéze v Ceské republice a ve Slovenské republice. V-
borna spoluprice s nasimi slovenskymi kolegy vsak nadéle trva, v obou
zemich probihala vSechna kola matematické olympiady ve stejnych termi-
nech a se stejnymi soutéznimi ilohami. Podobnou spolupraci planujeme
i na pristi léta. Rozdéleni soutéze se promitlo do poctu ticastnikii a trochu
i do kvality soutéze, konkurence v mensi zemi je pochopitelné mensi.

V letosnim skolnim roce se stejné jako v tom predchozim ukéazalo, ze
v soucasné dobé obnovujiciho se kapitalismu neni snadné ziskat ochotné
organizatory, kteri by byli schopni zajistit financ¢ni prostiedky k uspora-
dani celostatniho kola MO, kdy# dotace MSMT na tuto akei jsou velice
skromné. A tak hrozbu, ze se 43. celostatni kolo MO vibec konat ne-
bude, odvratila stejné jako vloni Slechetnd nabidka dr. Daga Hrubého,
feditele Gymnazia v Jevicku, ze akci bude mozno po roce usporadat
opét v malebném vychodoceském mésté, kterému drivéjsi titul kralovské
udélil Premysl Otakar II. privilegiem z 6. srpna 1258.

Celostatni kolo 43. ro¢niku se tak uskutecnilo v Jevicku od 24. do
27. dubna 1993 (kategorie A) a od 27. do 30. dubna 1994 (katego-
rie P). Obétavi ¢lenové pedagogického sboru tamniho gymnézia v Cele
s dr. Hrubyn nejen dobre zabezpecili podminky pro samotnou soutéz, ale
piipravili pro soutézici i ¢leny UV MO bohaty doprovodny program.

Vybrana druzstva se zucastnila mezinarodni matematické olympiady
i mezinarodni olympiady v informatice. Témto soutézim je vénovana sa-
mostatna kapitola v zavéru této rocenky.

K matematické olympiadeé vedle vlastni soutéze patii i fada doprovod-
nych akei pro talentované zéky. Z akei porddanych oblastnimi vybory MO
k nim zejména patii seminare pro fesitele MO a instruktaze pro ucitele.
Pro nejuspésnéjsi resitele oblastnich kol MO a korespondencnich semi-
naru byla porddana (vétsSinou tydenni) soustfedéni.

Ustiedni vybor MO zajistoval t¥i celostatni soustfedéni. Pro zaky
nematurujicich ro¢niki to bylo jiz tradi¢ni soustfedéni fesiteld iloh MO
a FO. Probéhlo ve dnech 13.-24.6. 1994 v Jevicku. Dalsi dvé soustredéni
byla vénovana pripravé naseho druzstva na mezinarodni matematickou
olympiadu a konala se 10.-13. kvétna a 20.-24. cervna 1994 opét v Je-
vicku.



Tabulka 1
Pocty zaki strednich skol soutézicich v I. kole 43. ro¢niku MO

Krai Kategorie Gelk
raj A B C P elkem
S U|S U|S U|S U| S U
Praha 87 46| 62 36| 73 47|27 27| 249 156
Stredocesky 94 30| 8 33 |119 58|17 12| 316 133
Jihocesky 55 37| 51 25| 63 48| 8 7| 177 117
Zépadocesky 57 35| 68 33104 65|15 10| 244 143
Jihlava 38 24| 42 22| 60 30| O O] 140 76
Jihomoravsky 55 39| 75 33|138 88|15 15| 283 175
Moravskoslezsky 109 571|104 59| 184 68|17 5| 414 189
CR 495 268 | 488 241 | 741 404 | 99 76 | 1823 989

Tabulka 2
Pocty zaku stiednich Skol soutézicich v II. kole 43. ro¢niku MO
eat Kategorie el
raj A B C P elkem
S U S U S U|S U]|S U

Praha 46 281 36 11 47 43|27 12| 156 94
Stredocesky 29 5| 32 3 54 32|10 41125 44
Jihocesky 32 23| 23 8 39 26| 6 0| 100 57
Zapadocesky 35 13| 32 7 63 50| 10 2| 140 72
Jihlava 21 71 16 2 22 12| 0 0] 59 21
Jihomoravsky 38 18 | 27 4 79 66| 15 9| 159 97
Moravskoslezsky 57 24| 59 16 68 49|17 5201 94
CR 258 118 | 225 51 372 278 | 85 321|940 479
S ... pocet vsech soutézicich U ... pocet Uspésnych resitelu



10.
11.-12.

13.-15.

16.-19.

20.-21.

22.-24.

Vysledky celostatniho kola 43. roéniku MO
kategorie A

Vitézové

David Pavlica, 3.r. G M. Kopernika Bilovec
Martin Necesal, 3.r. G Brno, kpt. Jarose
Robert Samal, 3.r. G Praha 5, Zborovska
Petr Kanovsky, 3.r. G Brno, kpt. Jarose
Libor Masicek, 3.r. G Brno, kpt. JaroSe

. Jan Mach, 4.r. G M. Kopernika Bilovec

David Opéla, 2.r. G M. Kopernika Bilovec

. Filip Krska, 3.r. G Brno, kpt. Jarose

Jan Vanek, 4.xr. G Praha 5, Zborovska

Michal Benes, 2.r. G Praha 5, Zborovska

Michaela Prokesovd, 3.r. G C. Budgjovice, Jirovcova
Jan Rychtar, 3.r. G Strakonice

Dalsi tispesni resitelé

Frantisek Sanda, 4.r. GJV Klatovy
Jaroslav Sevcik, 4.r. G Brno, kpt. Jarose
Karel Viborng, 2.r. G Praha 5, Zborovska
Igor Gliicksmann, 4.r. G Pisek

Stanislav Hencl, 4.r. G Pardubice DaSicka
Jitka Necasovd, 4.r. G Praha 5, Zborovska
Petr Vilim, 2.r. G M. Kopernika Bilovec
Milan Hokr, 4.r. G Praha 5, Zborovska
Jan Hradil, 4.r. G Brno, kpt. Jarose

Michal Johanis, 4.r. GJKT Hradec Kr., Tylovo nabr.

Daniel Krdl, 2.xr. G Zlin, Lesni ¢tvrt
Karel Svadlenka, 3.r. G C. Budgjovice, Jirovcova

. Michal Fabinger, 3.r. G Praha 6, Nad aleji

Pavel Korber, 4.r. G Praha 5, Zborovska

29 b.
28 b.
27b.
26 b.
26 b.
24 b.
24 b.
23b.
23b.
21b.
20 b.
20 b.

18b.
18b.
18b.
17b.
17b.
17b.
17b.
16b.
16 b.
15b.
15b.
15b.
14D.
14b.
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Vysledky celostatniho kola 43. roéniku MO
kategorie P

Vitézové

. Robert Spalek, 2.r. G Brno, ti. kpt. Jarose
. Petr Kanovsky, 3.r. G Brno, tf. kpt. Jarose
. David Stanovsky, 3.r. G Pardubice

Daniel Skarda, 4.r. G Praha, Zborovska

. Petr Novdk, 4.r. G Brno, tf. kpt. Jarose

Dalsi uspesni resitelé
Jaroslav Sevéik, 4.r. G Brno, ti. kpt. Jarose
Jiri Hdjek, 3.r. G Praha 5, Zborovska
Tomas Miiller, 2.r. G MI. Boleslav
Mikulas Patocka, 1.r. G Brno, tf. kpt. Jarose
Stanislav Hencl, 4.r. G Pardubice

. Jan Kratochvil, 1.r. G Praha 8, U libenského zamku

Martin Mares, 3.r. G Praha 8, U libenského zamku
Jiri Valdsek, 4.xr. G Jablonec n. N.
Pavel Machek, 3.r. G Praha 5, Zborovska

31b.
30b.
28b.
28 b.
27b.

25b.
24 b.
23 b.
23b.
22b.
21b.
21b.
21b.
20 b.



vevs v

Nejtspésnéjsi resitelé I1. kola MO
v kategoriich A, B, C a P

7 kazdého kraje a z kazdé kategorie jsou dle dostupnych vysledki uvedeni
vsichni tspésni Tesitelé, kteri skoncili do desatého mista. Oznaceni G
znamena gymnazium.

N W N =
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ecoceececoeooe KrajPraha eecececececececcecce

Kategorie A

. Robert Sdmal,, 3M, G Praha 5, Zborovské
. Michal Benes, 2M, G Praha 5, Zborovska
. Karel Vigbomyj, 2, G Praha 5, Zborovska

Milan Hokr, 4M, G Praha 5, Zborovska

. Pavel Kuncat, 3M, G Praha 5, Zborovska

Jan Vanek, 4M, G Praha 5, Zborovska

. Jan Hora, 4M, G Praha 5, Zborovska
. Norbert Vanek, 3, G Praha 5, Zborovska

Pavel Korber, 4M, G Praha 5, Zborovska
Jitka Necasovd, 4M, G Praha 5, Zborovska

Kategorie B

. Jiri Vaneék, 2D, G Praha 5, Zborovska

. Petr Holzhauser, 2D, G Praha 5, Zborovska
. Jan Vodicka, 2D, G Praha 5, Zborovska

. Karel Vigborny, 2A, G Praha 5, Zborovska

. Tomas Barta, 2D, G Praha 5, Zborovska

Martin Hokes, 2D, G Praha 5, Zborovska
Petr Honzik, 2D, G Praha 5, Zborovska

. Michael Frouza, 2D, G Praha 5, Zborovska

Viclav Subrta, 2D, G Praha 5, Zborovska



Vit Svachoucek, 2D, G Praha 5, Zborovska
Martina Fialova, 2A, G Praha 10, Vodéradska

Kategorie C

1. Petr Pudlak, 1D, G Praha 5, Zborovska

2.-3. Libor Inovecky, 1D, G Praha 5, Zborovska
Bernard Jaros, 1D, G Praha 5, Zborovska

4.-7. Jan Spevak, 1A, G Praha 1, Hellichova
Martin Rumlena, 1D, G Praha 5, Zborovska
Denisa Chabovd, 1C, G Praha 6, Parlérova
Karel Kulhavy, 1D, G Praha 8, U libenského zamku

8.-9. Vit Hradecky, 1D, G Praha 6, Arabska
Kristyna Kastlovd, 1C, G Praha 1, Stépanska

10.-12. Stanislav Duben, 1A, G Praha 3, Sladkovského

Adam Rogalewicz, 1D, G Praha 5, Zborovska
Miroslav Uller, 1D, G Praha 5, Zborovska

Kategorie P

0 O UL W N

. Robert Sdmal, 3.D, G Praha 5, Zborovska

. Pavel Machek, 3.D, G Praha 5, Zborovska

. Jan Kratochvil, 1.C, G Praha 5, U libenského zamku
. Martin Mares, 3.E, G Praha 5, U libenského zamku
. Jiri Hajek, 3.D, G Praha 5, Zborovska

. Martin Veselka, 4.E, G Praha 5, Zborovska

. Daniel Skarda, 4.E, G Praha 5, Zborovska,

Milan Vancura, 4.E, G Praha 5, Zborovska
9. Karel Kulhavy, 1.D, G Praha 5, U libenského zamku

1

o

eooeeo0eoe oo oo Stredofesky kraj
Kategorie A

1. Martin Jaros, 3, G Benesov
2. David Sitensky, 4, G Kladno
3. Pavel Kucera, 4, G Mlada Boleslav

. Vojtéch Pavlik, 4.D, G Praha 5, U libenského zamku

® 6 0000000 0 600
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4. Marek Kobera, 4, G Beroun
5. Jan Wasserbauer, 3, G Mladd Boleslav

Kategorie B

1. Ondrej Crha, 2, G Mlad4 Boleslav
2.-3. Jiri Franta, 2, G Ptibram
Veronika stulikovd, 2, G Beroun

Kategorie C

1.-2. Vladimir Pilng, 1, G Cesky Brod
Petr Sedlacek, 1, G Benesov

3.-4. Jiri Lukavsky, 1, Sport. G Kladno
Tomas Marsik, 1, SOU Mlada Boleslav

Kategorie P

1. Tomas Muiller, 2, G Mlada Boleslav
2. Viaclav Petricek, 4, G Mlada Boleslav
4. Pavel Starosta, 2, G Benesov

Jir{ Srain, kvarta, G Beroun

ecocecocoecsooeee JihoCeskykraj eeceecoooeo0eccoce
Kategorie A

1. Jan Rychtar, 3C, G Strakonice
2. Roman Otec, 4A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova,
3. Karel Svadlenka, 3A, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
4. -5. Ondrej Pangrac, 4B, G Pelhfimov
Michaela Prokesovd, 3A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
6. -7. Igor Gliicksmann, 4D, G Pisek
Viclav Finék, 4C, SZeS Blatna
8. Tomds Mrkvicka, 4A, G Strakonice
9. -10. M. Andrle, 4A, Ceské Budé&jovice, Jirovcova
Ondrej Mares, 4A, Ceské Budéjovice, Jirovcova,

12



Kategorie B

. Markéta Elisovd, 2A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
. Jan Hubicka, 2A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Jana Husovd, 2C, G Strakonice
Petr Jindra, 2A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Pavel Zeman, 2C, G Tabor

. Jan Huml, 2A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
. Lenka Baborova, 2C, G Strakonice

Stanislav Mikes, 2A, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova

Kategorie C

. M. Kulhavyj, 1A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
. Karel Carva, IV, G Tabor

Dusan Kollar, 1A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Vlastimil Kozdk, 1, SPSS Tabor

Petr Pruner, IV, G Tabor

Miroslav Siman, 1A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

. Lukds Oborsky, 1, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Viclav Porod, 1, G Tyn nad Vltavou

. Kamil Novdk, 1A, G Strakonice

Jan Radil, 1A, G Humpolec
Erika Ventlukovd, 1A, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

eo0o0o0o000000 Plzefiskykraj evoeeoecoceceecococoe

Kategorie A

. Marek Vecka, 4, G Domazlice

2. Jitka Lhotska, 4M, 1. G Plzen

. Robert Pelikan, 4M, 1. G Plzen

Frantisek Sanda, 4, G Klatovy

. Michal Skop, 4M, 1. G Plzen
. Milos Mulac¢, 4MF, 2. G Plzen

Martin Orsag, 4, G Klatovy
Jan Pospisil, 4M, 1. G Plzen
Tomads Soukup, 3M, 1. G Plzen

13



10.

Petr Pisek, 4M, 1. G Plzen

Kategorie B

. Dalibor Smid, 2M, 1. G Plzen
. Kristina Forstova, 2M, 1. G Plzen

Vojtech Ocelik, 2M, 1. G Plzen
Jakub Slovan, 2M, 1. G Plzen

. Michal Jezek, 2M, 1. G Plzen

Jan Ludvik, 2M, 1. G Plzen

. Tomas Suda, 2, G Klatovy

Kategorie C

. Jakub Hendrich, 1M, 1. G Plzen
. Jiri Houska, 1M, 1. G Plzen
. Robert Janisch, 1M, 1. G Plzen

Vlastimil Kulda, 1M, 1. G Plzen

. Martin Moravec, 1, Svob. chebska skola Cheb
. Tomds Ebelendr, IMF, 2. G Plzen

Kamil Rezdc, kvarta, G Klatovy

. Ondrej Nezdara, 1, Svob. chebska skola Cheb

Eva Reitspiesova, kvarta, G Klatovy
Jiri Trnka, IMF, 2. G Plzen

Kategorie P

. Viadimir Kraus, 3B, 1. G Plzen

2. Jan Pospisil, 4A, 1. G Plzen

14

eocoeeoocceee Libereckykraj eeoeeececeeoececoooce
Kategorie A

Michal Kaut, 4, G F.X. Saldy Liberec
Pavel Strnad, 3, G F.X. Saldy Liberec



10.

Kategorie B

. Michal Celler, G F.X. Saldy Liberec

Cenék Svoboda, G F.X. Saldy Liberec

Kategorie C

. Hynek Boril, SPSSE Liberec

Jan Brezina, G F.X. Saldy Liberec
Petr Sidlof, G F.X. Saldy Liberec

. Ondrej Hordcek, G Jablonec nad Nisou

Pavel Rais, G F.X. Saldy Liberec

. Jana Brotdnkovd, G Ceska Lipa

Jiri Jon, G Tanvald

. Patrik Endler, G Tanvald

Matéj Stransky, G F.X. Saldy Liberec
Katerina Jindrovd, G Ceské Lipa

EEEEEEEERX V}'fchodniéechy 0000000000000

Kategorie A

. Stanislav Hencl, 4D, G Pardubice

. Alena Pisova, 3D, G Pardubice

. Michal Johanis, 4A, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
. Petr Vodstrcil, 2A, G Policka

Boris Letocha, 4A, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

. Arnost Komdarek, 3D, G B. Némcové, Hradec Kralové

Karel Houfek, 4A, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
Petr Doubek, 3D, G Pardubice

. Michal Rada, 3A, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

Ladislav Ostry, 4A, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
Michal Rossler, 4A, G Ceska Tiebova
David Stnovsky, 3D, G Pardubice

Kategorie B

. Petr Vodstrcil, G Policka

15
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. Ales Krdl, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
. Petr Chocholous, G J.K. Tyla, Hradec Kralové
. Vojtech Rejddk, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

Vit Zddra, G Policka
Martin Tajovsky, G B. Némcové, Hradec Kralové

Kategorie C

. Petr Lidman, G J.K. Tyla, Hradec Kralové
. Tomas Bilek, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

Jiri Zika, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
Zdenka Broklovad, G Policka

. Jan Fator, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

Jan Petras, G J.K. Tyla, Hradec Kralové
Petr Luner, G Moravské Trebova

. Martin Klima, G Havlickuv Brod
. Pavel Prihoda, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

Lucie Sedlakova, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
Josef Uchytil, G Turnov
Ales Privetivy, G Pardubice

eoooo0ocooeoocoeoe Jhlava eeceececococoeecoscce

Kategorie A

. Iveta Tomenenddlova, 4A, G Jihlava

. Martina Benesovd, 4A, G Jihlava

. Frantisek Lavicky, 3D, SPS Zdar nad Sizavou
. Tomas Vejchodsky, 3B, G Jihlava

. Petr Cdsa, 3B, G Jihlava

Martin Cerng, 2A, G Zdar nad Sazavou
Helena Madlkova, 4A, G Moravské Budéjovice

Kategorie B

. Jakub Machek, 2A, G Zdar nad Sazavou

Petr Priplata, 2B, G Jihlava



10.-12.

AW N =

Kategorie C

. Vit Nemecky, kv., G Nové Mésto na Morave
. Markéta Hladkd, kv., G Ttebic

David Lastovicka, 1B, G Ttebic
Jindrich Makovicka, 1B, G Tel¢

. Tomds Tichy, 1A, G Zdar nad Sazavou
. Jana Humpolickovd, 1A, G Jihlava

Inka Pibilova, 1A, G Jihlava

Jiri Roubinek, 1A, G Zdar nad Sizavou
Martin Drdla, 1B, G Zdar nad Sazavou
Lucie Kantorovd, 1C, G Zdar nad Sazavou
Daniela Makerovd, 1B, G Tel¢

eeoeoo0e00e Jihomoravskykraj eeeeocoecoceoecce

Kategorie A

. Petr Kamnovsky, 3A, G Brno, tf. kpt. Jarose

Libor Masicek, 3A, G Brno, t. kpt. Jarose

. Lenka Bardkova, 4A, G Brno, tt. kpt. Jarose

Filip Krska, 3A, G Brno, tf. kpt. Jarose

. Mikulas Pinos, 4A, G Brno, tt. kpt. Jarose

Jan Hradil, 4A, G Brno, tf. kpt. Jarose

. Martin Necesal, 3A, G Brno, tf. kpt. Jarose
. Jan Strejcek, 3A, G Brno, tr. kpt. Jarose

Jaroslav Sevéik, 4A, G Brno, t¥. kpt. Jarose

. Petr Novdk, 4A, G Brno, tt. kpt. Jarose

Ales Vocilka, 3A, G Brno, tT. kpt. Jarose

Kategorie B

. Robert Spalek, 4A, G Brno, ti. Kpt. Jarose
. Richard Stoudek, 2A, G Blansko

. Petr Vejchoda, 2A, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Milan Fikar, 2A, G Brno, tt. Kpt. Jarose
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10.-12.

Kategorie C

. Mikulas Patocka, 1A, G Brno, tf. kpt. JaroSe
. Vitézslav Karasek, 1A, G Brno, tf. kpt. Jarose

Petr Simecek, 3AG, G Brno, t¥. kpt. Jarose

. Tomas Hanzl, 3AG, G Brno, tf. kpt. JaroSe

Martin Jezek, 3AG, G Brno, tf. kpt. JaroSe
Jan Kamelander, 1IBMF, G Brno, tf. kpt. Jarose
Pavel Smerk, 1A, G Brno, Videriska

. Jiri Mikulasek, 1AM, G Brno, t¥. kpt. Jarose

Karel Zitterbart, 4bg, G Zastavka u Brna
Tomds Brauner, 1A, G Moravsky Krumlov
Jaroslav Cerngj, 1A, G Brno, ti. kpt. JaroSe
Oldrich Strazovsky, 1A, G Brno, tf. kpt. JaroSe

Kategorie P

. Petr Kanovsky, 3A, G Brno, tf. kpt. Jarose
. Pavel Bubdk, 2A, G Brno, tf. kpt. JaroSe

Petr Novdk, 4A, G Brno, tt. kpt. Jarose

. Jaroslav Sevcik, 4A, G Brno, ti. kpt. Jarose
. Veéroslav Kaplan, 1A, G Brno, tf. kpt. Jarose
. Mikulas Patocka, 1A, G Brno, tf. kpt. Jarose
. Libor Masicek, 3A, G Brno, tf. kpt. Jarose

Petr Simecek, 3A, G Brno, ti. kpt. Jarose
Robert Spalek, 2A, G Brno, ti. kpt. Jarose

eooo0e00e Severomoravskykraj eeecoeecocooee

Kategorie A

. Jaromir Fiurdsek, 4, G Prerov

Jan Mach, 4, G M. Kopernika, Bilovec

3. David Opeéla, 2, G M. Kopernika, Bilovec

18

. Jan Foniok, 2, G M. Kopernika, Bilovec

David Pavlica, 3, G M. Kopernika, Bilovec

. Petr Vilim, 2, G M. Kopernika, Bilovec

Jan Onderek, 3, Mati¢ni G Ostrava



10.-16.

Petr Dub, 3, SPSE Mohelnice

. Martin Vanek, 4, G Prostéjov

Petr Masopust, 4, G M. Kopernika, Bilovec

Kategorie B

. David Opéla, 2C, G M. Kopernika, Bilovec

. Vaclav Hrbac, 2C, G M. Kopernika, Bilovec

. Petr Skovrori, 2C, G M. Kopernika, Bilovec

. Zbynek Pawlas, 2C, G M. Kopernika, Bilovec
. Jan Foniok, 2C, G M. Kopernika, Bilovec

Premysl Jedlicka, 2E, Mendelovo G, Opava

. Marian Kechlibarov, 2A, G Ostrava-Hrabuvka

Pavel Skalicky, 2D, Slovanské G, Olomouc

Pavel Komisak, 2B, G J. Wolkera, Prostéjov

Jana Erbenovd, 2B, G Bruntal

Michal Batko, 2B, G Novy Ji¢in

Sdrka Cerndkovd, 2F, Mendelovo G, Opava,
Vitézslav Stejskal, 2D, G Ostrava-Poruba, Cs. exilu
Ondrej Blaha, 2, G Olomouc, Na vl¢inci

Jird Simek, 2B, G Jesenik

Tomas Loun, 2D, Slovanské G, Olomouc

Kategorie C

. Marek Elias, kvarta, Maticni G Ostrava

Jan Vybiral, 1C, G M. Kopernika, Bilovec

. Antonin Navratil, 1C, G M. Kopernika, Bilovec

Radim Janda, 1A, G Hlu¢in
Petr Kolovrat, 8C, ZS Opava, Oticka

. David Kubanek, 1B, G Havitov, Komenského
. Tomas Blumenstein, 1B, G J. Wolkera, Prostéjov
. Jirt Fojtik, 1C, G M. Kopernika, Bilovec

Ivo Skola, 1C, G M. Kopernika, Bilovec
Ladislav Vondracek, 1B, G Havitov, Komenského

19



20

Kategorie P

1. Petr Vilim, 2C, G M. Kopernika, Bilovec
2. Zdenék Romanek, 4C, G Bruntal
3. Radek Hejbal, 4F, Opava, Komenského



Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Pavouk Hubert usoukal pavudinu, jejiz tvar je vyznacen na obr.1. Po
praci se oddal zaslouzenému odpo¢inku v jednom rohu pavuéiny (A),

A

Obr. 1

kdyz tu se najednou v protéjsim rohu (B) chytla moucha. Kolik cest
nejkratsi délky spojujicich tyto dva rohy ma Hubert k dispozici?
(P. Leischner)

C-1-2
Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel m a n, pro které plati
min! = (mn)2.
(Cislo m! je soucin vSech piirozenych &sel 4, 1 < i <m, 1! = 1.)
(J. Simsa)
C-1-3

Sachového turnaje hraného systémem kazdy s kazdym se ztcastnili pouze
prvaci a druhdci. Ackoliv druhédki bylo trikrat vic nez prvaki, ziskali do-
hromady pouze o 3 body vic nez prvaci. Kolik zak se ztcastnilo turnaje?

(P. Cernek)
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C-1-4

V mésté Little York je 10 severojiznich ulic a 10 vychodozapadnich ulic,
které se protinaji ve sto krizovatkach. Autobus mé po uzavieném okruhu
projet vsechny kiizovatky. Navrhnéte jeho trasu tak, aby pocet zmén
sméru jizdy byl co nejmensi. (M. Cadek)

C-1-5

Na stranach BC, C A, AB trojihelniku ABC jsou sestrojeny body Aj,
By, Cy tak, 7e |ACy| = |AB|, |BA;| = %|BC|, |CB;| = $|AC]|. Necht
P, Q, R jsou vzajemné pruseciky primek AA;, BB, a CCy. Porovnejte
obsah trojihelniku PQR se souctem obsahti trojihelniki vyznacenych
na obr. 2. (J. Dula)

Obr. 2

C-1-6

Uvazujme trojihelnik ABC, pro jehoz priseéik vysek M plati |[AB| =
= |CM]|. Vypoctéte velikost 1ihlu pfi vrcholu C' trojihelniku ABC.

C-S-1
Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel x a y, pro které plati
2422 = y! — zl.
C-S-2

Na zimu se pavouk Hubert uchylil do kabinetu matematiky. V ném objevil
dratény model krychle (obr. 3) s délkou hrany 20 cm. Na tomto modelu
nejprve napjal vldkna do vSech sténovych uhlopricek a pak vldkny po-
spojoval navzajem vSechny stiedy stén. Jednou se chtél rychle dostat
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z vrcholu B do vrcholu H. Zvolil si cestu po dratu BF a vldknu FH.
Poradte mu v této prolézacce z drati a vlaken kratsi cestu zpét z H
do B. Urcete rovnéz pocet nejkratsich cest z H do B.

H G

A B Obr.3

C-§8§-3

Je dan konvexni étyfihelnik ABCD o obsahu 100 cm?. Oznaéme stiedy
stran AB, BC, CD a DA po tadé pismeny F, F, G a H. Vypoctéte
soucet obsahu trojuhelniki ABF, BCG, CDH a ADE.

C-u-1
Urcete vSechny trojice prirozenych ¢isel x, y a z, pro které plati

!l —yl =521+ 96.

C=H-=2

Na zemi lezi tézka kovova ty¢ o délce 7 metri. Jeden clovék s ni muze
pohnout jediné tak, ze zvedne jeden konec tyce a otaci ty¢ kolem druhého
konce lezictho na zemi. Kolikrat nejméné musi zvednout a otacet tyc,
aby ji z polohy AB posunul o 12 metri ve sméru polopiimky AB do
polohy A’B’? (Konec A prejde v A’, konec B v B’.) Popiste postup
s nejmensim poctem otaceni a ukazte, ze mensi pocet otaceni nestaci.
Vzajemna poloha a vzdalenosti bodu A, B, A’, B’ jsou uvedeny na obr. 4.

7 5 7
A B A/ B/

Obr. 4
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cC-1n-3

Uvniti obdélniku ABCD lezi body X a Y tak, Ze cely obdélnik je roz-
délen na dva trojiuhelniky ADX, BCY o stejném obsahu a dva konvexni
¢tyttuhelniky ABY X a CDXY rovnéz o stejném obsahu. Dokazte, Ze
potom tusecka XY prochazi stfedem obdélniku.

cC-1n-4

Tentokrat si nas stary znamy pavouk Hubert vybral ke svym hram v ka-
bineté matematiky dratény model pravidelného osmisténu. Jeho stény
tvori 8 rovnostrannych trojihelnikti (obr.5). V kazdé sténé pospojoval

Obr. 5

Hubert vldkny stredy prislusnych hran. Z kolika cest nejkratsi délky si
muze Hubert vybrat, aby se v takto vzniklé siti pavucin a drata dostal
z vrcholu E do vrcholu F'? (M. Cadek)
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ReSeni tloh

C-1-1

Cesty nejkratsi délky vedouci z bodu A do bodu B jsou trojiho druhu:
1. ty, které vedou po tsecce CD, 2. ty, které vedou po tsecce EI, a 3. ty,
které vedou po tseéce GH (obr.6). Jestlize pocCet nejkratsich cest mezi

A 9
D
E
F
G
ief B
Obr. 6

dvéma body X a Y Hubertovy pavuéiny ozna¢ime p(X,Y’), potom pocet
cest nejkratsi délky mezi A a B je

p(A,B) Ip(A,C) -p(D,B) —|—p(A,E) -p(F,B) +p(A,G) -p(H,B).

Zbyva nam tak spocitat pocet cest nejkratsi délky mezi dvéma vrcholy
¢tvercové sité. Po chvili experimentovani zjistime, ze kazda cesta nejkratsi
délky z bodu o soufadnicich [0,0] do bodu o soufadnicich [m,n], m > 0,
n > 0, vede bud ptes bod [m— 1, n], nebo ptes bod [m,n—1]. Proto jejich
pocet je dan souctem p([0,0], [m — 1,n]) + p([0, 0], [m,n — 1]).

Uplatiiujeme-li toto pravidlo postupné na levé tietiné pavuciny, do-
stavame pocty nejkratsich cest tak, jak je uvedeno na obr.7. Proto
p(A,C) =p(H,B) =1, p(A,E) = p(F,B) = 6, p(4,G) = p(D, B) = 15.
Celkovy pocet cest je tedy 1-15+6-6+ 15-1 = 66.

1 3 6 10 15
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C-1-2
Rovnici po déleni mn upravime na tvar
(m—1!(n—-1)!=mn (1)

(klademe 0! = 1). VSimnéme si, ze pro kazdé celé k = 4 plati (k—1)! > k,
nebot

(k—1)1=2-3-...-(k=1)220k—1)=k+ (k—2) > k.

Proto nemohou byt obé ¢isla m, n vétsi nez 3: vynasobenim nerovnosti
(m—1)! >m a (n — 1)! > n bychom dostali spor s rovnici (1). S ohledem
na symetrii miizeme predpokladat, Ze napt. m < 3. Pro m = 1 dostavame
(n — 1)! = n, coz podle predchoziho znamend, ze n < 3; probranim
moznosti n = 1, 2, 3 zjistime, zZe rovnici vyhovuje pouze n = 1. Pro
m = 2 dostavdme (n — 1)! = 2n, coz pro n < 4 zfejmé nenastane; pro
n 2 5 ale plati

(n—1)122-3-(n-1)=6(n—1)=2n+ (dn—6) >2n.  (2)

Kone¢né pro m = 3 dostédvame 2(n — 1)! = 3n, coz v pfipadé n < 5 plati
pouze pro n = 4; pro n = 5 ale podle (2) plati 2(n — 1)! > 4n > 3n.
Hledané dvojice (m,n) jsou (1,1), (3,4) a (4,3).

C-1-3

Oznacme n pocet prvaki, ktef{ se ziicastnili turnaje. Druhakt pak bylo 3n
a celkovy pocet zaku byl 4n. Ti mezi sebou sehrali celkem % “4n(4n — 1)
zapasu. Protoze za vitézstvi je jeden bod, za remizu pil bodu a za prohru
zadny bod, celkovy pocet rozdanych bodi je roven poctu zapasu. Jestlize
tedy prvéci ziskali p bodl a druhéci d bodi, pak

p+d=2n(4n —1).
Druhaéci ziskali jen o tfi body vice nez prvaci, tedy
p=d-—3.
Dosazenim z druhé rovnice do prvni dostaneme

d=n(4n—1)+g.
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Pocet bod1, které ziskali druhéci, je roven aspon poctu bodi, které ziskali
ve vzajemnych zapasech mezi sebou. Tedy

3n(3n —1)

>
- 2

| w

n(dn —1) +

Upravou ziskdme nerovnost n + 3 = n2. V oboru pfirozenych &sel ji
spliuji pouze ¢islan =1, n =2, nebot pron =23 jen+3 < 2n<n-n.

Turnaje se tedy mohli ztucastnit bud 3 druhéci a jeden prvak, nebo
6 druhak a 2 prvéci. V obou pripadech se musime presvedcit, ze turnaj
mohl probéhnout tak, aby byly splnény podminky zadani. V pripadé
CtyT ucastnika ziskal prvik v zdpasech s druhdky 1,5 bodu. Ti pak zis-
kali zbyvajiciho 4,5 bodu. V pripadé 8 tcastnikii ve vSech zapasech mezi
prvakem a druhdkem s vyjimkou jednoho, ktery skoncil remizou, zvitézil
prvak. Prvaci tak ziskali 12,5 bodu a druhéci 15,5 bodu.

C-1-4

Po chvili experimentovani prijdeme na to, ze nejmensi mozny pocet zmén
sméru na okruhu je 20. Jeden z vice moznych navrhi takového okruhu
je znazornén na obr. 8. Podstatnou casti feseni je vSak diikaz toho, Ze na
kazdém okruhu prochéazejicim pres vSechny krizovatky je aspon 20 zmén
smeéru.

Obr. 8

Predpoklddejme prvné, ze okruh je takovy, ze autobus jede po kazdé
z deseti severojiznich ulic. Vzdy, kdyz na néjakou severojizni ulici prijizdi,
a vzdy, kdyz z ni odbocuje, musi zménit smér. Téchto zmeén je tedy aspon
2-10 = 20.

Pokud autobus nejede po nékteré ze severojiznich ulic, musi pres ni
projizdét na deseti krizovatkach. Jede tedy po vSech deseti vychodozapad-
nich ulicich. Stejnou tvahou, jakou jsme provedli uz drive, dostavame, ze
pocet zmén sméru je aspon 20.
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C-1-5

Trojuhelnik ABC' je rozdélen na tfi tmavé vyznacené trojuhelniky, tii
¢tyruhelniky a trojithelnik PQR. Soucet obsahti vsech téchto trojihelniki
a Ctyrtihelnik je roven obsahu trojuhelniku ABC. Obsahy trojtihelniku
ABA;, BCB; a CACY jsou rovny jedné tfetiné obsahu trojihelniku ABC.
Proto plati

S(ABA,) + S(BCB;) + S(CAC;) = S(ABC).

V souctu na levé strané je plocha kazdého z tmavé vyznacenych troj-
thelnikt zapocitana dvakrat, plocha ¢tyitihelniki je zapocitana jednou,
zatimco plocha trojihelniku PQR neni zapocitiana ani jednou. Odtud
plyne, Ze soucet obsahti vyznacenych trojihelniki je roven obsahu troj-
thelniku PQR.

Lze ukazat, ze obsah trojuhelniku PQR je roven jedné sedminé obsahu
trojuhelniku ABC.

C-1-6

Oznacme O patu vysky z vrcholu A, P patu vysky z vrcholu B a Q
patu vysky z vrcholu C. Trojthelniky ABP a M CP maji pravé thly
u vrcholu P. V pripadé, ze thel u vrcholu C' je ostry, shoduji se rovnéz
v thlech pti vrcholech B a C. Pro ostrothly trojihelnik (obr.9) to dokéa-
zeme takto:

|xABP| = 90° — |xQM B| = 90° — |x PMC| = |« PCM]|.

(Dtkaz pro trojihelnik s neostrym tihlem pri vrcholu A nebo B provedte
samil) Protoze |AB| = |C M|, jsou oba trojihelniky shodné. Specidlné
|CP| = |BP]|, pravouhly trojihelnik BCP je rovnoramenny a thel pfi
vrcholu C' je tedy roven 45°.

V pripadé, ze thel u vrcholu C je tupy (mize byt pravy?), dokdzeme
analogicky, ze AABP = ACMP. (Provedte podrobné!) Odtud plyne,
7e |MP| = |PB]|, a tedy v trojihelniku BMP je tihel pii vrcholu M
roven 45°. Uhel pii vrcholu C je proto roven 135°, jak se presvédcéime
vypoc¢tem v ¢tyfuhelniku COM P (obr. 10).

C-S-1
Levé strana rovnice je kladné ¢islo, proto y = x + 1. Odtud plyne, Ze

U=yl -z 2 (z+ 1) —2!l=2/(z+1-1) =z!z.
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P P o
M C
1a
A Q B A Q B
Obr. 9 Obr. 10

Po vydéleni kladnym &islem 22 dostdvame 24 > (z — 1)!. (Zde klademe
0! = 1.) Tedy z £ 5 a soucasné ma byt y! = 24z% + x!. Dosadime-li za
x cisla 1, 2, 3, 4, 5, zjistime, ze predchozi rovnice ma reseni pouze pro
r=2>5,atoy=06.

Resenim rovnice je jedind dvojice (z,y) = (5,6).

C=5-=2

Cesta z B do H po dratu BF a thlopii¢ce FH ma délku 20(1 + v/2).
Ozna¢me X stied stény EFGH a'Y stfed stény BCGF (obr. 11). Kazda
z useCek HX, XY a Y B ma délku poloviny uhlopricky ve sténé krychle,
tj. 20- %\/5 Proto cesta z H do B po vlaknech HX, XY a Y B ma délku
20 - %\/ﬁ < 20(1 + \/§) Dokéazeme, ze tato cesta je i cestou nejkratsi
délky.

H G
X —
=<
—1 N
E F/
\
VA,
D / C
7
A B Obr. 11

Kazda cesta z H do B, kterd vede pres néjaky vrchol krychle, mé
délku aspoti 20(1++v/2). Proto cesty nejkratsi délky musf nutné vést pies
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stfedy stén. Necht tedy cesta z H vede po pilce thlopricky do stfedu

stény s vrcholem H. Dale mohou nastat tyto moznosti:

1. Cesta vede déle do stény, jejimz vrcholem neni bod B. Potom je jeji
délka vétsi nez 20(3v2 + 3v2 +1).

2. Cesta pokracuje do stfedu protéjsi stény a jeji délka je aspon
20(3v2+1+3V2).

3. Cesta vede do stfedu stény s vrcholem B. Vede-li z tohoto stiedu
pifmo do B, mé délku 20 - $v/2.

Treti pripad dava popis vsech cest z H do B nejkratsi délky. Jejich
pocet je 3-2 = 6. Z bodu H ma pro vybér prvniho tseku cesty nejkratsi
délky Hubert 3 moznosti, pro vybér druhého tiseku cesty ma 2 moznosti
a pro vybér posledniho tiseku pouze jedinou moznost.

C-§-3

Obsah trojuhelniku XYZ budeme oznacovat Sxyz, obsah ¢tyrtihelniku
ABCD oznacime S. Protoze F je sttedem BC a H je stfedem AD, plati

(obr.12)
1 1
SaBF = 3 Sasc, Scpr = 5 Sacp.-

Tedy

C

Obr. 12
1 1
Sapr + Scpn = 3 (Sapc + Sacp) = 3 S.
Zcela stejné dokazeme

1 1
Spcc + Sape = 3 (Spcp + Sasp) = 3 S.

Soucet obsahu trojihelniki ABF, BCG, CDH a ADE je tedy roven
obsahu daného ¢tyfihelniku, tj. 100 cm?.
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C-1-1

Predevsim z! > 96, a proto z 2 5. Tedy ! je dclitelné 5 a pravd strana
dava pri deleni 5 zbytek 1. Proto y! musi davat po déleni 5 zbytek 4, coz
je mozné pouze pro y = 4. ReSme tedy rovnici

z! =5- 214 120. (1)

Miuizeme postupovat dvéma ruznymi zpusoby.
1. Z rovnice plyne, ze x =2 z+ 1, tedy (z 4+ 1)! £5- 21+ 120 a odtud

1202 (z4+ 1) =5-2l=(2—4) -2l

Proto z < 5. Provéfenim vSech péti moznosti z = 1, 2, 3, 4, 5 zjistime, Ze
rovnici (1) vyhovuje pouze jediné z, a to z = 5. Pfitom z = 6.

2. Z rovnice (1) plyne, ze z! > 120, tedy z = 6. Cislo z! je proto
délitelné 16. Cislo 120 dava po déleni 16 zbytek 8, proto z! nemiize byt
délitelné 16, a tedy z < 5. Déle postupujeme stejné jako v (1).

Uloha mé jediné feseni (z,y, 2) = (6,4, 5).

C-1n-2

Pr1i kazdém otéaceni tyce zistava jeden jeji konec na misté. Proto k pre-
mistén{ ty¢e z polohy AB do polohy A’B’ nam jedno otaceni nestaci.
Nestaci ani dvé otaceni, protoze prvnim otacenim nepremistime konec A
nebo B do bodi A’ nebo B’. Ukdzeme, jak premisténi provést pomoci
tT1 otaceni.

Uvazujme kruznici k se stfedem B a kruznici k' se stfedem B’, obé
s polomérem 7m (obr.13). Tyto kruZnice se protnou ve dvou bodech.

k A" K’

Obr. 13

Libovolny z nich ozna¢me A”. Prvné ty¢ oto¢ime kolem bodu B tak, aby
konec A padl do bodu A”. Podruhé otoc¢ime ty¢ kolem bodu A” tak, aby
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se konec B premistil do bodu B’. Nakonec oto¢ime ty¢ kolem bodu B’
tak, aby se druhy konec tyce dostal do bodu A’.

C-1n-3

Necht |AB| = a, |BC| = b. Trojihelniky ADX a BCY maji stejny obsah,
a proto vzdalenost bodu X od AD je rovna vzdélenosti bodu Y od BC.
Oznac¢me tuto vzdélenost v. Déle oznac¢me = vzdalenost X od AB a vy
vzdalenost Y od C'D.

D v C

:j

8

Obr. 14

Obsah ¢tyruhelniku ABYX je roven souctu obsahtt dvou pravotihlych
trojihelniki a lichobézniku (obr. 14) a rovna se

%vx+%(b—y)v+%(m+b—y)(a—2v)=%(a—v)(b+z—y).

Stejné spocitame obsah c¢tyruhelntku CDXY:

1 1 1 1
5vy+§(b—x)v+ §(b—:r+y)(a—2v) = 5(a—v)(b+y—:r).
Protoze a > v, plyne z rovnosti obsahii obou ¢tyruhelnik rovnost b +
+x—y =0b+y— 2 neboli z = y. Bod Y je tedy obrazem bodu X
pri stfedové soumérnosti podle stfedu obdélniku. Tim je dokazano, ze
usecka XY prochézi stredem obdélniku.

cC-n-4

Predpokladejme, Ze hrany osmisténu maji délku 1. Kazda cesta z E do F’
musi ziejmé vést bud nékterym z vrcholi A, B, C, D, anebo stfedem né-
které z hran AB, BC, CD, DA (obr. 15). Pfitom nejkratsi cesta z bodu E
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do kazdého z téchto bodi ma délku 1. Pocet nejkratsich cest z bodu F

Obr. 15

do kazdého z vrcholt A, B, C, D je roven 1 a do kazdého ze stfed hran
AB, BC,CD, DA je roven 2. Stejné jsou i pocty nejkratsich cest z téchto
osmi bodi roviny ABC'D do bodu F'. Proto je pocet nejkratsich cest z E
do F roven

1-14+1-14+1-14+1-142-24+2-24+2-2+2-2=20.
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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1
Pro kterd realnd ¢isla a ma rovnice
zt 4622 +azx?+62+1=0
CtyTi rizné kofeny v oboru redlnych ¢éisel? (J. Simsa)
B-1-2
Jestlize pro kladna realna ¢isla a, b, ¢ plati ¢ > a + b, potom
a® 4+ % + ¢® + 3abe > 2(a + b)?c.
Dokazte. (J. Simsa)
B-1-3

Necht P je mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty a necht P(13) = 8 046.
Dokazte, ze soucet koeficientt mnohoc¢lenu P neni prvocislo.
(P. Cernek)

B-1-4

V pravotuhlém trojihelniku ABC's odvésnami délek |AC| = 3cem, |BC| =
= 4 cm ozna¢me M prisecik osy thlu ACB a ptepony AB. Dokazte, ze
vzdalenost stfedlt O, Oy kruznic vepsanych trojihelnikim AMC, BMC

je $1/340 — 170v2 em. (P. Leischner)
B-1-5

Urcete nejvétsi mozny pocet ¢asti, na néz n kruznic rozdéli rovinu (n je
prirozené ¢&islo). (J. Vinarek)
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B-1-6

Urcete nejvetsi mozny objem ¢tyrbokého jehlanu ABC' DV, jehoz zaklad-
nou je koso¢tverec ABCD se stranou délky a a jehoz sténové vysky
z vrcholu V' na hrany AB, C'D maji délku h. (P. Leischner)

Pro ktera realné cisla a maji rovnice

zt—323 —22 - 2x=0a-2,

zt -3 —222 -3x=1-2a
asport jeden spolecny kotfen v oboru redlnych éisel? (J. Simsa)

B-S-2

Urcete nejvétsi pocet dild, na které lze n polopfimkami rozdélit rovinu.
(J. Vinarek)

B-S-3

V pravoihlém trojihelniku ABC s danymi odvésnami a, b oznacme D
patu vysky z vrcholu C na preponu AB. Vypoctéte vzdalenost stiedi Oy,
O kruznic vepsanych trojihelnikim ACD, BCD. (P. Leischner)

B-1l-1

Urcete vsechny hodnoty redlnych ¢isel a, b, pro které je resenim soustavy

rovnic
zt+azd + b2 +ax+1=0,

y 4+ byP +ay? +by+1=0

jedind dvojice redlnych éisel x, y, pricemz navic plati zy < 0.
(P. Cernek)

B-11-2
Rozhodnéte, zda existuje prirozené cislo x, pro které plati
197 + 947 = g'9%4,
(R. Kollar)
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B-11-3

Na ptfeponé AB pravothlého trojihelniku ABC je ddn bod M takovy,
ze kruznice vepsané trojihelnikim CAM a BC'M maji stejny polomér.
Rozhodnéte, co je vétsi: obsah trojihelniku ABC, nebo obsah ¢tverce
o strané [CM|?

B-I11-4

Kazdy z bodu krychle o hrané délky a obarvime pravé jednou ze tii
barev. Dokazte, zZe pak mezi témito body existuji dva téze barvy, jejichz
vzdélenost je vétsf nez Za. (P. Leischner)
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Reseni tloh

B-1-1

Rovnice zfejmé nema koten 0. Po vydéleni obou stran rovnice ¢islem x
upravime rovnici na tvar

2

1 1
x2+—2+6(ac+—>+a=().
T T
) 1 1, o
Polozme u =z + —, pak z + — = u® — 2 a rovnici prepiSeme na tvar
T x

uw? 4+ 6u+a—2=0. (1)
Ze substituc¢niho vztahu dostavame
2 —ur+1=0. (2)

Ma4-1li mit pivodni rovnice étyfi rizné redlné koreny, pak rovnice (1)
musi mit dva rtuzné kofeny (oznac¢me je u; a uz), stejné jako kazda z obou
rovnic (2) pro u = uq, resp. u = uz musi mit dva rizné reilné koteny, tj.
diskriminanty téchto rovnic jsou kladné. To vede na podminky

a <11 azéroven |ui|>2 a J|ug|>2. (3)

Predpokladejme, ze u, ug jsou koreny rovnice (2), a necht uy < us.
Z Vietovych vztahi zjistime, ze 2u; < uj +us = —6, takze u; < —3. Pro
koTfen wu; tedy plati vztah (3) automaticky, pro druhy kofen musi platit
bud us < —2, nebo uy > 2. Predstavime-li si graf a koreny kvadratické
funkce f(u) = u? + 6u + a — 2, pak to znamend, ze f(—2) > 0, nebo
f(2) < 0. Odtud a > 10, nebo a < —14. Tedy a € M = (—o0, —14) U
U (10,11).

Ukéazeme jeste, ze pro kazdé a € M ma ptivodni rovnice ¢tyri navzajem
riuzné kofeny. Pro a € M md rovnice (1) dva rizné koteny uy, us, jejichz
absolutni hodnoty jsou vétsi nez 2. Proto kazd4d z obou rovnic x + 1/z =
= wu; ma dva ruzné redlné kotfeny z; a 1/z; (i = 1,2), coz jsou koreny
puvodni rovnice. Mezi ¢isly x1, 1/z1, x2, 1/z2, x5 ovSem nemohou byt dvé
stejnd (kdyby {z1,1/z1} N{xe,1/x2} # 0, pak {z1,1/21} = {z2,1/22}
auy = ’U,Q).
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B-1-2

Polozme v = ¢ —a —b. Pak x > 0 a ¢ = a + b+ z. Jednoduchymi
algebraickymi Upravami lze ovéfit, ze

F=a>+b*+c+3abc—2(a+b)’c=
:a3+b3~|—((a+b)+x)3+3ab(a+b+x)—2(a+b)2(a+b+z)=
=z(a+ b)(a + b+ 3z) + z(z* + 3ab) > 0,

nebot vsechny c¢leny posledniho vyrazu jsou kladné. Tim je dané nerov-
nost dokazana.

Jiné TeSeni spociva v tom, ze vyraz F' budeme povazovat za mnoho-
¢len s proménnou c. Dosazenim ¢ = a + b se po uUpravé presvédcime,
ze Fla+b) = 0, tj. a + b je kofenem polynomu, a proto je tento
polynom délitelny kofenovym déinitelem ¢ — (a + b) a plati: F(c) =
= (¢ — (a+ b))(c* + ac + bc — a® + ab — b?). Vyraz v prvni zdvorce
je pro ¢ > a + b kladny, vyraz v druhé zavorce je také kladny, protoze
A+ (a+b)ec—a?+ab—b*> > 2(a+b)2—a?+ab—b? = (a+b)2+3ab > 0.

B-1-3

Ozna¢me s soucet koeficientti daného mnohoclenu. Ziejmé je s = P(1).
Pro kazda dvé riazna celd ¢isla a, b a libovolny mnohoclen @ s celodisel-
nymi koeficienty plati, ze ¢islo Q(a) — Q(b) je délitelné ¢islem a —b. Proto
12| (P(13) — P(1)). Existuje tedy celé &islo k takové, ze 8046 — s = 12k,
odtud s = 8046 — 12k = 6(1 341 — 2k). Soucet koeficienti daného mno-
hoclenu je délitelny Sesti, a tudiz neni prvocislo.

B-1-4

Z Pythagorovy véty uréime |AB| = 5cm. Bod M déli preponu AB v po-
méru obsahu trojuhelniki AMC a BMC, a protoze bod M mé zéaroven
stejnou vzdélenost od obou odvésen, je ziejmé |[AM| : |[BM| = |AC| :
:|BC| =3:4, odtud |[AM| = 2|AB| = £ cm, |[BM| = % cm.

V trojihelniku ABC ozna¢me s polovinu obvodu a r polomér kruznice
vepsané. Pro jeho obsah S pak plati S = sr = %[AB||AC| sin .

Pro trojihelniky AMC, BMC oznac¢me analogicky Sy, So jejich ob-
sahy, r1, r2 poloméry vepsanych kruznic a s;, se poloviny jejich obvodi.
Plati pak S = 1|AC||BC| = 6cm?, Sy : Sy = |[AM| : |[BM| = 3 : 4,
nebot trojihelniky AMC, BMC maji stejnou vysku z vrcholu C. Plati
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tedy S; = 2 cem?, S, = Zcem? Ze vztahu S; = 1|CM||CA|sin45°
vyplyva, ze |CM| = 12v/2cm.

Body, v nichz se kruznice vepsand trojuhelniku ABC' dotyka stran
AC, AB, BC, ozna¢me postupné B, Cy, A;. Pro shodné tseky tecen
z jednotlivych vrcholl ke kruznici vepsané trojuhelniku ABC pak plati
|AB;| = |AC1| = s — a, |BAy| = |BCy| = s — b, |CA1| = |CBy| = s —c.
Ze vzorcu pro obsah dale dostavame

Sy _9-3V2 S2  8-2V2
= — = —(_‘jr[]7 7'2 = ———
S1 7 So 7
a |CTy| = s1 — |AM]|, |CTs| = s2 — |BM]| (obr.16). Odtud |T17Ts| =

= |CTy| — |CTy| = s3 — s1 + |[AM| — |BM| = % cm.

1 cm

C
i) L
O1 5 Os
A M B
Obr. 16

Ozna¢me dale K L obraz tsecky O;04 v posunuti o vektor O;T; (K =
= T1). Z pravouhlého trojuhelniku K75 L pak méme |O102| = |KL| =
= /|NWT2? + |[LT:[? = /A T2]? + (r1 + 72)? = $v/340 — 170v/2 cm.

B-1-5
Pro n =1 je hledany pocet P(1) = 2. Pfitom n-t4 kruznice protne n — 1
kruznic nejvyse v 2(n — 1) bodech. Pocet dilli roviny se tedy pridanim
n-té kruznice zvysi také nejvys o 2(n — 1). Pro pocet P(n) dili roviny
dostavame
Pn)s2n—1)+Pn—-1)<2(n—1)+2(n—2)+Pn—-2)<... =
S2n—14+n—-2+...+1)+P(l)=n(n—-1)+2.

Vhodnym piikladem se presvédéme, ze pro P(n) plati rovnost P(n) =

= n(n — 1) + 2. Necht k; je jednotkovd kruznice se stiedem O a necht
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A je pevné zvoleny bod této kruznice. Ozna¢me k; obraz kruZnice ki

-1
v posunuti o vektor ! OA, kde i € {1,2,...,n}. Pak soustava kruznic
n
k1, k2, ..., Kk, dEli rovinu na n(n — 1) + 2 dila.
B-1-6

Ozna¢me K, L paty kolmic z V na hrany AB, C'D. Ptimka AB je kolm4
na rovinu KLV, protoze je kolmé k pfimkam KV LV (obr.17). Odtud
KL1AB. Vyska koso¢tverce ABCD je |KL| = 2z. Pata vysky jehlanu

Obr. 17

lezi v roviné KLC' a je zfejmé totozna se stfedem S tsecky K L. Z pra-
vothlého trojihelniku K SV je tato vyska v = v/h? — 2. Objem jehlanu

je tedy
2 2
V= §ax\/ h? —z2 = 3 a\/ z2h? — 4.

Objem bude maximalni, pravé kdyz bude maximalni vyraz pod odmoc-
ninou
U=z2?h?—gt= 1h4 — (a:2 — 1h2>2.
4 2

Maximum hleddme na intervalu 0 < z < %a, protoze vyska kosoctverce
2z je mensi nez velikost a jeho strany. Kvadratickd funkce U proménné
t = 22 nabyva absolutnfho maxima pro z = h/ V2, proto zavisi dalsi
diskuse na tom, zda bod h/v/2 padne do intervalu (0, 1a) & nikoliv. Pro
hV2 < a je tedy maxim4ln{ objem jehlanu Viax = Lah?.

Pro a £ hy/2 je kvadraticka funkce U v intervalu (0, %hQ) rostouci,
a proto objem jehlanu v tomto pripadé nema maximum, ale neomezené se
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blizi hodnoté V. = %azx/ 4h? —a? (pro z = %a dostaneme ¢tvercovou
podstavu — a podle bézné uzivané definice Ctverec neni kosoctverec).

B-S-1

7 dané dvojice rovnic nejdrive vylou¢ime parametr a — naprt. tak, ze
prvni rovnici vynasobime dvéma a k vysledku pri¢teme rovnici druhou,
dostaneme
4 3 2 _
3x* —Tx® —4x* — Te = =3,

coz je reciproka rovnice, kterou musi spliovat kazdy spolecny koren
vychozich rovnic. Po substituci y = 2 + 1/2 dostaneme rovnici 3y? —
—Ty—10 = 0 s kofeny y; = 1—3? a yo = —1. Hodnoté y; odpovidaji koreny
T1=3axy = %, zatimco pro y = yo realné kofeny neexistuji. Pro z = 3
azr= % vypada vychozi dvojice rovnic takto:

-71
{—15=a—2, o 02
resp. _
27 =1 - 2a, 101=1_27
81
odkud snadno urc¢ime hledané hodnoty a = —13 a a = %.
B-S-2

Oznac¢me p(n) hledany maximdlni pocet. Ziejmé plati p(1) = 1 ap(2) = 2.
Uvazujme jedno takové rozdéleni dané roviny n polopfimkami na p(n)
¢asti. Pridame-li dalsi polopfimku tak, aby protinala kazdou z n polo-
primek, urci vzniklé priseciky jednu polopiimku a n — 1 tsecek, z nichz
kazdd mize z jedné z dosavadnich ¢asti roviny oddélit dalsi. Dostaneme
tak nejvyse p(n) + n novych ¢éasti, tj. plati

p(n+1) = p(n) +n.

Ukéazeme nyni pro dané n konstrukci, ktera splnuje predchozi ,,maxi-
malni“ pozadavky. Zvolme thel € tak, aby ne < 90° a sestrojme v dané
roviné libovolnou poloprimku pg s pocatkem Vj. Na poloprimce pg zvolme
libovolny bod V; a v jedné z polorovin urcenych primkou VyV; sestrojme
poloptrimku p; s pocatkem V7, ktera bude s poloprimkou pg svirat tihel e.
Podobné v poloroviné opacné k p; Vj sestrojime poloptimku py s pocat-
kem V3 lezicim na polopfimce p; tak, aby svirala s py thel € (takova
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polopiimka protne obé polopfimky po, p1, obr.18). Déle postupujeme
tak, ze méme-li sestrojeny polopfimky p1, p2, ..., por (2 £ 2k < n),
pri¢emz py protind vSechny polopiimky p; (0 < i < k), zvolime na polo-
primce pay bod Vap4 tak, aby tsecka Vaor Vag41 rovnéz protinala vSechny
poloptimky p; (0 < i < k), a sestrojme polopfimku por41 s poc¢itkem
v bodé Vari1, kterd bude lezet v poloroviné opacné k Vi1 VorVor_o
a bude protinat vsechny dosud sestrojené poloptimky; k tomu staci, aby
velikost 1thlu omezeného poloptimkami py a par41 byla ke. Podobné se-
strojime i polopfimku pogyo.

ps3
D1
v, Vo
Ve 1 € 2e Do
\‘}3\
P2
Obr. 18

Pro hodnotu p(n) tedy plati

pn)=n-1+pn-1)=n-1)+n-2)+pn-2)=...=
=(n-1)+Mn-2)+...+1+p(l)=in(n—1)+1.

Jiné feSeni. VyTreSme nejprve podobnou tlohu pro primky. Oznac¢me
q(n) maximélni pocet ¢ésti, na néz rozdeéli danou rovinu n pfimek. Sestro-
jime-li v situaci, kdy je rovina rozdélena n piimkami na g(n) ¢asti, dalsi
primku, jez je s kazdou z nich riiznobéznd, rozdéli kazdou z ¢asti, kterou
prochézi, na dvé ¢asti. Protoze n pfimek protind tuto ptimka v n bodech,
prochdzi (n + 1)-ni piimka celkem n + 1 ¢4sti a pro hodnotu g(n + 1)
plati

gin+1)=q(n)+n+1.

Je tedy

gn)=n+qgn—-1)=n+n-1)+qn—-2)=...=
=n+n—-1)+...+2+q(1)=in(n+1)+1.

Predstavme si nyni, Zze mame n polopiimek, jez rozdéluji rovinu na
p(n), tedy maximalni pocet ¢asti. Nahradime-li polopiimky pfimkami,
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bude zfejmé rovina rozdélena na g(n) ¢asti. Protoze pocet pruseciki vSech
n primek je konecny, existuje v dané roviné kruh, ktery obsahuje vsechny
pruseciky, a tedy i vSechny omezené ¢ésti roviny v uvedeném rozdéleni.
Bez (ijmy na obecnosti mtzeme predpokladat, ze pocatky vsech n danych
polopfimek lezi vné uvedeného kruhu. Obé uvazovana rozdéleni (s polo-
primkami, resp. s pfimkami) se nyni li${ jen v po¢tu neomezenych ¢asti
vné kruhu, z kterého v prvnim pripadé vychazi n poloprimek a n tsecek,
v druhém pak 2n poloprimek. Je tedy

p(n)=q(n)—n=3inn+1)+1-n=3inn—-1)+1

B—=5~3

Oznacme 71, ro poloméry obou kruznic vepsanych trojihelnikim ACD,
BCD (obr.19). Z Pythagorovy véty pro pravouihly trojihelnik O10:X,

c

0,

X
BN

A D B

Obr. 19

kde X je pravouhly primét bodu O; na kolmici bodem Os k preponé AB,
pro hledanou vzdalenost plyne

|010s] = /(11 +12)2 + (r1 — 12)2 = V24 /72 +r2.

Pro polomér r kruznice vepsané danému trojihelniku ABC' z podobnosti
obou trojihelniki ACD, BCD trojuhelniku ABC vyplyva, Ze je

cili
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Proto
|01 02 I = T‘\/i.

Vyjadiime-li obsah trojihelniku ABC dvéma riaznymi zpusoby, dosta-
neme
sab=1(a+b+o)r,

takze

ab B ab(a—l—b—\/az—{-bz)
a+b+vVaZ+02  (a+b)?— (a2 +b?)
=3(a+b-c)

Je tedy |0102| = %ﬂ(a-{— b—c).

B-1Il-1

Je-li u kofen nékteré z obou zadanych rovnic, pak u # 0 a 1/u je kofen
téze rovnice. Proto u = 1/u, takZe u = £1. Necht tedy ¢islo 1, resp. —1 je
kofenem prvni, resp. druhé rovnice (jinak vyménime navzajem disla a, b).
Ze soustavy rovnic

l+a+b+a+1=0 a 1—-b+a—-0b+1=0

lyne a = —¢ a b = 2. Zkoumané rovnice jsou pak

(:c—l)Q(x2+%x+1) =0 a (x+1)2(x2—§m+1> =0,

tj. maji jediné redlné koteny, nebot diskriminanty obou trojélentt z? +
+ 2z +1a2?— $z+1 jsou zéporné. Hledané dvojice (a, b) jsou (—g, %)
a (%’ _g)

B-11-2

Zidné takové z neexistuje, nebot jak ukazeme, dekadické zapisy obou
stran rovnice maji rtizné posledni ¢islice, at je ¢islo x zvoleno jakkoli.
Skutecné, podle toho, zda je x liché ¢i sudé, kon¢i mocnina 19 ¢islici 9
¢i 1 a mocnina 94% kondi Cislici 4 ¢i 6. Proto je posledni ¢islice souctu
19% + 947 rovna 3 nebo 7. Na druhé strané druha mocnina (2°°7)? konéi
jednou z ¢islic 0, 1, 4, 5, 6 nebo 9. Tim je nase tvrzeni dokdzano.

Jiné FeSeni. Obé ¢isla 19 i 94 pii déleni tfemi davaji zbytek 1. Soucet
obou jejich mocnin tedy dava pri déleni tfemi zbytek 2. Na druhé strané
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druhd mocnina libovolného ¢isla k dava pri déleni tfemi bud zbytek 0
(je-li k délitelné tremi), anebo zbytek 1 (neni-li k£ délitelno tfemi). Proto
(z997)2 dav4 pii déleni tfemi zbytek 0 nebo 1. Uvedenou rovnici tedy
nemiuze spliovat zadné prirozené Cislo x.

B-1-3

Necht a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| a |AM| = pc, kde 0 < p < 1
(obr. 20).

A pe M (1-pec B
Obr. 20

Trojﬁhelniky CAM a BCM maji obsahy v poméru p : (1—p), tj. jsou
rovny 3 1pab, resp. ( 1 — p)ab, takZe rovnost poloméru piislusnych vepsa-
nych kruznic lze Aapsat takto:

pab (1 —p)ab
b+pct+tz a+(l—pc+az’

kde jsme oznacili z = |CM]|. Odtud po tpravé plyne
pa—(1-p)b=(1-2p)z. (1)
Na druhé strané podle Pythagorovy véty pro trojihelnik CM N plati
2% = p?a® + (1 — p)?b*.
Proto z (1) plyne umocnénim na druhou
(pa— (1—=p)b)” = (1 - 2p)*(pa® + (1 — p)2b?),
odkud po roznasobeni a tupravé dostaneme
2p(1 - p)[p*a® + (1 - p)**] = p(1 — p)ab.
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Protoze p(1 — p) # 0 a vyraz v hranaté zévorce je 22, dostavame rovnost
7% = %ab, kterd znamend, ze ctverec o strané z mé stejny obsah jako

trojihelnik ABC.

Poznamka. Hodnotu p neni nutno urcovat. Je to kofen kvadratické

rovnice b
a

Pa+ (- p8 =2,

kterda méa ovSem obecné dva kofeny. Vybrat ten ,pravy“ je mozné na
zékladé diskuse o znaméncich obou stran rovnosti (1). (Rovnost (1) jsme

déle pouzili umocnénou, tedy po neekvivalenti tipravé.)

B-11-4

Oznacme vrcholy dané krychle obvyklym zptusobem A, B, C, D, E, F,
G, H. Je-li vrchol A obarven jednou ze tfi barev a néktery z vrcholu
C, F, H mé tutéz barvu, jsme hotovi, nebot |AC| = |AF| = |AH| =
=aVv2>14la > %a. V opacném pripadé musi byt uvedené tii vrcholy
rovnostranného trojihelniku C'FH obarveny nejvyse dvéma riznymi
barvami, takze aspon dva z bodu C, F, H maji tutéz barvu. Jejich vzda-
lenost je vétsi nez %a. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.
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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1
Prirozené c¢islo m > 1 nazveme k-nasobnym délitelem prirozeného ¢is-
la n, pokud plati rovnost n = mFq, kde ¢ je celé ¢islo, které neni
nasobkem ¢isla m. Urcete, kolik sedmindsobnych déliteli ma ¢islo 100! =
=1-2-3-...-100. (J. Simsa)

A-1-2

Zékladnou trojbokého hranolu ABCA’B’C" je pravouhly rovnoramenny
trojuhelnik ABC' s odvésnami AB, AC dané délky a. Bo¢ni hrany AA’,
BB’, CC' sviraji s rovinami zékladen thel 60°. Uhlopficka BC’ boéni
stény BCC'B’ mé délku av/6 a je kolméa na hranu AC. Uréete objem
hranolu. (P. Leischner)

A-1-3

Je dan trojuhelnik ABC, jehoz ihel AC'B ma velikost 140°. Oznac¢me X
prusecik osy thlu ABC se stranou AC a Y bod strany AB, pro ktery
m4 thel YCB velikost 100°. Uréete velikost tthlu YXB.  (P. Cernek)

A-1-4
Pro kterd celd n > 2 existuji raciondlni ¢isla p a ¢ takovd, ze ¢/n =
=p+qV2? (J. Simsa)
A-1-5

Najdéte nejmensi realné cislo p, pri kterém nerovnost
a+b—p-Vab < Va?+ b2
plati pro libovolnou dvojici kladnych ¢isel a, b. (J. Simsa)
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A-1-6

Zjistéte vsechna ¢isla, kterd jsou cifernymi soucty druhych mocnin pfiro-
zenych Cisel (zapsanych v desitkové soustave). (P. Cernek)

A-S-1

Udejte priklad prirozeného ¢isla n, pro které mé ¢islo 2™ prave 1993 riz-
nych 1994-nasobnych déliteli. (Prirozené ¢islo m > 1 nazyvame k-nasob-
nym délitelem piirozeného ¢isla n, pokud plati rovnost n = m¥*q, kde q je
prirozené ¢islo, které neni nasobkem ¢isla m.) (J. Simsa)

A-S~-2

Je dan trojihelnik ABC a bod M na polopfimce opacné k polopiim-
ce AB. Bodem M vedte pfimku p # AB tak, aby jeji pruseciky P, Q
s pfimkami AC, BC ur¢ily trojihelnik PQC, ktery ma stejny obsah jako
trojuhelnik ABC. (J. Vinarek)

A-S-3

V roviné je nakreslen konvexni n-thelnik (n 2 3) a nékteré jeho thlo-
pricky tak, ze zadné dvé vyznacené uhlopricky se neprotinaji. DokazZte,
ze jeho vrcholy je mozno obarvit pomoci tii barev tak, ze zadné dva
vrcholy spojené stranou nebo nakreslenou thloprickou nemaji stejnou
barvu. (P. Hlinény)

A-1l-1

Najdéte nejmensi prirozené ¢islo, které ma pravé pét dvojnasobnych déli-
teli. (Pirozené ¢islo m > 1 nazyvdme k-nasobnym délitelem prirozeného
¢isla n, pokud plati rovnost n = m¥*q, kde ¢ je pfirozené &islo, které neni
nésobkem ¢isla m.) (J. Simsa)

A-I11-2

Uvazujme trojuhelnik ABC s thlem 100° pri vrcholu A a ozna¢me po
radé D, E pruseciky os uhlid pfi vrcholech B, C' s protéjsimi stranami.
Urcete vSechny mozné velikosti ithlu ABC, vite-li, ze |BE| = |CD|.
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A-11-3

V roviné uvazujme systém n navzdjem ruznych primek pi, pa, ..., Pn.
Kazdy bod, kterym prochézeji pravé tii z téchto primek, obarvime Cer-
vené a oznacime a; pocet Cervenych bodi na ptimce p;, i = 1,2,...,n.

Rozhodnéte, zda existuje systém
a) 4 pfimek, pro néjz (a1, a2, as3,a4) = (1,1,2,2).
b) 6 pfimek, pro néjz (a1, ag, as, as, as, ag) = (2,2,2,2,2,2),
c) 9 piimek, pro néjz (a1, as,...,a9) = (2,2,2,2,2,2,3,3,3),
d) 9 primek, pro néjz (a1, az,...,a9) = (2,2,2,2,2,2,2,3,3).
(J. Kratochvil)
A-I1l1-4

Rozhodnéte, zda existuje kubickd rovnice
B 4+p22+qr+r=0

s celociselnymi koeficienty p, ¢ a r, kterd ma v oboru realnych c¢isel jediny
kofen zg = 1+ v/2 + V4. (J. Simsa)

A-1l1-1

Nechf f: N — N je libovolna funkce na mnoziné ptirozenych ¢isel, kterd
spliiuje nerovnost

f@)+flz+2)=2f(z+1)

pro kazdé prirozené c¢islo z. Dokazte, ze potom v roviné existuje primka,
na které lezi nekonecné mnoho bodt s kartézskymi souradnicemi [n, f(n)].
(P. Hlinény)

A-1lI1-2

V kvadru o objemu V je umistén konvexni mnohostén M. Kolmy priameét
mnohosténu M do kazdé stény kvadru je totozny s touto sténou. Jaky
nejmensi objem mize mit M? (P. Leischner)

A-1l1-3

V roviné je nakreslen konvexni 1 994-ihelnik M a nékteré jeho ihlopricky
tak, ze z kazdého vrcholu vychazi pravé jedna nakreslenda uhlopricka.
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Délkou tihlopricky rozumime pocet stran mnohothelniku M, které tato
uhlopficka od M odfezévd (minimum dvou moznych éisel). Oznaéme
(d1,da, . .., dgg7) délky nakreslenych tihlopficek, usporddané sestupné po-
dle velikosti. Rozhodnéte, zda je mozno thlopricky nakreslit tak, aby
a) (dy,da,...,dog7) = (3,...,3,2,2,2,2,2,2),
e N ——

991 6
b) (dy,ds,...,dee7) = (8,8,8,8,6,...,6,3,3,3,3,3,3,3,3).
—— —— ———
4 985 8
(J. Kratochvil)
A-1l1-4

Necht (a,)52; je libovolna posloupnost pfirozenych éisel takova, ze pro

kazdé n je &islo (an—1)(an—2) ... (an—n?) celym kladnym nasobkem &fsla
2

n™ ~1. Potom pro kazdou kone¢nou mnozinu prvoéisel P plati nerovnost

1
] 1
pep O p
Dokazte. (J. Kratochvil)
A-1l-5

Oznacme Ay, By, Cy paty vysek ostrouihlého trojuhelniku ABC a V jejich

prusecik. Jestlize trojuhelniky AC1V, BA1V, CB;V maji stejny obsah,

plyne odtud, ze trojihelnik ABC' je rovnostranny? (J. Simsa)
A-1l1-6

Dokazte, Ze z kazdé Ctvefice riznych ¢isel lezicich v intervalu (0,1) lze
vybrat dvé ¢isla a # b tak, aby platila nerovnost

—n . 201
(=) - 0) > -+ - —ab— .

(J. Vindrek)
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Reseni tloh
A-1-1

Odvodime nejprve obecny vzorec pro pocet Pj(n) vSech k-ndsobnych
délitela ¢isla n s rozkladem n = pi'p3?...pY", kde p; jsou navzijem
rizna prvocisla a exponenty al jsou prirozena cisla. Plati mk | n, pravé
kdyz m je tvaru p’{ pb . pN , kde celd b splnuji 0 < b; < a;/k pro

kazdé i. Proto je takovych ¢isel m pravé H < [ . D Hodnotu Py (n)
i=1

uréime, kdyz od poctu ¢isel m s vlastnosti m* | n odeéteme pocet téch
z nich, pro které dokonce plati m*+1 | n, takie

N

P =TI+ %) -TI(+[f2]) o

i=1 i=1

Nyni uréime rozklad ¢isla 100! = 221 392 543 | . Snadno uvazime, ze prvo-
¢islo p ma v rozkladu ¢isla n! exponent rovny

[g] + [iﬂ I L%} + [z%] +.. 2)

(pouze koneény pocet séitanct je nenulovych). Takto mizeme stanovit
prvoéiselny rozklad 100! = 297 348 524 716 119 137 175 . . ., kde tecky vyzna-
¢uji dalsi prvocisla, jejichz exponenty jsou mensi nez 7, a tedy neovlivni
hodnotu

P;(100!) =
) FD O ED 0 FD O+ ED ) -
-+ [0+ [])4(1+[§D( )0+ [5])=

=14-7-4-3-2-2-13 -3 4704 — 2184 = 2520.
A-1-2
Objem naseho hranolu je V = —a v, kde v je neznama vzdalenost jeho

podstav. Obé primky BC’ a AB a tedy i rovina ABC’ jsou kolmé na
piimku AC. Je-li P kolmy prumét bodu C’ na priimku AB, pak obé
piimky AB a AC, a tedy i rovina ABC, jsou kolmé na ptimku C’'P



Hledana vzdélenost v je proto rovna |C’P| a oba tthly CPC’, APC’ jsou
pravé. Navic |x PCC’| = 60°, takze v = |CP|/3. Oznaéme z soufadnici
bodu P na pfimce AB v soustavé, ve které A = [0] a B = [—a] (tedy
x = £|AP|, kde znaménko —, resp. + vezmeme podle toho, zda P padne
na polopiimku AB ¢i na polopiimku opac¢nou.) Pak z trojihelniku AC'P
plyne |CP|? = a? + 22, takze v? = 3(a? + 22). Protoze |BC'| = av/6, ma
Pythagorova véta pro trojihelntk BPC’ tvar 6a? = (a+z)? + 3(a® + 22).
Tato rovnice ma dva koreny z; = %a, 9 = —a. Podminky tlohy proto
spliiuji dva hranoly (obr. 21 a obr. 22) o vyskach

a? av'15
= 3 2 — = s
U1 (a + 4) 2

respektive
vy = 1/3(a2 + a2) = V6.

Jejich objemy jsou Vi = 1a®V/15, respektive Vo = £a3V/6.

A-1-3

Necht P znaci kolmy prumét bodu X na pfimku BC (obr. 23). Protoze
plati [<xXCY| = 40° = |« X CP)|, lezi bod X nejen na ose thlu ABC, ale
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také na ose ihlu YC'P. Proto ma bod X stejnou vzdalenost od tii primek
AB, BC a CY, takZe lezi i na ose ihlu AYC, tj. |[xAY X| = §|xAYC)|.
Oznacime-li § = |<xABC|, pak |[«xCY B| =80° — 8, |<xAY C| =100° +
a|xAY X| =50°+ %5, tedy |« XY B| = 130° — %B. 7 trojuhelniku XY B
koneéné plyne, ze |XY X B| = 180° — (130° — 18) — 13 = 50°.

2
P C
\g 407 100° B
x|
Y
A Obr. 23

A-1-4

Umocnénim na treti dostaneme ekvivalentni rovnost
n = (p® +2¢%) + 3p%qV2 + 3pg*V/4. (1)

Zabyvejme se nejdiive piipadem n = 4. Je-li ¥4 = p + ¢V/2, pak z (1)
plyne
4= (p°+20°) + 3p°qV2 + 3pa*(p + ¢ V/2) (2)

neboli 4 — p* — 2¢°® — 3p?¢% = V/2(3p?q + 3pq®). Protoze V/2 je iracionélni
&islo, je posledni rovnost mozna, jen kdyz 4 — p3 — 2¢* — 3p%¢* = 0
a 3pq(p + ¢*) = 0. Z druhé rovnice plyne p = 0, ¢ = 0 nebo p = —¢?,
dosazenim do prvni pak po fadé ¢3 = 2, p® =4, resp. ¢® +¢> -2 = 0.
Protoze ¢isla p a ¢ jsou raciondlni, je z posledni trojice splnitelnd jen
tfeti podminka, kterd znamend, Ze ¢ = —2, nebo ¢ = 1. Dostdviame
tak jedinou dvojici (p,q) = (—1,1), pro kterou sice plati (2), ne vSak
V4 = p + ¢q¥/2. Proto posledni rovnost nesplituji Zadné racionalni p a q.

V obecném piipadé ukazeme, ze plati-li (1) pro nékterd raciondlni n,
p a ¢, pak koeficient 3pg? u ¢lenu /4 musi byt roven nule. Jinak by totiz
slo z (1) vyjadrit

va_n=P =2 P o5
3pg? a

coz by byl spor s tim, ze &islo 4 neni Fesenim. Proto plati 3pg? = 0,
tj. p = 0 nebo ¢ = 0. Pak ovSem n = p3 nebo n = 2¢3. Je-li navic ¢islo n
celé, musi byt v poslednich dvou rovnostech i ¢isla p, ¢ celd.

Odpovéd: n = k2 nebo n = 2k3, kde k > 1 je celé &islo.
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A-1-5

Dosadime-li do (1) @ = b = 1, dostaneme nutnou podminku na éislo p:
p = 2—+/2 (> 0). Ukazme, %e pro p = 2 — v/2 nerovnost (1) pla-
ti. Pro p > 0 lze nerovnost a +b < p - Vab + Va2 + b2 ekvivalentnd
umocnit na druhou, po tpravé dostaneme (2 — p?)ab < 2py/ab(a? + b2).
Dosadime-li sem p = 2 — /2, dostaneme (po déleni dvéma) nerovnost
2(v2 — 1)ab £ (2 — v2)y/ab(a? + b2). Protoze 2 — V2 = V2(V2 - 1),
je mozné posledni nerovnost po déleni kladnym vyrazem (\/2— — l)m
zjednodusit na v2ab < Va2 + b2. Tato nerovnost plati pro libovoln4
kladn4 a, b, nebot je ekvivalentn{ s 2ab < a® + b? neboli 0 < (a — b)2.
Hledané nejmensi p je tedy rovno 2 — v/2.

A-1-6

Ciferny soucet S(n) kazdého ¢isla n dava pii déleni deviti tyz zbytek
jako samo &islo n. Protoze ¢islo n? je tvaru 9k nebo 3k + 1 (podle toho,
zda 3 | n, & nikoliv), lez{ kazdé &islo S(n?) v mnoZiné {9,18,27,...} U
U{1,4,7,10,...}. Nyni je tfeba zjistit, pro kterd k majf rovnice S(n?) =
= 9k, resp. S(n?) = 3k + 1 aspon jedno feSeni n. UkaZeme, Ze je tomu
tak pro kazdé k. Pfedné S(12) = 1. Déle pozorujme piiklady

32 =9, 332 =1089, 3332 = 110889, 33332 = 11108889, ...
22 =4, 322 =1024, 3322 = 110224, 33322 =11102224, ...
Ozna¢me ey, ¢islo zapsané k jednic¢kami a vyslovme hypotézu, Ze S(n?) =

= 9k pro n = 3e; a S(n?) = 3k + 1 pro n = 3e;x — 1. K jejimu diikazu
staci overit rovnosti

(3ex)? =11...1088...89 = 10" 1e,_; + 80ex_1 + 9,
k—1 k—1

1
(Bex —1)2=11...1022...24 = 10" ¢e;_; + 20e,_; + 4. )
k—1 k—1

I kdyZ rovnosti (1) je moZné ovéfit dosazenim formulf e,, = $(10™ — 1)
prom =k am =k — 1, je mozny i jiny postup: Protoze 9ej = 10* — 1,
platf 9¢2 = (10* — 1)ey, a tedy

(3€k)2 = 10kek — €k,

2
(3er, — 1)2 = 92 — 6ey, + 1 = 10%e;, — Tep, + 1. @)
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Dekadicky zdpis pravych stran (2) uz lze snadno zjistit uzitim pravidel
pro pisemné s¢itani a od¢itani — provedte sami.

A-S-1

Kazdy délitel ¢isla 2™ je zase mocnina 2% a ta je k-nasobnym délitelem,

n
we kdyz kx <n < (E+1 boli
pravé kdyz kz < n < (k + 1)z ne Olk+1

k-nésobnych délitelt ¢isla 2™ roven [%} — [kL—Fl] . Prikladem TeSeni rov-
n n
— | — |—=| =1993.
|52 ~ Lioms) = 1902

n
<z < T Proto je pocet

nice

je hodnota n = 1993 - 1994 - 1995. Pritom je zfejmé, ze pro libovolné
celé nezdporné k < 1994 bude ¢islo n = 1993 - 1994 - 1995 + k rovnéz
vyhovovat podmince tlohy.

A-S-2

Budeme predpokladat, ze piimka p protina poloprimky opacné k polo-
piimkam CA, CB.! Klifovym momentem je pozorovani, Ze musi byt
(a staci) QA || PB — trojtihelniky ABC a PQC maji totiz stejny obsah,
pravé kdyz totéz plati o trojihelnicich ABP a BPQ (obr.24), to jest
kdyz vzdalenosti bodi Q a A od primky BP jsou stejné.

M A B
Obr. 24

1 To byl zfejmé i ptivodni zdmér autora ulohy. Nastésti vétsina fesitela prehlédla,
ze jde o ulohu do skolniho kola ponékud nepatficnou a ze pro nékteré polohy
bodu M blizko bodu A mtze mit tloha dokonce jesté dalsi dvé reseni.
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Odtud jiz plyne konstrukce. Protoze piimka BP je obrazem piim-
ky AQ ve stejnolehlosti o stfedu M a koeficientu |MB|/|MA| a bod @
lezi na primce BC, lezi bod P na obraze piimky BC v této stejnoleh-
losti. Vlastni konstrukei miizeme provést napt. tak, ze bodem B vedeme
piimku ¢ rovnobéznou s AC, jeji prusecik s primkou MC oznacime D.
Bodem D poté vedeme piimku 7 rovnobéznou s BC' a jeji prisecik
s pfimkou AC ozna¢ime P. Z podobnosti trojuhelnika M AC, M BD
plyne |MA|/|IMB| = |MC|/|IMD| a z podobnosti trojihelniki MCQ,
MDP plyne |IMC|/|MD| = |MQ|/|M P|, odkud jiz porovnanim vyplyva
|IMA|/|MB| = |MQ|/|MP|, a tedy AQ || PB. Za uvedeného ptedpo-
kladu m4 tloha vzdy jediné Feseni.
poznamce pod carou. Pripad, kdy hledané primka p protina prodlouzeni
strany AC' za vrchol C jsme jiz tplné vytesili. Kdyby protala samotnou
stranu AC, byl by trojihelnik PQC ¢asti trojihelniku ABC, tudiz by
meél mensi obsah. Budeme se proto v dalsim zabyvat zbylou moznosti,
kdy ptfimka p protind prodlouzeni strany AC za vrchol A. Ozna¢me ob-
vyklym zptisobem a, b délky stran trojuhelniku ABC a « velikost (thlu
pii vrcholu C. Poloha piimky p pak bude uréena délkami r = |CQ)|
a s = |CP| > b (obr.25) a rovnost obsaht trojihelniki ABC a PQC
zapiSeme vztahem

1rssin(180° — v) = Labsiny

neboli
rs = ab. (1)

Obr. 25



Budeme nyni pocitat v kosothlé souradnicové soustavé s pocatkem
v bodé C a osami CQ, C'P (jiz vyznafenymi na obr. 25), ve které zndme
body A[0,b], B[—a,0] a M[u,v] s kladnymi parametry a, b, u, v, zatimco
body P|0, s] a Q[r, 0] hleddme. K vypoctu nezndmych r a s (pfipomerime,
zer >0 a s> b) kromé rovnice (1) jesté vyuzijeme rovnici

kterd vyjadruje, ze bod M lezi na ptimce PQ. Po jejim vynéasobeni hod-
notou rs dostaneme s ohledem na (1) rovnici

vr +us = ab. (2)

Pred vlastnim FeSenim soustavy rovnic (1) a (2) poznamenejme, ze
kazdé jeji feSeni (7, s) s vlastnosti 7 > 0 a s > b zfejmé odpovida nékteré
primce PQ, jez je feSenim puvodni tlohy a mé polohu jako na obr. 25.

Rozsifime-li rovnici (1) ¢initelem wv, muzeme vzhledem ke (2) pro
nasobky vr, us neznamych r, s rovnou napsat kvadratickou rovnici

2% — abz + uvab =0 (3)

s diskriminantem D = ab(ab — 4uv). Z jejich dvou kofenu tak dostévame
nésledujici feSeni soustavy rovnic (1) a (2):

T_abj:\/ﬁ ab¥ VD
B v 2u

= (4)
pritom v obou vzorcich je tfeba brat soucasné bud horni, nebo dolni
znaménko. Je nabiledni, ze vysledné hodnoty r, s lze ze zadanych hodnot
a, b, u, v podle vzorci (4) pomoci pravitka a kruzitka sestrojit.

Jesté ukazeme, ze vyhovujici primka p v poloze z obr.25 existuje,
pravé kdyz (kladné) souradnice u, v zadaného bodu M spliuji podminku

1
uv < Zab, (5)

pritom v pripadé rovnosti je takova primka p jedind, zatimco v pripadé
nerovnosti jsou takové primky (pravé) dveé.

Podminka (5) je zfejmé ekvivalentni s nerovnosti D = 0, navic je
D < a®bh?, takze obé hodnoty ve (4) jsou vzdy kladné. Zbyva proto uz
jen zjistit, kolik dvojic (r, s) uréenych vzorci (4) spliiuje i podminku s > b.
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Pro nezaporny diskriminant D = ab(ab—4uv) ovsem podle nerovnosti
mezi geometrickym a aritmetickym primeérem plati VD £ ab—2uv, proto
pro mensi z obou moznych hodnot s mame s = (ab — v/D)/2u > v > b,
nebot bod M dle zadéni lezi na polopfimce opacné k polopfimce AB.
Tim je vySe uvedené tvrzeni o existenci a poc¢tu vyhovujicich primek p
z obr. 25 dokéazano.

Pozndmka. VSimnéme si, ze bod M lezi na primce AB, takze jeho
souradnice splnuji rovnici

u v .U _ v
_E+5_1 neboli P 1.

S vyuzitim hraniéni podminky (5) tak pro pomér A = |AM|/|AB| odtud

dostavame g

u /v w u

)\2:_(__1):___:__,\,

a\b ab a 4
coz vede na kvadratickou rovnici A2 4+ X — % = 0, jez ma jediny kladny
kofen A = 1(v/2 — 1). Odtud plyne, %e dalii FeSeni existuje, pravé kdyz
|AM| £ MAB]|. Existence dalsich TeSeni tedy viibec nezavisi na poloze
vrcholu C, tudiz ani na délkdch a, b, které v podmince (5) vystupuji.

Jiny pristup. Rovnost (1) napovidé, ze stfed S hledané tsecky PQ

bude lezet na jisté hyperbole. Oznaéime-li totiz (z,y) = (37, 1s) sou-

fadnice bodu S v kosouhlé souradnicové soustave, zavedené v predchozi
¢ésti, bude platit 2y = 1ab (obr. 26).

Obr. 26
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Ukéazeme jesté, ze primka PQ musi byt tecnou nalezené hyperboly.
Souradnice obecného bodu piimky PQ maji totiz vyjadieni z =tr ay =
= (1 —1t)s, kde t je redlny parametr; protoze pro kazdé ¢ plati t(1 —t) <
< % s rovnosti jediné pro t = %, pro soucin souradnic obecného bodu
pfimky PQ dostdvame diky (1) odhad

zy =t(1—t)rs < 1rs = Lab,

priéemz rovnost zy = %ab nastane pouze pro hodnotu ¢t = %, které
odpovidé stred S tsecky PQ. Ten je proto jedinym spole¢nym bodem
dané hyperboly s primkou PQ, ktera je tudiz skutecné jeji tecnou.

Prevedli jsme tak tuto ¢ast tlohy na sestrojeni tec¢ny k vétvi hyperboly
zy = +ab danym bodem M [u,v] (ten samozicjmé musi lezet v jeji vnéjsi
oblasti, takze jeho soufadnice museji spliiovat nerovnost (5)). Vrchol W
i ohnisko F' lezi na ose vnéjsiho thlu pri vrcholu C' daného trojihelniku
a pro soufadnice vrcholu Ww,w] uvedené vétve hyperboly pak plati
w = %\/&T), proéez |FC| = 2w = v/ab. Tim znime vie potiebné ke stan-
dardni konstrukei teény z daného bodu M k hyperbole. Pata U kolmice
z ohniska F' na hledanou tecnu p totiz lezi na Thaletové kruznici nad pri-
mérem MF a ziroven (jak je z teorie kuzelosecek znamo) na vrcholové
kruznici k(C, |CW1) (obr. 27).

Obr. 27

Dospéli jsme tak k nové konstrukci feseni z druhé c¢asti tlohy bez
uziti vzorca (4). Vidime pritom, Ze takové FeSeni je pravé jedno, pokud
dany bod M lezi v prisec¢iku uvedené hyperboly s primkou AB, anebo
jsou dvé, lezi-li bod M mezi zminénym prusec¢ikem a bodem A.
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A-S-3

Tvrzeni tlohy dokazeme indukci podle poc¢tu vyznacenych uhlopiicek.
Neni-li vyznacena zadna, barvime vrcholy 1-2-1-2—...-1-2 pro n sudé
a1-2-1-2-...-1-2-3 pro n liché. Pokud je nakreslena alespon jedna tih-
lopricka, vybereme libovolnou z nich a podle ni rozdélime dany n-tthelnik
na dva mensi mnohotihelniky, které maji dohromady vyznacenu o jednu
thlopricku méné nez plvodni mnohothelnik. Jejich vrcholy obarvime
podle indukéniho predpokladu. Podstatné je, ze koncové vrcholy délici
uhlopricky dostanou v kazdém z obou obarveni riizné barvy, takze po
pripadné permutaci barev lze tato obarveni sjednotit do obarveni celého
n-thelniku.

Jiné reSeni. Tvrzeni staci dokazat pro pripad, kdy nakreslené h-
lopticky déli vnitfek m-tihelniku na trojihelniky (takovy m-tihelnik se
nazyva triangulovany, kazdy systém neprotinajicich se thlopticek 1ze do-
plnit na triangulaci). Poté dokazujeme opét indukei. Vybereme vrchol,
ze kterého nevychdzi zddnd uhlopficka (takovy musi existovat, jinak
by se nékteré tihlopficky protinaly). Po odebréni tohoto vrcholu zbyva
(n — 1)-thelnik, jehoz vrcholy je podle indukéniho predpokladu mozno
obarvit tfemi barvami. Odebrany vrchol méa pouze dva sousedy, takze
vzdy pro néj zbyva alespon jedna volna barva, kterou jej obarvime.

A-11-1

Podle vzorce odvozeného v feseni tilohy A-I-1 budeme hledat nejmensi
¢islo = s prvociselnym rozkladem

a1 a aN
=Py *Pp"---"PN >

které splinuje podminku

fe-[g)-fle2h-s o

Jisté muZzeme predpokladat, Zze ay = 2 pro kazdé k; v pripadé ap = 1

bychom totiz mohli ¢initel pi* v rozkladu ¢isla  vynechat, aniz bychom

narusili podminku (1). Déle rozli§ime pfipady N =1, N=2a N = 3.
V pripadé N =1 m4 (1) tvar (pro jednoduchost piSme a misto ay)

51-[5]=5 ®
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Je-lia=6r+s,kder 20a0<s<5 jsou celd éisla, pak

a a s s
| === =1 = 1.
[2] [3} e {2] [3] =T+
Proto z (2) plyne r = 4, tj. a 2 24. Nyni uz rychle najdeme nejmensi
feseni rovnice (2) a = 26. V piipadé N = 1 je tedy nejmens{ z rovno 2.
V piipadé N = 2 vypiSeme nékolik nejmensich ¢isel z a u kazdého
v zavorce pripojime pocet jeho dvojnasobnych délitelt:

2232 (3), 2233 (2), 223% (4), 2235 > 2334
2332 (2), 233% (0), 233* > 232,

2432 (4), 243% (2), 23% > 233%,

2532 (4), 253% > 2334,

2632 = 576 (5).

Kazdé dalsi  je alespon 2732 nebo 2334, tedy vétsi nez 576.

V piipadé N 2= 3 je kazdé x alespon 223252 = 900, tedy &islo vétsi
nez 576.

Shrneme nase tvahy: protoze plati 226 > 576, je hledané nejmensi
rovno 576. (Jeho dvojndsobni délitelé jsou préavé éisla 3, 6, 8, 12 a 24.)

A-11-2

Ozna¢me a = |BC|, b = |AC| a ¢ = |AB|. Protoze osa thlu déli protéjsi
stranu v poméru velikosti prilehlych stran, je

be ac
|AB| = =, |BB|= =,
b
AD| = 2 op|= -2
a+c a—+c

a rovnost |BE| = |CD| je ekvivalentni s rovnosti

ab ac

at+c a+b

kterou lze upravit na tvar
ala+b+c)(b—c) =0.
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Protoze a(a + b+ ¢) > 0, je |BE| = |CD|, pravé kdyz b = c, to jest
pravé kdyz je trojihelnik ABC rovnoramenny se zékladnou BC. Uhel
pri vrcholu B ma tedy jednoznac¢né urcenou velikost 40°.

Jiné FeSeni. Oznacme |BE| = |CD| = s, a protoze BD a C'E jsou osy
prislusnych vnitinich ahld, plati

s |BC| s |BC]
|AD| — |AB|’ |AE|  |AC|’
s |AD||BC| _ |AE||BC]|

|AB| —  |AC|
|AC| _ |AE]
|AB|  |AD|’

Odtud ovSem plyne, ze je |AC| > |AB|, pravé kdyz |AE| > |AD|, a tudiz
i |AB| —s = |AE| > |AD| = |AC| — s neboli |AB| > |AC|. Vzhledem
k tomuto sporu nemuze platit ani nerovnost |AC| > |AB|, ani nerovnost
obrécend, musi proto byt |AC| = |AB], trojihelnik ABC je rovnora-
menny a snadno dopocteme, ze thel pri vrcholu B mé velikost 40°.

A-11-3

Oznatme M mnozinu vSech cervenych bodi a D = {(z,i): z € M A
A z € p;} a politejme prvky mnoziny D dvéma zpusoby: kazdy bod
z mnoziny M lezi na tfech pirimkéach, takze |D| = 3|M|, pro kazdou

2

n
primku p; je v D pravé a; dvojic neboli |D| = > a;. Odtud plyne
=1

(i) i a; =0 (mod 3),

i=1 "

(ii) M| = 3 Zla

i=

Pokud by existovaly ¢tyti pfimky podle zadani a), byl by podle (ii)
celkovy pocet cervenych bodt roven dvéma a dvé z primek by prochazely
stejnymi dvéma body, byly by tedy totozné. To je ve sporu se zadanim
a odpovéd v pripadé a) je NE.

Piipad ze zadani b) je realizovan napf. stranami a téznicemi trojthel-
niku, téz stranami a thloprickami ¢tverce. Odpovéd je v tomto pripadé
ANO.

Pripad ze zadédni c) je realizovidn napt. stranami pravidelného Sesti-
thelniku a tthloprickami protinajicimi jeho stfed. Odpovéd je opét ANO.
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V pfipadé d) je odpovéd NE, protoze soucet Zgjai = 20 neni délitelny
tfemi (viz (i)). =l
A-I1l-4
Postupné spocteme
T8 =5+4V2+3V4, z3=19+15V2+12V4.
Dosazenim do dané rovnice tak po tpravé dostaneme podminku
(194 5p+q+7)+ (15+4p+q)V2+ (12+3p+ ¢q) V4 =0,

kterd je splnéna, pokud jsou rovna nule vSechna tfi ¢isla 19+ 5p + ¢ + 7,
15+4p+qa 12+ 3p+q. (Podle tlohy A-1-4 je to nejen postacujici, ale
i nutnd podminka.) Snadnym vypoctem zjistime jedinou trojici (p, q,7) =
= (—3,-3,—1). Zbyva dokézat, Ze rovnice

22 —322-32-1=0

ma jediny redlny kofen. To lze provést vice zpusoby (asi neprilis schiidné
by bylo déleni kofenovym dvojclenem = — xg), naptiklad takto: protoze
3z% + 3z + 1 > 0 pro kazdé redlné z, je kazdy kofen rovnice z° = 32 +
+ 3z + 1 kladny; ze zdpisu

=343, 1
Tz o2 28

plyne, Ze tento kofen je nejvyse jeden (prava strana je totiz pro kladnd
klesajici).

Jiné reseni. Plati
-(#2)° _ 1
1=58 {01

1
takze — = /2 — 1. Proto je z¢ feSenim rovnice
Zo
il 3
Gy -2
z

pricemz je jasné, ze tato rovnice ma v oboru realnych ¢isel jeding koten.
Pro z # 0 je ovSem tato rovnice ekvivalentni s (1 + z)® = 223, coz je po
roznasobeni hledand rovnice.

13
$o=1+\3/§+\2/41=
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A-1I1-1

Ozna¢me d(z) = f(z+1) — f(z). Podle zadani tlohy je funkce d: N — 7
nerostouci. Funkce d je ale také nezapornéd: Kdyby totiz pro nékteré k
bylo d(k) < —1, byla by f ostfe klesajici pro z 2 k, a bylo by

1(k)
Fk+f(k)+1) = (k) + Y d(k+1i) <
=0
< f(k)+d(k)(f(k) +1) < f(k) — (f(k) +1) = —1<0.

Je tedy d(1) 2 d(2) = ... 2 0 a existuje c e NU{0} a ng € N takové,
ze pro kazdé x = ng je d(z) = ¢ neboli f(z) = f(ng) + c(x —ny). Pak ale
vechny body [z, f(z)], © 2 no, lezi v jedné piimce.

A-1I1-2

Ozna¢me vrcholy jedné podstavy kvadru A, B, C, D a vrcholy ve druhé
podstavé E, F, G, H (tak, ze AE, BF, CG, DH tvoii hrany). Prinik
mnohosténu M s kazdou hranou kvadru musi byt neprazdny. Vyberme
tedy na kazdé hrané kvadru jeden bod patiici mnohosténu M a oznacme
M’ konvexni obal téchto 12 (ne nutné riznych) bodi. Mnohostén M’
vznikne z kvadru odfiznutim osmi rohovych ¢tyfsténi, jejichz objemy
odhadneme po seskupeni do dvojic podle hran AF, BF, CG, DH.

Necht X, Y, Z, U, V jsou po fadé vrcholy mnohosténu M’ lezici na
hrandch AB, AD, AE, EF, EH (obr.28). Ozna¢me z = |[AX],y = |AY],
2= |AZ|,u=|EU|,v=|EV|,w=|EZ|aa=|AB|,b=|BC|,c = |AE|.
Pritom z,u < a, y,v < b a z + w = ¢. Potom dostavame

a Z+a, w a Z+w aoc [’

[IN
| = cﬂ —

Protoze M’ vznikl odiiznutim éty¥ takovychto dvojic rohovych ¢tyfsténi,
je

anngmgv—%vzév

Hodnoty 3V nabyvd napf. objem ¢tyfsténu BDEG (obr. 29). Tudiz
Vinin = %V.
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Obr. 28 Obr. 29
A-1lI1-3

Dokazeme nasledujici tvrzeni: Necht v 2n-uhelniku je vyznaceno n uhlopri-
cek tak, Ze z kazdého vrcholu vychazi prave jedna. Potom pocet ihlopricek
sudé délky je sudy.

DUKAZ: Obarvéme vrcholy 2n-thelniku stiidavé bile a éerné, mame
tedy n bilych a n c¢ernych vrchold, kazda strana 2n-thelniku spojuje
jeden bily a jeden &erny vrchol. UhlopFicky sudé délky spojuji vrcholy
stejné barvy, thlopricky liché délky spojuji vrcholy rtznych barev. Pri-
tom bilo-bilych thlopricek je stejné jako ¢erno-cernych (po odstranéni
vrcholl spojenych bilo-Gernymi thloptickami zustane stejny pocet Cer-
nych i bilych bod). Jednobarevnych thlopricek je tedy sudy pocet.

JINY DUKAZ. Ozna¢me uhlopficky wi,us,...,u,. Protoze nam jde
o kombinatorické vlastnosti, muzeme predpokladat, ze zadné tfi thlo-
pricky neprochézeji jednim bodem. Ozna¢me jesté a; pocet thlopricek,
které protinaji thlopricku u;, a pocitejme celkovy pocet P pruseciku
vyznacenych thlopricek. Z pocitani dvéma zpusoby plyne 2P = i a;
a nutné pocet uhlopricek s lichym a; je sudy. Pritom ﬁhlopfiélzal Uu;
délky d; odtfezava d; — 1 vrcholi, z nichz vychazi celkem d; — 1 tihlopricek.
Ty z nich, které neprotinaji u;, vyuziji kazda pravé dva z d; — 1 vrcholi.
Je tedy a; = d; — 1 (mod 2), tj. a; je liché, pravé kdyz d; je sudé.

V pfipadé b) se pozaduje 985 tihlopiicek délky 6 a ¢tyfi thlopiicky
délky 8, to je celkem 989 tihlopricek sudé délky, a proto je v tomto pripadé
odpovéd NE.

Pro pfipad a) je odpovéd ANO. Ozna¢me vrcholy 1994-tihelniku po
radé Xi, X, ..., Xi1994 a vyznac¢me thlopricky:
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X1X3, XoX5, X4X6 (jedna délky 3 a dvé délky 2);

X7Xg, XgXl(), X11X13, X12X14 (étyf‘l ﬁhlopf“iéky délky 2),

Xov6iX12+46is X104+6i X13+6i, X11+6i X1446i,% = 1,2,...,330 (990 Ghlo-
pricek délky 3).

A-1llIl-4

Nechf n = p je prvocislo. Z ¢isel a, — 1, ap — 2, ..., ap — p? je pravé p
délitelnych ¢islem p. Z toho pro p—1 &sel je p! nejvyssi mocnina p, ktera
je déli. Pravé jedno z ¢isel ap—1, ap—2, ..., ap —p? je délitelné p?, oviem
toto Cislo (ozna¢me je napf. a, — i, a, — i > 0) muze byt délitelné i vyssi
mocninou p. Necht z je takové prirozené ¢islo, Ze p* | ap,—i a p™! { a, —i.
Nejvyssi mocninou p, ktera délf soudin (a, — 1)(a, — 2) ... (a, — p?), je
tedy p*trP—1,

Protoze podle zadani je &slo (a, — 1)(ap — 2) ... (ap — p?)/pP 1 celé
a kladné, je nutné p? — 1 < x4+ p— 1, a tedy = p? — p. Je tedy téz
ap > ap—1i2p* 2 pP"~P. Proto pro kazdé prvodislo p je log, a, > p? —p.

Pro konecnou mnozinu prvocisel P ozna¢me k jeji nejvetsi prvek. Po-
tom mame

2

1
<D 5 S
pe

logpp %P> =P
k 1 k k 1
ggzz—zzzz(z—l ;(1—1_5)21_E<1'
A-IllIl-5

Ano. Plati totiz toto tvrzeni: Jestlize se pricky AA;, BBy, CCy protinaji
v bodé V a trojﬁhelm’ky A01V BA1V 031V majz’ stejny’ obsah je V
ziejmé rovnoramenny. Tro;uhelmk ABC'7 jehoz dvé téznice jsou zaroven
vyskami, je tudiz rovnostranny.

K diikazu uvedeného tvrzeni oznacme po rfadé w, x, y, z obsahy troj-
thelniki VBA,, VABy, VBC; a VCA; (obr. 30). Plati

|AC1]  w 2w+ 2z

ICiB] vy wHy+z’

odkud po tupravé ziskame rovnost

w(w+ z) = y(w + z).
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Obr. 30

Podobné plati (sta¢i pouzit cyklickou zdménu z — y — z — )
ww+z)=z2w+y) a ww+y)=zw+z).

Predpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, Zze = y,x = 2. ProtoZze w+2z <
< w +y, z prvni rovnosti w(w + 2) = y(w + z) plyne w = y. Podobné
z druhé rovnosti w(w + z) = z(w + y) plyne w £ z. Dohromady tak
mame y S w < z £ z, takZe z tfeti rovnosti w(w + y) = z(w + z) plyne
w2z, ajetedy r =y =2 =w. V tom piipadé jsou ale body A;, Bi,

Jiné FeSeni. (Podle Karla Svadlenky, G Ceské Budgjovice, Jirovcova.)
Oznacme jednotlivé tseky podle obr. 31. Z podobnosti pravotihlych troj-
thelnikit AV By ~ BVA;, BVCy ~ CV By, CVA; ~ AVC, méme

VA _ VBl VBl _ VG|  [VCi| _ [VA| W
a by by c2 c1 az

Z predpokladané rovnosti obsahti S(B1VC) = S(C1VA) = S(A1VB)
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plyne
|VBII . b1 = |VCI| cC1 = IVA1| cap,

coz ve spojeni s (1) postupné davd a? = by b, b = cica, 2 = ajag, a tudiz
2,12, 2
aq + bl + C1 = ai1az + b1b2 + c1co. (2)
Kone¢né sec¢tenim t¥{ Pythagorovych rovnosti |V A; |2 +a? = |VC1|? + 3,
[VB1|2+b% = VA1 |2+ a3, [VC1|2 + ¢2 = [V By |? + b3 pro dvojice pravo-
thlych trojuhelnikii se spoleénymi preponami VB, VC a VA dostaneme
a2+ b2 +c2=a2 402+ (3)
Vtipnou kombinaci obou rovnosti (2) a (3) ziskdvame rovnost
a2 4+ b2 4 2 + a2 + b2 + & = 2a1a9 + 2b1by + 2¢100,
jez je ekvivalentni rovnosti (a3 — az)? + (by — b2)? + (c1 — ¢2)?2 = 0. A ta
plati, pravé kdyz a; = as, by = bg, ¢c1 = co. VSechny vysky tedy puli

protéjsi stranu, coz je mozné jen v rovnostranném trojihelniku.

A-1l1-6

Kazdé &islo z intervalu (0,1) je tvaru cos o, kde v € (0, 37). Proto z kazdé
¢tverice takovych riznych ¢isel mizeme vybrat a = cosa a b = cos g tak,
aby bylo 0 < |a—f| < %%n == %n. Nerovnost cos(a— ) > %\/5 muzeme
prepsat do tvaru

ab+ /(1 - a?)(1 - 2) > ‘/73

odkud po umocnéni na druhou a tpravé dostaneme

2ab\/(1 — a2)(1 — b2) > a® + b* — 2a%b* — i,

odkud po déleni ¢islem 2ab vyjde dokazovana nerovnost.
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Kategorie P

Texty tloh

P—1-1

Souvisly tsek v posloupnosti celych ¢isel nazveme hladkym tsekem, jest-
lize se libovolna dvojice ¢isel, kterda do néj patri, lisi nejvyse o 1.

Je déno celé ¢islo N (N = 1) a posloupnost N celych ¢isel. Napiste
program, ktery ur¢i délku maximéalniho hladkého tiseku v dané posloup-
nosti ¢isel. Pocet ¢isel N neni predem shora omezen a miize byt velmi
vysoky. Pii ndvrhu programu se zamétte na dosazeni co nejvétsi rychlosti
vypoctu.

Priklad. Pro N = 10 a posloupnost ¢isel 2 1 2 3 34 3 4 6 4 bude
vysledkem ¢islo 5, nebot nejdelsi hladky tsek 3 3 4 3 4 je tvoren péti
¢isly (dalsi hladké dseky, napf. 2 1 2 nebo 2 3 3, jsou kratsi).

P-1-2

V zemi je N mést oznacenych ¢isly od 1 do N. Mezi mésty je vybudo-
vana silni¢ni sif. Kazda silnice spojuje vzdy dvojici mést a je znama jeji
délka v kilometrech. Vsechny silnice jsou obousmérné. Mezi nékterymi
dvojicemi mést prima silnice nevede, ale z kazdého mésta je mozné dojet
po silnicich do libovolného jiného mésta (tfeba i vice rliznymi zptisoby).
Vsechna pfipadnd kfizeni silnic mimo mésta jsou mimotroviiova (pomoci
mostil) a neumoznuji vozidlim pfejet z jedné silnice na druhou.

Pri velké snéhové boufi byly vSechny silnice zavaty snéhem. Napiste
program, ktery uréi minimalni celkovou délku silnic, z nichz je tfeba odkli-
dit snih, aby byla vsechna mésta v zemi navzijem pospojovana sjizdnymi
silnicemi.

Vstupem programu je pocet mést N a dale seznam vsech silnic ve-
doucich mezi mésty. Kazda silnice je urcena trojici ¢isel: ¢isla obou mést
silnici spojenych a délka silnice.
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P-1-3

Na hroméddce je pripraven predem znamy pocet N zdpalek. Dva hraci
hraji hru, pii které z hromadky stridavé odebiraji zapalky. Hrac, ktery
je na fadé, musi v jednom tahu odebrat bud 3, nebo 5 zapalek. Prohrava
ten hrac, ktery nemiize provést sviij tah, nebot na hromadce jiz zbyva
méneé nez 3 zapalky.

a) Urcete, pro jaké hodnoty N m4 pfi spravné hie zajisténu vyhru
ten hrac, ktery je pravé na tahu. Jak musi béhem hry postupovat, aby
této vyhry dosahl? Své tvrzeni zdtivodnéte.

b) Reste stejnou tilohu pro piipad, Ze hrac smi v jednom tahu odebrat
z hromadky bud 3 nebo 7 zapalek.

P-1-4

Sekvencni stroj (studijni text)

Konec¢ny sekvencni stroj je specialni vypocetni zafizeni. Ma ridici jed-
notku, ¢te neékolik vstupnich sledit a vytvari jeden vystupni sled. Pocet
vstupnich sledi k£ je pro kazdy sekvencni stroj pevné dan. Sledem zde
rozumime konec¢nou posloupnost znaki z predem dané kone¢né mnoziny
(tzv. abecedy). Kazdy vstupni sled je ¢ten postupné znak po znaku zleva
doprava, zadny znak ze vstupniho sledu nemiize byt precten vicekrat.

Ridici jednotka mé kone¢nou pamét; ¥ikime, %e se miize nachizet
v jednom z kone¢né mnoha stavii. Programem stroje je sada prechodo-
vych pravidel, ktera kazdému vnitinimu stavu a k-tici vstupnich znakt
(z kazdého vstupniho sledu jeden znak) pfifazuji novy vnitini stav a vy-
stupni znak.

Vypocet stroje probihd po krocich. Na zacatku vypoctu je stroj
v pocatecnim stavu a z kazdého vstupniho sledu bude ¢ist prvni znak.
V jednom kroku stroj precte z kazdého vstupniho sledu po jednom znaku,
podle vhodného prechodového pravidla (tj. podle svého programu) zméni
svij vnitini stav a zapiSe nejvyse jeden znak na vystup. Vypocet konci
v okamziku, kdy neexistuje prechodové pravidlo, podle néhoz by vypocet
mohl pokracovat.

Nyni popiseme sekvenc¢ni stroj jesté jednou formalnéji. Konecny
sekvenéni stroj s k vstupy je usporddand pétice (V,Y,Q,d,qo), kde
V, Y, Q jsou konetné mnoziny, g9 € Q a § je parcidlni zobrazeni
Q x (VUp)* = Q x (YUg). Slovo parcidlni znamen4, 7ze § nemus{ byt
definovano pro vSechny kombinace stavii a vstupnich symboll (tzn. v ta-
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kové situaci neni urCeno, jak ma vypocet pokracovat). Mnozina V se
nazyva vstupni abeceda, Y vystupni abeceda, Q je mnozina stavii, qo je
pocatecni stav a § jsou prechodova pravidla. Specidlni hodnota ¢ pou-
zita v definici prechodovych pravidel znamend, Ze v prislusném vstupnim
sledu uz neni zéadny znak (cely vstupni sled uz byl precten), resp. ze se
do vystupniho sledu v tomto kroku nic nezapise.

Vypocet stroje zacind ve stavu qo a vstupni sledy jsou nastaveny pro
¢teni prvnich znakd. V kazdém kroku vypoctu stroj precte po jednom
znaku z téch vstupnich sledi, které jesté nebyly precteny do konce, vypise
jeden (pfipadné zadny) znak do vytvireného vystupniho sledu a zméni
sviyj vnitini stav. Ozna¢me ¢ momentdlni stav stroje a aj, asg, ..., ag
pravé Ctené znaky ve vstupnich sledech (je-li néktery vstupni sled jiz
cely precten, bude ¢tenym znakem ). V prechodovych pravidlech se
vyhleda hodnota d(q, a1, as, . ..,ar) = (¢',y). Pokud je nalezena, stroj do
vystupniho sledu zapiSe znak y a prejde do stavu ¢’. Pokud odpovidajici
prechodové pravidlo neexistuje, vypocet stroje kondci.

Pomoci sekvencnich stroji budeme zpracovavat zdpisy celych neza-
pornych ¢isel. Zapisem celého nezaporného ¢isla C' v bindrni (dvojkové)
poziéni soustavé je sled znakl a,an,—1...a1a0 z abecedy {0, 1} takovy, ze
plati:

1. bud n = 0 (tj. zapis je tvofen jedinym znakem), nebo n > 0 a pfitom

an = 1 (viceznakovy zapis zacind vzdy znakem 1);

C= i Cl.ij.
j=0

Jednotlivym znaktm zapisu fikdme binarni cifry. Takovyto zapis ¢isla
je strojem ¢ten nebo je vytvafen postupné od nejvyssich rada (ay)
k nejnizsim (ag). Zépisem pozpéatku rozumime zapis cifer v opa¢ném

sV,

2.

fadua (ag) k nejvyssim (ay,).

Priklad. Sestavte konecny sekvenc¢ni stroj s jednim vstupem, ktery
vytiskne S, pokud je dané ¢islo sudé, a L, pokud je liché. Predpokladejte,
ze vstupni sled obsahuje jedno ¢islo zapsané v bindrni soustave.

RESENT: Sudost nebo lichost vstupniho é&isla je déna tim, jaké je
jeho posledni cifra. Sekvencni stroj bude proto velmi jednoduchy, postaci
pouze tTi vnitini stavy. Pomoci dvou z nich bude rozlisovat, jakou cifru
naposledy precetl, zbyvajici tfeti vnitini stav bude slouzit k ukonceni
vypoctu (nebude pro néj definovano zédné prechodové pravidlo). Béhem
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¢teni c¢isla stroj nebude nic zapisovat na vystup. Az po precteni celého
¢isla podle svého momentdlniho vnitiniho stavu vypiSe vysledek.

Stav stroje po precteni nuly oznac¢ime N, stav po precteni jednicky
pojmenujeme J. Stav slouzici k ukonceni vypoctu nazveme K. Pocatecni
stav bude N, protoze nula je také sudé ¢islo. Program stroje je urcen
nasledujicimi prechodovymi pravidly:

6(N’1)=(J7‘10)7 6(‘]’ )=(‘]790)7
5(N7 ‘70) = (Kv S)v 6(']7 (10) = (K7 L)

6(N,0) = (N,¢), 6(J,0)=
1

Pro zvyseni ptehlednosti zapisujeme prechodova pravidla sekvencniho
stroje obvykle do tvaru tabulky. Pravé popsanému sekven¢nimu stroji
odpovida tato tabulka prechodovych pravidel:

Cteny symbol
stav| O 1 %)
N |N/p|J/e|K/S
J |N/p|J/e|K/L
K - —

Priklad. Sestavte kone¢ny sekvencni stroj se dvéma vstupy, ktery vy-
tiskne znak P, je-li zapis prvniho ¢isla delsi, znak S, jsou-li zapisy obou
¢isel stejné dlouhé, a znak D, je-li zapis druhého ¢isla delsi.

RESEN{: Stroj bude ¢&ist soubézné obé vstupni ¢isla. Nerozliuje nuly
a jednicky na vstupu, pouze sleduje, kdy které ¢islo skon¢i. Podle toho
vytiskne vysledek a skonci svou préci. Navrhovany stroj mé dva stavy,
ozna¢ime je C' a X. Pocateénim stavem stroje bude stav C. V tomto
stavu stroj setrva tak dlouho, dokud nékteré ze vstupnich ¢isel neskonci.
Potom prejde do stavu X, ktery slouzi k ukonceni vypoctu.

¢tené symboly

stav| 00 | 01 10 | 11 | Op | 1o | «0 el | pp
C |Clo|Cle|Cle|Cle|X/P|X/P|X/D|X/D|X/S
X _

Soutézni tloha.

a) Sestavte kone¢ny sekvencni stroj se dvéma vstupy, ktery porovna
vstupujici ¢isla podle velikosti. Vytiskne S, pokud jsou stejnéd, P pokud
je prvni vétsi, a D, pokud je druhé vétsi.
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b) Reste tilohu a) pro pifpad, kdy jsou &sla zapséna pozpatku.

¢) Sestavte koneény sekvenéni stroj se dvéma vstupy, ktery vytiskne
soucet vstupujicich cisel.

d) Reste tilohu ¢) pro pripad, kdy jsou ¢isla zapsdna pozpétku.

e) Sestavte koneény sekvenéni stroj s jednim vstupem, ktery urdi, zda
je vstupni ¢islo délitelné tremi. Vystupem bude znak A, pokud je délitelné
tfemi, v opac¢ném pripadé bude vystupem znak N.

f) Sestavte koneény sekvenéni stroj s jednim vstupem, ktery spocita
celo¢iselny podil pri déleni vstupujiciho ¢isla tremi.

Ve vsech tlohédch predpokladejte, ze ¢isla jsou ve vstupnich sledech
zapsana v binarni pozi¢ni soustavé. Pokud dospéjete k nazoru, ze néktery
ze stroju nelze sestrojit, své tvrzeni zduvodnéte.

P-11-1

Souvisly tsek v posloupnosti celych ¢isel nazveme K-hladkym tsekem,
jestlize se libovolna dvojice ¢isel, ktera do néj patri, 1isi nejvyse o K.

Jsou dana dvé kladna celd ¢isla NV, K a posloupnost N celych cisel.
Napiste program, ktery uréi délku maximalniho K-hladkého tseku v dané
posloupnosti ¢isel. Pocet ¢isel N neni predem shora omezen a miuze byt
velmi vysoky, naproti tomu hodnota K je rovna nejvyse 10. Pri navrhu
programu se zaméite na dosazeni co nejvétsi rychlosti vypoctu.

Priklad. Pro N = 10, K = 2 a posloupnost ¢isel 2123343464
bude vysledkem cislo 6, nebot nejdelsi 2-hladky tisek 2 3 3 4 3 4 je tvoren
Sesti ¢isly (dalsi 2-hladké tseky, napt. 2 1 2 3 3 nebo 4 6 4, jsou kratsi).

P-11-2

V zemi je N mést oznacenych ¢isly od 1 do N. Mezi mésty je vybudovana
silni¢ni sit. Kazda silnice spojuje vzdy dvojici mést. VSechny silnice jsou
obousmeérné. Mezi nékterymi dvojicemi mést prima silnice nevede, ale
z kazdého mésta je mozné dojet po silnicich do libovolného jiného mésta
(tfeba i vice riznymi zpisoby). VSechna pripadnd kiizeni silnic mimo
mésta jsou mimouroviiova (pomoci mostil) a neumoznuji vozidlim prejet
z jedné silnice na druhou.

Napiste program, ktery urc¢i, zda je mozné rozdeélit mésta do dvou
skupin tak, aby kazda dvojice mést patricich do stejné skupiny byla spo-
jena primou silnici (tzn. uvnitt kazdé skupiny vede primé silnice mezi
kazdymi dvéma mésty). Nezdlezi pritom na velikosti jednotlivych skupin
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(jedna ze skupin muze byt piipadné i prazdna), ale kazdé mésto musi byt
do nékteré skupiny zarazeno.

Vstupem programu je pocet mést N a dale seznam vsech silnic vedou-
cich mezi meésty. Kazda silnice je zadana dvojici ¢isel mést, mezi nimiz
vede.

P-11-3

Na hromadce je pripraven predem znamy pocet N zapalek. Dva hraci
hraji hru, pti které z hromadky stfidavé odebiraji zapalky. Hrac, ktery
je na fadé, musi v jednom tahu odebrat takovy pocet zapalek, ktery je
celo¢iselnou mocninou dvou (tzn. 1ze ho vyjadrit ve tvaru 2K pro vhodné
celé nezéporné ¢islo K). Vyhravé ten hra¢, ktery vezme z hromadky po-
sledni zapalku.

a) Urcete, pro jaké hodnoty N m4 pfi spravné hie zajiSténu vyhru
ten hrac, ktery je pravé na tahu. Jak musi béhem hry postupovat, aby
této vyhry dosahl? Své tvrzeni zdtivodnéte.

b) Reste stejnou tlohu pro pifpad, 7e podet zapalek odebiranych v jed-
nom tahu musi byt tvaru 3K pro néjaké celé nezaporné cislo K.

P-1l-4

Pomoci sekvenénich stroju (definici najdete v tloze P-I-4) budeme nyni
zpracovavat zapisy celych cisel v tzv. doplikovém kédu. K zédpisu cisel
budeme pouzivat abecedu {0,1}. Celd nezdpornd ¢isla budeme zapiso-
vat v obvyklé binarni pozi¢ni soustavé s jedinou drobnou tpravou —
zapis ¢isla musi zac¢inat Cislici 0. Toho lze snadno dosahnout doplnénim
jedné nebo vice nul zleva k zapisu ¢isla. Kazdé celé nezaporné cislo ma
tedy nekonecné mnoho ruznych zapisu, které se lisi pouze poctem tvod-
nich nul.

Zapisy zapornych cisel ziskdme néasledujicim postupem. Ze zapisu
absolutni hodnoty ¢isla (v bindrni soustavé s vedouci nulou) nejprve
odecteme jednicku a potom zaménime kazdou 0 za 1 a kazdou 1 za 0.
Zapisy zapornych cisel tedy zacinaji cislici 1. I kazdé zaporné cislo ma
vice moznych zapisi, ty se lisi pouze po¢tem tvodnich jednicek.

Priklad zapisu ¢isel v doplinkovém kédu:
+3 lze zapsat jako 011, 0011 nebo také 000000000011,
—3 lze zapsat jako 101, 1101 nebo také 111111111101.
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Soutézni tloha.

a) Sestavte kone¢ny sekven¢ni stroj se dvéma vstupy, ktery vytiskne
soucet vstupujicich cisel.

b) Reste tilohu a pro piipad, kdy jsou &isla zapsana pozpatku.

c) Sestavte koneény sekvenéni stroj s jednim vstupem, ktery uréi, zda
je vstupni ¢islo délitelné tremi. Vystupem bude znak A pokud je délitelné
tfemi, v opacném pripadé bude vystupem znak N.

d) Sestavte konecny sekvenéni stroj s jednim vstupem, ktery spocita
celo¢iselny podil pri déleni vstupujiciho ¢isla tfemi.

Ve vsech tlohéch predpokladejte, ze cisla jsou ve vstupnich sledech
zapsana v doplinkovém kédu. Pokud dospéjete k nédzoru, ze néktery ze
stroju nelze sestrojit, své tvrzeni zdivodnéte.

P-1I-1

Souvisly tsek v posloupnosti celych ¢isel nazveme vybalancovanym tse-
kem, jestlize pocet kladnych a pocet zapornych cisel v tseku se sobé
rovnaji.

Je dano celé éislo N (1 £ N < 1000) a posloupnost N celych cisel.
Napiste program, ktery urci délku maximéalniho vybalancovaného tseku
v dané posloupnosti ¢isel. Pti navrhu programu se zamérte na dosazeni
co nejvetsi rychlosti vypoctu.

Priklad. Pro N = 10 a posloupnost ¢isel 8 6 4 7 —5 —3 2 0 —1 9 bude
vysledkem cislo 7, nebot nejdelsi vybalancovany tsek 4 7 =5 —3 2 0 —1
(pripadné jiny stejné dlouhy vybalancovany tsek 7 —5 —3 2 0 —1 9) je
tvoren sedmi ¢isly.

P-Il1-2

V zemi je N mést oznacenych ¢isly od 1 do N. Mezi mésty je vybudovana
silni¢ni sit. Kazda silnice spojuje vzdy dvojici mést. VSechny silnice jsou
obousmeérné. Mezi nékterymi dvojicemi meést prima silnice nevede, ale
z kazdého mésta je mozné dojet po silnicich do libovolného jiného mésta
(tfeba i vice riznymi zpisoby). VSechna pripadnd kiizeni silnic mimo
mésta jsou mimotroviiovd (pomoci mostl) a neumoziiuji vozidliim prejet
z jedné silnice na druhou.

Silnici nazveme nepostradatelnou, pokud by se jejim znicenim tplné
prerusilo silni¢ni spojeni mezi nékterou dvojici meést.
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Napiste program, ktery vyhleda a vypise vSechny nepostradatelné sil-
nice. Vstupem programu je pocet mést N a déle seznam vsech silnic
vedoucich mezi mésty. Kazda silnice je zadana dvojici ¢isel mést, mezi
nimiz vede.

P-1ll1-3

Na hromadce je pripraven pfedem znamy pocet N zéapalek, kde N je
liché ¢islo. Dva hraci hraji hru, pti které z hromadky stiidavé odebiraji
zapalky. Hrac, ktery je na fadé, musi v jednom tahu odebrat 1, 2 nebo
3 zapalky. Hra skonci, kdyz je celd hromadka zapalek rozebrand. Vyhrava
ten hrac, ktery z hromadky celkové odebral sudy pocet zapalek.

a) Urcete, pro jaké hodnoty N md pii spravné hie zajisténu vyhru
ten hrac, ktery je pravé na tahu. Jak musi béhem hry postupovat, aby
této vyhry dosdhl? Své tvrzeni zdtivodnéte.

b) Reste stejnou tilohu pro p¥ipad, #e hra¢ smi v jednom tahu odebrat
z hromadky 1, 2, 3 nebo 4 zapalky.

P-1l-4

Pomoci sekvenénich stroji (definici najdete v tloze P-1-4) budeme zpra-
covavat zapisy celych ¢isel. Zapisem celého ¢isla C' v pozicni soustavé
o zakladu (—2) je sled znaki a,an,_1 ...a1a9 z abecedy {0,1} takovy, Ze

C= Z aj(—Z)j

Jednotlivym znaktim zapisu fikame cifry. Takovyto zapis ¢isla je stro-
jem ¢ten nebo je vytvaren postupné od nejvyssich fadi (a,) k nejnizsim
(ao). Zapisem pozpatku rozumime zapis cifer v opaéném potadi. Cisla
vyssim (ay,).

Uvédomte si, ze popsanym zptisobem lze zapsat libovolné celé ¢islo,
a to az na tvodni nuly pravé jednim zpisobem.

Priklad zapisu ¢isel v pozi¢ni soustavé o zakladu —2:
+3 lze zapsat jako 111, 0111 nebo také 0000000000111,
—3 lze zapsat jako 1101, 01101 nebo také 00000000001101.
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Soutézni tloha.

a) Sestavte koneény sekvenéni stroj se dvéma vstupy, ktery porovna
vstupujici ¢isla podle velikosti. Vytiskne S, pokud jsou stejna, P pokud
je prvni vétsi, a D, pokud je druhé vétsi.

b) Reste tilohu a) pro piipad, kdy jsou &isla zapsand pozpatku.

¢) Sestavte konecny sekvenéni stroj se dvéma vstupy, ktery vytiskne
soucet vstupujicich ¢isel.

d) Reste tlohu c) pro ptipad, kdy jsou ¢isla zapsand pozpétku.

e) Sestavte konecny sekvenéni stroj s jednim vstupem, ktery urci, zda
je vstupni ¢islo délitelné tfemi. Vystupem bude znak A, pokud je délitelné
tfemi, v opacném pripadé bude vystupem znak N.

f) Sestavte koneény sekvenéni stroj s jednim vstupem, ktery spocita
celociselny podil pti déleni vstupujiciho ¢isla tfemi.

Ve vSech tlohach predpokladejte, ze ¢isla jsou ve vstupnich sledech
zapsana v poziéni soustavé o zdkladu (—2). Pokud dospé&jete k nédzoru,
ze néktery ze stroji nelze sestrojit, své tvrzeni zdivodnéte.
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Ptipravna soustfedéni pred 35. MMO

V pribéehu 43. rocniku byla uspordddna dvé vybérova soustiedéni pro
pripravu na mezinarodni matematickou olympiddu. Na prvni soustiedé-
ni, které se konalo v dobfe zndmém internatu pii gymnaziu v Jevicku
od 10. do 13. kvétna 1994, bylo pozvano vsech 12 vitézu celostatniho
kola kategorie A, z nichz se jeden omluvil.

Soustiedéni bylo zaméreno na feseni obtiznych 1iloh v omezeném case
(v soutéznich podminkéch). Po odpoledni relaxaci byl proveden detailni
rozbor opravenych feSeni. UspéSnost jednotlivych studenti ukazuje na-
sledujici tabulka:

Libor Masicek 3 G Brno, kpt. Jarose 69
David Opéla 2 GMK Bilovec, 17. listopadu 67
David Pavlica 3 GMK Bilovec, 17. listopadu 66
Robert Samal 3 G Praha 5, Zborovska 65
Martin Necesal 3 G Brno, kpt. Jarose 60
Petr Kanovsky 3 G Brno, kpt. Jarose 63
Filip Krska 3 G Brno, kpt. Jarose 62
Michal Benes 2 G Praha 5, Zborovska 57
Jan Mach 4 GMK Bilovec, 17. listopadu 56
Michaela Prokesova 3 G C. Budéjovice, Jirovcova 51
Jan Rychtar 3 G Strakonice, Machova 48

Druhé soustfedéni bylo uz uréeno pouze vybranym reprezentantiim
Ceské republiky na 35. MMO v Hongkongu véetné dvou nahradniki a ko-
nalo se opét v Jevicku od 20. do 24. ¢ervna 1994. Vysledky jednotlivych
studenti ukazuje dalsi tabulka:

Robert Samal 3 G Praha 5, 30,5
David Pavlica 3 GMK Bilovec, listopadu 28,5
Petr Kanovsky 3 G Brno, Jarose 25
Libor Masicek 3 G Brno, Jarose 22
Filip Krska 3 G Brno, Jarose 20
Jan Mach 4 GMK Bilovec, listopadu 20
Martin Necesal 3 G Brno, Jarose 19
David Opéla 2 GMK Bilovec, listopadu 18
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Jednotlivé seminére vedli a tlohy pripravili:
dr. Jaroslav Svréek (20. 6. a 21. 6.),

dr. Miroslav Englis (22. 6.),

dr. Karel Hordk (23. 6.).

Nékteré tlohy zadané na pripravnych soustiedénich

1. Necht AB a CD jsou vzajemné kolmé tétivy téze kruznice k a necht
Py, Py, P3, Py oznacuji v cyklickém poradi obsahy Ctyt ¢asti, na néz je
kruh s hrani¢ni kruznici k£ obéma tétivami rozdélen. Urcete, jaké nejveétsi
a nejmensi hodnoty nabyva vyraz

Py + Ps

P+ Py
2. Urcete vsechny funkce f: R — R takové, ze plati

1 1 1
S (@y) + 5 f(z2) = f(2)f(y2) = §
pro libovolna realné z, y, z.
3. Dokazte, ze soucet velikosti Sesti thli, pod nimiz vidime hrany libo-
volného ctytsténu z jeho libovolného vnitintho bodu, je vétsi nez 540°.
4. Uvazujme tfi kruznice vné pfipsané danému trojihelniku ABC
a trojuhelnik A’B’'C’ takovy, ze tyto tfi kruznice lez{ uvnitf trojihel-
niku A’B’'C’, pficemz strany trojihelniku A’B’C’ jsou spoleénymi tec-
nami kazdych dvou z téchto kruznic. Dokazte, ze plati

Parprcr 2 25PaBc,
kde Pxy z znaci obsah trojuhelniku XY Z.

5. Necht f: R — R je dana funkce a necht dale pro kazda dvé redlna
¢isla z, y plati
a) f(2z) = f(sin(3rz + 3my)) + f(sin(3rz — ny)),
b) f(z® —y?) = (z+y)f(z —y) + (z —y)f(z +y).
Urcete
£(1994 +19941/2 4+ 19941/3).

6. V trojihelniku ABC jsou zvoleny body K € BC, L € AC, M € AB,
N € LM, R c MK, F € KL. Jestlize Q1, Q2, Q3, Q4, Qs, Q¢ a Q znadi
po tadé obsahy trojihelniki AMR, CKR, BKF, ALF, BNM, CLN
a ABC, pak plati

Q 2 8(Q1Q2Q3Q4Q5Qs)"/°.
Dokazte.

79



v v v . . v v 5 vz v
7. Doka7te, 7e na kruZnici se stfedem v [0, 0] a polomérem 55 leZi aspoti
5° bodii s celo¢iselnymi soufadnicemi.

8. Jsou-li X, Y dva body roviny, pak z(XY') je zobrazeni roviny na sebe
vzniklé sloZzenim osové soumérnosti podle XY a posunuti o vektor XY. Je
dén konvexni ¢tyfthelnik ABCD; kdy je z(AB)-z(BC)-z(CD)-z(DA)
identita?

9. V roviné jsou dény dva rizné body A, B spojené lomenou c¢arou I.
Tétivou budeme rozumét tisecku rovnobéznou s AB, jejiz oba krajni body
lezi na [. Dokazte, ze pokud neexistuje tétiva délky a ani tétiva délky b,
tak neexistuje ani tétiva délky a + b.

10. V roviné je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Zjistéte, ve kterych
bodech X dosahuje funkce

f(X) = |XA[+|XB| - |XC|

svého minima.

11. Dokazte, ze pro kazdé prirozené n zacinaji ¢isla 1994™ a 1994™ 4 2™
vzdy stejnym dvojcéislim.

12. Na strandch A;As a AsAs pravidelného 2n-thelniku A;As ... Ag,
jsou ddny body K, N takové, Ze |< K A, 12 N| = 1/2n. Dokazte, ze N A, o
je osou thlu KN As.

13. Na povrchu koule jsou déany body A, B, C, A’, B’, C' takové, Ze
tétivy AA’, BB', CC’ se protinaji v bodé P uvnit¥, ale nelezi v jedné
roving. Pritom kulové plochy uréené body A, B, C, P a A’, B', C’, P se
dotykaji. Dokazte, ze |AA'| = |BB'| = |CC’|.

14. Necht mnohoclen p s komplexnimi koeficienty ma stupen nej-
vySe 1994 a vesmeés ruzné koreny. Dokazte, Ze existuji komplexni cisla

ai,ag,...,a1994 takova, Ze p(z) déli mnohoclen
2 2
( ((z—a1)2 —(JQ) == —0,1993) — 1994 -
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35. mezinarodni matematicka olympiada

Po lonském pomérné uspésném vystoupeni jak ceské-
ho, tak i slovenského druzstva na 34. MMO v tureckém
Istanbulu jsme letos odjizdéli na olympiddu s védomim,
ze nase vyhlidky jsou tentokrat ponékud slabsi, zvlast
kdyz vitézové I1I. kola kategorie A nedosiahli v republi-
kovém finéle vice nez 69 % moznych bodt. Nicméné dva
z nasich student ziskali na 35. MMO druhou cenu, dva
se museli spokojit s tfeti cenou a dva zustali bez ceny.
Vedoucim nasi vypravy byl dr. Karel Horak z Matematického tustavu
AV CR, pedagogickym vedoucim druzstva byl doc. Jaromir Simsa z br-
nénské pobocky téhoz tstavu.
Vysledky nasich zaki:

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 23456
78.-87. Petr Kanovsky T 7T 7703 31 IL
193.-204. Filip Krska 076 230 18
205.-213. Jan Mach 075230 17
126.-131. Libor Masicek 0777 40 25 IL
102.-113. David Pavlica 077725 28 IL
49.-57. Robert Samal 077777 3 IL
Celkem 74239321915 154

Vedoucim slovenské delegace byl doc. RNDr. Tomds Hecht, CSc.,
z MFF UK v Bratislavé a pedagogickym vedoucim byvaly Gspésny repre-
zentant Richard Kolldr, nyni student MFF UK v Bratislavé. Ze Slovensko
jede na MMO se dvéma vyrazné lepSimi borci, jsme védéli uz ze srovnani
vysledkli obou celostatnich kol v Bratislavé a Jevicku. A to ve sloven-
ském druzstvu jesté chybél vitéz I11. kola, ktery dal prednost tcasti na
MFO v Pekingu. A tak nakonec mezi slovenskymi studenty nejvice za-
zaril Andrej Zlatos ze 4. ro¢niku Gymnazia Grosslingova v Bratislave,
ktery ziskal za vSechna sva feSeni plny pocet bodu a zatradil se tak mezi
22 absolutnich vitézu 35. MMO.
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Body za tlohu Body Cena

Umisténi 123456
284.-297. Ivan Cimrak 150140 11
154.-164. Patrik Hornik 7T 7026 0 22 I
268.-283. Michal Kovar 070140 12
114.-119. Peter Macak 3 75 75 0 27 IL
44.-48. Martin Niepel TT 77T 71 36 IL
1.-22. Andrej Zlato$ TT T T T T 42 L
Celkem 254019 2533 8 150

Vybér tloh 1ze strucné charakterizovat tak, Ze nebylo témér z ¢eho
vybirat. Problémova komise, prestoze byla vedena velmi zkuSenym Ka-
nadanem ¢inského puvodu Andym Liu, se patrné rozhodla ucinit leto$ni
olympiadu jednou z nejlehcich za poslednich 10 let. Vybér 24 tloh, které
dostala jury, témér neobsahoval opravdu obtizné ulohy, jez by pak vice
rozvrstvily pocetné pole soutézicich (v nasi situaci jsme samoziejmé stali
o ulohy spiSe tézsi, protoze nasi dva nejlepsi studenti, jak se ostatné potvr-
dilo, neméli na suverénni vyteseni vsech iloh, nicméné jsem presvédcen,
ze stejného vysledku by dosahli i pfi tézsich tlohach; a pro slabsi zaky
je mensi ostuda, kdyz pohofi na tézsich tlohédch). Navic jediné dvé tlo-
hy, jez snad odpovidaly naroc¢nosti mezinarodni olympiadé, byly nakonec
stazeny po nejasném prohldseni trenéra jedné ze ztucastnénych zemi, ze
podobné ¢i stejné tlohy byly pouzity béhem jejich pripravy. Tak se na-
konec nejtézsi tlohou 1. dne stala 1. tloha, za kterou jsme ziskali jen
7 bodti. Druhy den byla bez konkurence ponékud nestandardni iloha 6.

Prekvapivé nejlepsiho vysledku dosahli nasi studenti ve 2. iloze, ktera
byla geometrické (a prestoZe to byla tiloha natolik jednoduchd, ze témér
neodpovidala narokiim na tlohy MMO, a umoznovala jak trigonomet-
rické, tak i neprilis slozité analytické reSeni, potésila i ta skutec¢nost, ze
mezi nasimi Sesti FeSenimi byla t¥i velmi péknd FeSeni syntetickd), zatimco
1. tloha, mezi ¢leny jury vSeobecné povazovand za nejlehci z predlozené
Sestice, dopadla nejhure, jak jiz bylo zminéno.

Ze letosni tilohy byly pomérné lehké, je vidét i z po¢tu bodi nutnych
pro ziskani prislusné medaile: Prvni cena se udélovala za 40-42 bodi,
druhé za 30-39 a tieti za 19-29 bodi. Zadna z tloh nebyla takova, Ze
by se dalo ocekavat néjaké zvlast elegantni ¢i prekvapivé reseni. Proto
nebyla udélena ani zadnd zvlastni cena.

Suverénné nejlepsi byli tentokrat Ameri¢ané (v ¢inském druzstvu
udajné doplatili t¥i studenti na Spatny preklad 6. tlohy do éinstiny) —
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vsichni ziskali plny pocet bodid. Znacny byl letos i pocet tspésnych di-
vek; Rakusanka Theresia Fisenkdlblovd méla dokonce plny pocet bodi
a nejméné devét dalSich defilovalo béhem slavnostniho zakonceni jesté
pred nasim nejlepsim Robertem Sdmalem. V iranském druzstvu jich byla
presné polovina. Ve vysledkové listiné se vSak divci jména obtizné urcuji.

Neoficidlni poradi prvni tfetiny zicastnénych zemi (olympiady se zi-
Castnilo 385 zaki z 69 zemi):

I II II body I 1 III body
USA 6 0 0 252 Italie 0 0 2 102
CLR 3 3 0 229 Nizozemsko 00 2 99
Rusko 3 2 1 224 Lotyssko 0 0 3 98
Bulharsko 3 2 1 223 Brazlie (5) 02 0 95
Madarsko 1 5 0 221 Gruzie 00 2 95
Vietnam 1 5 0 207 Svédsko 0 0 1 92
Velké Briténie 2 2 2 206 Recko 001 91
Iran 2 2 2 203 Chorvatsko 00 2 90
Rumunsko 0 5 1 198 Estonsko (5) 0 0 1 82
Japonsko 1 2 3 180 Norsko 0 1 1 80
Némecko 1 2 3 175 Makao 01 0 75
Australie 0 2 3 173 Litva 0 0 1 73
Korea 0 2 4 170 Finsko 0 0 O 70
Polsko 2 0 3 170 Irsko 0 0 0 68
Tchaj-wan 0 4 1 170 Makedonie (4) 0 0 1 67
Indie 0 3 3 168 Mongolsko 01 0 65
Ukrajina 1 1 2 163 Trinidad a Tobago 0 0 O 63
Hongkong 0 2 4 162 Filipiny 0 0 O 53
Francie 1 1 3 161 Chile (2) 01 0 52
Argentina 0 3 1 159 Moldavsko 0 0 1 52
Ceskd republika 0 2 2 154 Portugalsko 0 0 0 52
Slovensko 1 1 2 150 Dansko (4) 0 0 2 51
Bélorusko 0 1 4 144 Kypr 0 0 O 48
Kanada 1 0 3 143 Slovinsko (5) 0 0 0 47
Izrael 0 1 4 143 Indonésie 0 0 O 46
Kolumbie 0 2 2 136 Bosna a Hercegovina (5) 0 0 1 44
JAR 0 0 3 120 Spanélsko 0 0 0 41
Turecko 0 0 4 118 Svycarsko (3) 0 0 1 35
Novy Zéland 0 0 4 116 Lucembursko (1) 01 0 32
Singapur 0 2 0 116 Island (4) 00 0 29
Rakousko 1 0 0 114 Mexiko 0 0 0 29
Arménie (5) 0 0 4 110 Kyrgyzstan 00 0 24
Thajsko 0 0 3 106 Kuba (1) 0 0 0 12
Belgie 0 0 2 105 Kuvajt (5) 0 0 0 12
Maroko 0 0 2 105

Pristi, 36. MMO se bude konat v roce 1995 v kanadském Torontu.
Vzhledem k tomu, Ze mezi nasimi letosnimi reprezentanty byl jen jeden
maturant, mohlo by se ndm podarit do pristi olympiady pripravit docela
solidni a zkuSené muzstvo, které by se urcité mélo pokusit o navrat do
prvni ¢tvrtiny, ne-li dokonce do prvni desitky nejlepsich zemi.
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Texty soutéznich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera tilohu navrhla)

1. Necht m a n jsou kladnd celd ¢isla a necht ay,as,...,a, jsou ruzné
prvky mnoziny {1,2,...,n} s nésledujici vlastnosti: jestlize pro né-
jakd i, j, 1S i< j<m, je a; + a; < n, pak existuje k, 1 £ k < m,
ze a; + aj = ay. Dokazte, Ze

ar+ax+...+am >n+1

m - 2

(Francie)

2. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' s rameny |AB| = |AC|. Déle
predpokladejme, ze
(i) M je stied tisecky BC a O bod primky AM takovy, ze piimky OB
a AB jsou navzijem kolmé;
(ii) @ je libovolny bod tsecky BC rizny od bodi B a C;
(iii) bod E leZ{ na piimce AB a bod F na primce AC tak, ze E, Q a F
jsou t¥i rizné body lezici v pfimce.
Dokazte, ze OQ L EF, pravé kdyz |QE| = |QF|. (Arménie, Austrdlie)

3. Pro libovolné kladné celé ¢islo k oznaéme f(k) pocet vSech prvku

mnoziny {k+ 1,k +2,...,2k}, v jejichz dvojkovém zépise jsou pravé tti

jednicky.

(a) Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo m existuje aspon jedno kladné
celé cislo k takové, ze f(k) =m.

(b) Urcete vSechna kladna celd ¢isla m, pro néz existuje pravé jedno k
takové, ze f(k) = m. (Rumunsko)

4. Urcete vSechny uspofddané dvojice (m,n) kladnych celych éisel, pro
néz je cislo

nd+1

mn — 1

celé. (Australie)

5. Necht S je mnozina vSech redlnych c¢isel vétsich nez —1. Najdéte

vSechny funkce f:S — S, jez splnuji nasledujici dvé podminky:

(i) o+ fW) +2f(@)) =y + f(x) +ys () pro vechna z,y € S;

(i) funkce f(x)/z je rostouci v kazdém z intervali —1 <z <0a 0 < z.
(Velkd Britanie)
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6. Ukazte, ze existuje mnozina A kladnych celych ¢isel s nasledujici vlast-
nosti: Pro libovolnou nekoneénou mnozinu S prvocisel existuje k& = 2
a dvé kladné celd ¢isla m € A, n ¢ A, jez jsou soudinem k ruznych prvki
mnoziny S. (Finsko)

ReSeni sout&znich tloh

1. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze a; < az < ... < apy,.
Uvazujme libovolné dva prvky a;, a; takové, ze a; + a; < n. V takovém
pripadé je podle piedpokladu a; +a; = ax, < ... < a;+a; = a,; rostouci
posloupnost j prvka uvazované mnoziny {ai,as,...,a;,}, pficemz odpo-
vidajici indexy k1,...,k; patii do mnoziny {i + 1,...,m}, takze plati
J £ m—i. Dokézali jsme tak, Ze jakmile a; +a; < n, pak i +j < m. Pro
kazdé i € {1,2,...,m} tedy plati a; + ams1—; = n + 1. Sectenim vSech
m takovych nerovnosti dostavame

2(a1+az+...+am) 2m(n+1)

neboli
ar+as+...+am > n+1
m = 2
Jiné FeSeni. Ozna¢me h nejmensi prvek mnoziny A = {ay,az,...,am}

a uvazme rozklad mnoziny A na podmnoziny A podle zbytkd modulo A,
kde Ay = {a € A:a = k (mod h)}, 0 £ k < h — 1. Pokud je mno-
Zina A, neprazdnd, ozna¢me hy, jeji nejmensi prvek, takze bude Ay, = {hy,
hi+ h, ..., hi+jkh}, kde ji je nejvétsi celé Cislo takové, ze hy +jiph < n.
Protoze prvky z Ay tvori aritmetickou posloupnost, je jejich aritmeticky
priamér roven prumeéru nejmensiho a nejvétsiho prvku a ten spliuje ne-
rovnosti

hi + (A +jkh) S he+ (e +1)h  n+1
2 - 2 = 2 7
Protoze vysledna nerovnost plati pro vSechny neprazdné mnoziny Ag,
plati stejnd nerovnost i pro aritmeticky prumér prvkia mnoziny A.

2. Protoze trojihelnik ABC' je osové soumérny podle osy AO, mizeme
bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze bod @ lezi uvniti tsecky BM,
coz zfejmé znamend, ze bod E musi lezet na poloprimce AB za bodem B.
Dodejme, ze pro Q = M je tvrzeni tlohy zfejmé.

Necht OQ L EF. Podle predpokladu je tthel EBO pravy, proto body
O, Q, B, E lezi na kruznici s prumérem FO. Obdobné dostavame, Ze
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body O, Q, C, F lezi na kruznici s primérem F'O. Z rovnosti odpovi-
dajicich obvodovych thli nad spolecnou tétivou OQ obou kruznic tak
plyne (obr. 32) podobnost trojihelniki FOF ~ BOC. Trojihelnik BOC
je vsak rovnoramenny, je tudiz rovnoramenny i trojihelnik EFOF a Q
jakozto pata jeho vysky puli zakladnu EF.

Necht |QE| = |QF|. Opisme kruznice trojihelnikim EBQ, FCQ
a dalsi prusec¢ik obou kruznic ozna¢me X. Jelikoz trojihelnik ABC je rov-
noramenny, plati | <X EBQ| = 180° — |« QCF|. Odtud plyne, Ze shodnym
tétivam FQ a F'Q v kazdé z obou opsanych kruznic ptislusi tyz stiedovy
thel. Jsou to tudiz shodné kruznice, a tak je také |[<xQEX| = |xQFX].
Trojihelnik FFX je tudiz rovnoramenny a QX je jeho vyska, takze
QX L EF. To vsak znamend, ze EX a FX jsou primeéry uvazovanych
kruZnic, a proto (podle Thaletovy véty) |<xEBX| = |«xFCX| = 90°.
Vidime, Ze bod X je totozny s bodem O, proto OQ L EF.

A

Obr. 32 Obr. 33

Jiné Feseni. Predpokladejme opét, ze bod @ lezi uvnit¥ tsecky BM
a necht |QF| = |QF|. Uvazujme bod F’ soumérné sdruzeny s bodem F
podle osy AM (obr.33). Je tedy |OF| = |OF'|, FF' | BQ, a protoze Q je
stied strany E'F, je BQ stfedni pricka trojuhelniku F'FE, tudiz |[EB| =
= |BF’|, a tak je OB vyska rovnoramenného trojihelniku EOF’. Vidime,
ze |[EO| = |OF'| = |OF|, takze i trojuhelnik EOF je rovnoramenny a OQ
je tim padem jeho vyska, tedy OQ L EF, jak jsme chtéli dokazat.
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K dikazu opa¢né implikace si sta¢i uvédomit, Ze danym bodem Q
prochéazi jedind piimka ¢ kolma na QO a jedind primka p takovd, Ze
polopfimky AB, AC na ni vytinaji shodné useky QF, QF (takovy
bod F € AC musi lezet na obrazu primky AB ve stfedové soumérnosti
podle Q). A z ditkazu prvni implikace vime, Ze p = q.

Pozndmka. Predchozi argument samozrejmé nezavisi na tom, kterou
ze dvou implikaci dokazeme jako prvni. Uvedme jesté hezky argument
v ptipadé, Ze jsme nejdiive dokdzali implikaci QO L EF = |QFE| = |QF)|.
Za predpokladu |QFE| = |QF| vedme bodem @ kolmici ke QO. Ta protne
polopiimky AB, AC v bodech E’, F’, pro néz tedy rovnéz plati |QE'| =
= |QF'|. Bod @Q je tak spoleénym stiedem tiseCek FF a E'F’. Kdyby byly
usecky EF a E'F' rizné, byl by EE'FF’ rovnob&znik, coZ neni mozné,
protoze AB, AC jsou ruznobézky.

3. (a) Podivejme se, jak se méni hodnota funkce f prfi prechodu od k
ke k+1. Ozna¢me T mnozinu vsech ¢isel, jejichz dvojkovy zapis obsahuje
pravé tfi jednicky. Hodnota f(k) pak udéva pocet ¢isel z T v mnoziné
{k+1,k+2,...,2k}, zatimco f(k+1) pocet ¢isel z T v mnoziné {k+2,...,
2k, 2k + 1,2k + 2}. Vsimnéme si, Ze pocet jednicek v dvojkovém zdpisu
Cisel k+1 a2k+2 =2(k+1) je stejny, proto o pripadné zméné hodnoty
f(k+1) oproti f(k) rozhoduje jen ¢&islo 2k + 1, tudiz

1, kdyz2k+1€T,

1
0, kdyz2k+1¢T. M)

k1) = f(k) = {

Dvojkovy zapis ¢isla 2k 4+ 1 dostaneme z dvojkového zapisu ¢isla k prida-
nim jednicky na konec, proto plati, ze

f(k+1)— f(k) =1, pravé kdyz dvojkovy zépis ¢isla k (2)
obsahuje pravé dvé jednicky.

Posloupnost f(1), f(2),... za¢ind nulou, a protoze ¢isel, jejichz dvojkovy
zapis obsahuje pravé dvé jednicky, je nekonecné mnoho, obsahuje uvazo-
vanda posloupnost vsechna prirozend cisla.

(b) Z (1) vidime, ze funkce f je po ¢astech konstantni. Ma-li tedy
funkce f nabyt néjaké hodnoty m pro jediné k, musi jednotkovy skok
nastat v k — 11 v k, coz podle (2) nastane, pravé kdyz obé éisla ki k—1
maji ve svém dvojkovém zapisu pravé dvé jednicky. Cislo k — 1 ziejmé
musi byt liché, protoze jinak by jeho dvojkovy zapis koncil nulou a k by
pak nutné mélo o jednicku vic. Jako liché ¢islo, jehoz dvojkovy zéapis
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obsahuje pravé dve jednicky, musi ¢islo k — 1 zacinat a koncit jednickou,
mezi nimiz je skupina nul. Ta vSak nemize byt prazdnd, protoZze jinak
bychom z (11) dostali (100),. Cislo k — 1 proto musf byt tvaru 2" + 1,
kde r = 2, neboli

k=2"+2, r=2.

Obrécené pro kazdé takové k maji jak k, tak & — 1 ve svém dvojkovém
zépisu pravé dvé jednicky. Zbyva vy¢islit pfislusnou hodnotu m = f(k).

Pro k = 27 je 2k = 2"*! takZe mnoZina TN {k + 1,k + 2,..., 2k}
je tvorena ¢isly, jejichz dvojkovy zapis zacind jednickou a na zbyvajicich
r mistech md prévé dvé jednicky. Pro jejich vybér méme (3) moZnosti,

proto
1@ = @

ProtoZe pro kazdé r = 2 mé dislo 2" ve svém dvojkovém zdpisu jednu
jednicku a ¢islo 2" 4+ 1 dvé jednicky, je podle (2)

FEHY—f@) =0 a f@+2)-f2 +1) =1

Sectenim obou rovnosti dostavame
m=f2 +2)=f2)+1= (g) 11, r22

To jsou vSechny hledané hodnoty, pro néz ma rovnice f(k) = m pravé
jedno TeSeni.

Jiné FeSeni. (a) Oznacme ¢ funkci, jeZ je rovna jedné pravé pro vSechna
prirozena ¢isla, jejichz zapis v dvojkové soustavé obsahuje prave tii jed-
nicky, a jinak je nulova. Z rozdilu mnozin {k + 2,...,2k,2k + 1,2k + 2}
a{k+1,k+2,...,2k} vyplyva, zZe

flk+1)=f(k)—t(k+1)+t(2k + 1) + t(2k + 2).

Protoze dvojkové zapisy cisel n a 2n se lisi jen pridanou nulou na konci
druhého z nich, je t(2k + 2) = t(k + 1), a proto

fk+1)— f(k) =t(2k+1). (3)

Funkce f je tedy neklesajici, jeji prirtstek je nejvyse 1, f(1) = 0 a navic
funkce f nenf shora omezena, protoze f(27) = () (to jsme uZ zdivodnili
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v predchozim FeSeni). Funkce f tedy nabyva vSech nezapornych celocisel-
nych hodnot.

(b) Vzhledem k uvedenym vlastnostem bude mit rovnice f(k) = m
jediné teseni k, prave kdyz bude f v hodnoté k rostouci, tj. kdyz bude
platit

fR) = flk=1)=f(k+1) - f(k) =1,

coz nastane, pravé kdyz bude
t(2k—1)=t(2k+1) = 1.

Protoze dvojkovy zépis lichého ¢éisla 2k — 1 = 2(k — 1) + 1 koné{
jednickou, musi mit 2(k — 1), a tedy i k£ — 1 ve svém dvojkovém zapisu
pravé dvé jednicky. Dvojkovy zapis ¢isla k—1 ovsem nemuze koncit nulou,
nebot pak by ¢islo 2(k — 1) kon¢ilo dvéma nulami, tudiz dvojkovy zapis
¢isla 2k + 1 = 2(k — 1) 4+ 3 by celkem obsahoval ¢tyfi jednicky. Vychazi
tak, ze dvojkovy zapis ¢isla k — 1 je sestaven ze dvou jednic¢ek a pripadné
skupiny nul mezi nimi, tudiz k—1 = 2" 41 neboli k = 2"+ 2. Pro takové k
pak vychédzi 2k +1 = 2"t 5, coz je &islo se tfemi jednickami v dvojkové
soustavé, praveé kdyz r = 2.

Pro odpovidajici hodnoty m = f(k) tak podle (3) méme

m=f(2"+2)=f2 +1)+t2t +3) =
fEY+t M+ 1)+t +3) =

r
1 =2
2>+7 T.._.’

protoZze pro r = 2 je t(2"1 + 1) = 0 a t(2"*! + 3) = 1. Tim je hledand
mnozina popsana.

4. Vsimnéme si, Ze &isla mn—1 a m3 jsou nesoudélna. Cislo mn —1 proto
déli n® + 1, pravé kdyz mn — 1 délif m3(n + 1) = m3n3 — 1+ m3 + 1
neboli mn — 1 déli m3 + 1. Ac¢koli to nebylo na prvni pohled zjevné, je
tloha vii¢i neznamym m a n symetricka, proto budeme dal bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze m = n.
V pripadé m = n dostavame
m*+1 nd+1 1

mn—l_nz—l_n+n—1'

To je cislo celé, prave kdyz n = 2.
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3
1 2
Nechf je nyni m > n. Pokud n = 1, mé byt ¢islo nE =
mn — 1 m—1

celé, coz nastane jen pro m = 2 nebo m = 3.

Zbyva rozebrat pifpad m > n = 2. Je vak n® +1 = 1 (mod n),
zatimco mn — 1 = —1 (mod n). Proto pro pfipadny celoc¢iselny podil
musi platit

3
1
i =kn—-1
mn —1
pro vhodné celé k. Pak ovSem
nd+1 1
kn —1 e
n <n2—1 n+n—1

neboli

1
k—ln<1l+—:.
(k=1n <14-——

Odtud plyne, 7Ze k = 1, a tedy n® + 1 = (mn — 1)(n — 1). Mdme tak

3 1 3
L T eboli m=nt ]+

mh= 1 n—1 n—1’

coz je celé jen pro n = 2 nebo n = 3. V obou piipadech vychazi m = 5.

Uloha mé tedy celkem devét FeSeni (2,2), (2,1), (3,1), (5,2), (5,3),
(1,2), (1,3), (2,5) a (3,5), pricemz posledni ¢tyti jsme ziskali diky syme-
trii mezi m, n.

5. Z podminky (ii) v zadani plyne, ze rovnice f(z) = x miZze mit nejvyse
tii Teseni, jedno na intervalu (—1,0), jedno rovné 0 a jedno na intervalu
(0, 00). Dokazme sporem, Ze rovnice ani v jednom z uvedenych intervalii
(—=1,0) ¢i (0,00) Teseni nema.

Necht u € (—1,0) U (0,00) je takové, ze f(u) = u. Dosadime-li z =
=y = u do dané funkcionalni rovnice, dostaneme f(u? + 2u) = u? + 2u.
Kvadraticka funkce u? 4 2u, jak se lze snadno piesvédéit, zobrazuje kazdy
z intervalii (—1,0) a (0, 00) do sebe. Proto musi platit u?+2u = u. Oviem
ani jeden z kofenil 0 a —1 této kvadratické rovnice ve sjednoceni obou
intervalll nelezi. Jediné feSeni rovnice f(z) = z tudiz muze byt z = 0.

Dosazenim z = y do dané funkcionélni rovnice vSak pro vSechna z € S
dostavame

flz+(@+1)f(2)) =z+ (1 +2)f(2).
Proto musi platit z + (1 + ) f(z) = 0 neboli
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Jesté ovérime zkouskou, ze nalezena funkce vyhovuje zadanym pod-
minkdm. Funkce (1) je evidentné rostouci na S a pro vSechna z,y € S
spliiuje

z(l+y) y-—=z
y+ (1 +y)f(z)=y- =

z+1 41
! z-y
_ Ty y+l  y—z
P+t a)fw) =5( 1) = s - T
y+1

6. Nechf A je mnozina vSech prirozenych ¢isel tvaru z = qiq2 . . . g4, , kde
1 < g2 < ...<qq jsou jakdkoli prvocisla v libovolném (tedy prvocisel-
ném) poc¢tu ¢;. Jinymi slovy

A={2-3,2-527,...}U{3-5-7,3-5-11,.. .} U
U{5-7-11-13-17,.. .}U...

Snadno se presvédéime, ze pro libovolnou nekoneénou mnozinu prvocisel
S = {p1,p2,P3,--.}, kde p1 < p2 < p3 < ...,spliuje mnozina A podminky
tlohy. Staci zvolit k =p; 2 2, m =pips...Pk &N = PaP3 ... Pk41-

Jiné feSeni. Vytvorme mnozinu A nasledovné: Pro kazdé prirozené
k = 2 zafadime do A pravé ta prirozena c¢isla z, pro kterd = = pips ... pk,
kde pi,p2,...,pr je k navzijem ruznych prvocisel, jejichz soucet je
délitelny k. Pro libovolnou nekonecnou mnozinu prvocisel S oznacme
¢ = minS. Protoze mnozina S je nekonec¢na, urcité v ni najdeme ¢ prvoci-
sel p1,p2,...,pq se stejnym zbytkem mod ¢ (podle Dirichletova principu
sta¢f v mnoZiné S probrat g(g — 1) + 1, nebo dokonce jen (¢ — 1)% + 1
¢isel, ponévadz zadné dalsi prvocislo uz nemd nulovy zbytek mod q).

Nyni staéi vzit k = q¢, m = p1p2...px @ n = qpP1P2 - --Pr—1. Zrejmé
m € A, protoze g cisel se stejnym zbytkem mod ¢ méa soucet délitelny g,
an ¢ A, protoze soucet g—1 ¢isel se stejnym nenulovym zbytkem délitelny
¢islem ¢ byt nemuze.

Poznamka. VSimnéme si, ze tloha se tyka jen cisel, jez ve svém roz-
kladu na prvocinitele postradaji vyssi mocninu néjakého prvocisla. Kam
budou patrit ostatni slozena c¢isla, nehraje zadnou roli. Je asi zrejmé, ze
pocet moznosti, jak pozadovanou mnozinu A sestrojit, neni omezen.
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6. mezinarodni olympiada v informatice

Sest4 mezinarodni olympiada v informatice 101’94 (International Olym-
piad in Informatics) se konala od 3. do 10. Cervence 1994 ve mésté
Haninge nedaleko hlavniho mésta Svédska Stockholmu. Olympiady se
zicastnilo celkem 189 soutézicich (z toho 6 divek) ze 49 zemi.

Mezinarodni olympidda v informatice je organizovana jako soutéz
jednotlivet, kazda zemé na ni muze vyslat delegaci tvorenou dvéma ve-
doucimi a nejvyse ctyfmi soutézicimi. Vedouci delegace se automaticky
stava ¢lenem mezinarodni jury, jeho zastupce se po dobu soutéze stara
o soutézni druzstvo. Soutézicimi jsou studenti stfednich skol, pfipadné
Cerstvi absolventi v ptislusném skolnim roce, ale ve véku do 19 let. Sou-
tez je Tizena mezinarodnim vyborem IOI a je porddana pod patronaci
UNESCO.

Nasi soutézici se ztucastnili vsech predchozich roc¢niki soutéze a po-
kazdé dosahli velmi dobrych vysledkti. Spole¢né ¢eskoslovenské druzstvo
nas reprezentovalo na prvnich ¢tyfech roc¢nicich IOI v letech 1989-92,
loni jelo na IOI'93 do Argentiny poprvé samostatné ceské a samostatné
slovenské druzstvo. Reprezenta¢ni druzstvo pro mezinarodni olympiadu
v informatice je kazdoro¢né vybirano na zdkladé vysledki, kterych stu-
denti dosahli v kategorii P prislusného ro¢niku matematické olympiady.
Pro uc¢ast na IOl muze byt vybran pouze tspésny resitel celostatniho kola.
Pfi vybéru ovSem nerozhoduje pouze dosazené absolutni poradi v celo-
statnim kole. Ustiedni vibor matematické olympiddy piihlizi i k tomu,
jakych vysledkt jednotlivi soutézici dosahli pii feSeni téch loh 2. a 3. kola
kategorie P, které jsou zaméfeny na tvorbu programi a jsou tedy blizsi
charakteru tloh, jaké se zaddvaji na IOI. Déle se pfi vybéru berou v ivahu
také vysledky dosazené v lonském ro¢niku MO kategorie P, pfipadné na
lonské 101.

Ceské reprezentaéni druzstvo pro I0I94 odcestovalo do Svédska v na-
sledujicim slozeni: Martin Mares, student 3. ro¢niku gymnazia U liben-
ského zamku v Praze 8, Daniel Skarda, absolvent gymnazia Zborovska
v Praze 5, Robert Spalek, student 2. ro¢niku gymnézia na ti. kpt. Jarose
v Brné, a Petr Novdk, absolvent gymnazia na tr. kpt. JaroSe v Brné.
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Vedoucim delegace byl jmenovan doc. RNDr. Viaclav Sedlacek, CSc.,
z prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho zdstupcem
RNDr. Pavel Tépfer, CSc., z matematicko-fyzikdlni fakulty Univerzity
Karlovy v Praze.

Vlastni soutéz byla jiz tradi¢né soustfedéna do dvou dni. V kaz-
dém soutéznim dnu byly studenttim zadény k reseni tri tlohy. Soutézni
tlohy byly zvoleny vzdy v den jejich feseni mezinarodni porotou sloze-
nou z vedoucich delegaci vsech zucastnénych statia. Soutézici pracovali
samostatné u pridélenych osobnich pocitaci typu PC 486, v kazdém sou-
téznim dnu méli na préaci 5 hodin c¢istého casu. Mohli pouzivat néktery
ze Ctyr pfedem oznamenych programovacich jazykt, jimiz byly Turbo
Pascal, Borland C++, LCN Logo a Quick Basic. Vysledné programy pak
byly za pritomnosti studenta a vedouciho delegace testovany koordina-
tory. Hodnotila se jak jejich spravnost, tak také rychlost vypoctu pro
riznd testovaci data. PriliS pomalé programy, které nedokdazaly vyresit
tlohu ve stanoveném a predem znamém casovém limitu, byly hodno-
ceny jako nevyhovujici. Letos bylo poprvé vyuzito automatické testovani
a hodnoceni studentskych programii pomoci testovacich a vyhodnoco-
vacich programi pripravenych predem organizatory soutéze. Na zdkladé
vysledkl téchto test byla FeSeni tiloh obodovana. Kazdy den mohl sou-
tézici ziskat maximalné 100 bodi. Celkové vysledky byly stanoveny jako
soucet bodovych ziski ziskanych v obou soutéznich dnech.

Letosni soutézni tlohy se ukédzaly byt velmi obtizné a stanoveny
zpusob hodnoceni vytvorenych programu byl znac¢né prisny. Prumeérné
dosazend bodova ohodnoceni jednotlivych tloh byla proto o dost nizsi nez
v minulych letech. Prvnich 101 soutézicich z pritomnych 189 bylo ocenéno
nékterou z medaili. Celkové bylo udéleno 16 zlatych medaili (za bodovy
zisk 195-148 bodu), 35 stiibrnych medaili (za 145-96 bodi) a 50 bronzo-
vych medaili (za 95-65 bodil). Nasi studenti navdzali na dobrou tradici
a opét dosdhli vynikajicich vysledki. Martin Mares ziskal zlatou medaili
(162 bodt), Robert Spalek (121 bodt) a Daniel Skarda (101 bodt) zis-
kali medaile stfibrné a Petr Novdk medaili bronzovou (72 bodt). Soutéz
druzstev nebyla na IOI vyhldsena a ani zadné poradi druZstev nebylo
publikovano. Nase vysledky v soutézi nds ale opét fadi mezi nékolik nej-
lepsich druzstev na svété. Vsichni nasi reprezentanti byli ocenéni nékterou
z medaili.

Mimo vlastni soutéz pripravili organizatori pro vSechny ucastniky bo-
haty doprovodny program. K nejzajimaveéjsim akeim patiila vyhlidkova
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plavba lodi Stockholmem, prohlidka muzea historické lodi Vasa a celo-
denni vylet parnikem na ostrov Uto.

Cela olympiada byla svédskymi organizatory velmi peclivé priprave-
na, poc¢inaje jejim slavnostnim zahajenim ve vyukovém stfedisku stoc-
kholmské university Riksédpplet a konce slavnostnim predavanim medaili
vitéziim soutéZe na stockholmské radnici v sile, ve kterém jsou kazdo-
rocné udélovany Nobelovy ceny nejlepsim védctm svéta.

Pristi, v poradi sedma mezinarodni olympiada v informatice se bude
konat ve dnech 26.6.-3.7. 1995 v Nizozemi ve mésté Eindhoven. Pritomni
zastupcei organizatort pristiho roc¢niku IOI pozvali na tuto olympiddu
vsechny zemé zucastnéné v letosnim roc¢niku. Poradatelé pocitaji s roz-
sifenim poctu ¢lent soutéznich druzstev na pét studenti a dva vedouci.
Podminkou ticasti patého soutéziciho je nominace alespon jedné divky do
druzstva. Dalsi ro¢niky IOI usporadaji postupné Madarsko v roce 1996,
Jihoafricka republika v roce 1997, Portugalsko v roce 1998, Turecko v roce
1999, Cina v roce 2000, USA nebo Thajsko nebo Irsko v roce 2001 a Ko-
rea v roce 2002. Nejblizsi rocnik stfedoevropské regionalni olympiady
v informatice usporada v kvétnu 1995 Madarsko.

Ucast na takovéto svétové soutézi predstavuje pro kazdého nejen né-
ro¢ny ukol reprezentovat co nejlépe nasi zemi v zahranici, ale je také
prilezitosti podivat se nékam do svéta, poznat mnoho zajimavych mist
ilidi a t¥eba také vyhrat nékterou z hodnotnych cen. Kazdy ze soucasnych
i budoucich studentt stfednich skol, kdo se vice zajima o programovani,
mé moznost dostat se za rok nebo v nékterém z dalsich let na IOI. Staci
jenom zacit fesit tlohy kategorie P matematické olympiddy, vénovat pri-
pravé na olympiadu potrebné tsili a ¢ast svého volného casu a pak také
mit trochu stésti, jako ostatné v kazdé soutézi. Zcela bez Sance je ale
jenom ten, kdo to viibec nezkusi.

Texty soutéznich tloh

1. Trojuhelnik Obrézek 34 znézornuje trojihelnik ¢isel. Napiste program,
ktery spoc¢ita maximalni soucet ¢isel podél cesty zacinajici v hornim vr-
cholu trojtihelniku a konéici nékde na jeho spodni zdkladné.

4 5 2 6 5 Obr. 34.
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> V kazdém kroku cesty muzete jit Sikmo doli smérem doleva nebo
Sikmo doli smérem doprava.

> Pocet tadki v trojihelniku je vétsi nez 1 a mensi nebo roven 100.

> Vsechna ¢isla v trojihelniku jsou celd z rozmezi od 0 do 99.

Vstupni data. Vstupni soubor INPUT.TXT obsahuje v prvnim fadku
pocet fadkl trojihelniku. Na dalsich radcich souboru jsou uvedena ¢isla
tvorici jednotlivé fadky trojihelniku. Pro vysSe uvedeny priklad trojihel-
niku ma vstupni soubor INPUT.TXT nasledujici tvar:

N OO W~ Ot

Ut g —
N s O

4
4 6 5

Vystupni data. Do vystupniho souboru OUTPUT.TXT je zapsano jedno
celé ¢islo udavajici nalezeny maximalni soucet. Pro nas priklad bude vy-
stupni soubor OUTPUT . TXT obsahovat:

30

2. Hrad Obrazek 35 znazornuje planek hradu. Napiste program, ktery

urci

1) kolik m4 hrad mistnostf,

2) jak velkd je nejvétsi mistnost,

3) kterd jedna zed hradu se mé odstranit, aby vznikla co nejvétsi mist-
nost.

Hrad se sklddé ze sité mn (m < 50, n < 50) jednotkovych étvercovych
moduli. Kazdy z téchto moduli mize mit zadnou, jednu, dvé, tii nebo
CtyTi zdi.

1234567

L W E

— S Obr. 35.

W N

Vstupni data. Planek je ulozen ve vstupnim souboru INPUT.TXT a je
zakddovan pomoci ¢isel. Kazdému modulu odpovidé jedno ¢islo.
> V souboru je ulozen v prvnim radku pocet moduli ve sméru sever-jih
a ve druhém pocet moduli ve sméru zapad-vychod.
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> V nasledujicich fadcich je kazdy modul zakdédovan jednim ¢islem z roz-
mezi od 0 do 15. Toto ¢islo je rovno souctu k6du stén ohranicujicich

modul:
1 = zapadni sténa

2 = severni sténa
4 = vychodni sténa
8 = jizni sténa.

Vnitini zdi jsou tedy uvedeny dvakrat; napriklad jizni sténa mo-
dulu 1,1 je zaroven severni sténou modulu 2,1.

> Zadany hrad mé vzdy nejméné dvé mistnosti.
Vstupni soubor INPUT.TXT pro piiklad z obr. 2:

4
7
11 6 11 6 3 10 6
79 6 13 5 15 5
1 1012 7 13 7 5
13 11 10 8 10 12 13

Vystupni data. Vystupni soubor OUTPUT.TXT obsahuje tfi fadky. Na
prvnim fadku je uveden pocet mistnosti, na druhém je velikost nejveétsi
mistnosti (méfena poétem jednotkovych modulil) a na tfetim je névrh,
kterou zed je tieba odstranit. Odstranovana zed je urcena takto: nejprve
rfadek modulu, potom sloupec modulu a nakonec svétova strana udavajici
sténu v modulu pomoci anglické zkratky svétové strany (viz obr. 2).

V nasem prikladé bude vystupni soubor OUTPUT.TXT obsahovat:

= Ot

1 E

Poznamka: ,4 1 E“ je jednou z vice moznosti spravného feseni.

3. Prvoéisla Na obr.36 je zndzornén Ctverec sloZeny [1T71T137571
z péti fadki a péti sloupctl, pficemz v kazdém policku 3732103
Ctverce je zapsdna jedna dekadickd cislice. Kazdy radek, 37013123
kazdy sloupec a kazdou z hlavnich diagondl ¢tverce bu- 11401313
deme ¢&ist jako péticiferné prvocislo. Radky étverce se [313[3(1[1
¢tou zleva doprava. Sloupce se ¢tou shora doli. Obé di-

Obr. 36

agonaly se ¢tou zleva doprava.
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Napiste program, ktery na zakladé dat obsazenych ve vstupnim sou-
boru INPUT.TXT vytvari takové ¢tverce.

> VSechna prvoéisla musi mit stejny ciferny soucet (v nasem piikladé
je to 11).

> Cislice v levém hornim rohu étverce je predem pevné dana (v nasem
prikladé je to 1).

> Stejné prvocislo mize byt v jednom ¢tverci obsazeno vicekrat.

> Maé-li tloha vice feSeni, program musi nalézt vSechna Teseni.

> Péticiferné prvocislo nemiize za¢inat vedoucimi nulami, tzn. 00003
neni péticiferné prvocislo.

Vstupni data. Program ¢te data ze vstupniho souboru INPUT.TXT,
ktery obsahuje dva radky. Na prvnim je uveden ciferny soucet prvocisel,
na druhém radku je ¢islice z levého horniho rohu ¢tverce. Miizete predpo-
kladat, ze pro dand testovaci data vzdy existuje reseni. Pro néas priklad
vypada vstupni soubor INPUT.TXT takto:

11
1

Vystupni data. Program zapiSe pro kazdé nalezené teseni pét radki
do vystupniho souboru OUTPUT.TXT. Kazdy radek TeSeni je tvoren péti
ciframi prvocisla. Vyse uvedeny priklad mé tfi reseni, takze soubor
QUTPUT. TXT bude obsahovat (prazdné fadky mezi jednotlivymi FeSenimi
jsou nepovinné):

W W Wk W WWwH

Ot W = W W W = OtW
W ONWW Wk O WrFE WWwWo k=
W W w =

WNWOW WOWND W W wo w
WWO R = H W OoOuU = O w ot

—_—
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4. Hodiny Na obr. 37 je devét cifernikt hodin uspo-
radanych ve tvaru tabulky 3 x 3. Cilem je, aby @ @ @
vsechny ukazovaly 12 hodin. Mate 9 dovolenych A B C
zpusobi (budeme je nazyvat tahy) na zménu nasta- @ @ @
veni polohy rucicek. V kazdém kroku si zvolite tah
urfeny &slem 1 a# 9. Pokud si ciferntky po tadefch 2. B E
zleva doprava oznac¢ime A, B, C, D, E, F, G, H, I, @ G @
G H I

pak tahem 1 az 9 pritadime tato otoceni:

1: ABDE  2: ADG 3: DEGH Obr. 37
4: ABC 5:BDEFH  6: GHI
7: BCEF  8: CFI 9: EFHI

Podle takto zvoleného ¢isla pootocite o 90 stupnt (ve sméru otadent
hodinovych rucicek) rucicky téch ciferniki, které jsou oznaceny.

Vstupni tdaje. Ze souboru INPUT.TXT prectéte 9 c¢isel. Tato Cisla
udavaji vychozi pozici na cifernicich: 0 znamena 12 hodin, 1 znamena
3 hodiny, 2 znamena 6 hodin a 3 znamena 9 hodin.

Vystupni tdaje. Do vystupniho souboru OUTPUT . TXT napiste néjakou
nejkratsi posloupnost taht, ktera nastavi vSechny ciferniky na 12 hodin.
Pokud m4 tloha vice feSeni, vypiste pouze jedno z nich.

5. Autobusy Na autobusové zastavce stavi nékolik autobusovych linek.
Clovék piijel na zastavku piesné ve 12:00 hod. Zistal zde od 12:00 do
12:59 hod. a zaznamenaval si ¢asy prijezdii vSech autobusi na zastavku.
> Autobusy kazdé linky ptijizdéji na zastavku po celou dobu od 12:00
do 12:59 v pravidelnych intervalech.
> Casy pifjezd jsou dany v celych minutach jako celd &sla od 0 do 59.
> Autobusy kazdé linky stavi na zastavce v uvazovaném c¢asovém inter-
valu alespon dvakrat.
> Pocet autobusovych linek v testovacich prikladech bude nejvyse 17.
Autobusy ruznych linek mohou prijet na zastavku soucasné.
> Vice autobusovych linek miize mit stejny ¢as prvniho piijezdu na za-
stavku anebo stejny interval. I kdyz maji dvé autobusové linky stejny
cas prvniho prijezdu a stejny interval, jedna se o odlisné linky a obé
musi byt uvedeny.

Urcete nejmensi pocet autobusovych linek, které musi zastavovat na
autobusové zastavce, aby TeSeni vyhovovalo vstupnim dattm. Pro kazdou
autobusovou linku vypiste ¢as prvniho piijezdu autobusu na zastavku
a interval mezi prijezdy.

v
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Vstupni data. Vstupni soubor INPUT.TXT obsahuje nejprve Cislo N
(N £ 300), které udava, kolik autobust prijelo na zastavku. Nésleduji
Casy prijezdu vsech N autobusu ve vzestupném poradi. Priklad:

17
0 35 13 13 15 21 26 27 29 37 39 39 45 51 52 53

Vystupni data. Vystupni soubor OUTPUT. TXT obsahuje udaje o kazdé
autobusové lince. Na jednom fadku jsou uvedeny udaje vzdy o jedné
lince. Kazdy z téchto radka obsahuje Cas prijezdu prvniho autobusu na
zastavku a interval mezi ptijezdy autobusu této linky v minutich. Neza-
lezi na tom, v jakém poradi budou jednotlivé autobusové linky na vystupu
uvedeny. Pokud existuje vice TeSeni, uvedte pouze jedno z nich. Pro vyse
uvedeny priklad vstupnich dat bude vystupni soubor obsahovat:

6. Kruh Madte kruh rozdélen do sektorti. Jsou dany tii ¢isla: n (n < 6),
m (m £ 20) ak (k < 20), kde n je pocet sektorti. Napiste program, ktery
vybere a umisti celd ¢isla do kazdého sektoru; tato Cisla maji byt vetsi
nebo rovno k. Po naplnéni sektort muzete vytvaret nova ¢isla pouzitim
¢isel z jednoho sektoru nebo seétenim ¢isel ze dvou nebo vice sousednich
sektor.

Z nové vytvorenych c¢isel mate vytvorit souvislou posloupnost vsech
celych ¢isel mezi m a i (tj. m,m + 1,m + 2,...,4). Ukolem programu
je vybrat ¢isla do sektortu tak, aby nejvétsi ¢islo posloupnosti (i) bylo
nejvétsi mozné.

Vstupni tdaje. Vstupni soubor INPUT.TXT obsahuje tii celd ¢isla
(n,m, k).

Vystupni idaje. Vystupni soubor OUTPUT . TXT musi obsahovat:

> nejvetsi ¢islo v posloupnosti (i), které muze byt vygenerované,

> vSechny usporddani ¢isel do kruhovych sektort, které vytvareji po-
sloupnost od m do ¢ (do kazdého fadku jedno). Usporddani disel
zapiSte jako seznam zadinajici nejmensim ¢islem (které nemusi byt
pouze jedno).

Uvédomte si, ze pokud by (1123) bylo FeSenim, musite vypsat i se-
znamy (1321), (1231) a (1132).
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Prvni ro¢nik Stfedoevropské olympiady v informatice

Na zakladé velmi dobrych zkuSenosti s Mezinarodni olympidadou v infor-
matice (International Olympiad in Informatics — IOI) se v roce 1993
zainteresovani pracovnici ze stfedni a jizni Evropy rozhodli poradat na-
vic regionalni olympiddu v informatice. Jeji charakter odpovidd duchu
IOI. Jde tedy o soutéz jednotlivei. Utastni se ji z kazdého pozvaného
statu oficialni delegace, slozend z vedouciho, jeho zastupce a 4 soutézicich.
Pritom je ponechdno na rozhodnuti pozvané strany, zda na olympiadu
vysle studenty urcené pro dany roc¢nik 101, nebo da prilezitost dalsim ta-
lentovanym studentim. Organizace prvniho ro¢niku se iniciativné ujali
organizatori z Rumunska.

Prvni ro¢nik regiondlni olympiady se konal na Institutu informatiky
v rumunské Cluji ve dnech 26. kvétna az 1. ¢ervna 1994. Soutézici z Ceské
republiky byli vybrani na zikladé vysledki letosniho celostatniho kola
matematické olympiady v kategorii programovani s tim, ze nasi nejlepsi
studenti byli nominovani na VI. ro¢nik IOI do Stockholmu. Nase druz-
stvo tak bylo slozeno z perspektivnich mladsich studenti, ktefi se mohou
ucastnit pristich rocnik 101 a tvorilo tak jistou reservu, ktera jela na
regionalni olympiadu pro zkuSenosti. Vedoucim druzstva byl MSMT CR
jmenovan doc. RNDr. Viclav Sedlacek, CSc., z Masarykovy university
a jeho zastupkyni RNDr. Miroslava Kozubikovd, profesorka gymnazia na
tf. kpt. Jarose v Brné.

Regionalni olympiady, peclivé pripravené rumunskymi organizatory,
se zucastnila oficialni druzZstva z osmi zemi: Ceské republiky, Chorvatska,
Madarska, Polska, Jugoslavie, Moldavie, Turecka a poradajictho Rumun-
ska. Vétsina z nich sem vyslala studenty, kteri se zicastni i letosniho 101,
a tato soutéz byla povazovana z jejich strany za formu pripravy. Porada-
telé vyuzili vyhody domaciho prostfedi a nominovali dalsi tfi neoficidlni
druzstva.

Regionalni soutéz v informatice byla organizovana za prispéni celé
fady sponzort. Oficialni zahajeni i slavnostni vyhlaseni vysledka pro-
béhlo na méstské radnici za pritomnosti primatora. Cely jeji prubéh byl
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sledovan mistnimi sdélovacimi prostredky. Pracovnici katedry informa-
tiky z university v Cluji pracovali ve védeckém vyboru olympiady, ktery
garantuje jeji odbornou droven a ucitelé informatiky z rumunskych stred-
nich skol s nevSednim zajmem ptisobili jako hodnotitelé studentskych
softwarovych produktii.

Kazdy soutézici fesil 6 tuloh, z nichz kazda byla hodnocena maxi-
malné 100 body. Na zakladé poc¢tu dosazenych bodi, udélenych podle
vysledktl testll vytvorenych softwarovych produkti na pocitaci, pak mezi-
néarodni porota, slozend z vedoucich druzstev, udélila 3 zlaté, 7 stiibrnych
a 8 bronzovych medaili. Soutézici z Ceské republiky dosahli nasledujicich
vysledkt: Jiri Hajek, student gymnéazia ve Zborovské ulici v Praze, ziskal
druhy nejvyssi pocet bodl 522 a zlatou medaili. David Stanovsky, student
gymnazia v Pardubicich, ziskal s 372 body bronzovou medaili. Soutéze
se dale zucastnili Jan Kratochvil z gymnazia U libenského mostu v Praze
a Petr Kanovsky z gymnazia na tt. kpt. JaroSe v Brné.

S ohledem na pripravny charakter soutéze z nasi strany lze vysledky
hodnotit jako dobré. Pokud budeme chtit v budoucnu lépe uspét na
podobnych soutézich, bude nezbytné zvysit zainteresovanost uciteli stied-
nich skol na ptipravé studentii a nespoléhat pouze na talent a pili doslova
nékolika jedinct.

Ucastnici olympiddy jednoznainé ocenili piinos této olympiddy a roz-
hodli o konani jejtho pristtho ro¢niku. Bude usporadan v podobném
terminu jako letos v Madarsku, které v roce 1996 bude organizatorem
i 8. ro¢niku IOL.

V pritbéhu olympiady byl zorganizovan seminaf o studijnich planech
informatiky a o pripravé uciteli informatiky pro stfedni skoly. Prispévek
o pifpravé ucitelt informatiky v Ceské republice byl vyslechnut s velkym
zédjmem. Systém vychovy a vyuky informatiky na strednich skolach v Ru-
munsku je dle naseho nazoru na velice solidni irovni. Vybavenost skol
vypocetni technikou je mimo jiné i diky nadaci Soros prekvapivé dobré.
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