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Predmluva

Davame do rukou ceskym i slovenskym Ctendittm nové roz-
Sifené a prepracované vydani sbirky feSenych soutéznich tloh
matematické olympiddy kategorie Z, tj. iloh urenych pro zaky
nejvyssich ro¢nika zakladnich Skol.

Pfi pfipravé tohoto nového vydani jsme uvazili zejména to, Ze
nynéj$i zaci 7. a 8. ro¢niku ZS jsou asponi o rok mlad$i nez Zaci
dfivéjsiho nejvy$siho ro¢niku ZDS, a tedy jejich matematicky
fond je podstatné mensi. Nejde jenom o matematické védomosti,
ale i 0 znalost postupt feSeni a vSeobecné o zkuSenosti v feSeni
dloh. Proto jsme pfidali do sbirky hlavné jednodussi ulohy
a v reSeni jsme se snazili napovidat Ctendftim aspoil CasteCné
postup feSeni naznaCenim odpovédi na otdzku »ak na to«.
Zda-li se vam tato pomoc nedostatecnd, uvazte, Ze jsme byli
vazani zpracovat v podstaté jen ulohy, kreré prosly sourézi
a pokud moZno je neménit. Proto jsme upravovali hlavné
feSeni, v nichZ jsme se snazili vyhnout se trikim, kde nékteré
kroky »padaji z nebe« a které mohou cCtenafe znechucovat.
Nas nazor je, Ze k feSeni dlohy se mé dospét postupem »pfiro-
zenyme, ne pomoci umélych obratd. K pfirozenému postupu
patii - zvlasté na urovni kategorie Z - zkouseni, experimentovdni,
vySetfovdni specidlnich pripadil, sestavovdni tabulek. Velmi Casto
se pii reSeni tzv. slovmich uloh podafi pomoci jednoduché
tabulky nalézt vyrokovou formu potfebnou pro feSeni ulohy.
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To se osvédCuje zvlasté tehdy, kdyZ jde o prechod od slovaiho

vyjadfeni k vyjadfeni algoritmickému (pomoci matematickych

symbold, tzv. sestavovani rovnic). Napf. mame ulohu s textem:
Jsem dnes tak stér, jako byl mgj stryc tehdy, kdyz byl dvakrat

tak stér, jako jsem byl ja. Jak je dnes star stryc?

Pouzijeme pomocné tabulky pro pocty let:

dnes drive
! ja 2x x
|
stryc 2x

Rozdil stari strycova a mého je podle druhého sloupce 2x — x =
= x; do prizdného okénka je tedy tieba vepsat 3x. Uloha ma
neomezeny pocet feSeni, dany napf. tabulkami:

Musime uvazit, Ze zdky zajimaji takové ulohy, k jejichZ
feSeni jim sice vystali jejich Skolské védomosti, ale jejichz
vysledek jim neni pfedem znim, na ktery mohou byt zvédavi.
Uvedeme dvé ukédzky toho druhu.

I. Ke kazdému pfirozenému &islu x lze urcit jednociferné
Cislo # takto:



Sestrojime posloupnost prirozenych Cisel, jejiz prvai Clen je
Cislo x a kazdy daldi ¢len je ciferny soucet predchazejiciho
Cisla; posledni ¢len posloupnosti je jednociferné Cislo .

Napf. x =21594; 21594 -2 +1+5+9+4=21—>
—2+1=3,&=3.

Nebo x = 835696; 835696 -8 +~3 +5+6-+9 46 =
=37 —10 — 1, & = 1. Toto Cislo & budeme nazyvat strucné
zbytek.

Budeme zkoumat vztah zbytka dvou Cinitelti ke zbytl\u jejich
souinu. Je napr 354 .61 = 21 594, 354 — 3%), 61 = 7,
21594 =3, 3. 3.7=21=3. Jiny pnklad 754 .96 = 72 384,

754—7 96—6 72384 =6, 7. 6 = 42 = 6. Dalii pnklad

83.50 = 4150, 83 = 2, 50 = 5, 4150 =1,2.5 5=10=1
Priklady tohoto druhu nas vedou k domnénce, Ze plati obecné:

Vypolteme zbytek 21 soucinu dvou cisel;
vypocteme zbytky 22, 23 obou Ciniteld;
vypocteme zbytek 24 souinu 22 . 23;

pak plati

21 = 23.

Pokuste se vyslovit tuto domnénku slovy. Muzete ji objasnit
jesté na dalSich Ciselnych piikladech.

Mnohé z Ctenart bude asi zajimat odpovéd na otazku, zdalf
ta véta opravdu obecné plati a pro¢, tj. otdzka oduvodnéni véty.
Jisté si vzpomenou na aritmetiku, kde ciferny soucet souvisi

*) Zapis 354 znamen zbytek &isla 354.



uzce s kritériem délitelnosti deviti. Nebudeme vétu dokazovat,
prozradime jen, ze dikaz se opird o vzorec

x = -+ 9n,

kde x je pfirozené Cislo, & jednociferné Cislo, 97 vhodny nasobek
deviti; je tedy & zbytek pfi déleni isla x deviti.

II. Druhd ukazka je z geometrie. Je dan ctverec ABCD
o strané délky 1 (obr. 1). Jemu je vepsin rovnoramenny troj-
thelnik EFC (CE = CF). Tim se rozdéli ¢tverec ABCD
na Ctyfi trojihelniky. Rozdéleni je takové, Ze tii pravouhlé
trojuhelniky AEF, CDE, CBF maji obsahy sobé rovné. Jaky
obsah ma trojuhelnik CEF?

D 1 c
1
E
X
A X F B
Obr. 1

Tato uloha je problém s algebraickymi vypocty. Oznacime
délky AE = AF = x a vyjadfime obsahy:

A AEF =} x2, A\ CDE = A CBF =1 (1 — x).



Z pozadavku ulohy /A AEF = /A CDE dostaneme pro délku x
rovnici:

x2+x—1=0

Na levé strané provedeme #pravu, kterd stoji za zapamatovdni:

™* (x+3F—3—-1=0
a dale
(**) x=3(5-1.

Obsah A CEF dostaneme ze vztahu
A CEF =1 — 32,

kdyZ do néj dosadime za x ze vztahu (**).

Uprava (*) mélo piesahuje rdmec $kolské matematiky; ale
nezapomeiite, Ze cil MO neni jen soutéZzit, ale také se nécemu
ne prili§ sloZitému navic pfiucit. Uvazte je$té, Ze matematika
neni jen feSeni 1loh, ale je tfeba také se sezndmit se zdkladnimi
poznatky (pojmy a vétami), které rvofi tzv. teorii.

Predevsim jsme se vSak snaZili zdiraznit, vyloZit a rozvést
pracovni metody a postupy, nebot ty jsou pravym klicem ke stu-
diu matematiky.

Ve sbirce jsme ponechali s malymi udpravami rozclenéni

na kapitoly podle témat. M4 tedy toto vydani 12 kapitol s timto
obsahem:

@ Ulohy z aritmetiky pfirozenych Cisel
@ Ulohy z algebry
® Ulohy logického charakteru



Ulohy z reality

Ulohy na konstrukce <ar vzniklych pohybem boda
Ulohy na vypocet velikosti obrazcti a ploch
Diikazové tlohy v geometrii

Geometrické ulohy s vypoclty

Nerovnosti v geometrii

Ulohy na mnoziny vsech bodfl dané vlastnosti
Konstrukéni ulohy

Stereometrické ulohy

Budou-li se zdat Ctenafum nékteré ulohy prilis tézké, at
uvazi, zZe sbirka je urfena zakum, ktefi maji zvlastni zijem
o matematiku a jisté, tfeba minimalni schopnosti pro ni. Ulohy
razu Skolskych cvieni by takovym Zakim nic nedaly. Jak uZ
jsme Tekli, je tieba, aby soutéZni tlohy splnily i své studijni
poslani - aby se feSitelé naudili né¢emu novému, aspoil pokud
jde o zpusoby feSeni uloh.

Nakonec jesté jedna poznamka k oznacovani (symbolice).
V tomto novém vydani byly pfizpisobeny zépisy novému
zpusobu zavedenému do $kol. To se tykd hlavné geometrie;
tak napi. Pythagoriv vzorec se misto diivéjsiho

AC? + BC? = AB?
pise
(d(AC))? +- (d(BC))? = (d(AB)).

Postizeny jsou zejména vypolty tykajici se délky usecky, nebot
pro délku tsecky se vyskytuji v riznych knihéch znaky AB,
Zg, | AB |, d(AB). Velikosti uhlu se tyto zmény nedotkly.

Autort
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ARITMETIKA A ALGEBRA






I. Aritmetika p¥irozenych &isel

1. Urcete pocet viech piirozenych Cisel mensich nez 5000000,
z nichz kazdé je délitelné zaroven tfemi, péti a sedmi.
Reseni. Kazda dvé z &isel 3, 5, 7 jsou navzijem nesoudélni,
tj. maji nejvétiiho spole¢ného délitele 1. Cislo n, které je
délitelné zaroven tfemi, péti i sedmi, je délitelné soucinem
3.5.7 =105, (1)

Uvédomte si, Ze by tento tisudek nebyl spravny, kdyby néktera
dvé z téchto tii Cisel byla soudélna. Napt. ¢isla 9, 10, 14 nejsou
po dvou nesoudélnd; cislo 630 je délitelné zaroven deviti,
deseti i Ctrndcti, ale neni délitelné jejich sou¢inem 9.10. 14 =
= 1260.

Kazdé z &isel hledanych v nasi dloze je tedy délitelné Cislem
105. Obricené, zfejmé kazdé Cislo délitelné Cislem 105, je
podle (1) délitelné zaroven tiemi, péti a sedmi.

Musime tedy zjistit pocet nasobku ¢isla 105, které jsou mensi
nez 5000 000; tento pocet zjistime dilen'm

5000 000 : 105 = 47 619
800
650
200
950
5
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Provedeme zkouSku déleni nasobenim:
47619.105 + 5 = 4999 995 4 5 = 5000 000
Pocet hledanych cisel je tedy 47 619.

2. Nékdo znasobil tfi bezprostfedné po sobé jdouci pfirozena
¢isla. AniZ zndme souCin, miZeme o ném tvrdit, Ze je dé&litelny
Sesti; dokazte.

ReSeni. 2) Oznalme nejmensi ze zvolenych &isel 7; pak jsou
dalsi dvé ¢isla n + 1, n + 2. Souclin vSech tfi Cisel je

s=n(n+ 1)(n + 2). )

Chceme-li dokéazat, Ze s je nasobek Sesti, musime dokézat, Ze
s je nasobek dvou (tj. ¢islo sudé) a Ze je zaroveti nasobek tii.

Snadno zjistime, Ze aspoii jedno z Cisel n, n + 1, n -+ 2 je
sudé: bud je n sudé, nebo je n liché a pak je n + 1 sudé.

Snadno také dokézeme, Ze aspoil jedno z Cisel #n, n 4 1,
n -+ 2 je nisobkem Cisla 3. Cislo n déava totiz pfi déleni tfemi
zbytek bud nula, nebo jedna, nebo dvé. Dava-li # zbytek nula,
je n délitelné tfemi. Dava-li n zbytek 1, pak déva cislo n +- 2
zbytek nula a n + 2 je délitelné tfemi. Dava-li n zbytek 2, pak
Cislo 2 + 1 davé zbytek nula a z 4 1 je délitelné tiemi.

Dokazali jsme tedy, Ze v soucinu (1) je aspon jeden Cinitel
délitelny dvéma a aspori jeden Cinitel délitelny tfemi; soucin
je tedy vzdy délitelny Sesti.

b) Rozfesime ulohu jesté jednim zpusobem, na kterém ukéZe-
me dva typické obraty.

Za prvé: Ponévadz jde o tii po sob& bezprostiedné nasle-
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dujici pfirozena Cisla, oznacime prostfedni z nich n; nejmensi
je pak n» — 1 a nejvétsi n -+ 1; jejich soucin se da vyjadfit
v pomérné jednoduchém tvaru

s=m—1nn+1)=nx—1)=un—n, 2)
Za druhé: ProtoZe mame zkoumat délitelnost Cisla s Sesti

a protoZe Cislo s je vyjadfeno vzorcem (2) pomoci 7, vyjadiime
¢islo # pomoci zbytku po déleni Sesti takto:

n =6k + 2, (3)

kde % je nula nebo &islo pfirozené a zbytek z je nékteré z &isel
0,1, 2,3, 4,5.

Z (3) dosadime do (2) a dostaneme po tpravé
s = 216k 4 108k2z + 18kz2 — 6k -+ 23 — z. 4)

KaZdy z prvnich Ctyf sCitanch v (4) je zfejmeé délitelny Sestis
vypocteme jesté rozdil 23 — z pro 2 =0, 1, 2, 3, 4, 5:

" 0o | 1213!4]5
|
|
: 120
|

ll
23—z OIO 6'24’60

Ponévadz v druhém fadku tabulky (5) jsou vesmés nasobky
Sesti, je podle (4) kazdy soucin s délitelny Sesti a véta je do-
kazana.

15



3. Délime-li druhou mocninu prirozeného cisla dvanacti,
muze byt zbytek jenom jedno z urcitych Ctyf pfirozenych Cisel.
Zjistéte tato Ctyri Cisla.

ReSeni. Pii déleni pfirozeného Cisla dvanicti je zbytek z
nékteré z Cisel

0,1,2,...,10,11. (1)

Prirozené cislo n, které dava pfi déleni dvanécti zbytek 2,
Ize napsat ve tvaru

n =12k + z.
Jeho druha mocnina je
n2 = 144k2 + 24kz + 22 = 12(12k2% + 2kz) + 22 (2)

Z rovnosti (2) vyplyva, Ze zbytek pii déleni Cisla #2 dvanacti je
tyZ jako zbytek pfi déleni Cisla 22 dvandcti.

Vypocteme tedy druhé mocniny vSech dvandcti zbytka (1)
a zjistime, jaké zbytky davaji Cisla 22 pii déleni dvanacti.

22 01|49 16|25|36|49|64|81|100/121

Zbytek pfi déleni
22 dvandcti 01419411014 (914!1
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Hledany zbytek je tedy nékteré z ¢isel 0, 1, 4, 9.

4. Jsou déna celd Cisla a, b, jejichZ aritmeticky pramér je celé
Cislo délitelné tfemi. DokaZte, Ze pak Cislo

a(3a? + b2) (a3 — 2b3)3
je nasobkem cisla 108.
ReSeni. Podle textu tlohy je 4(a + b) = 3k, kde % je celé
islo. Odtud plyne & = 6k — a a dile
3a2 + b2 = 3a2 4 36k2 — 12ak + a2 = 4(a® — 3ak + 9k2),
a3 — 2b3 = a3 — 2(216k3 — 108k2a + 18ka? — a3) =
= 3(a® — 12ka2 + T2k2a — 144k3);
z toho
a(3a2 + b2) (a3 — 2b3)33 =
= 4. 3%a(a% — 3ak + 9k2) (a® — 12ka? - T2k%a — 144k3)3,
coZ je nasobek 108, jak jsme méli dokazat.
5. Predstavte si, Ze napiSete vSechna pfirozena Cisla od 1
do 5555. Kolik devitek pfitom napiSete?
ReSeni. Uvazujme takto: Devitky se budou vyskytovat
jednak na misté¢ jednotek, jednak na misté desitek, jednak

na misté stovek (na misté tisicovek uz ne). Oznaéme:
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x poet devitek na misté jednotek,
y pocet devitek na misté desitek,
z pocet devitek na misté stovek.

V kazdé desitce se vyskytuje jedna devitka na zakladnim
misté. Cislo 5555 obsahuje 555 celych desitck a »nalatou«
desitku

5551, 5552, 5553, 5554, 5555.
Je tedy
x = 555. (1)

V kazdé stovce se vyskytuje 10 devitek na misté desitek; je
to u Cisel

.90, .91, .92, ..., .99.
Cislo 5555 obsahuje 55 celych stovek a »nacatou« stovku
5501 az 5555.
Je tedy
vy =55.10 = 550. (2)

V kazdé tisicovce se vyskytuje 100 devitek na misté stovek; je
to u Cisel

.900, .901, .902, ..., .999.

18



Cislo 5555 obsahuje 5 celych tisicovek a »nacatou« tisicovku
5001 az 5555.

Je tedy
z =5.100 = 500. 3)
Z (1), (2), 3) plyne x +y + z = 1605.
Napisete tedy celkem 1605 devitek.
6. NapiSme za sebou piirozena Cisla
1234567891011121314 ...; ¢))

tak dostaneme jisty sled Cislic. Ktera Cislice stoji v tomto sledu
na miliéntém misté ?

ReSeni. Kdybychom chtéli tento sled skute¢né napsat az
k miliéntému mistu a kdybychom pocitali na napsani jedné
cifry a konstatovéani jejiho mista jen jednu sekundu, trvala by
nam tato prace pfi osmihodinovém pracovnim dni asi 35 pra-
covnich dni. Je tedy vidét, Ze se vyplati pfemyslet, jak rozfesit
tlohu obratnéji.

Mame devét jednocifernych ¢isel (1 az 9), ktera zaujmou devét
mist sledu Cislic. Dvojciferna ¢isla pocinaji Cislem 10 a konci
Cislem 99; je jich 90 a spotfebuji 2.90 = 180 mist. Troj-
ciferna Cisla pocinaji Cislem 100 a konci Cislem 999; je jich
900 a spotfebuji 3.900 = 2700 mist. Obdobné je 9000
Ctyfcifernych Cisel (1000 az 9999) a zaujmou 4.9 000 =
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= 36 000 mist; péticifernych cisel je 90 000 (10 000 az 99 999)
a zaujmou 5. 90 000 = 450 000 mist. Jednociferni az péti-
ciferna cisla spotfebuji celkem

9 4 180 + 2 700 -+ 36 000 - 450 000 = 488 889

mist. Protoze 900000 Sesticifernych zaujme 6 .900 000 =
= 5400000 dalSich mist, nilezi miliénté misto nékterému
Sesticifernému ¢islu.

Sesticiferna &isla zaujmou v sledu (1), napsanému aZ% po mi-
liéntou cifru, celkem

1000 000 — 488 889 = 511 111

mist. Na tato mista se vejde x Sesticifernych Cisel a Cast (x +
+Dniho éisla. Cislo x zjistime délenim:

511111:6 = 85185
1

Je tedy x = 85185 a na miliéntém misté stoji prvnl cifra
(x + D)niho disla.

Prvni Sesticiferné cislo je
100 000 = 100 000 + (1 — 1),

druhé Sesticiferné ¢islo je 100 000 + (2 — 1) = 100 001, tfeti
Sesticiferné cislo je

100 002 = 100 000 + (3 — 1);
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(x + 1)ni Sesticiferné Cislo je
100 000 + (x -1 — 1) = 100 000 + x.

Pro x = 85 185 je to tedy Cislo 185 185. Jeho prvni cifra je 1
a to je cifra stojici na miliéntém misté sledu (1).

7. Domy ve vétSich obcich byvaji oznaceny nejen popisnymi
Cisly, ale jesté tzv. orientanimi Cisly, a to takto: V kazdé
ulici jsou oznaCeny domy po jedné jeji strané¢ po radé Cisly
2,4, 6... apodruhé strané 1, 3, 5... Kolik domii m4 ulice,
jestlize na kazdé jeji strané je pravé n» domu, jejichZ orientacni
¢islo obsahuje aspon jednu &slici 4? Ulohu feste a) pro n = 6,
b) pron = 9.

ReSeni. a) Necht » — 6. Na stran¢ sudych Cisel jsou »étyi-
kové« domy

4, 14, 24, 34, 40, 42.
Na strané lichych cisel jsou »étyfkové« domy
41, 43, 45, 47, 49, 141.
Na obou stranach je tedy 21 + 71 = 92 domu.

b) Necht n =9. Na strané sudych &isel jsou »étyikovée
domy

4, 14, 24, 34, 40, 42, 44, 46, 48.
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Dum ¢&. 48 vSak nemusi byt posledni, za nim muZe byt jestd
dim & 50 a popfipadé €. 52. Na strané lichych disel jsou
»tyfkové« domy

41, 43, 45, 47, 49, 141, 143, 145, 147.

Na obou stranich je tedy 24 + 74 = 98 domii, nebo 25 + 74 =
= 99 domu, nebo 26 4 74 = 100 domd.

8. Urcete nejmensi pfirozené Cislo, jehoz ciferny soudet je
1977.

ReSeni. Hledané Cislo 7 je nejmensi ze viech pfirozenych
Cisel, ktera maji ciferny soucet 1 977. Odtud plyne, Ze Cislo n
mé zépis s nejmensim moZnym poctem cifer, tj. Ze v jeho
zépise jsou vSechny cifry nenulové a nejvét$si mozny podet
z nich jsou devitky.

Z rovnosti
1977 =9.219 - 6

plyne, Ze Cislo » ma ve svém zapise 219 devitek a jednu Sestku.
ProtoZe n je nejmensi ze vSech dvousetdvaceticifernych pfiro-
zenych Cisel, v jejichz zépise je jedna cifra 6 a ostatni jsou 9,
plati

n=2=699...09.

N —

celkem 219 devitek
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Pozniamka. Nalezené Cislo n lze psat také ve tvaru
7.10219 — 1,

9. Dokazte, ze rozdil kazdych dvou kladnych d{isel, kterd
jsou v desitkové soustavé trojcifernd a jsou v ni napsina tymiz
Cislicemi, ale v opacném poradi, je nasobek deviti i jedendcti.

Reseni. ZapiSeme obé &isla:

100a + 106 - ¢, 100c + 106 + a.

Pfedpoklddime, Ze je a = ¢, aby rozdil vySel neziporny.
Rozdil je

100a + 106 + ¢ — 100c — 106 — a = 99a — 99¢c =
=9.11.(a—¢)=0.

Tim je véta dokazana.

10. Najdéte vSecka pfirozena Cisla délitelnd osmi, jejichz
ciferny soucet (v desitkové soustavé) je roven sedmi a ciferny
soucin*) je roven Sesti.

Reseni. Pfi fedeni této tilohy nebudeme vychézet z vyjadieni
¢isla jako mnohoclenu v mocninich deseti, protoZe nevime,
kolikaciferné je hledané &islo.

Protoze hledané Cislo N je nasobkem osmi, je sudé - jeho
posledni cifra (vpravo) je nékterd z cifer 0, 2, 4, 6, 8. ProtoZe

*) Ciferny soudin &isla 572 je 5. 7.2 = 70; ciferny soudin &isla 503
je5.0.3 =0.
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N mi ciferny soudin 6, neni posledni cifra ani 0, ani 4, ani 8
(Cislo Sest neni délitelné ani ¢tyfmi, ani osmi). Posledni cifra
je tedy bud 6, nebo 2.

Cislo N neobsahuje ve svém zépisu Zidnou nulu (ciferny
soudin je 6). ProtoZe ciferny soucet je 7, mdme dvé moZnosti:

a) Cislo N je dvojciferné s ciframi 1, 6.
b) Cislo N je étyfciferné s ciframi 2, 3, 1, 1.

P#ipad a): Uloze vyhovuje &islo 16.
Pripad b): MoZn4 feSeni jsou Cisla

3112,1312,1132.
Z téchto tii Cisel jsou jen prvni dvé nasobky osmi, tfeti nikoli.
Uloha m4 tedy tii fedeni:
16,3112, 1 312.

11. Nejmensi pfirozené Cislo x, pro které je 1260x tfeti
mocninou pfirozeného cisla, je

a) 1470, b) 1 2602, c) 7 350.
Rozhodnéte, kterd z odpovédi a), b), ¢) je spravna.
Reseni. Cislo 1260 rozlozime v soudin prvociniteld; plati
1260 =22.32.5.7.
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Hledané cislo 1260x tedy bude mit ve svém rozkladu jen
prvocisla 2, 3, 5, 7; to vyplyva z pozadavku, aby bylo x co
nejmensi. Z téhoz poZzadavku vyplyva, ze Cislo 1 260x ma ve
svém rozkladu co nejmen$i mocniny prvocisel 2, 3, 5, 7,
tj. 23, 33, 53, 73; je tedy

x = 2.3.52.72 = 150.49 = 7 350.
Spravna je odpovéd c).
12. Najdéte nejmensi prirozené Cislo x takové, aby kazdé
z cisel x, 616, 700, 924 bylo délitelem soucinu ostatnich tii.

ReSeni. Necht x je takové prirozené Cislo, Ze kazdé z &isel
x, 616, 700, 924 déli soucin zbyvajicich tfi. Plati

616 = 23.7.11,
700 = 22.52.7, (1)
924 —22.3.7.11.

Z (1) plyne, Ze cislo 924 déli soucin 616.700.x, pravé kdyz
existuje takové prirozené Cislo a, Ze

x = 3a. @)

Dale podle (1) plati, Ze Cislo 700 déli soucin 616.924. x, pravé
kdyz

x = 52.5, 3)

kde b je pfirozené Cislo.
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Cislo 616 déli soucin 700.924. x, jak vyplyva z (1), pro kazdé
pfirozené Cislo x.

Nejmensi ptirozené Cislo x vyhovujici zarovenn podminkim
(2) a (3) a délici pritom soucin 616.700.924 je ziejmé &islo

3.52 =175.

13. Pfedstavme si, ze jsme znasobili viecka pfirozena &isla
od 1 do 1976. Kolika nulami konci zépis vysledku v desitkové
soustave ?

ReSeni. Piedstavme si, ze Cislo N =1.2. ... .1976 vy-
jadiime jako soucin prvoliniteli; provede se to tak, %e kazdé
z &sel 2, 3, ..., 1976 se rozloZi v soucin prvolinitel (napf.
12 =2.2.3 =22.3,22 = 2.11, 1000 = 23.53). Ze vSech téch-
to prvociniteld nas zajimaji jen prvoéinitelé rovai 2 a 5, nebot
2.5 = 10; kolik dvojic 2, 5 vytvofime v soucinu N, tolika
nulami bude koncit ¢islo N v desitkovém zapisu.

Oznacme a pocet téch prvodiniteli &isla N, které se rovnaji 2.
Protoze kazdé sudé &islo = 1976 obsahuje aspoii jednoho
prvodinitele rovaného 2, je

a=1.1976 — 988. (1)

Ozna¢me b pocet téch prvocinitela Cisla N, jez se rovnaji 5.
Prvodinitel 5 se vyskytuje asponi jednou u vSech pfirozenych
Cisel = 1 976, ktera jsou nasobky péti, tj. u Cisel 5, 10, 15,
20, ..., 1975; dale se vyskytuje asponi dvakrat u nasobku
¢isla 25, tj. 25, 50, 75, 100, ..., 1 975; dale se vyskytuje aspoii
tfikrat u nasobku d&isla 125, tj. 125, 250, 375, 500, ..., 1 875;
kone¢né se vyskytuje asponn Ctyfikrat u nasobkd cisla 625,
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tj. 625, 1250, 1875. Zadné pfirozené Cislo = 1 976 neni na-
sobkem 5%, nebot 55 = 3 125.

Mezi &isly 1,2, ..., 1 976 je 395 nasobka péti, nebot 1 976 =
=5.395 + 1; obdobné se zjisti, Ze je mezi nimi 79 nasobkl
dvaceti péti, 15 ndsobku ¢isla 125 a tfi nasobky cisla 625.

Ve vyjadfeni ¢isla N jako soucinu prvociniteld: se vyskytuje
tedy prvocislo pét b-krat, kde

b =395 +79 4+ 15 + 3 =492, (2)

Podle (1), (2) je a > b, takze Cislo b = 492 uddva pocet nul,
které ma Cislo N v dekadickém vyjadfeni na konci.

14. Najdéte vSechna celd nezdporné Cisla 7, pro ktera je podil
1260:(3n + 1)
piirozené Cislo.

Reseni. Jde o to najit viechny kladné délitele &isla 1 260,
které lze vyjadfit ve tvaru 3n + 1, tj. délitele, které pti déleni
tfemi davaji zbytek 1. Pfedné je to Cislo 1 (pro n = 0); je-li
n>0, je 3n4+1>1 a &slo 3z 4 1 je vytvofeno pomoci
prvocinitelt Cisla 1 260. Vyjadfime tedy ¢islo 1 260 jako soucin
prvocinitelt

1260 =2.2.3.3.5.7

a k jednotlivym prvocinitelim pfipiSeme zbytky pfi déleni
tiemi:
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W

Prvocinitel

[
[N

W
wn

N
1)

Zbytek

o
o
[ 8]

Utvotime ty délitele ¢isla 1 260, jeZ nejsou nasobky t¥i, a pfipi-
Seme k nim zbytky pfi déleni tfemi (ndsobek tii nelze totiz
napsat ve tvaru 3n + 1):

1
Délitel| 2 | 5| 7 |2.2 2.5 ,2.7 ' 5.7 |2.2.5|2.2.7125.7(2.25.7
|
Zbytek22111222!1 1 2
Dostavame tedy spolu s # = 0 tato feSeni:
‘ |
3n+1 1 4 7 10 28 70
n 0 1 2 3 9 % 23

15. Soucet druhych mocnin tii po sobé jdoucich lichych
Cisel je &tyfciferné Cislo, jehoz vsechny Cislice (v dekadickém
vyjadfeni) jsou stejné. Najdéte vSecky takové trojice lichych
Cisel.

ReSeni. Chceme-li vyjadfit tfi za sebou nasledujici cleny
aritmetické posloupnosti, pak se zpravidla osvédcuje jejich
»symetricky« zapis pomoci prostfedniho z nich, tj. zapis
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a—d,a,a-t+d.
Tento obrat pouZijeme i pfi feeni této dlohy.

Je-li x prostfedni Cislo hledané trojice, pak dalsi dvé cisla
jsou x — 2 a x -+ 2. Plati:

(x—22 4 x24 (x+22=3x2148

Cislo 3x2 -+ 8 je liché kladné, a proto se musi rovnat n&kterému
z Cisel

1111, 3333, 5555, 7 777, 9 999,
tj. ¢islo 3x2 se rovna nékterému z Cisel
1103, 3 325, 5 547, 7 769, 9 991.

Z nich pouze ¢islo 5 547 je délitelné tfemi, takze

3x2 = 5547,
tedy
x2 = 1849 = 432,
tj.
| x| =43.
Ponévadz

412 4 432 4 452 =1 681 + 1 849 + 2025 = 5 555,

ma tloha pravé dvé feSeni; jsou to trojice 41, 43, 45 a —41,
—43, —45,
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16. Dokazte, ze kazdé pfirozené Cislo n = 6 lze vyjadfit
jako soucet dvou prirozenych &isel, z nichZ jedno je prvodislo
a druhé dislo slozené.

ResSeni. Kazdé sudé prirozené Cislo vét$i nebo rovné 4 je
slozené. Jediné sudé prvocislo je 2, ostatni prvocisla jsou licha.
Nejmensi liché prvocislo je 3. Z téchto vlastnosti prvocisel jiz
plyne feseni:

a) Necht pfirozené ¢islo n = 6 je sudé, pak je lze psat jako
soucet

n=2+4(n—2),

kde Cislo n — 2 = 4 je sudé, a tedy slozené.
b) Necht pfirozené Cislo » = 6 je liché. Potom je vyjadiime
jako soucet

n=3+4(n—3),
kde &islo 7 — 3 = 3 je sudé, takZe je sloZené.

17. a) Vysetite, kterou dislici kon¢i zapis druhé mocniny
prvocisla v desitkové soustavé.

b) Je-li p prvocislo vétsi nez 3, pak Cisla p2 - 14 a p2 — 14
nejsou obé zaroven prvocisla. DokaZte.

ReSeni. a) Pro prvodislo 2 mime 22 = 4, a tedy posledni
Cislice je 4. Zvlastni postaveni v naSem vySetfovani ma téz
prvocislo 5. Plati 52 = 25 a posledni Cislice je tedy 5. Kazdé
jiné prvocislo konéi nékterou z ¢islic 1, 3, 7, 9. Konci-li Cislici
1, pak druhd mocnina téZ konéi Cislici 1. Konci-li éislici 3, je
posledni Cislice druhé mocniny 9. Kondi-li cislici 7, posledni
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Cislice je téz 9. Konecné konci-li Cislici 9, druha mocnina ma
na konci 1.

Muzeme shrnout: Zapis druhé mocniny prvocisla v desitkové
soustavé kondi jediné nékterou z Cislic 1, 4, 5, 9. (Pfitom, je-li
prvocislo vétsi nez 5, pak jeho druhd mocnina konci jediné
¢islici 1 nebo 9.)

b) Nyni ke druhé otdzce. Je-li p =5, pak p> + 14 = 39,
coz neni prvocislo. Zvolime-li libovolné prvocislo p vétsi nez 5,
pak p? kondi bud d¢islici 1, nebo 9. Kondi-li ¢islici 1, pak cislo
p? -+ 14 kondi ¢islici 5 a je vétsi nez 5. Tedy je p2 + 14 slozené.
Konci-li p? Cislici 9, pak p2 — 14 kondi dislici 5 a je vétsi
nez 5. Proto p2 — 14 je Cislo sloZené. Tim je dukaz podén.

18. Dokazte, Ze existuje jediné takové prvocislo p, Ze p,
? + 2, p + 4 jsou prvocisla.

ReSeni. Je-li p = 2, nejsou &isla p, p + 2, p + 4 prvocisla.
Je-li p =3, jsou p, p -2 =15, p +4 =7 prvocisla. Zbyva
tedy dokazat, ze kromé trojice 3, 5, 7 jin4 trojice danych vlast-
nosti neexistuje. Kazdé Cislo p > 3 lze vyjadfit ve tvaru

p=3x,p=3x-+1,p=3x 4 2,

kde x je pfirozené ¢islo > 1. Vyplnime tabulku:

P 3x 3x + 1 3x+ 2
p+2 3x + 2 3(x + 1) 3(x+1)+1
p+4 3(x+1)+1 3(x+1)+2 3(x+2)
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Zardmovand Cisla jsou slozend. Proto vloha nemé feSeni mimo
trojici 3, 5, 7.

19. Ciferny soucet kladného trojciferného prvodisla p; je
dvojciferné prvocislo ps. Ciferny soucet prvocisla ps je jedno-
ciferné prvocislo ps > 2. Najdéte vSecky takové trojice prvo-
Cisel pi1, po, ps.

ReSeni. Ulohu lze fesit experimentalng, oviem velmi ne-
obratné. Nahlédli bychom do tabulky prvocisel a nasli bychom
v ni vSechna trojcifernd prvocisla; je jich 143. Pak bychom
vypocetli jejich ciferné souty a vybrali mezi nimi vSechna
dvojciferna prvocisla. Opét bychom vypocetli jejich ciferné
soucty a mezi nimi nalezli ty, které jsou jednocifernymi prvo-
&sly. Uloha by tak byla vyfesena, oviem feseni by bylo casové
velmi ndrocné. S uvedenym postupem Kkontrastuje feSeni,
v némZ pouzijeme dedukci.

Ciferny soucet trojciferného ¢isla je nejvyse 3.9 = 27. Mezi
pfirozenymi Cisly do 27 je jen pét dvojcifernych prvocisel;
jejich ciferné soudty ukazuje tabulka:

Prvodislo 11 13 17

Jeho ciferny soucet

Mezi nimi je jen jedno prvocislo vétsi nez 2; je to 5. Nasli
jsme tak pg = 23, pg = 5.

Nyni je tieba najit jeSt€ prvocislo p;. Nejprve musime
rozloZit Cislo 23 na soucet tii kladnych celodiselnych scitancti.
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Ziejmé neni mozné, aby nejvétsi sCitanec byl 7, nebot 3.7 = 21.
Rozklady obsahujici s¢itanec 9 jsou tfi:

94+9+5
91846
9+7+7

Rozklad obsahujici jako nejvétsi s¢itanec Cislo 8 je jen jeden:

Nyni najdeme vSechna mozni trojciferna cisla, kterd odpo-
vidaji témto souctum. Nasledujici tabulka uvadi piehledné
vSechny moznosti.

:':{i(s)lza klza:;i Trojciferna cisla p1
9 +9+5 | 995,959, 599 599

9+ 8+ 6 | 986, 968, 896, 869, 698, 689
9+7+47 | 977,797, 779 9717, 797
8 +84 7 | 887,878, 788 887

Pii vypliovani posledniho sloupce tabulky jsme uzili tabulku
prvocisel, ktera je uvedena napf. v Matematickych, fyzikalnich
a chemickych tabulkich pro ZS. (VSechna ¢isla nemusime
v tabulce prvocisel hledat. Pokud jsou sudé nebo kondi 5, pak
nejsou ziejmé prvocisly.)
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Uloha ma ¢&tyti feeni: 599, 23, 55 797, 23, 5; 887, 23, 5;
977, 23, 5.

20. Ptirozena Cisla 1, 2, 3, ..., # napsand v néjakém pofadi
oznacime ai, as, as, ..., an. Je-li n Cislo liché, je soucin

(a1 —1) (a2 —2) (a3 — 3). ... .(aw — 1)
délitelny dvéma. DokaZte.

ReSeni. Mezi &isly 1, 2, ..., n je lichych &sel o jedno vic
nez sudych, nebot z je liché. Proto v uspofadani ai, ao, as,
<., ay stoji asponi jedno liché &islo ar na »lichém« misté k;
sudych mist je totiZ o jedno méné. Rozdil ar — £ je pak délitelny
dvéma, a tedy isoucin (a1 — 1) (as — 2) (a3 — 3). ... .(an —n)

je délitelny dvéma.

21. V zapise déleni dvou prirozenych Cisel chybéji nékteré
cifry. Nahradte chybé&jici cifry tak, aby zépis byl spravny.

Zapis zni:
12a76 : 23b == ¢2;
kazdé z pismen a, b, ¢ znadi jednu cifru.

ReSeni. Zipis déleni ukazuje, Ze jde o déleni beze zbytku.
Pouzijeme postup, kterym provadime zkousku déleni: plati

(23b).(c2) = (12476). 1)



Vsechna tii Cisla v rovnici (1) pfepiSeme jako dvojcleny; vyjde
(230 + ).(10c + 2) = 12 076 -+ 100a. 2)
Rovnice (2) obsahuje sice tfi neznamé a, b, ¢, avSak kazdé
z &sel a, b, ¢ je celé Cislo, které je vétsi nebo rovné nule a mensi
nebo rovné deviti.
Vynasobime oba dvojcleny na levé strané (2); po tpravé
dostaneme:
2 300c + 10bc — 100a = 11 616 — 2b. 3)
Cislo na levé stran& (3) je nasobek deseti; proto jim musi byt
také Cislo na pravé strané (3). Odtud vyplyvaji jen dvé moz-
nosti pro b; b = 3 nebo b = 8.
1. Zkusime dosadit do (3) & = 3; po kréaceni deseti vyjde:
233¢ — 10a =1 161
a odtud
233¢ =1161 + 10a. 4)
ProtoZze je 0 = a =< 9, plyne z (4)
1161 = 233¢ =1 251. 5)
Z nerovnosti (5) dostaneme odhady

5=c¢=5,
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tj. ¢ = 5. AvSak 233.52 = 12 116, takZe pro zadné a neplati
rovnost (1).

2. Zkusime nyni druhou moznost & = 8; z (3) dostaneme
po kraceni deseti

238¢ = 1160 - 10a. (6)

Cislo na pravé strané (6) je nasobek deseti; proto je tomu tak
i na levé strané (6). Protoze je 0 =c¢=9, je bud ¢ =0,
nebo ¢ = 5.
Zkusime ¢ = 0; z (6) vyjde 116 |- @ = 0, coZ je nemozné
(e 0 =a=09). Jetedy c = 5 a z (6) vypolteme a = 3.
Skutecné je

12 376 : 238 = 52.

22. Udejte vSechny pravouhelniky, jejichZ strany maji délky
vyjadfené celymi ¢isly (v centimetrech), které maji tu vlastnost,
Ze jejich obvod (v cm) je roven jejich obsahu (v cm?).

Reseni. Jsou-li a, b velikosti stran hledaného pravothelnika,
pak podle podminky ulohy plati

2a + 2b = ab. (1)

PrepiSeme-li tuto rovnici v tvaru

ab —2a —2b 4 =4,

vyplyva odtud
(a—2)(b—2) =4

36



Cisla @ —2, b —2 jsou tedy sdruzenymi déliteli &sla 4.
Vysledky sestavime do tabulky:

a==3 4 2 1 | =4 | =3 | =1
b—2 1 2 4 | -1 | 2| -4
a 6 4 3 | -2 0 1
b 3 4 6 1 0| —2

Geometricky vyznam maji jen kladné hodnoty. Hledané pravo-
thelniky jsou dva: obdélnik o stranich velikosti 3 cm a 6 cm
a ¢tverec, jehoZ strana ma velikost 4 cm.

Pozndmka. Pfi hledani dvojic pfirozenych cisel a, b, které
spliiuji rovnici (1), 1ze také postupovat nasledujicim zpisobem.
Z (1) plyne

26 206 —2)+4 4

b 2= bs_2 2Ty o

a =

Cislo b — 2 je tedy délitelem &isla 4. Na zékladé toho dojdeme
tedy k obdobné tabulce jako v uvedeném feSeni. Bude ovSem
mit jen tfi radky, a to pro b — 2, b, a.

23. Urcete vSechny dvojice celych Cisel x, y, pro které plati

4x2 — 4x — y2 = 20. €))
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ResSeni. Rovnici (1) upravime na tvar

(2x —1)2 — 32 =21.

©)

Levou stranu posledni rovnice rozlozime pomoci vzorce pro
rozdil druhych mocnin. Dostavame

Rx+y—1) (2x—y—1) =2l

Cislo 21 lze rozlozit v tyto souciny celych &isel:

1.21 =3.7 = (=1).(=21) = (=3).(=7).

Sestavime tabulku:

2x +y—1 1 21 | —1|—21 3 —3 | —7
2x—y—1 21 1 |—21] —1 7 —7 | —3
x 6| 6 | —5| —5 3 —2 | —2
y —10| 10 10| —10| —2 2 —2

Kazda z 8 dvojic Cisel x, v je feSenim tilohy, jak se presvédCime

zkouskou.

24. Urcete vsecky dvojice pfirozenych Cisel x, y, pro které

plati
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ReSeni. Plati 8x3 — 33 = (2x)3 — 33 = (2x — y) (4x% +-
-+ 2xy -+ ¥2), tj. rovnice (1) zni

2x —y) (4x2 + 2xy + y?) = 387.
Ziejmé je 4x2 + 2xy + 32 >0, 2x — y >0, 2x > y. Rozlozi-

me Cislo 387 v soucin prvociniteld: 387 = 3. 3. 43. Sestavime
tabulku:

|
| 2x—3y 1 3 43| o9 129 387
|
4x2+2xy+
+ y? 387 | 129 9 43 3 1
(2x —y)2 1 9 | 1849 81 1292>3 | 3872>1
4x2+2xy+
Ty
—QRx—y)*=
=6xy 386 120 |zaporné zaporné| ziaporné | zdporné
‘ \
11 xy neni
i celé 20 — — - _
|
i x — 4 = = - -
| y — 5 — — —- —-

Rozlozime ¢islo 20 v souéin dvou diniteli: 20 =1.20 =
=2.10 = 4. 5; kladné rozdily 2x — y jsou 2.20 — 1 = 39,
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2.10—-2=18,2.5—4=6,2.4—5 =3, Vyhovuje jen

posledni; proto do tabulky (sloupec 2) doplnime x = 4,y = 5.

Skute¢né je 8x3 — y3 =8 .64 — 125 = 512 — 125 = 387.
Jiné FeSeni. PoloZime-li 2x = 2, dostdvime

B=1

22 =8

38 =127

43 = 64

53 =125
63 = 216
73 =343
83 =512
93 =729
103 = 1 000

23 — y3 = 387. (2)

Uloha zni: Uréete dvé pfirozena &isla z, y, pficemz
2 je sudé, aby rozdil jejich tfetich mocnin byl 387.
Z rovnosti (2) plyne, Ze pro sudé Cislo z plati
23 > 387,
takZe z tabulky tietich mocnin pfirozenych Cisel
snadno zjistime, Ze
z=8. 3

Z této tabulky lze také odhadnout, Ze sudé Cislo 2
nemuze byt vétsi nez 10, tj. musi byt

z=10. (4)

113 = 1 331 Odecteme-li totiz od tfeti mocniny libovolného su-
123 = 1 728 dého d&isla z > 10 tfeti mocninu nejvétsiho Cisla,
133 = 2 197 které pfichézi v tivahu jako Cislo y, tj. tfeti mocninu
143 = 2 744 (isla z — 1, potom, jak se zda z tabulky, dostaneme

vzdy Cislo vétsi nez 387. Pravdivost tohoto odhadu
snadno dokaZeme. Kazdé sudé prirozené (islo
z > 10 lze psat ve tvaru 12 - 7, kde 7 je celé ne-
zaporné Cislo. Plati:

(12 + ) — [(12 +n) — 1P =

= (12+nP—(12+nB+312+m2—3012+n)+1 =

40

= 397 4 n2 + 69n > 387.



Ze vztahi (3) a (4) plyne, Ze sudé Cislo 2 je bud 8 nebo 10.
Z tabulky tfetich mocnin zjistime, Ze uloha ma jediné feSeni
z2=8ay=>5,tj.x=4ay=>5.

178
25. Zlomek 39 vyjadrete jako soucet dvou kladnych zlomkd

se jmenovateli 3, 13 a s celodiselnymi Citateli. Najdéte vSecka
feSeni tlohy.

Reseni. Podle textu tlohy je

178 «x y ,
39 3 13’ ®

kde x, v jsou pfirozena Cisla. Rovnici (1) upravime na tvar
13x + 3y =178

a dale

y=5+ 5. @

ProtoZe y musi byt pfirozené ¢islo, musi byt podle (2) Cislo

1—13x 1—x
3 3

—4x > —59

a zaroven celé. Témto podminkdm vyhovuji jeding Cisla x = 1,
4,7, 10, 13. Sestavime tabulku:
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1(1—13x%) —4 —17 —30 —A43 —56

y 55 42 29 16

(S5}

Zkouska ukaze, Ze vSech pétdvojic| 1 |55 |,| 4 |42 |,
7 129,10 [ 16 |, | 13 | 3 |jsou feleni ulohy.
Jiné feSeni. Odvodime opét rovnici

13x + 3y = 178. 3)

Kazdé jeji celocCiselné feSeni x, y ma tu vlastnost, Ze x se di
vyjadfit v jednom z tvara 3z, 3z + 1, 32 + 2, kde 2 je vhodné
Cislo celé. Snadno vylouCime tvar 3z (178 neni nasobek 3)
a tvar 3z 4 2 (178 — 26 = 152 také neni nasobek 3). Je tedy

x=3z2+4+1
a z (3) plyne
y=55—13z
Sestavime tabulku:
Z 5 4 3 2 1 0 —1
y —10 3 16 29 42 55 68
x 16 13 10 7 4 1 —2
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Pro 2 >5je y <0, pro 2 <0 je x << 0. Pét zaramovanych
sloupct udava tedy jako predtim vSecka feSeni ulohy.
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Il. Algebra

26. Jsou dany vyrazy

1 1
gt £ Fa
1 1 p
p—3 713
1 1
V:p2-9_;32+9_p2+9
1 1 p2
2—9 210

Zjistéte, pro kterd p maji oba vyrazy vyznam, a dokaZte, Ze pro
tato pje U = V.

ReSeni. Ui IV ma smysl pravé tehdy, je-li p # 0, p # 4 3;
pak je i p2 %= +49. Upravime U i V:

?p+3—(—3) p+3 6 p+3

U.._. —_ = —_— =
p+3+p—3 ? 2p P
3—p—3

= P = —1,



P99 pP+9 18 pP+9

27. Dokazte tyto dvé véty:
a) Plati-li pro dvé razna Cisla a, b vztah

a—a%2="b—1b2 ¢))
pak pro n¢ plati
a+b=1. 2)
b) Plati-li pro dvé ¢isla a, b vztah (2), pak pro né platii(1).
Uvedte ptiklad takovych cisel a, b.
Reseni. a) Z (1) plyne
a—b=a?—b 3)
neboli

a—b=(a—b) (a+b). 3)

Protoze je a # b, tj. a — b +# 0, plyne z (3") po déleni Cislem
a — b vztah (2).

b) Rovnost (2) znasobime cCislem a — b a dostaneme (3).
Z (3) odvodime (1).

1
Zvolme a = b= E) (podle (2)). Pak je

_é—a
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3 9 9 9 °
e 1 3—1 2
o 3 9 9 9

28. Je dan vyraz

ab \2
a? + b2 + )
a—>b

a) Dosadime-li @ = 5, b = 7, dostaneme zlomek, jehoZ Cita-
tel 1 jmenovatel jsou druhé mocniny ptirozenych Cisel. Pre-
svédcte se o tom.

b) Dokazte, Ze vlastnost z tlohy a) maji kazda dvé riizna cela
Cisla a, b.

ReSeni. a) Pro a = 5, b = 7 vypotteme

35 )2 1521 392

74+(—?

b) Dukaz zalezi v tupravé daného vyrazu. Jakysi »vtip«
dukazu je v tom, Ze nebudeme provadét vSechny naznacené
vykony, ale Ze budeme stale »hlidat«, zda se ndm pii vypotu
neobjevi v Citateli druhd mocnina mnohoclenu.

Dany vyraz miZeme napsat ve tvaru

g (@ B (a0 )
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Stadi upravit vyraz v lomenych zdvorkach takto:
(@ 4+ b?) (a® + b2 — 2ab) + a?b? =
= (a? + b2)2 — 2ab(a2 + b%) + a2b2.

Pfi pozorném pohledu vidime, Ze posledni vyraz je druhou
mocninou dvojclenu

(a® + %) — ab, ey
o némz lze dokazat, Zze pro kazda dvé ruzna cela Cisla a, b je
roven pfirozenému Cislu. Ziejmé staci pouze dokazat, Ze dvoj-
¢len (1) je pro kazda dvé rizna Cisla kladny. Necht ab < 0.
Pro a # b je a® + b2 > 0, a tedy

a>+4 b2 —ab>0. (2)
Necht ab > 0. Z podminky a # b dostavame

(@ — b2 =a?+ b2 — 2ab > 0.

Odtud jiz vyplyva nerovnost (2), nebot pro ab > 0 je 2ab > ab.

Pro kazda dvé ruzna cela Cisla a, b tedy plati

ab ) (@ + b2 — ab)?
a—b6/ la—b2 °’

a2+b2+(

kde | @ — b | a a? + b2 — ab jsou pfirozena Cisla.
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29. Rozlozte v soucin dvojclent 1. stupné vyraz
V=@Ex—-1)(x—-2)(x—3)+@x—1) (x—2) —x+ 1.

Vysledek ovéfte pro x = —1.
ResSeni. Vytykanim.

V=@Ex—1D@E—-2[(x—3)+1]—x+1=
=x—D@E—-2)(x—2)—(x—1=
=@x—-D[(x—22—-1]=
=(x—1)(x—2+1)(x—2—1)=
=@x—-1) -1 @x-3)=
=(x—1?2 (x—3)

30. Soucinem dvou kvadratickych trojclent x2 - ax - b,
x2 + cx -+ d je dvojClen x* + 4. Urcete koeficienty a, b, ¢, d.

ReSeni. Podkladem fefeni je véta, Ze dvé polynomické
funkce (mnohocleny s jednou proménnou x) jsou si rovny
pravé tehdy, kdyZz koeficienty pii tychZ mocninach x jsou si
rovny.

V nasem piipadé vypocteme

(x2+ax+0b) (x2+cx+d)=
=xt4+(@a+c)x3+ (b +d+ ac) x2 + (ad + bc) x + bd.

Tento mnohoclen mé byt roven x* + 4. Je tedy
a+c=0, €y
d=a%—b, 2)
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a3 — 2ab = 0, 3)
a?h — b = 4. 4)
&

Z (4)plynea #~ 0. Z (3) plyne b = > nebot mazeme délit is-
a?

lem a. Z (2) plyne d = 2 Z (1) plyne ¢ = —a. Z (4) plyne

a* at

24— 4, tj. a = 2 nebo a = —2. Hledané koeficienty jsou

a=2,b=2,c=—-2,d=2,resp. a= —2,b=2,c=2,
d=2.

Spréavnost ovéfime zkouskou.
{

31. Urcete vSechny takové dvojice Cisel a, b, pro néZ je
trojélen x* 4 ax2 4 b mozno vyjadfit jako soudin trojclent
2. stupné, z nichZ jeden je x2 -+ ax 4 b.

Refeni. Podle véty, kterou jsme uzili pfi feSeni tlohy 30,
platix* +ax2 +b=x*+(a+c¢c)x3 + (b + d + ac) x% +
+ (ad + bc) x -+ bd a odtud

MDa+c=0, 2)b+d+ac=a,
(3) ad + bc =0, (4) bd =b.
Vzhledem k (4) jsou 2 moznosti:
7%

I.b=0, I. 6 #£0,d = 1.
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V pfipadé I je podle (3) bud a = 0, nebo d = 0. Je-li a ::0,
b=0,jepodle (2)d =0apodle (1)c =0. Je-lib =0,d = 0,
je podle (1), (2) —a? = a,tj. buda = 0, nebo a = —1.

Voptipadé ITjec = —a,b + 1 — a2 = a,a — ab = 0. Z rovnic
ab+a—a>=a?> a a—ab=0 plyne 2a —a® = a2 tj.
a(@® +a —2)=0. Je tedy bud a = 0, nebo a®> +a — 2 =0,

i ( 1y 9 ! o
Cili a+2):4,a—|—2~:}:2,c11a=1,a:~2.Pro
koeficient a jsou tedy moznosti @ =0, a = —1 (piipad I),

a=0,a=1,a= —2 (pripad II).
Pomoci rovnic (1), (2), (3), (4) doplnime tabulku:

a b c d
0 0 0 0
pfipad 1
—1 0 1 0
0 —1 0 1
1 1 —1 1 ptipad II
—2 1 2 1

Vsech 5 piipadu ovéfime zkouskou.

32. Vyjadiete trojclen x8 + x4 + 1 aspoil jednim zpusobem
jako soucin

a) dvou mnohoclent 4. stupngé;
b) ¢tyf mnohoclent 2. stupné.
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Reseni. Dany mnohoclen rozlozime podle znamych vzorci
z algebry takto:

A xd b1 = (a8 4 220+ 1) — xf = (xt + 1)2 — (a2)2 =
=(xt a2 1) (2 — 22+ 1)

Timto rozkladem jsme ulohu a) vyfesili. V rozkladu budeme
dale pokracovat a postupné dostavame:

(x4x2+1) (x—2241) =

=(xt+2x24+1—x2) (x*+ 22241 —3x2) =

= [(= -+ 12 — 2] [(=2 + 1) — (=]/3)7) =

=(x2 4 x + 1)(x2—x+1)(x2—[—x]/f’;_+ 1)(x2—xV§+ 1)

Posledni rozklad je feSenim ulohy b).
33. Vyraz
V=x—y3+@—2PF+(—ap

upravte na soucin a pak urcete vsechny trojice Cisel x, y, z,
pro které je V' = 0.

ReSeni. Znéni tlohy naznaluje, 7¢ se rozklad vyrazu V
v soucin Ciniteld zdari. Protoze V' je tfetiho stupné v x, y, 2,
bude v rozkladu bud jeden cCinitel prvniho stupné a jeden
druhého, nebo budou tfi Cinitelé prvniho stupné.

Bylo by moZné umocnit kazdy z dvoj¢lent na tfeti podle
znamého vzorce, ale tak bychom dostali dosti nepfehledny vyraz
o0 12 ¢lenech. Bude 1épe uZit vzorec

B+B=(@+b) (@—ab+5). (1)
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Dosadime-li do (1) a = x — ¥, 6 =y — 2, dostaneme na levé
stran€ soucet prvnich dvou Clend V a na pravé strané dvojélen
a-+b=x—2z=—(2 — x), ktery lze pak z V vytknout.

Vypoctem dostaneme

V=_(x—2) (x2—2xy +3%2—xy +32+ xg — yz + 1% —
— 295 + 2% + (z — W,

tj.

V=_(x—2)(x2+3y2+ 22 —3xy — 3yz + x2) + (2 — x)3 =
=(x—2).(x2+3y2+22—3xy—3yz+xz—x2—22-2x2)=
=3(x —2) (0* — xy —yz + x3) =
=3(x—2) [y —2) —xy—2)] =
=3(x—2)(y—2) (y —*).

Je tedy V' = 0 préave tehdy, kdyZ aspoit dvé z Cisel x, y, 2 jsou
sobé rovna.

34. a) Rozhodnéte nejprve, pro ktera redlna Cisla a, b, ¢ mé
smysl vyraz

(a —0b)? (b — o)y
V:cz——ac——bc—}—ab a2 —ab — ac + bc
(¢ —a)?

+b2-—bc—ba+ca'

b) Dokazte, Ze pro kazdou trojici a, b, ¢, pro kterou ma vyraz
V smysl, je V totéz islo, a vypoctéte je.
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ReSeni. Oznatime

a—b=zb—c=x,c—a=y (1)
a vypocteme
2 —ac—bc+ab=(—a) (c—0b) = —xy. 2)

Obdobné upravime

a® —ab —ac+bc=(a—>b) (a—c)= —yz,
©)
b2 —bc—ba-+ca=0b—a) (b—c)=—xz.

Ad a) Odtud je patrno, ze V' ma smysl pravé tehdy, je-li
a#b#cHFaclix#0,y #0,z+#0.
Ad b) Vypoctéme podle (2), (3)

—Vaxyz = x8 + 33 4 28 4)

a podle (1)
x+y+z=0. (5)
Dale
(x +y 4 2% 4 3xyz =
=3x+y+2xy+ 3(x + v + 2)xz +

+3(x +y 4 2)xy + x8 + 33 + 28

neboli podle (5)

x3 4- 38 4 28 = 3xyz. 6)
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Spojenim (4), (6) dostaneme
—Vxyz = 3xyz.
Protoze je x %= 0, y # 0, 2 7% 0, je
V= -3.

Uloha je znacné obtizn4, zejména je nesnadny trik se zavedenim
novych proménnych x, y, 2.

35. DokaZte, Ze vyraz
V=a?2—ab+b—a+b+1

nabyva pro kazda dvé Cisla a, b kladné hodnoty.

ReSeni. Tato tiloha je pfikladem na sloZit&jsi tipravu alge-
braického vyrazu, tj. celistvé racionilni funkce o dvou pro-
ménnych a, 5. »Nezépornost« takového vyrazu se obvykle
snaZime dokazat Gpravou na soucet, v ném? kazdy scitanec je
bud druha (sud4) mocnina realného ¢isla, nebo soucin Ciniteli,
ktery je nezdporny, nebo urcité kladné cislo.

Vyraz V' budeme postupné upravovat:

V=a®—a(b+1)+b02+b+1=
—[@—2.0.3( + 1) + 4 + 12 +
1B Hb 1 — 4B+ 1R=
=la—}b + DP + 445 +4b +4 — b2 — 2 — 1) =
=la— 36+ DR+ 30+ 3+ 1) =
—la— 36+ DR+ 30+ P2 +3
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Z posledniho souctu plyne, Ze je V' > 0 pro vSechna a, b.
Poznamky. 1. Za povSimnuti stoji, Ze pii vytvafeni druhé
mocniny dvojclenu a — %(b 4 1) jsme uZili vSechny Cleny
vyrazu V, které obsahovaly proménnou a.

2. Nasi tlohu lze vyfesit trikem, ktery pfekvapuje svou kratkosti
a eleganci, ale také svou smélosti. Budeme totiZ zkoumat vyraz
2V. Plati:

2V =242 — 2ab + 262 — 2a + 2b 4 2 =

= (a2 —2ab +82) + (a2 —2a+1)4 (2420 + 1) =

=(@—b2+(a—12+0®—1)7

36. Dokazte, Ze pro kazda dvé redlna Cisla a, b nabyva vyraz

V =a*+ b* — 2ab(b% — ab — a?)
nezéporné hodnoty.
V kterém pfipad¢ je tento vyraz roven nule?

Reseni. Jde o typovou tlohu tpravy algebraického vyrazu,
ktera sméfuje k tomu, aby se vyraz V' vyjadfil jako soucet
druhych mocnin polynomu. Vyraz V' budeme postupné upra-
vovat:

V = a* + b* — 2ab> + 2a%b2 -+ 243 (1)
V = (a* + 2d% + a%?) 4~ (a2b? — 2ab® + b%)

V = a%(a® + 2ab + b2) + b%(a? — 2ab -+ b2)

V = a%(a -+ b)? + b%a — b)? 2
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Je tedy V' = 0 pro vSechna a, b. V pfedchazejicich Gpravach
je jeden trochu umély obrat - rozdéleni ¢lenu 2a2h2 = a2h2 |-
-+ a%b? a sdruZeni Sesti Clend do dvou troj¢lenti.

Zjisténi nutné a postacujici podminky pro to, aby bylo
V =0, je stereotypni. Plati podle (2):

V =0, pravé kdyz a%(a -+ b)2 = 0 a zaroveil b%(a — b)2 = 0.

Z obou soulint dostavame tyto Ctyfi mozné kombinace:

I.a2=0,02=0 III. (a + 62 =0,02=0
IRy
I1. a2

;0,(a—rb)2:0 IV.(a+b62=0,(a—02=0
Ve vSech ¢tyfech prfipadech vyjde a = b = 0; to je skutecné
jedina dvojice a, b, pro kterou je V = 0.

Vratme se je$té jednou ke vztahu (1), ktery vznikl roznaso-

benim daného vyrazu. Pfi prvnim pohledu nis napadne spiSe
jina uprava, neZ je ta, kterou jsme pouZili. Je to sdruZeni

V = (a* + 2a2b% + b%) + 2ab(a® — b?)
neboli

V = (a2 + b2)2 + 2ab(a? — b2). 3)
Prvni ¢len (3) je nezdporny, druhy miZe byt zaporny. Bude-li
vSak absolutni hodnota druhého Clenu mensi nebo rovna

absolutni hodnoté prvniho ¢lenu, bude urcité V' = 0. Misto
porovnavani absolutnich hodnot miiZzeme vypocitat rozdil

V’ — (a2 + bZ)4 I 4a2b2(a2 — b2)2 —
— (at + 2a%b% -+ b2 — 4a2b%(at — 2a%b2 + bY).
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Po kratkém vypoctu dostaneme

V' = a8 + 14a%* + b8,
Ziejmé je vzdy V' = O,tedyi V =0. Je-li V =10, je V' =0,
tj. (a* + b%)2 + 12a%* = 0 a odtud plyne a = b = 0. Dostavi-
me tedy opét jedinou moznou dvojici @ = b = 0, pro kterou

e V=0.

37. Jsou-li a, b, ¢ takova nezédporna Cisla, Ze plati

a+b+c=1,
pak je
ab -+ ac + bc << 1, ¢))
ab + ac +- bc — abc < 1. (2)

Reseni. Nerovnost (1) je patrna z obr. 2.
Obsah tlusté zaramovaného pravothlého trojuhelnika je 3,
obsah Srafovaného obrazce je ab + ac + bc; plati tedy ne-
rovnost (1).

Vypocteme 2(ab +ac +bc) +a2 +b24 2 =(a + b + ¢)2=
=1, tj. 2(ab + ac + bc) << 1, a odtud plyne (1).

Vypocteme

(a+b-+cP=
= a3 4 b3 + 3 + 3abla + b) + 3acla + ¢) +
—+ 3bc(b + ¢) + 6abc =
—ad+ B+ 3+ 3abla + b +c) +
+ 3acla + b +¢) + 3bc(a + b + ¢) — 3abc =1
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Protoze a + b + ¢ = 1, dostaneme
ab + ac + bc — abc < },
coz je nerovnost (2).
38. Jsou dana kladna &isla a, b, ¢, d, pro ktera plati
at+b+t+c+d=1.
Dokazte, Ze pak plati
abc + abd + acd 4+ bed << 1,
ad + b+ 3 +d3<<l.

Reseni. Zakladni myslenka pro tyto jednoduché odhady je
vyhledat piislusny vyraz v rozvedeni (a -+ & + ¢ - d)? a odtud
odvodit pfisluSnou nerovnost. K tomu nepotfebujeme znat
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vzorce pro umociiovani Ctyfclenu; mocnina se nahradi prosté
soucinem

(@t+b+c+d)@t+b+c+d)(@a+b+c+d). Q1)

Nasobeni viak nebudeme provadét, nebot bychom dostali ne-
piehledny sled 43 = 64 Clend.

Bez roznéasobeni uréime, kolik ¢lent se rovna abc. Sestavime
tabulku, v niZ bude zachyceno, z kterého z Ciniteld (a + b +
-+ ¢ + d) soucinu (1) je vybrano a, z kterého b, z kterého c.
Tabulka mize vypadat takto:

Cinitelé
a b c

Soucin
abc 1 2 3
ach 1 3 2
bac 2 1 3
bca 3 1 2
cab 2 3 1
cba 3 2 1

ProtoZe nasobeni je komutativai a asociativni, dostaneme souéin
abc pti roznasobeni soucinu (1) celkem 6krat.

Stejnou tivahu jako pro soucin abc muZeme provést i pro
souciny abd, acd, bcd; vlastné jde jen o ziménu pismen. V sou-
¢inu (1) dostaneme po roznasobeni mimo Cleny

6abc + 6abd + 6acd + 6bcd
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jesté dalsi kladné ¢leny (a, b, ¢ jsou &isla kladnd); jejich soudet
oznacime k. Je tedy

(a 4 b + ¢ + d)® = 6(abc + abd -+ acd + bcd) + k,
tj. vzhledem k podmince ¢ +6 + ¢+ d =1
6(abc + abd +- acd + bed) =1 — k< 1
a odtud
abc + abd + acd -+ bed << L.

Obdobné, ale jednoduseji, se ziska odhad a3 + 63 + ¢3 + d3 <
< 1.

39. Rozhodnéte, ktery ze zlomka

5 555 555 553 6 666 666 664
5555555 557 ° 6 666 666 669

je Vet

ReSeni. Kdybyste postupovali, jak jste se ucili ve kole,
uvedli byste oba zlomky'na spole¢ného jmenovatele a porovnali
byste pak Citatele. Bylo by to vSak prili§ pracné. Spoleény
jmenovatel by byl asi soucin obou jmenovateld a politani by
trvalo prili§ dlouho. Proto musime postupovat vtipnéji.

Vidime, Ze Citatel a jmenovatel kazdého zlomku jsou sice
velka Cisla, ale 1i8i se jen o nékolik jednotek. Oznacime-li

60



5555 555 557 = a, 6 666 666 669 = b,

jsou oba dané zlomky

a—4 b—5

Vime, Ze je A > B pravé tehdy, je-li A — B > 0; a obdobné
A << B praveé tehdy, je-li A — B < 0. Vypocteme tedy 4 — B;
vyjde

ab —4b —ab +5a 5a — 4b

A—B= — e (1)

rotoZze je ab > 0, sta¢i vypoclitat 5a — 4b,a to je pomérné
snadné.
Dostaneme 5a — 4b = 27 777 777 785 — 26 666 666 676 > 0.
Podle (1) je tedy A — B >0, tj.

A > B.

Vidite, jak ndim pomohla algebra.

40. Rozhodn¢éte, které z obou Cisel

a = 6399, b = 6389 + 6388

je vétsi. Své tvrzeni odiivodnéte.

ReSeni. Bylo by jist¢ pracné a zdlouhavé vypoéitat tak

vysoké mocniny trojcifernych cisel a porovnat pfimo vysledky.
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Vime, Ze a > b pravé tehdy, kdyZ je a — b6 >0,aze a< b
pravé tehdy, kdyZ je a — b << 0. Pomoci znalosti algebry se
tedy pokusime vypocitat vyhodné rozdil a — &.

a —b =639 — (6389 -+ 6388). (1)
Plati
6389 - 6388 — 6388 (638 + 1) = 6388.639.
Dosadime-li do (1), vyjde
a — b = 6399 — (6388.639,
a — b = 639 (6398 — 6388). 2

Protoze je 639 > 638, je 6398 > 6388, tj. 6398 — 6388 > 0;
z (2) tedy vyplyva a — b > 0 a déle a > b.

41. Zjistéte, ktery ze zlomkua

23 456 798 23 456 789

29876543 29 876 534
je Vetsi.
ReSeni. Prohlédneme-li si pozorné oba zlomky, vidime, ze
jejich Citatelé se od sebe li$i jen o 9; podobné je tomu se jme-

novateli. Oznacime-li 23 456 789 = a, 29 876 534 = b, jsou
dané zlomky
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a-+9 a
b+9° 5"

Dile si uvédomime, Ze dvé kladna cisla x, y miZeme porovnat
bud pomoci jejich rozdilu nebo pomoci jejich podilu. Plati
totiZz napf. véta: x >y (nebo x =y nebo x < y), pravé kdyz

x X X
je— >1 (nebo— = 1 nebo— <C 1). Vypocéteme ted
] 3 ¥ y yp y

x (a-+9 ab-+9
y (b+9% ab+9’

Protoze je b > a, je 9b > 9a, ab -+ 9b > ab + 9a, a tedy
X
— > 1,
y

neboli prvni zlomek je vétsi nez druhy.

42. Zjistéte, které z Cisel

1 1 2

1

999999 ' 1000001’ 1000000

je vétsi.
ReSeni. Polozme a = 1000 000. Pak pro dana &isla plati

1 1 1 1 2a
+ — - —
999999 1000001 @—1 a+1 a2-—1°

2
1000000

SEEN
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Dana cisla lze porovnat podilem nebo rozdilem.
1. Uzijeme podil. Plati

2a 2 2a

a
a2—1"a a®2—1"2 a—1"
Ziejmé a? > a? — 1, takZe uvaZovany podil je vétsi nez 1.
Plati tedy

1 1 2
999999 1000001 ~ 1000000 ° O

2. Uzijeme rozdil. Plati:

2a 2 222 —2@—1) 2
- >0,

al@—1)  a¥a®—1)
tj. dochazime také k zavéru (1).

43. Urcete vSecka Cisla a, pro ktera kofen x rovnice
a(x — 2) + x — 5 = 0 vyhovuje rovnici
x3—T7x2+T7Tx +15=0. (€))]
ReSeni. Rovnice
alx —2)+x—5=0
mé pro kazdé a = —1 kofen

2a +5
— @+l

@
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Dosadime-li ¢islo x do rovmice (1), poZaduje se, aby byla
splnéna rovnice

(2a+5)3 (2a—{—5\2 721—}-_5 5-0 3
a+1/ a+1)+ a+1‘-Jrl =0 (3

Znasobime ji ¢islem (a + 1) a upravime; vyjde
a® — 4a = 0. 4)
Tato rovnice se dd napsat ve tvaru
ala +2) (@ —2) =0.
Cislaa = 0,a = 2, a = —2 jsou jedina &isla, kterd mohou byt
feSenim tlohy. Zkouskou se presvédéime, Ze skute¢né Cisla 5,
3, —1, kterd dostaneme z (2) pro a =0, a =2 a a = —2,
vyhovuji tloze. Jadrem feSeni je pfechod od rovnice (3) k rov-
nici (4).
44. Je dana soustava dvou rovnic o dvou neznimych x, y
3x +2y =0,
M
2x —y = —3.
Ke kazdému koeficientu u neznamé pricteme totéZ Cislo p;
nova soustava bude mit za feSeni dvé Cisla x, y, jejichZ rozdil

je 1. Urcete viecka Cisla p této vlastnosti.
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ReSeni. Refeni nové soustavy budou bud &isla x, x + 1
nebo Cisla x, x — 1. Probereme obé moZnosti:

Q) B+px+2+p)(x+1)=0

@
@+px+(—DE+1)=-3

Odectenim obou rovnic vyjde x = 0. Dosazenim do prvni
rovnice (2) vyjde p = —2. Pozménénd soustava (2) pak zni
x=0,—3y=—-3,tj.y=1,jetedyy —x = 1.

b) Druha moZnost:

B+px+2+p(x—1)=0

3
C+pr+(P—1D(E—1)=-3

Odectenim obou rovnic (3) dostaneme 4x — 3 = 3, odtud

3 11
x=. Dosazenim do prvni rovnice (3) vyjdep = — —

2
Pozménéna soustava pak zni
1 3
i
3 15 3
—— 4 x — 4 y P
3 1
Tato soustava mé feSeni x = 23Y =7 takZe je opét splnéna

podminka textu ulohy: x —y = L.
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Hledana d&isla p jsou tedy p = —2, p = — R pongvadZ
soustavy (2), popf. (3), maji vzdy jen jediné feSeni x =0,
. 3 11
P = —2, popt. x:E:P: _Z .

45. Dokazte, Ze plati

Db e )

pro vSecka pfirozena Cisla n > 1.
ReSeni. V poslednich zévorkich je ptedpis, jak se sestroji
jednotlivi Cinitelé soucinu, napf. pro # = 2 dostaneme

1 1
It =1 +3

pron =3
1 Lo
P ety

1
atd. Vyraz 1 + 21 upravime »uvedenim na spole¢ného

jmenovatele«

Ll _@-nil n?
Teo1T e T+ DE—-1)"
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Uzijeme-li tuto dpravu pro kazdého Cinitele, mazeme soucin
zapsat

22 3 4 n?
5=——3—4—5 . see s (hn~l)(n+l)
neboli
22.32.42, ... .2
STE2mese . (n—12a@m+ 1)

Po zkréceni vyjde

! 2 . 2.1 2
nn—{—l—'n+1<'_'

s=2

Tim je nerovnost dokazana.
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i11. Ulohy logického charakteru

46. Sedm spoluzéki si slibilo na zacatku prazdnin, Ze kazdy
z nich napiSe tfem dal§im zpravu o svych pfihodach. Jeden
z nich si vzpomnél, Ze by mél kazdy Zik dostat listy pravé
od téch tii spoluzéki, kterym napsal. Je to mozné?

Reseni. Kdyby to bylo moZné, musili by si vzdy uréiti dva
Zéci vymenit dva dopisy. To znamend, Ze by viech dopisi
musil byt sudy pocet. Ale vime, Ze kazdy zak napsal a odeslal
3 dopisy; celkem tedy bylo vyménéno 7.3 = 21 dopist, coz
je lichy pocet. Dodatecné podmince tedy nelze vyhovét. Tato
tloha nevyZzaduje celkem Zadny vypocet; je tieba jen uvaZovat.
Zaroven je to pékny priklad tdlohy nefesitelné.

47. Sachovy krouzek uspotadal turnaj, v némz kazdy z ka-
maradu Jirka, Karel, Tonda obsadil pravé jedno ze tfi prvnich
mist. Urcete porfadi chlapci v Sachovém turnaji, vite-li, Ze
pravé jeden z vyroki

a) Jirka je tfeti,

b) Tonda neni druhy,

¢) Karel neni tieti
je pravdivy.

ReSeni. Sestavme tabulku, ktera udava, které z vyroki a,
b, ¢ jsou pravdivé pro jednotkové permutace yKT, JTK, K¥T,
KT¥, T¥K, TKY, které udéavaji poradi soutéZicich.
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ReSeni je tedy jediné: permutace TYK.

48. Dopravni sit mésta se sklad4 ze tii trolejbusovych linek.
Celkova délka trolejbusového vedeni je 13 km. Jednotlivé linky
&islované 1, 2, 3 maji po fadé délky 5,7 km, 5,8 km, 6,9 km.
Linky 1 a 2 maji spole¢ny tsek délky 1,8 km, linky 2 a 3 maji
spolecny usek délky 2,3 km. Linky 3 a 1 maji spolecny usek
délky 2,7 km. Rozhodnéte, zda existuje usek spolecny vSem
tiem linkdm. JestliZe ano, vypoctéte jeho délku. Nacrtnéte
planek vSech tii trati a vpiSte do ncho délky jednotlivych
tsekd.

Reseni (viecky délky jsou udény v kilometrech). Oznacime:

a) di, da, d3 délky téch casti trati 1, 2, 3, v nichZ jezdi kazda
linka sama;

b) di2, dos, d31 délky téch usekd, jimiz jezdi pravé dvé linky
(oznacené indexy);

¢) x délku useku, jimZ jezdi vSecky tfi trati.

Ulohu lze fedit velmi jednoduse bez soustavy rovnic. Zobrazme
délky trati kruhy a délky jejich spole¢nych usekil ¢astmi kruhd,
jako na obr. 3a. Secteme-li délky jednotlivych linek, dostaneme
¢islo

5,7+ 5,8 + 6,9 = 18,4, (1)
jez je o 5,4 v&tsi neZ skuteCnd délka trati. Tento rozdil lze
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snadno vysvétlit. Z obr. 3a plyne, Ze v souctu (1) jsme dvakrat
zapoCetli tseky di2, da3, dg1 a tsek x dokonce tfikrat, Tedy

d12 + de3 + da1 + 2x = 5,4. 2)

Obr. 3a

Secteme-li délku spoleéného tdseku linek 1 a 2 s délkou spo-
le¢ného useku linek 2 a 3 a s délkou spole¢ného useku linek
3 a 1, dostivame

1,8 4+ 2,3 4+ 2,7 = 6.8.
Z obr. 3a je zfejmé, Ze
diz + dos3 + dz1 + 3x = 6,8. 3
Podle (2) a (3) je tedy

x=68—54=14.
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Nyni jiz snadno pomoci obr. 3a vypolteme

dig =18 — 1,4 =04, dog = 2,3 — 1,4 = 0,9,
dn =2,7—1,4=1,3,

di =5,7—3,1 =2,6, dy =58—2,7=3,1,

d3 =6,9 — 3,6 =3,3.

Naértek pléanku tii linek je na obr. 3b.
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49. Kdyz jsem vkrocil na ndmésti, odbijely pravé hodiny
na radnici 8 hodin, kostelni hodiny vSak uZz ukazovaly 802,
Kdyz jsem preSel namésti a dorazil k zamku, bylo na zdmec-
kych hodinach teprve 801, ale na kostelnich hodinich uz 80,
Mim v8ak uZ s hodinami v naSem mésté své zkuSenosti:
zamecké nikdy nejdou napied, radnini zato vzdycky jdou
napfed a Cas na kostelnich hodinich se neli$i od spravného
¢asu nikdy vic neZ o 3 minuty. Urcete (na minuty), jaky byl
spravny cas, kdyz jsem vkrocil na namésti.

ResSeni. Z udaji kostelnich hodin je vidét, Ze od vstupu na
nameésti do pfichodu k zdmku uplynuly 4 minuty. TudiZ
v okamziku vstupu na namésti bylo na zameckych hodinich
757 h. Zémecké hodiny nikdy nejdou napfed, takZe ukazuji-li
757, jsou mozné (uvazujeme-li jen celé minuty) nasledujici
casové udaje

757, 758, 759, 800, 801, | €))
Radni¢ni hodiny jdou vzdy napfed, a proto kdyZz odbijeji
8 hodin, jesté 8 hodin neni a jsou mozné (uvaZujeme-li jen
celé minuty) nasledujici ¢asové udaje:
759, 758, 757, 756, .. . . ()
Cas na kostelnich hodinach se nelisi od spravného Zasu nikdy
o vic nez o 3 minuty, tudiZ, kdyZ tyto hodiny ukazuji 802,
jsou mozné (uvazujeme-li jen celé minuty) nasledujici Casové
udaje

759, 800, 801, 802 803, 804 805, 3)
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Porovnime-li moZné &asové tidaje viech tii hodin, tj. mnoZiny
(1), (2) a (3), vidime, Ze sprivny Cas (na minuty) byl 75 h.
Tento vysledek lze také dostat pomoci grafického znazornéni
(obr. 4).

735 356 P37 358 330 goo go1 g02 go03 gos o5 gos goF

Radnice &8 —0——8——0——0 ———4-———p-—-bo-—pom o —pooe e

KOSTC( B e e T o S U U S,

Obr. 4

50. Je déna tabulka pfirozenych Cisel pfipominajici tabulku
pro sazeni ve sportce.

15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49
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Vybereme-li z tabulky sedm disel tak, aby z kaZdého radku
i z kazdého sloupce bylo vybrano jediné cislo, pak je soucet
vybranych Cisel vidy tyz. DokaZte. (Jeden moZny vybér je
vyznalen v tabulce tuné.)

Reseni. Postup vybirani &isel si miZeme piedstavit takto:
Na kazdé pole 1. fadku poloZime jednu minci. Potom jednu
minci nechdme v 1. f4dku a ostatni mince posuneme ve sméru
sloupct tak, aby kazda z nich leZela pravé v jednom radku.
Cisla zakryt4 mincemi potom spliiuji poZadavky vybéru. Kdyz
mince leZely v 1. fadku, byl souclet Cisel, kterd zakryvaly,

14+24+3+4+44+5+6+4+7=28.
Tim, Ze jsme jednu minci posunuli do 2. fddku, se soucet
&isel zakrytych mincemi zvétSil o 7; podobné posunem do

3. fadku 0 2.7, ..., posunem do 7. fadku o 6.7. Soucet {isel
zakrytych mincemi se tedy celkem zvétsil o

14+2+3+4+5+6).7=21.7T=1417.
Soudet Cisel vybranych tak, jak poZaduje uloha, je tedy vzdy
28 + 147 = 175.

51. Na obrazku (obr. 5) je znazornén hodinovy cifernik
a dvé rovnobéZné piimky, z nichZ Zadna neprochazi zidnym
z bodl 1 a7z 12. Zméiite polohu pfimek tak, aby soulet &isel
leZicich v kazdé ze dvou vysrafovanych polorovin i ve vysra-

fovaném pasu byl tyz.
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N

Reseni. Nejdiive zjistime soulet vSech &isel na ciferniku:
1+24 ... 4+12=78 =3.26.

Soucet v kazdé z Casti ciferniku musi byt tedy 26. Uréeme
nejprve tu Cast, do niZ patfi ¢islo 12. Musime rozliSit dva

ptipady:
1. Necht &islo 12 lezi v &asti, jez je polorovinou. Experi-
mentovanim zjistime, Ze

26=11+4124+1+2.

Jedna z hledanych polorovin obsahuje tedy body ciferniku
oznalené 1, 2, 11, 12. Analogicky zjistime, Ze
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26 =(10+9)+ (3 +4),

takZe pas obsahuje body ciferniku oznacené 3, 4, 9, 10 a zbyva-
jici polorovina body ciferniku oznacené 5, 6, 7, 8.

2. Experimentovanim se presvéd¢ime, Ze 12 nemiiZe lezet
v rovnobéZzkovém pasu, nebot soucty

(114+12)+3,12+G+4+34+2),(12 +1) 4 (7 + 6),
2+1+2)+(6+5,(12+1+2+3)+8
nevedou k reSeni.

52. Na kruznici % lezi 8 riznych bodt, z nichz jsou 4 Cervené
a 4 modré. Zjistéte, zda lze vidy sestrojit takovou piimku p,
Ze uvniti opacénych polorovin s hrani¢ni pfimkou p leZi po
2 Cervenych a po 2 modrych bodech.

ReSeni. Pfi hleddni piimky p musime pfihlizet k tomu,
kolik stejnobarevnych boda je »sousedy«. Nejprve tedy piistou-
pime k systematickému vyctu vSech mozZnosti (dichotomické
tfidéni). Ttidéni zaznamenime do schématu zvaného strom:
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ES

|

| | )
‘ existuje aspon ' l neexistuje ‘
jedna &tvetice l #4dna &tvetice i
l stejnobarevnych | stejnobarevnych |
| »sousedii« | | »sousedli«
| | !
1B | ]
" existuje aspoil ‘ neexistuje i
jedna trojice | 74dna trojice i
| stejnobarevnych } stejnobarevnych |
l »sousedu« } ysousedii i
|
cl | I

existuje aspori
jedna dvojice
stejnobarevnych
»sousediic

neexistuje

Zadné dvojice
stejnobarevnych
»sousedui«

Na obr. 6 jsou nakresleny koncové pifipady 4, B, C, D.
V ptipadé B jsou dvé moZnosti. V pfipadé C musi byt »sousedi«
dvou Cervenych dva modré, na uspofadani zbyvajicich Ctyr

nezéleZi.

Na obr. 6 jsou také naznaceny polohy primky p. Ziskali jsme
je experimentdlné.
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@ Cervend O modrd X cervend nebo modrd

Obr. 6

53. Osmithelnik vepsany dané kruZnici mé &tyfi vrcholy
Cervené a Ctyfi modré; pritom Zadné tfi sousedni vrcholy
nejsou téZze barvy. Zjistéte, zda lze vzdy sestrojit takové dvé
riznobézné piimky, aby uvniti kaZdého dhlu jimi urceného
leZel jeden Cerveny a jeden modry vrchol.

Reseni. Rozli§ime dva piipady.

1. Zadné dva sousedni vrcholy nemaji tutéZ barvu.

II. Lze najit aspon jednu dvojici sousednich vrcholu téZze
barvy.

V piipadé I se barvy vrchold stfidaji. Na kruZnici zvolime
Ctyfi body K, L, M, N tak, aby kazdy z nich oddéloval dvé
dvojice Cervend-modré a spojime je pfimkami ob jeden (obr. 7).
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Obr. 7

V ptipadé II necht jsou napf. body A4, B Cervené; pak jsou
vrcholy C, H modré. Pfehled barvy vrcholid si zapiSeme
»tabulkou

A B CDEFGH
= = > 1)

cC C m m

kde v druhé radce je zaznamenéna barva. V tabulce (1) nemize
byt Cervena zadna z dvojic D, E a F, G; pak by totiZ byla
modré zbyvajici dvojice a tfi sousedni vrcholy by byly modré.
»Barveni« vrcholi v tabulce (1) lze tedy dokoncit nékterym
z téchto zpusobii:

80



¢ ¢ m [ m ¢ m m
¢ ¢ m ¢ m m ¢ m
¢ ¢ m m ¢ ¢ m m
¢ G m m ¢ m ¢ m

Konstrukce bodu K, L, M, N, které je tfeba spojit pfimkami,
je ve vSech Ctyfech piipadech zfejma; ukazuji ji Sipky.

54. Hraci kostka ma tvar krychle; jeji stény jsou opatfeny
oky v poctu 1, 2, 3, 4, 5, 6 tak, Ze soucet polti ok na dvou
protéjsich sténich je tyZz. K hraci kostce pfilepime dvé dalsi
stejné hraci kostky vzdy celymi sténami. Mame zjistit, jak
méme kostky slepit a jak slepenec poloZit na stil (aspoii jednou
sténou), aby pocet viditelnych ok byl a) co nejvétsi, b) co
nejmensi. (Za viditelné pokladdme vSecky stény slepence, které
nepfiléhaji ke stolu.)

ReSeni. Popsanym slepovinim hracich kostek lze ziskat
pravé dva rdzné tvary slepenct; zndzoriiuji je obr. 8 a), b).
Tyto ttvary miZeme postavit na stal celkem péti zpusoby.
K pfipadiim z obr. 8 a), b) pfibyvaji totiz dalsi tfi moZnosti
zndzornéné na obr. 8 ¢), d), e).

Pred zjistovinim podth viditelnych ok je tieba spocitat, kolik
je souCet poctu ok na dvou protéjsich sténich. Rovni se
sedmi, nebot
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142+3+4+5+6):3="1.

Prot&j8i stény totiz tvoii pravé tfi rizné dvojice.

|
T
v 1! !
: 1'_ ,
//}, //J{--_
‘ )
a) . b} }_____
s v /
v
y
' (
R 9
K1y
| |
I T
(p (2
s / ’
__74_.. .___.(______(_
yal }
1 |
Obr. 8
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Nejvétsi a nejmensi mozné pocty viditelnych ok u jednot-
livych sestav zapiSeme do tabulky:

Pocet viditelnych ok
Sestava
z obr.
nejveétsi nejmensi

8a) 48 | 43
8c¢) 49 28
8b) 51 33
8d) 51 26
8e) 52 39

Nejvétsi pocet viditelnych ok muZe byt 52 (u sestavy podle
obr. 8 ¢)) a nejmensi 26 (podle obr. 8 d)).

55. Mame 12 kameni stavebnice; kazdy z nich je kvadr
o rozmérech 2, 3, 4 centimetry. Z téchto kameni sestavujeme
kvadry, a to tak, Ze vZdy shodné stény kament musi byt pfilo-
Zeny k sobé; musime pouzit vzdy vSech 12 kamend.

a) Udejte rozméry vSech kvadri, které lze sestavit.

b) U kazdého kvadru udejte, kolika zpusoby ho sestavit.

ReSeni. Hlavni véci pii fedeni tlohy je najit néjaky systém,
jak udat vSecky kvadry, které z kamenu lze vytvofit. Pak vypo-
¢teme rozméry kazdého z nich a snadno zodpovime otazku b).

Ze zplsobu, jak jsou kvadry tvofeny, vyplyva, Ze kazdy
kvadr ma dvé protéjsi stény sloZeny z obdélniki o rozmérech
3 a 4 cm, dalsi dvé prot¢jsi stény slozené z obdélnikd o rozmé-
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rech 2 a 4 cm a konecné dalsi dvé stény sloZené z obdélnikl
o rozmérech 2 a 3 cm. Obrazek 9 ukazuje jeden z »vystavénych
kvadri; dolni a horni sténa jsou zde sloZeny ze ¢tyi obdélnika
o rozmérech 3 a 4 cm, pfedni a zadni stény ze Sesti obdélnika
o rozmérech 2 a 4 cm, prava a leva sténa ze Sesti obdélnika
o rozmérech 2 a 3 cm.

Pl
)

Obr. 9
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Tabulka (4)

Rozméry vytvofené-
Cislo Pocet Pocet Pocet ho kvédru v cm
piipadu vrstev x fady |sloupct z

2x 3y 4z

1 1 1 12 2 3 48
2 1 2 6 2 6 24
3 1 3 4 2 9 16
4 1 4 3 2 12 12
5 1 6 2 2 18 8
6 1 12 1 2 36 4
7 2 1 6 4 3 24
8 2 2 3 4 6 12
9 2 3 2 4 9 8
10 2 6 1 4 18 4
11 3 1 4 6 3 16
12 3 2 2 6 6 8
13 3 4 1 6 12 4
14 4 1 3 8 3 12
15 4 3 1 8 9 4
16 6 1 2 12 3 8
17 6 2 1 12 6 4
18 12 1 1 24 3 4

Kvadry budeme tvofit tak, Ze ze stény sloZené z obdélnika
o rozmérech 3 a 4 cm vyjdeme jako z podstavy, pocet obdélnika
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oznacime p. Nad touto st€nou je x »vrstev« vysky 2 cm. Pro
Cisla p, x zfejmé plati

p.x =12, (1)

nebot nad kazdym obdélnikem podstavy je x kamenti a pocet
vSech kamenti stavebnice je 12.

Podstava kvadru sloZen4 z p obdélniki o rozmérech 3 a 4 cm
se dé rozdé&lit v »fady« a »sloupces, jak ukazuje obr. 10. Pocet
fad (kazd4 z nich ma §itku 3 cm) oznacime y; pocet sloupcii
(kazdy z nich m4 $itku 4 cm) oznacime z; pak plati zfejmé

P =yz )]
4 4
Fada —— //
3 7 3 pu4
s | y=2
rada —— 3 =2

sloupec sloapec

Obr. 10
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Tabulka (5)

Piipady z (4) Rozmsrznll(vadru
1 2, 3,48
2 2, 6,24 !
3 2, 9,16 i
4 2,12, 12 i
5 2, 8,18
6 2, 4,36
7,18 3, 4,24
| 813,17 4, 6,12 !
1 9,15 4, 8, 9 t
1 10 4, 4,18
' 11 3, 6,16
‘ 12 6, 6, 8
| 14, 16 3, 8,12 |
Spojenim vztahu (1), (2) dostaneme
xyz = 12, 3)

Cisla x, y, z jsou podle (3) délitelé &isla 125 napf. na obr. 9
jex=3,y=2,z2=2.

Sestavime nyni tabulku (4) pro viechny moznosti rozkladu
Cisla 12 podle (3); viimnéme si, jak je tabulka konstruovana.
Nyni vybereme z tabulky (4) kvadry o tychz rozmérech a sesta-
vime je do tabulky (5); rozméry jsou tu uvedeny vzestupné,
Cisla pfipadi podle tabulky (4) udavaji pocet zptsobu, kterymi
Ize vytvofit kazdy z kvadri. Tim jsou rozfeSeny ulohy a) i b).

56. Na obr. 11 je zndzornén hraci plin podkovy, hry fran-
couzskych déti. Obsahuje 5 poli oznalenych Cisly 1 az 5.

87



Sousednimi poli se nazyvaji dvé pole spojena useckou nebo
obloukem. Hru hraji dva hraci, erveny (C) a modry (M),
z nichZ kazdy ma dva kameny své barvy. Pocatecni postaveni
zaujmou tak, Ze stfidavé kladou po jednom kamenu své barvy
na pole 1 az 5; jedno pole zistane volné. Pfi samotné hie tahnou
hraci stfidavé, vzdy jeden kamen na sousedni volné pole.
Vyhrava hrac, ktery znemozni svému protivnikovi dalsi tah.

a) Kolik pocatecnich postaveni méd hra podkova?

b) Najdéte vSechna postaveni, z nichZ modry nemuze dale
tahnout.

¢) Je déno postaveni C14, M35; Cerveny tahne. Zapiste dalsi
prubéh hry, jestlize Cerveny svym tietim tahem vyhral.

Obr. 11

Reseni. a) Jedno z poli 1 aZ 5 ziistane neobsazeno, to je 5
moznosti. Zbyvajici ¢tyfi pole jsou obsazena dvéma modrymi
a dvéma Cervenymi kameny, to je celkem 6 moZnosti. Viech
pocétecnich postaveni je tedy 5. 6 = 30.
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v U
@ cerveny

b) Jsou to jediné postaveni €25, M34 a C35, M12 (obr. 12).

Odtivodnéni: Je-li volné pole 5, mize tdhnout C i M.
Je-li M na 5, muZe tahnout na nékteré z poli 1 az4.
Je tedy C na 5 a stadi vyzkouset C15 a C25.
Pti C15 miize M vzdy tahnout.
Pti €25 nemize M tihnout jeding pii M34.

c) Zapis hry je

C14, M35 — C24, M 35 — C24, M13 — C45, M13 — C45,
tahne C tahne M tahne C tahne M
(chyba)
MI12 — C35, M12
tahne C
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57. Zdengk kratil pfi vypoctech zlomky takto:

“
§
Ul:""

Utitel mu tento zpusob »kriceni« pochopitelné neschvaluje,
ale Zdengk se héji tim, Ze vysledek je spravny. Najdéte vSechny
zlomky s a) dvojcifernymi, b) trojcifernymi Citateli a jmenovateli,
které mohl Zdengk »kratit« svym zpusobem a dostal spravny
vysledek.

ReSeni. a) Citatel i jmenovatel zlomku, ktery je mozno
podle Zdenka »kratite, jsou dvojcifernd Cisla, a proto mizZeme
takovy zlomek psat ve tvaru

10a + b
106 + ¢~

V pripadech, kdy méd Zdenék pravdu, plati

106 ¢ ¢ )

pfi¢em? Cisla a, b, ¢ jsou pfirozend a mensi nez 10. Z rovnice (1)
plyne

10ab

c= 97ﬁ @)

O dislech a, b, ¢ vime, Ze jsou pfirozend a mensi nez 10, pfi¢emz
¢islo ¢ spliiuje vztah (2). Chceme-li najit viechny zlomky, kde
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je mozno »kratit« Zdefikovym zpusobem, musime pfi volbé
Cisel a, b postupovat tak, abychom vysttidali vSechny moZnosti.
1. Zvolme a = 1. Pro b a ¢ sestavme tabulku:

|
'b1‘2‘345]6789
| —
R e P A R
10 i1 12 ' 13 14 1 !1 17 18‘
o 111
Obdriehjsmefeéeni:a=b=c=l,t].ﬁ 1°
16 1
a:I,b:6,c:4,t1.6z:-4—,
191
a=l,b:9,c:5,t).§§:?.

2. Zvolme a = 2. Pro b, ¢ sestavime tabulku:

! b 1 2’3 4 | 5 6‘7i8|9
l |

: @@6_018_()@1221;101_69'1@1
l 19 | 20 | 21 T 22 | 23| 24| 25 6| 27‘

e 7 2 2
Nasli jsme dalsi feSeni: a = b = ¢ = 2, tj. 55"
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26 2
a=2,b=6,c=5,t].6—5'=75“.

3. az 9. Volime-li postupné a = 3, 4, ..., 9, najdeme dalsi
zlomky, pro néz plati a = b = ¢, tj.

33 3 44 4 9 9
33 3°44 4777799 9°

a jesté pripad
49 4
a:4,b:9,c=8,t).§-8:é'.

. 11 22 99 16 19 26 49
Zavér. Zlomky 11°22° " 299°64°95°65° 08
jsou vSechny zlomky vyhovujici uloze.
b) Postupujeme obdobné jako v ¢4sti a). V tomto pfipadé jde
o nalezeni ptirozenych &isel a, b, ¢ mensich neZ 10, které splituji
rovnost

100a + 106 +b6 a
1006 - 106 +-¢ ¢

Snadnou tdpravou zjistime, Ze pro ¢ plati

10ab

T 9q4-b°
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tj. vzorec (2). Je tedy mozno vyuzit vysledky z ¢asti a). VSechny
zlomky, které spliiuji ¢ast b) nasi tlohy, jsou:

111 222 999 166 199 266 499
11172227 7772 999° 664° 995° 665° 998

58. V pisemné praci se vyskytl lomeny vyraz

ax b

x +c’

Ludé@k se pamatuje, Ze a, b, ¢ byla urcita Cisla a Ze pfi dosazeni
x =1 dostal vysledek 1, pfi dosazeni x = —1 dostal —1,
a kdyz dosadil x = 2, zjistil, Ze se ned4 hodnota daného vyrazu
vypocitat. Pomozte mu najit Cisla a, b, c.

Reseni. Z textu tlohy dostaneme

a-+b —a +b

11 b O

Hodnotu vyrazu nebylo mozno vypocitat pro x = 2, protoze
jmenovatel byl roven nule, tj. ¢ + 2 = 0. Z uvedenych rovnic
dostaneme

a=—2,b=1,c = —2.
Lomeny vyraz, s kterym se Ludék potykal, byl tedy

1—2x

x—2°
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59. Zak mél fe$it rovnici

x+2 x—2
Tx +23  1(x +1)° @)

Opsal ji vak s chybami: v Citateli na levé strané napsal chybné
druhy clen a v jmenovateli na pravé strané misto znaménka
plus napsal znaménko minus. Pfesto pfi spravném feSeni
chybné opsané rovnice dostal spravné feSeni (kofen) dané
rovnice. Jak znéla chybné opsana rovnice ?

Reseni. Tato tiloha je vystrahou pro ucitele, ktefi kontroluji
jen vysledky; jak je vidét, muZe byt vypoclet nespravny, ale
vysledek je presto »spravny«. Jinak patfi tato tiloha do skupiny
tloh »na patrani po chybé, které byvaji velmi poucné. Nejprve
zjistime, jaké vlastné feSeni méa dand rovnice (1).

Postupnymi upravami dostaneme:

Tx+1) (x+2)=(Tx+23) (x —2)
7(x2 4 3x + 2) = Tx2 + 9x — 46
12x = —60
x=—5

Dosadime-li x = —5 do pravé i levé strany rovnice, dostaneme
vzdy %; zkouSka tedy »vySla«. Zkousku jsme museli provést,
abychom se mimo jiné presveédcili, Ze Cislo x = —5 neanuluje
jmenovatele zlomka z rovnice (1).

Nyni: jak opsal Zik rovnici (1)? Podle textu tlohy misto
Cisla 2 v Citateli na levé strané napsal jakési neznimé Cislo a;
v jmenovateli na pravé strané rovnice (1) spletl znaménko.
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Chybné opsana rovnice tedy znéla

x-+a x—2
Tx+23 1z — 1)’ @)

Cislo a bylo takové, Ze rovnice (2) méla »sprivné« feSeni
x = —5. Dosadime-li do (2) x = —5, vyjde

a—>5 —17
—12  —42’
tj. po upravé a —5 = —2 neboli ¢ = 3. Chybné opsana

rovnice tedy znéla

x-+3 x—2
Tx +23 T(x—1)°

Jejim feSenim se presvéd¢ime, Ze ma skuteéné feSeni x = —5.
Z4k mél tedy $tastnou ruku: ob& chyby pfi opisovéni »se zrusily«.

60. Zak dostal za tlohu umocnit troj¢len (a + 2b — 3)2
a vySlo mu a? - 462 — 9. »Ale to je prece $patné, namital
uditel, »dosad’ si na zkousku za a i b néjakd urcitd pfirozena
&isla.« Zak poslechl a zkouska mu vysla. Kter &isla dosadil ?

Reseni. Vynisobenim nebo podle vzorce pro druhou mocni-
nu trojclenu zjistime, Ze spravny vysledek je

(@a+26—3)2=q%+ 462 +9 4 4ab — 6a — 12b. (1)
Jsou-li @, b pfirozena Cisla, kterad Zak dosadil, plati podle (1)
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a? + 4b%2 — 9 = a2 + 4b% + 9 + 4ab — 6a — 12b, 2)

nebot zkouska mu »vyslag, jak pravi text tlohy.
Viechny ¢leny v (2) pievedeme na pravou stranu; vyjde

4ab — 6a — 12b + 18 =0,
po déleni dvéma
2ab — 3a — 6b +9 = 0.
Postupnym vytykanim dostaneme

a(2b — 3) — 3(2b — 3) = 0,
(@a—3) (26 —3)=0. 3)

Pro Zadné prirozené Cislo b neplati 26 — 3 = 0, nebot pro kazdé
pfirozené b je 2b — 3 vidy Cislo liché a nula je Cislo sudé.
Z rovnice (3) tedy plyne ¢ — 3 =0, tj. a = 3. Dosadime-li
za a Cislo 3 a za b libovolné pfirozené Cislo, je

(a + 2b — 3)2 = (2b)2 = 4b2,
@ + 4b2 — 9 = 4b;

zkouska tedy opravdu »vyjdec.
Odpovéd zni. Z4k dosadil a = 3 a za b n&jaké pfirozené

dislo.

61. Olda si kontroloval po hoding ulohu z pisemky: »M¢éli
jsme upravit vyraz
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x2—3 6x—7
x4+ 1 +2x—1’

v Citateli mi vySel néjaky mnohollen ax3 + bx2 + cx + d,
koeficienty si jiZ nepamatuji; ve jmenovateli bylo 2x2 4 x — 1.
Vysla mi dobfe zkouska pro x = 0, 1 a 2, ale pro x = 3 uZ ne:
to vyslo na levé strané 3,7 a na pravé 4.«

Dovedete z téchto udaju zjistit koeficienty a, b, ¢, d a roz-
hodnout, zda Oldovo feSeni bylo spravné?

ReSeni. Rozie$ime znovu Oldav piklad.

-3 6x—T7 (2—3)QRx—1)+(x+1) 6x—7)
s+l Tox—1- G+1) @x—1)

V (itateli vyjde po vynéasobeni a se¢teni
2x3 4+ 5x2 — Tx — 4,

ve jmenovateli vyjde skuteéné 2x2 + x — 1, jak tvrdil Olda.
Pro x = 0 mélo vyjit na levé i pravé strané &islo 4. Oldovi

vySlo —d; protoZe mu zkouska souhlasila, bylo d = —4.
. a+b-+c—4
Pro x = 1 mé&lo vyjit —2. Olda dostal — protoZe
a-t+b+c—4
mu zkouska souhlasila, bylo -~—~12—-°-—— = —2,tj.
at+b+c=0. (1)
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8a +4b + 2¢c — 4

Pro x = 2 mélo vyjit 2. Olda dostal

9 3
. 8a 4 4b +2c —4
protoze mu zkouska souhlasila, bylo 9 =2,
tj. po upravé
4a + 2b + ¢ = 11. (2)

Konecéné pro x = 3 mélo vyjit 3,7. Olda dostal

27a + 95 + 3c — 4 4
20 7

tj. po tpravé

9a + 3b + ¢ = 28. @)
Dosadime-li z (1) ¢ = —a — b do (2) a (3), dostaneme sou-
stavu
3a +b=11, 4)
4a + b = 14.

Odeétenim prvni rovnice (4) od druhé vyjde a = 3, dile
z prvni rovnice (4) b =2az (1) c = —5.
Olduv nespravay vysledek byl tedy

3x3 -} 2x2 — 5x — 4
2x2 +x —1
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IV. Ulohy z reality

62. Dilna splnila v prvnim tydnu plan, tj. vyrobila » vyrob-
k. V druhém tydnu poklesla vyroba proti prvnimu tydnu
0 p%. O kolik procent proti druhému tydnu musela dilna
zvysit vykon v tfetim tydnu, aby koncem tfetiho tydne byl
splnén tfitydenni plan?

ReSeni. Prvnim tkolem pf#i feSeni tzv. slovni tlohy je sesta-
vit z ni matematickou tlohu (Casto to byva rovnice nebo nékolik
rovnic ¢i nerovnic), jejiz feSeni ndm umozni rozfesit dlohu
z reality (ze zivota). Pfi sestaveni matematické tlohy jde
o nahrazeni slov matematickymi symboly, tj. pismeny a znaky
pro operace (4, —, : atd.). Nékterd z pismen jsou déna uz
v textu ulohy, néktera si musime zvolit. V nasi uloze je oznacen
pocet vyrobkil 7, pocet procent poklesu p; musime zvolit
oznaceni (x) pro pocet procent ristu vyroby v tfetim tydnu.

Pfi vyjadieni poctu vyrobku v jednotlivych tydnech si musi-
me bedlivé vSimnout, z jakého zakladu jsou vzata procenta.
Vyplati se vidy zapsat potfebné udaje do tabulky:
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|

Obdobi |

1. tyden 2. tyden 3. tyden 1l.az3. |

tyden l

Pocet » (1 - ;Dv_) ]
vyrobk n n(l — Io_o) i 100/ 3n |
% |

.(1 + 1*0“0) !

| 5

Vzrist (pokles) | :
v 9% proti ! |
pfedeslému ‘ | |
tydnu — i P } x — ]

V tabulce jsme uz pouzili udaje z textu ulohy, Ze ve tfech
tydnech ma byt splnén plan (37 vyrobka). Mimoto uzivame
veéty: ZvétSime-li, resp. zmenS$ime-li Cislo n# (pocet vyrobki)
0 p procent, dostaneme Cislo # (1 -+ —P*), resp. n (1 — f_) :

100 100

Podle textu tlohy je

n—}—n(l—i’;—o)—i—n(l——%) (1 —[—1—;60)2371. (1)

Rovnici (1) délime kladnym cislem 7 a dostaneme linedrni
rovnici pro jedinou neznamou x:

? P E (2
1Jr1_10(>+1""100+100(\1_100, =3

po upravé
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X (1 p) 2p
100 \© 100/ 100’

x(100 — p) = 200p,

200p .
7100 — p° @

Je totiz 100 — p = 0, nebot je p # 100; jinak by v druhém ty-
dnu dilna viibec nepracovala.

Vzorec (2) dava vysledek, ktery ovéfime zkouskou.
Z (2) totiZ vyplyva, Ze

x 100 + p
14+—= .
100 100 —p

Pocet vyrobku v tretim tydnu je pak podle tabulky

1 P)(l x) 100 — p). 02
”( 100/ \1 T 100 il 100 — p
p
”(1 i 100)
soucet vyrobku z 1. a 3. tydne je potom skutecné 3n, protoZze
=+ (1~ ? )—l— (1+—)—
M T 100/ T 100
=n+n( ‘1'66+1+‘““)=
=n -+ 2n = 3n.
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200
Napt. pro#n = 10 dostaneme z (2) x = 5 = 22,2 9.

63. V tovarné pracovalo 1440 zaméstnancu (muzi a Zen).
Za vzornou praci dostalo prémie 18,75 %, muzua a 22,5 9, Zen.
Vedeni tovarny vyhlésilo, Ze prémiemi bylo odménéno 20 9,
zaméstnancti. Kolik muZzd a kolik Zen bylo zaméstnino v to-
varné?

ResSeni. Nezniamy pocet zaméstnanych muZ oznatime x,
pocet zamé&stnanych Zen oznacime y. Viimnéme si, jakého typu
je matematicka formulace tlohy. Jsou to dvé linearni rovnice

x+y=s,
(D
ax + by = cs.
V nasem pfipadé je s = 1 440, a = 0,187 5, b = 0,225, ¢ = 0,20.
Typ tlohy je tento: Je dan soucet s hledanych cisel a soucet
jistych casti hledanych Cisel je jistd zndma cast souctu s. Pie-
pidme znovu soustavu (1) s Ciselnymi tdaji:

x+y=1440 )
0,187 5x + 0,225y — 0,2.. 1 440

Dosadime z prvni rovnice (2) za y do druhé:
0,187 5x -+ 0,225 (1 440 — x) = 0,2. 1440
neboli
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(0,187 5 — 0,225)x = (0,2 — 0,225) . 1 440

neboli
—0,037 5x = —0,025. 1 440
neboli
375x = 25 . 14 400.

Odtud plyne 15x = 14 400 a dale

x = 960;
z prvni rovnice (2) pak vyjde

y — 480.

Zkouskou ovéfime spravnost vypoctu,

64. Pii omezovani odbéru elektrické energie v dobé Spicek
se 35 zavodu zavazalo k sniZeni spotfeby. Celkem byly tfi
skupiny zavoda: V prvni skupiné kazdy zavod dosahl sniZeni
na 50 9, pravidelného odbéru, v druhé snizil kazdy zévod
spotiebu o 4, ve tfeti o  pravidelného odbéru.

Tim se dosahlo dspory 40 9%, celkové pravidelné spotieby.
Pritom v prvni skupiné byl poéet zdvodu dvojnasobny nez
v druhé a puvodné mél kazdy z 35 zavodu tutéZ spotiebu.
Kolik bylo zévodtl v kazdé skupiné?
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ReSeni. Oznadime pismeny neznimé polty zévodu: v druhé
skupiné bylo x zévodd, v prvni 2x zévodu, v tfeti y zavodu.

Je tedy 2x + x 4+ y = 35 neboli
3x +y = 35. (1)

Dile ozname m kWh spotfebu elektrické energie, kterou
puvodné odbiral kazdy z 35 zavodd v dobé Spicky. Celkova
puvodni spotieba v dobé $picky byla 35 m kWh.

ZapiSme puvodni i sniZené spotfeby jednotlivych skupin
do tabulky:

Prvni Druha Trteti
skupina skupina skupina Celkem
zdvoda zavoda zgvoda
Puavodni
spotieba 2xm xm ym 35m
SniZena 50 2 3 60
spotieba | 100 2xm 3 -xm 7 ym 100 35m

Podle textu ulohy je

2 3 3 -
xm+3xm+z—ym- 5 - m;

po upravé dostaneme
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5 3
3% + Zy =21

a dale
20x + 9y = 252. (2)
K rovnici (2) pfipojime rovnici (1) a vylou¢ime y; vyjde
20x 4 9(35 — 3x) = 252

a dale

Z rovnice (1) vyjde y = 8.
V prvni skupiné je tedy 2 . 9 = 18 zdvodu, v druhé 9 a v tieti
8.

Zkouskou ovéiime, Ze vysledek je spravny (pfi zkousce po-
¢itdme vlastné udaje z tabulky).

65. Na chmelové brigadé soutézily dveé tfidy v ¢esani chmele.
Jedna trida o 39 Zacich pracovala 9 dni a natrhala 2 282 vértelu.
Druhd tfida o 31 Zicich pracovala 8 dni a natrhala 1959
vértel. Pfitom jeden Z4k z této tfidy onemocnél a Ctyfi dni
nepracoval. Kterad tfida méla vys$$i prumérny denni pracovni
vykon na osobu?
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Reseni. Vykon prvni t¥idy by splnilo za jeden den 39.9 —
= 351 zaku. Primérny denni vykon na osobu je tedy

2282

E T 6,5 (vértele).

Vykon druhé tfidy by splnilo za jeden den 31.4 +30.4 =
=124 + 120 = 244 7éka (ve skuteCnosti 4 dni pracovalo
31 7&ku, 4 dni jen 30 zakd). Pramérny denni vykon na osobu
je tedy

1959 20 fuieiel
VR (vértele).

Vys$i vykon méla tedy druhd tfida, ktera zvitézila.

66. Mame 1500 grami 7,2procentniho roztoku kuchyiské
soli ve vodé. Varenim tohoto roztoku se odpaii cast vody
a zustane 1200 grami nového roztoku.

a) Kolikaprocentni je novy roztok?.

b) Kolik gramt soli musime pfidat do nového roztoku, aby

vznikl 25procentni roztok ?

Reseni. Je tieba si piipomenout, co znamenaji slova »1 500
grami 7,2procentniho roztoku kuchytiské soli«. Hmotnost to-
hoto roztoku je 1 500 g a roztok se sklada z

7,2 % z 1500 g, tj. 1 500.0,072 g soli a
92,8 %, z 1500 g, tj. 1 500.0,928 g vody.
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Pavodni roztok obsahuje tedy 108 g soli a 1 392 g vody.
Uloha a). Po odpateni se mnozstvi soli nezménilo, celkova
hmotnost roztoku je 1 200 g. Procenta soli tedy uréime délenim

108 : 1 200 = 0,09.

Novy roztok je 9procentni.

Uloha b). Otizka tlohy nds vybizi, abychom zavedli ne-
znamou: oznacime x pocet grami soli, které musime piidat
k 1200 g roztoku se 108 g soli, abychom dostali 25procentni
roztok. Zapis ulohy je

0,25. (1200 + x) = 108 + x

neboli
1(1 200 + x) = 108 + x. (1)

Rovnici (1) upravime
1200 + x =432 + 4x
a feSime; vyjde
x = 256.
Je tedy tieba pfidat 256 g soli.
67. Mame dva kusy klempifské pajky (slitina olova a cinu)
o hmotnostech 5 kg, 75 kg. Obsah cinu v prvaim kusu je  jeho

hmotnosti, v druhém kusu % jeho hmotnosti. Od obou kust
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oddélime &4st stejné hmotnosti a pripojime ke zbytku druhého
kusu. Po sliti kaZdého zbytku s nové pfipojenou C¢4sti dosta-
neme opét dva kusy o hmotnosti 5 kg a 74 kg.

Vypoltéte hmotnosti oddélenych <&asti, aby nové slitiny

mély stejné procento cinu.

ReSeni. Hmotnost oddélenych &sti v kg ozna¢ime x a pro
piehlednost si zapiSeme tidaje do tabulky.

Cast Zbytek Cast Zbytek
oddélend prvni oddélend druhé
od prvni pajky od druhé pajky

péjky pajky

Hmotnost ’
v kg x 5—x x 75 —x
Dil cinu 1 i 1 1 1
3 3
Hmotnost x 5—x x }; 7,5 —x
cinu v kg 4 7 3 ‘ 3
o
Nové vzniklé pajky jsou:
. x 15—«
a) 7,5 kg, obsahujici (podle tabulky) 7 + T3 kg cinu,

x 5—x
b) 5 kg, obsahujici (podle tabulky) 3 -+ i kg cinu.
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Podle textu tlohy je

Odtud dostaneme
(Bx +30 —4x):7,5=(4x + 15 —3x):5
neboli
5.030 — x) = 7,515 4+ x),
tj. x = 3. Oddélena cast vazi 3 kg, coz ovéfime zkouskou.

68. Klempiiska pajka je slitina cinu a olova. Jeden druh
pajky obsahuje 259, cinu a druhy 60 9. Smisenim obou
druhdi pajky a pridanim 2 kg Cistého olova méame vyrobit
10 kg pajky obsahujici 30 9, cinu.

Kolik kilogramu kazdého druhu pajky potifebujeme k vyrobé
nové pajky ?

ReSeni. Soustfedime se na hmotnosti olova obsaZeného
v kazdém ze tfi druht pajek. Prvni druh obsahuje 25 9, cinu -
tedy 75 9, olova, druhy druh 60 9, cinu - tedy 40 9, olova.
Vyslednd pajka obsahuje 30 %, cinu - tedy 70 9, olova.

Potfebnd mnozstvi pajek oznaCime: x kg prvniho druhu,
y kg druhého druhu.
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Celkem je ve smési obou pajek po pfidani 2 kg olova
0,75x + 0,40y -+ 2 ¢))

kilogramii olova. Celkem dostaneme x -+ y -+ 2 = 10 kg pajky
se 70 9, obsahem olova. Je tedy podle (1)

0,75x -+ 0,40y + 2 = 0,70 . 10 (2)
a mimoto
x+y=28. 3)

Rovnice (2), (3) tvofi soustavu dvou linearnich rovnic o dvou
neznidmych x, y. Rovnice (2) di po tGpravé 75x + 40y = 500
neboli

15x -+ 8y = 100. (4)

36
Dosadime-li za y z (3) do (4), dostaneme x = Taz (3) pak

20
y==-. Vysledek ovéfime zkouskou.

1 6
Odpovéd. Potiebujeme 5 - kg prvniho druhu pajky a 2 = kg

druhého druhu.

Ulohu roziedime je$té jednou graficky. Osu x zvolime
za »osu pajky«; jednotkovd tsedka znézoriiuje 1Kkg péjky.
Osu y zvolime za »osu cinu¢; jednotkova tseCka znazoriuje
1 kg cinu.
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osa cinu

7
< % ~ osa pdjky

Urcita pajka obsahuje vzdy totéZ procento cinu. Napf. prvni
druh péjky obsahuje 25 9%, cinu, tj. napf. 4 kg pajky obsahuji
1 kg cinu, 8 kg pijky obsahuje 2 kg cinu atd. Grafem péajky je
tedy polopiimka; kazdy bod této polopfimky ma4 za soufadnice
&isla x, y, udavajici pocet kg pajky (x) a cinu (y). Cisté olovo je
»pajka¢, jejimz grafem je poloosa -x.

K sestrojeni grafu kterékoli pajky sta¢i jeji pocatek [0,0]
a jeden dalsi bod. Tak jsou sestrojeny na obr. 13 grafy obou
druht péjek i graf vysledné pajky s 30 9, cinu.
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Konstrukee je provedena takto: Kdyz z 10 kg vysledné pajky
p3 (bod A) ubereme 2 kg olova, dostaneme pajku charakteri-
zovanou bodem B. Bod C lezina grafu p;, a to tak, aby bylo
BC || pa. KdyZ sestrojime bod C, odetteme mnoZstvi obou
druht1 pajek, jak ukazuje obr. 13.

69. Ve sklepé JZD jsou dva sudy vina; v jednom je a litra
vina po 7z K¢s, ve druhém b litri vina po p K&s. Z kazdého sudu
ubereme soucasné totéZ mnozstvi vina a nalejeme je do druhého
sudu. Lze toto mnoZstvi zvolit tak, aby cena smési za jeden
litr v obou sudech byla stejnd? Jaka bude tato cena?

Vypoctéte numericky pro a =80 litri, b =120 litrd,
n = 20 K¢, p = 16 Ks.

Reseni. Vyplnime tabulku:

Mnozstvi vina Celkova cena Cena za 1 litr
v litrech v Kés v Kds
|
Pied |
michanim a an n
3 | Po (a— x)n + xp
@ I michani |((@a—x) + x = a| (a — x)n + xp a
Pred
michdnim b bp P
g Po b—x)p + xn
s | michdni (b —x) + x = b (b —x)p + xn b
P

112



Pfitom x je mnoZstvi vina v litrech, které se ubralo z I. i II. su-
du. Podle znéni textu tlohy ma mit smés v sudé I i v sudé I1
stejnou cenu za 1 litr, tj. ma platit (viz tabulka)

- + b — +
(a—x)n+ xp _ ( x)bp xn. W

a

Pri dpravé se z této rovnice (1) vylouci n, pokud je n +# p
(n — p # 0), a dostaneme

@ 2
X = a _I_ b' ( )
Cena za jeden litr smési je podle tabulky
(a—x)n+ xp
g=—"""". )

a
Dosadime-li do (3) z (2), dostaneme

an -+ bp
7= a+b’

Ciseln¢ vyjde x = 48 litrti, ¢ = 17,60 K&s.

Nyni se je$t€ podivime na vyloueny pfipad n = p, tj. kdy
cena za 1 litr vina je v obou sudech stejnd. Popsanym preléva-
nim vina se jeho cena za 1 litr ani v jednom sudu nemuze zmé-
nit; v obou bude stile n = p. Vzorec (3) plati i v tomto ptipadé.
Vzorec (2) vSak neurcuje vSechna feSeni; v tomto pfipadé mize
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byt prelévané mnoZstvi vina x jakékoli kladné dCislo, jeZ je
mensi nebo rovné mensimu z Cisel a a b; plyne to i z toho, Ze
rovnici (1) Ize pro # = p upravit na tvar x . 0 = ab . 0.

70. Bylo vypocteno, Ze stavebni materidl odveze jisté auto
za x dni (x > 3). KdyZ bylo tfeba odvoz urychlit, pocal se
material ¢tvrtého dne odvéZet jesté dal§imi dvéma auty. Vykon

5
1. pomocného auta byl 3 vykonu pivodniho auta, vykon

2. pomocného auta byl 1,5 vykonu ptivodniho auta. Cely odvoz
pak trval y dni.

a) Vyjadrete y pomoci x.

b) Pro ktera cela Cisla x << 50 je y Cislo celé?

ReSeni. Oznadime M mnoZstvi materidlu v tunich a vy-

plnime tabulku:

Puvodni auto 1. pomocné auto| 2. pomocné auto
Odvezeny
material M 5 M M
za 1 den . 6 % 1,5.?
Pocet
pracovnich
dni y y—3 y—3

Z této tabulky vy¢teme rovnici
M M 3 > M 1,5 3 M
=yt =3¢ +1L50 -3 .
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Deélime cislem M a upraviine

20
x—3=(y—3).”6.

Dalsi dpravou dostaneme

3
.y:lo(x+7)>

coz dava odpovéd na otazku a).

Ma4-li x vyhovovat pozadavkim ulohy b), musi byt x + 7
nasobkem 10 a x << 50. Obéma pozadavkim vyhovuji jedingé
Cisla x = 13, 23, 33, 43, nebot v textu tlohy je podminka
x> 3.

71. Turistického zajezdu se zucastnilo 286 zaméstnancd
podniku. M¢li k dispozici jednak autobusy s 19 sedadly,
jednak autobusy se 17 sedadly (fidi¢ a jeho sedadlo se neberou
v tvahu).

Kolik autobust kazdého druhu se pouzilo pfi zéjezdu, kdyz
vSechna sedadla v kazdém autobusu byla obsazena?

ResSeni. Text tilohy nas vybizi k zavedeni dvou neznimych:
x pocet autobusi s 19 sedadly,
¥ pocet autobusi se 17 sedadly.

Matematicky zapis ulohy je

19x -+ 17y = 286, 1)
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nebot 19x je poclet vSech osob, které jely autobusy prvniho
druhu, 17y je pocet viech osob, které jely autobusy druhého
druhu.

Rovnice (1) je rovnice o dvou neznidmych; hleddme viak
takova jeji feseni x, y, kterd jsou pfirozend Cisla.

Rovnici (1) budeme fesit pokusné. Pro x =1, 2, 3, ...
budeme pocitat rozdil 286 — 19x a mezi témito Cisly vyhiedame
nasobky &isla 17. Pfitom sta¢i omezit se na ¢isla x =1 az
x = 15, nebot 15 autobusi prvniho druhu odveze 15.19 = 285
osob a vetsi pocet neZ 15 autobusu by nebyl zcela zaplnén.

Sestavime tabulku:

|

x 1234567|8910’11121314155
|

I

286 [
—19x 2671248 229210/191172/153 134115 96| 77 58 39 20 1 ;

Vsimnéme si, Ze druhy fadek tabulky (2) dostaneme postup-
nym pficitdnim cisla 19 takto: 1 -+ 19 =20, 20 + 19 = 39,
39 419 = 58 atd.

V druhém fadku tabulky (2) nyni vyhledame nasobky Cisla
17; k tomu ucelu si vypiSeme »ndsobilku sedmnécti«:

17, 34, 51, 68, 85, 102, 119, 136, 153, 170, 187, 204,
221, 238, 255, 272, 289, ... .

Z téchto nasobkd je v druhém radku tabulky (2) obsaZeno
jedingé Cislo 153. Podle tabulky (2) je tedy x = 7 a z rovnice (1)
plyne y = 9.

Odpoved. Pri zajezdu se pouzilo 7 autobust prvniho druhu
a 9 autobust druhého druhu.
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Jiné FeSemi. UfZijeme postup velmi obvykly v ulohich
na zji§téni poctu predmétd dvou druht (v nasem piipadé
autobusit). Seskupime autobusy do dvojic: v kazdé dvojici bude
jeden autobus prvniho druhu a jeden autobus druhého druhu;
tato dvojice pojme 19 -+ 17 = 36 sedicich osob. Takovychto
dvojic je nejvyse 7, nebot

286 :36 =17
34

Pti 7 dvojicich staci jesté pfibrat 2 autobusy druhého druhu,
nebot 2.17 = 34, a uloze je vyhovéno; dostdvame tyz vysledek
7, 9 jako pri pfedchozim zpusobu feSeni.

Zbyva oviem jesté dokazat, Ze neni mozné feSeni s menSim
poctem dvojic autobusii. To provedeme pomoci tabulky (3):

l 2!3'4 Gf7

|
| z
|

142 | 106 34

|
L
! 70

i (3)
|

286—36z | 286 ‘ 250 | 214 I 178

Pritom 2z znamena pocet dvojic autobust. Protoze v druhém
fadku je jediny nasobek sedmnicti (34) a Zddny nasobek deva-
tenActi, ma 1loha jediné feSeni.

72. Vzdélenost Praha - Brno po Zelezniéni trati je 255 km.
Rychlik projede tuto trat za dobu 7 hodin. Ma-li se doba jizdy
rychliku zxratit o p 9, musi se jeho primérna rychlost ¢ km/h
zvysit 0 q 9.

a) Vyjadfete ¢ pomoci c, ¢ a p.

b) Vypoctéte g, je-li p = 10.
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Reseni. a) Mo?n4, Ze se nékdo hned pozastavi nad tlohou b).
Jak mém vypocitat ¢, neznam-li ¢ a z? Uvidime, Ze to je mozZné,
nebot ¢ viibec nezévisi ani na ¢, ani na rz; to ndm ukaze feSeni
dlohy a).

Sestavme si tuto pfehlednou tabulku:

Pivodné | Po zvyseni rychlosti |

|

|

Primérna rychlost jizdy q ]‘

(km/h) & el 1+ 700 !

|

Doba jizdy (h) ¢ {12 i
100

Co jsme potiebovali k sestaveni této tabulky? Stoupne-li

. - 9q . .
rychlost ¢ 0 ¢ %, €ini pfirtstek 100" nova rychlost je tedy

c—{-c.—q—zc(l—l—i

100 1 00). Podobné tomu je s dobou.

V obou piipadech jede rychlik z Prahy do Brna; je tedy

q P_) B
ct = 255, c(l -+ 100).2:(1 ~ 100, = 255. (1)

Z obou rovnosti (1) dostaneme

c::cz(1+£6) (1—%). @
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Rovnice (2) délime cislem ct; vyjde

(1“‘LTZT)) (1-%):1. 3)

Rovnost (3) znisobime ¢initelem 1002; dostaneme
(100 -+ ¢) (100 — p) = 1002,
tj.
1002 4 ¢(100 — p) — 100p = 1002.
Qdtud vyjde
g(100 — p) = 100p. 4)
ProtoZe je urcité p << 100, je 100 — p > 0; z (4) pak vyjde

100p S
7100 —p- ®)

Vztah (5) je vysledny vzorec; je vidét, ze ¢ skutecné zavisi
jen na p, nikoli na ¢, ¢, dokonce nezévisi ani na vzdélenosti
Praha - Brno (255 km).

Vypocteme dosazenim p = 10 do vzorce (5); dostaneme

1000 1

1=y My
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Uloha nas poucuje o tom, Ze n&které udaje v textu mohou byt
zbytecné. Dale nas upozoriiuje, jak je vyhodné pocitat nejdiive
s proménnymi (pismeny) a pak teprve dosazovat Ciselné tdaje;
tim se vyhneme zbyteCnym vypoctim.

73. Petr a Milan jeli tramvaji do kina, které je v ulici na
trati tramvaje mezi stanicemi 4, B. Pomér vzdalenosti vchodu
do kina od stanic A, B je 3 : 2. Petr vystoupil na stanici 4,
Milan na stanici B. Sli stejnou primérnou rychlosti a ke
vchodu kina pfisli v témZ okamziku. Vypoctéte, kolikrat byla
pramérnd rychlost jejich chiize mensi neZ primérna rychlost
tramvaje mezi stanicemi 4, B.

ReSeni. Tramvaj ziejmé nejdfive pfijela do stanice A. Jen
tak je mozné, aby chlapci pfisli v tyZz okamZik ke vchodu kina.
Vzdalenost zastavek 4 a B v kilometrech necht je 5a (obr. 14).

3a 2a
Obr. 14

Priimérnou rychlost chize chlapct v km/h oznatme . Je-li
priumérna rychlost tramvaje x-krat vétsi neZ primérna rychlost
chtize chlapcd, pak je jeji rychlost xv km/h.

Doby cest chlapct ke vchodu kina méfme od okamziku, kdy
tramvaj zastavila ve stanici 4. Pak plati
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Odtud plyne
3a 5@ 2a
S xw v’
1.
5
3 =— 42,
x
takZe
% =D

Snadno ovéfime, Ze chlapci piijdou ke vchodu kina v tyz
okamzik, ma-li tramvaj pétkrat vét§i primérnou rychlost neZ
chlapci.

Zavér. Chlapci $li pétkrat mensi primérnou rychlosti, neZ
byla primérna rychlost tramvaje mezi stanicemi 4 a B.

74. Dva pratelé z téZe obce potfebuji navstivit blizké mésto.
Prvni jde p&ky a cesta mu trva hodinu. Druhy jede na kole
a cesta mu trva 20 minut. Chodec vySel ¢tvrt hodiny pfed
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odjezdem cyklisty. Za jakou dobu po svém odjezdu ho cyklista
dohoni?

Reseni. Uloha patii do skupiny iloh na »dohénéni« a »potka-
vani«. Chceme-li tuto tilohu fesit Gsudkem, je dobfe si zapamato-
vat tento obrat: predstavime si, Ze pomalej$i z obou cestovatelt
(v nasem piipadé chodec) se nepohybuje. Pak rychlejsi cesto-
vatel se bud pohybuje proti nému rychlosti ;1 + v9, nebo ho
dohoni rychlosti 2y — ve; pritom v;1(vs) znadi rychlost (v km/h
nebo m/min apod.) rychlejsiho (pomalejsiho) cestovatele.

V okamziku, kdy vyjel cyklista z obce O do mésta M, byl
chodec v misté P vzdaleném od O o 1OM (nebot tuto vzdale-
nost urazil chodec za ¢tvrt hodiny, OM urazi za hodinu);
obr. 15.

Obr. 15

Zastavime chodce v misté P a cyklista ho bude dohanét
rychlosti 21 — 92 (v m/min). Pfitom plati

OM = v1.20 = v2.60. (1)
Hledany cas (za ktery cyklista dohoni chodce) je

oM

= Rk (v1 — v2). )
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Z (1) vypotteme 21 = 372 a dosadime do (2)

oM 5 1 OM ;
L= 4 . 2V = 8 . s ( )

/ 60 15 1

Podle (1) je —— = 6052 (3) tedy dostaneme : = o= =17

2

Cyklista dohoni chodce za 74 minuty.

Ulohu rozfe$ime jesté jednou graficky. PouZijeme
ptitom vlastng »graficky jizdni ¥ad« pro cyklistu a chodce,
které zakreslime do téhoZ obrazu.

osa drahy ; D g

graf cyklisty

I
t

gral chodce

1
I
_l 4
70M Il
|
I
| v
A i 05a casu
— — .
0 0 1 201 30 40 50 60
| S
75

Obr. 16
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Osu x zvolime za »osu Casu«; jednotkova tusecka znaci 10
minut. Osu y zvolime za »osu drahy«; jednotkova usecka
znad¢i } vzdalenosti OM. Cyklista i chodec se pohybuji stalymi
rychlostmi 21, o, tj. konaji pohyb rovnomérny. Dréha vyko-
nand pii tomto pohybu je pfimo imérna Casu; proto je grafem
rovnomérného pohybu pfimka (¢ast pfimky). K jejimu sestro-
jeni sta¢i dva body, tj. dvé dvojice tdaja: as - vykonani
draha. Na obr. 16 se pouZzilo bodi A4, B pro chodce, C, D pro
cyklistu. Bod A4 odpovida ¢asu 0 minut (pocatek pozorovani)
a drize 0 km (obec O). Bod B odpovida ¢asu 60 minut a draze
OM km (vzdalenost obce O od mésta M). Bod C odpovida
Casu 15 minut (cyklista vyjel + h po chodci) a draze 0 km
(obec O). Konec¢né bod D odpovida ¢asu 35 minut (15 -+ 20 =
= 35, cyklista jel z O do M 20 minut) a draze OM km.

Prise¢ik E obou grafu udava ¢as a drahu predjeti chodce
cyklistou. Cas je 22,5 min od vyjiti chodce, tj. 7,5 min od
vyjeti cyklisty z obce O.

|
B (Jirka)

/

400 - 3t

K | 500-4t A [Zdenék)

Obr. 17 !
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75. Zdengk a Jirka bydli v domech A4, B ve dvou vzajemné
kolmych ulicich; domy A, B jsou od kfiZzovatky K obou ulic
po fadé vzdileny 500 m a 400 m. V témz okamziku vyjedou
oba chlapci na kolech od svych bydlist po ulicich AK, BK
smérem ke kfizovatce K, kterou projedou.

Zdengk jede primérnou rychlosti 4 m/s, Jirka pramérnou
rychlosti 3 m/s. Za kolik sekund po startu bude jejich vzdusni
vzdalenost nejmensi a kolik metrd to bude?

Reseni. V okamziku ¢ sekund po startu (obr. 17) je podle
Pythagorovy véty vzdalenost obou chlapct (v m) dédna vzorcem:

22 = (500 — 41)? -+ (400 — 3¢)2
neboli
22 = 2512 — 6 4007 - 410 000

neboli

22 = (5t — 640)2 -+ 400.

Proménna 22 nabyva svého minima jen tehdy, je-li 5 — 640 =
=0, tj. =128 sekund. Toto minimum je |/400 metrd,
tj. z = 20.

76. Rucicky hodin ukazuji pfesné 12 hodin. Oto¢ime minu-
tovou (velkou) rucickou stokrat po sto stupnich. Kolik hodin

budou pak hodiny ukazovat? Udejte s presnosti na minuty.
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ResSeni. Predpoklidime, Ze otéceni velkou ruéickou nepro-
véadi nicitel hodinovych stroju, tj. Ze se otaleni déje ve smyslu
pohybu hodinovych rucicek. Otodi se o 100.100°, tj. o 10 000
thlovych stupnid. Jedné Casové minuté je na ciferniku pfifazen
thel 6°; provedenému otoceni je tedy pfifazen cas .10 000 =
==1 667 Casovych minut, tj. 27 hodin 47 minut, nebot 1 667 =
= 27.60 -+ 47. Je tedy

10 000° — 1 den -+ 3 hodiny -+ 47 minut.

Hodiny budou ukazovat 3h 47min (s pfesnosti na jednu
minutu).

77. Kolikrit v dobé od 14.00 hodin do 14.05 hodin je cen-
tralni sekundova rucicka hodinek osou dutého uhlu sevieného
hodinovou a minutovou rucickou? Udejte pfislusné okamziky
s presnosti na sekundy.

ReSeni. Necht S je stfed ciferniku hodin a bod O necht
na ném oznacuje 12 hodin. Oznacme o, f3, y velikosti dhli
sevienych po fad¢ minutovou, hodinovou a sekundovou rudic-
kou s polopfimkou SO po uplynuti ¢ sekund po 14. hodiné.

Minutova rucicka opiSe za 1 hodinu, tj. za 3 600 sekund,
thel o velikosti 360°. Tedy

t t
a:—3600'360:F) €))

stupnid.
Hodinova rucicka svird ve 14 hodin s polopfimkou SO thel
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o velikosti 60°. Za 12 hodin, tj. za (12.3 600) sekund, opiSe
tato rucicka thel 360°, takZe

I t
p = 1_2T3W600 . 360 4 60 :TZ—O -+ 60 (2)

stupi.

Sekundova rucicka opise za 1 minutu, tj. za 60 sekund, tihel
o velikosti 360°. Tedy

A
¥ = g5-360 — £.360 = 61 — £.360 ©)

stupiitl, kde % je celé nezaporné cCislo udavajici, kolikrat sekun-
dova rucicka obéhla cely cifernik za dobu ¢ sekund po 14
hodinach.

V hledanych okamzicich je velikost thlu y aritmetickym
pramérem velikosti hlt « a f. Plati tedy podle (1), (2), (3):

1§¢ t '
—_— —_— L —
6t — £.360 5 [10 ! 120»}- 60|,

odkud po upravé dostaneme
1427 r = 86 400 & - 7 200; 4)

z této rovnice uZ lehko urcime .
Podle textu ulohy spliluje ¢ nerovnici

0= = 300.
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Tuto podminku vsak spliiuje pouze pét kofeni rovnice (4),
totiZ

6, 66, 126, 186, 247

(s presnosti na celé sekundy). O spravnosti poctu feSeni se téZ
muZeme presvédCit jednoduchym tsudkem.

78. Na vystave hracek jezdi dvé elektrické lokomotivy po kole-
jich poloZenych na dvou soustfednych kruzZnicich Ai(S1;71),
ko(S2;3r2), kde r1 << r9, ve stejném smyslu stdlou rychlosti .
Vyjely z polohy, v niZ byly sobé& nejbliZe. V kterych okamzZicich
po startu budou od sebe

a) poprvé nejdale;

b) poprvé nejbliZe?

Reste nejprve obecn, pak pro r1 =60 cm, rz =70 cm,
22

v =20 cmfs, T== 7.
7

ReSeni. Necht body L; a L, na obr. 18 znazoriiuji obé
lokomotivy v jistém casovém okamziku. Oznacme K prisecik
polopfimky S1Le s kruznici 1. Pohybuje-li se bod Lg po kruz-
nici kg rychlosti », pak se bod K pohybuje po kruZnici k1
rychlosti

T
D
r2

Body L; a Ls jsou si zfcimé nejdale (nejbliZe), pravé kdyz
jsou si nejdale (nejblize) body L; a K. V okamZiku startu
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body L; a K splyvaly. Protoze r; < r, je rychlost bodu K
mensi neZ rychlost bodu L;.

Obr. 18

a) Body L; a K budou od sebe nejdale, pravé kdyz budou
v krajnich bodech téhoZz priméru kruzZnice k;. Poprvé se tak
stalo v okamziku 7, v ném?z platilo

T
V.t — ..t =Try,
r2

1.

nrirse

[ =
o(re —1r1)°
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pro dané udaje t=-66 s. V tomto okamziku jsou od sebe
také poprvé nejdale obé lokomotivy.

b) Body L; a K budou k sobé vzdy nejblize, kdyZ budou
splyvat. Poprvé se tak stane, kdyz bod L; bude mit pred
bodem K naskok 2rr;. Bude tomu tak v casovy okamzik 7,
v némz bude platit

"1
oT —o— T = 2nry,
re

tj. pro

2nrire

=— =23
o(rg — r1)

pro dané ddaje T == 132 s. V tomto okamziku jsou také poprvé
po startu nejbliZe k sobé obé lokomotivy.

79. Ozubené pedélové kolecko jizdniho kola (bicyklu) ma
48 zubi; malé pfevodové kolecko na zadni ose ma 20 zubi.
Primér zadniho kola bicyklu je 72 cm. (Uvédomte si, Ze vzda-
lenost dvou sousednich zubd u obou kolecek je taz.) Cyklista
jede po vodorovné silnici stélou rychlosti 25 km za hodinu
na plny zabér (Slape rovnomérné).

a) Kolikrat musi Slapnout za 1 minutu, aby si udrZel stalou
rychlost 25 km/h?

b) Kolikrat musi $ldpnout na trati dlouhé 4,5 km?

ReSeni. Uloha je znaéné idealizovina; miiZe byt proti ni
opravnéni namitka, Ze se takto na kole nejezdi.
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Otoci-li se pedalové kolecko jednou, otoli se zadni kolo
0= 2,4krat; k 1omu, aby se pedalové kolecko otocilo jednou,
musi cyklista §lapnout dvakrat.

Pfi jednom $lapnuti ujede zadni kolo dréhu délky (v cm)

nd.24  3,14.72.24
2 2

= 271,296 == 271,

kde d jsme oznalili primér zadniho kola bicyklu.

Na dréze 25km = 2500000 cm cyklista S$lapne tolikrat,
kolik je 2 500 000 : 271; to je pfiblizné€ 9 225. Za jednu hodinu
tedy $lapne 9 225krat a za jednu minutu 9 225 : 60 = 153,75,
tj. pfiblizné 154krat.

4,5
Pomér drah 4,5 km a 25 km je é V témzZe poméru se zméni
i pocet $lapnuti, tj. ¢islo 9 225; dostaneme
4,5
9225. 25 = 369.4,5 = 1660,5 = 1 660.

Na dréze 4,5 km musi cyklista S§ldpnout asi 1 660krat.
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1. Ulohy na konstrukci &ar vzniklych pohybem bodu

1. Na obr. 19 je ¢tverec ABCD o strané délky 9 cm a dile
12 shodnych rovnostrannych trojihelnikd Ti, To, ..., Tia.
Pievedeme trojihelnik Ty v Ty, To v Ts, ..., Tiz v Ty vzdy
otoCenim kolem spole¢ného vrcholu obou trojuhelnikd, prove-
denym ve Ctverci ABCD.

D c
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a) Sestrojte Caru, kterd je drahou vrcholu X ve vSech téchto
otoCenich.

b) Vypoctéte jeji délku a porovnejte ji s délkou kruZnice
opsané i kruznice vepsané ¢tverci ABCD.

ReSeni. a) Cara je vyznaCena v obrizku tlusté (zmen3eno
na tii ¢tvrtiny). Sklada se ze ¢tyf oblouki kruZnice o poloméru
AX délky 3 cm pfislusnych k stfedovému uhlu 120° a ze ¢tyf
oblouktt kruznic téhoZz poloméru pfislusnych k stfedovému
Ghlu 30°.

b) Délka cary je (v cm)

3r 3r
d=4. —.120+4 — 30 =

180 ° 180
M
4 o 2 on 4.2 4 ! 10
=4.5. #—4.6= .2r .21|:~ 7.
Délka kruznice opsané ctverci ABCD je

d=n.9.)2=127r, )

délka kruznice vepsané Ctverci ABCD je
dy = 9m. 3)

Je tedy podle (1), (2), (3)
do << d < di.
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2. Do dané kruznice £ = (S5 = 4 cm) vepiSte rovnostranny
trojihelnik ABC. Trojuhelnik ABC se i s kruZnici £ a polo-
pfimkou AB ota¢i rovnomérné kolem bodu S. Na polopfimce
AB se zaroven pohybuje rovnomérné bod X tak, Ze jeho po-
¢atecni poloha je bod A, pricemz za dobu jedné otocky
(tj. otoCeni o 360°) trojihelniku urazi drahu o velikosti 2. AB.

Uvazujte oba smysly otédeni.

a) Narysujte polohu bodu X v jednotlivych dvanactinich
prvai otocky.

b) Nakreslete co nejpiesnéji ¢aru, kterou opiSe bod X pri
svém pohybiu béhem prvni otocky.

Reseni. I\fa_ obr. 20 (zmenSeno na polovinu) jsou ¢arkované
vyznaceny polohy trojihelniku ABC pfi otaceni v opacném
smyslu nez je pohyb hodinovych ruci¢ek. Napt. poloha 41B:C;

1
vznikla oto¢enim o thel velikosti % 360°, tj. o 30°. Pohybuji-
ci se bod X dostane se po polopfimce A4:1B; do polohy 1,

pficemz plati

1 1
d(A1) = 7, . 2. d(AB) = < d(AB).*)

*) Zapis d(A11) ve vyznamu »délka usecky A1l«uZivime podobné
jako v nové zavadénych udebnicich matematiky pro ZS.
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Obr. 20

. 1
Usecku délky 3 d(AB) sestrojime na pomocném obr. 21 takto:

Bodem A vedeme polopfimku AM riznobéznou s piimkou
AB. Na polopfimku 4AM naneseme postupné libovolné shodné
tsecky tak,-Ze vzniknou body (1), (2), ..., (6). Pak bod (6)
spojime s bodem B a systémem rovnobézek vytvoiime podobné
trojuhelniky
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AAL(L) ~ AA22) ~ ... ~ A A6(6).

1 2
Dostaneme tak dsecky A1 = S AB, A2 = P AB atd. potiebné
ke konstrukcipoloh 1,2, . . . bodu X pfidaném pohybu (obr. 21).

(6)/
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Na obr. 22 je znazornéno otaeni trojuhelniku ve smyslu
pohybu hodinovych ruciek. Konstrukce se provede obdobné
jako na obr. 21; v tomto pripadé se bod X pohybuje po polo-
primce AC.

3. V bodé¢ A na okraji gramofonové desky sedi brouk.
Oznalme § stfed desky a AB jeji pramér. Brouk zatne lézt
z bodu A4 po tseéce AB do bodu B; v okamziku, kdy se da
brouk do pohybu, poc¢ne se deska otacet. Kdyz se deska jednou
otoci, dorazi brouk pravé do bodu B.

Narysujte cestu brouka po desce, jak se jevi pozorovateli
pii pohledu shora. Pritom predpokladdme, Ze pohyb brouka
i otaCeni desky se déje rovnomérné.*) Pramér AB volte 12 cm.

Pro narysovani cesty brouka sestrojte pfesné body, v nichZ
je brouk v jednotlivych dvanactinach jedné otocky desky.

Reseni je pro jeden mozny smysl otaceni desky provedeno
na obr. 23. Jednotlivé polohy brouka na desce dostaneme takto:
Kdyby se deska neotacela, dostal by se brouk na cesté z bodu
A do bodu B postupné do poloh (1), (2), (3) atd. ProtozZe se
vSak deska otacdi i s broukem a s dseCkou AB, bude se brouk
napf. misto v poloze (1) nalézat na polopfimce S4;. Tato
polopfimka vznikne otoéenim poloptimky SA4 o thel velikosti
ilé z 360°, tj. o 30°. Pfitom plati S(1) = S1.

Obdobné zkonstruujeme body 2, 3, 4, 5 a 6. Bod (7) a dalsi
lezi uz na polopiimce opatné k SA; proto bod 7 (a dalsi)
bude leZet na polopfimce opacné k SA7 atd. Uvedenou kon-

*) Vsimnéte si, Ze v tloze jde vlastné o sklddani dvou rovnomérnych
pohybu: posunuti a otoceni.
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strukci, kterou miZeme nazvat »bodovou, ziskame jen jednotli-
vé body cesty; jejich spojenim plynulou carou dostaneme
hledanou cestu.

Cim presndji chceme drdhu narysovat, tim vice jejich boda
se pokusime sestrojit. Na obr. 23 je pohyb rozdélen do 12 poloh;
muzete ho vSak rozdélit téZ napf. do 16 nebo 24 poloh.

smysl
ofaden/

W O @ K (5S-6-(7 @ © 40 B
S Iva

/ \
- / 1 \ Ny
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4. Narysujte pravidelny osmithelnik
A142A4344A45A46A4743

se sttedem Q. Uvnitf tohoto osmithelnika sestrojte nad tseckou
A1 A, étverec A1A2CD; jeho stied oznacte S.

Ctvercem, ktery jste sestrojili, budete pohybovat tak, Ze
stale ztistane v daném osmithelniku. Ctverec nejdfive otocite
kolem bodu A tak, Ze vrchol C splyne s bodem As; novou
polohu bodu D oznaéte D'. Ctverec, ktery jste tak dostali, pak
otocite opét, tentokrat kolem bodu As, a to tak, Ze bod D’
po otoceni splyne s bodem A4. Stejnym zpusobem postupné
provedete dalsi otoceni ¢tverce kolem bod Aa, As, Ae, A7, As,
A;x. Pii poslednim otoceni se ¢tverec dostane do své puvodni
polohy.

Vysetite, jakou ¢aru pfi vSech osmi otoCenich opsal stied S
daného &tverce. Zjistéte viechny osy soumeérnosti vzniklé drahy
bodu S.

(o]

ReSeni (obr. 24). Plati <t 41042 =

g = 45°, L0A142 =

=67,5°, <LAgA14s = 135°. ProtoZe je <(SA1ds =45° je
X SA142 << <LOA1A45 a bod S tedy padne dovniti trojuhelnika
0A143; je tedy A1S << A10. Pii prvnim pohybu cCtverce
A1A2CD se bod S otaci kolem bodu A2 po oblouku kruznice z po-
lohy S do polohy S’, kde <LS8'A2As = 45°. Je tedy <(SA2S" =
= L A1A2A43 — 2. <LA1A42S = 135° — 2. 45° = 45° (to plyne
i z toho, Ze XL CA2A4s = <L A142A3 — <L A14:C). Protoze je
< SA2C = 45°, padne bod S’ pravé dovnitf tsecky A2C,
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nebot je A28 < A2C (odvésna pravouhlého trojuhelnika 4>CS
je mensi nez jeho piepona 42C).

Obr. 24

Odtud vysledek: Draha, kterou postupné bod S opise,
se skladd z osmi shodnych obloukt. Prvni oblouk mé stfed
Az a polomér A8, tj. polovinu dhlopficky ctverce 4142CD,
thel <{SA,S’ = 45°; pfimka 420 je osou soumérnosti tohoto
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oblouku. Snadno se zjisti, Ze celd draha bodu S ma osm os
soumérnosti. Jsou to jednak ctyfi hlavni dhlopficky Ai4s,
A2Ag, AsAz, AsAs daného osmithelnika, jednak Ctyfi osy
stran osmithelnika (pfitom totiZz osy protéjsich stran daného
osmiuthelnika - napf. 414z, AsAs - navzajem splyvaji).

C=A
/|
i/ i
=A[=8,=8, )" ST \N=8=8)\=C,
- & o
- ‘ \\
- i ~
. I R D A S
C3 \\ 33 + i Af
\\\ ] P
a=A A\ /PG
2 "3 \ 32 /
\ l /
V7
\V%
5,
Obr. 25

5. Dany ¢tverec MNPQ ma stranu délky 4,5 cm. Sestrojte
rovnostranny trojuhelnik ABC tak, ze A = M, B = N a vrchol
C lezi vn¢ daného Ctverce.

Trojahelnik ABC se pohybuje po obvodu ctverce MNPQ
takto: Nejprve se otoci okolo bodu N do polohy A1B:1C; tak,
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ze C1 =P, Bi =B = N a bod A; lezi vn¢ daného Ctverce.
Pri dalSich pohybech se oto¢i trojihelnik po fadé okolo bodu
P, Q a M, N, az se dostane do své pivodni polohy ABC, ale
tak, ze Ay = C.

Narysujte a) polohy, do nichZ se dostane trojuhelnik vzdy
po vykonini jednotlivych otoceni, a drahu bodu 4;

b) ¢aru, kterou opise stfed S trojihelnika ABC.

Reseni je patrné z obr. 25; thly otoceni jsou rovny 210°.

Obr. 26
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6. Jsou dany dva rtzné pravidelné Sestitihelniky ABCDEF
a KLMNOP, které maji spolecnou stranu (4 = K, B = L).

a) Urcete drahu, kterou opiSe vrchol K Sestitihelnika
KLMNOP, ktery se kotali vné po obvodé Sestitihelnika
ABCDEF.

b) Vypocitejte délku této drahy.

Reseni. a) Driha bodu K se sklida z péti obloukd kruZnice,
jak je naznaCeno na obr. 26.

b) KaZdému z péti obloukd odpovida stiedovy thel velikosti
120°; k1, ke, k3 jsou délky pfisluSnych obloukd. Oznacime-li
a délku strany daného Sestitthelnika, budou mit pfisluSné
polomé&ry délky r, = a, r; = a|/3, r3 = 2a (jak plyne podle
Pythagorovy véty z pravoudhlych trojihelnikG vyznacenych
na obr. 26).

Plati tedy
21171‘1 2
ST
2nry 2 _
ke = 3 =3 naV3,
2nr
k3 . Ta = —?;“n:a.

Odpovéd: Celkova draha bodu K je tedy
4 _
d = 2k1 -+ 2ks —}—kazg‘ﬂ:a@ —f—V3)
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(Je-li napi. a =4cm, dostaneme d==62,3cm.)

0 N
Obr. 27
7. Je dén rovnostranny trojihelnik ABC se stranou a délky
8 cm. Dile je dan pravidelny $estiuhelnik KLMNOP se stranou
délky 4 cm, takovy, Ze vrcholy 4 a K v zékladni poloze splyvaji
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a vrchol L lezi na polopiimce AB. Oba ttvary lezi v opacnych
polorovinich vytatych pfimkou AB.

Sestitthelnik KLMNOP se kotili po obvod& trojihelnika
ABC.

a) Najdéte drdhu vrcholu K.

b) Vypocitejte obsah utvaru ohrani¢eného driahou bodu K.

ReSeni (obr. 27). a) Draha bodu K se sklada z p&ti kruzni-
covych obloukd, jak je vyznaceno na obrazku.

b) Obsah utvaru ohrani¢eného drihou bodu vypoditame
jako soucet obsaht celkem deseti obrazcti, z nichZ je pét troj-
thelnikd a pét kruhovych vyseci (viz obr. 27). Obsah obrazce
oznaceného Cislem 7 bude P;vem?2 (1 =1, 2, ..., 10).

Obsah rovnostranného trojuhelnika ABC je

3 —
Plzaz.]—/4— —=16. /3 = 27,68. 6y

Dale je Py = Ps, takze

1 V3 -
P2+P3:2(5.4.4.7 —8.]3=1384. (2

Podobné P; = Ps, takZe

1 — —
P4—{—P5=2.(5.4.4.V3):16V3i27,68. 3)

Kruhova vyse¢ oznafend na obr. 27 Cislem 7 ma polomér
a = 8 cm a stfedovy uhel velikosti 60°; jeji obsah je tedy
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1
P; = A 64 = 33,60. (4)

1 _
Dile je Pg = Py — ry n(4.]3 )2 = 24n, takZe

Pg -+ Pg = 48w — 150,72. (5)

Nakonec Py = Pjy, proto je

1 T
P9+P10:2(~gn.42):16.§i16,80. (6)

Sectenim vysledka (1), (2), (3), (4), (5) a.(6) dostaneme
Py + Ps P34+ Py - ... -+ Pyp= 270 cm2.

Odpoveéd. Obsah dtvaru ohrani¢eného drahou bodu K je
priblizné 270 cm?2.

8. Vroviné je dana kruznice % o poloméru délky 6 cm a Ctve-
rec AoByCyD,, jehoZ strana ma délku 3,5 cm. Oznaéme ABCD
Ctverec téchto vlastnosti:

1. Vznikne rovnobéZnym posunutim Ctverce AoBoCoDo;
2. nalezi kruhu K s hranici &;
3. aspoti jeden jeho vrchol nilezi kruZznici k.

Narysujte ¢aru, kterou vyplni vrcholy A4 vSech takovych
¢tvercu.
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Do G
D.
Ao B, : F‘
D €. D
y -~ 4 B4' ) 03
+ +S
D. C
A B, % As B,
+ +
’ K
A B,
Obr. 28

ReSeni. Polom&r kruZnice opsané &tverci AgBoCoDy se rovni
poloving délky jeho dhlopficky, tj.

1 _
PR 3,5. V2 R
takZe je mensi neZ polomér kruZnice k. Ctverec AoBoCoDy 1ze
tedy rovnob&ing posunout tak, aby naleZel kruhu K (napf.
&tverec A1B1C1D; na obr. 28). Pfitom na kruZnici 2 mohou

leZet nejvySe dva jeho vrcholy. TotiZ, kdyby na kruZnici k
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leZely t¥i jeho vrcholy, pak by stied ¢tverce ABCD byl stiedem
S kruZnice &, coZ viak neni mozné. LeZi-li na % dva vrcholy
&verce ABCD, pak musi byt sousedni. Kdyby byly prot&jsi,
potom by &tverec ABCD neleZel uvniti kruhu K. Toto tvrzeni
dokaZeme.

o/

N gl

v
X0
/N

/ AN

Ohr. 29

Necht na kruZnici % leZi napf. vrcholy A4 a C. Stfed S pak
lezi (obr. 29) na pfimce BD; piedpoklidejme, Ze néleZi polo-
pfimce OB, kde bod O je stied ¢tverce ABCD. (Kdyby stfed S
lezel na poloptimce OD, byly by dalsi dvahy obdobné.) ProtoZe
plati AS > AB, ma trojihelnik ASD pfi vrcholu A4 tupy thel,
takze DS > AS a bod D lezi vné kruhu K.

Ctverce, které dostaneme ze &tverce AoByCoDo rovnobéznym
posunutim a jeZ nalezi kruhu K a maji dva vrcholy na kruZnici
k, jsou pravé ¢tyfi (obr. 28). Konstrukce téchto ¢ty étverct je
jednoducha. Pfimky A41B3 a D;Cs jsou rovnobéZné s piimkou
ApBy a jejich vzdalenosti od stiedu S kruZnice % jsou 1,75 cm.
Obdobné pfimky A2Ds a BeCy jsou rovnobézné s piimkou
AoDy a jejich vzdélenosti od bodu S jsou 1,75 cm. Body
A, Az, A3, A4 lezi na hledané cafe.
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Predstavme si, zZe ¢tverec ABCD se z polohy A1B1CiD;
pohybuje tak, Ze v kazdé své daldi poloze je obrazem Ctverce
AoBoCoDo v rovnobézném posunuti, pfitom nileZi kruhu K
a zaroven vrchol 4 lezi na kruZznici k. Pfi tomto pohybu se bod
A pohybuje na obr. 28 proti sméru hodinovych rucic¢ek a pohyb
¢tverce ABCD skonli v poloze A2B2CsDs. Kdyby se totiZ
¢tverec ABCD uvedenym zpusobem déle pohyboval, pak by
vrchol B opustil kruh K. Bod 4 probéhl pti uvazovaném pohybu
oblouk A;A4s kruznice k, ktery je tedy Casti hledané Cary.

Nyni budeme obdobné pohybovat c¢tvercem ABCD z polohy
A2BsCsDs tak, aby vrchol B lezel na kruZnici k. Tak se dospéje
aZz do polohy A3BsCsD3, odkud uz nebude mozno v pohybu
pokracovat, nebot vrchol C by opustil kruh K. Vrchol 4
pfi tomto pohybu opiSe oblouk 4243, jenZ ziskdme z oblouku
By B3 kruznice k rovnobéZnym posunutim (Bs — A42). Oblouk
AsAs je dalsi Casti hledané Cary.

Obdobné zjistime, Ze zbyvajicimi ¢astmi hledané Cary jsou
oblouky A3As a AsAs, jez vzniknou z obloukd C3Cs a DyDy
rovnobéznymi posunutimi (Cs — As) a (Dg — Aa).

Hledan4 ¢ara je na obr. 28 vyznacena tlusté.

152



1. Ulohy na vypo&et velikosti obrazci a ploch

9. Narysujte pravouhly rovnoramenny trojdhelnik ABC
s pfeponou 4B délky 0,7 dm. Kolem bodu A4, B opiste kruZnice
s polomérem £A4B. Oznacte x obsah (v dm?2) té Casti trojihelni-
ka, ktera lezi vné obou kruZnic.
22
a) Vypoditejte ¢islo x (pouiijte T = —,7) ;
b) Kolik procent obsahu trojihelnika ABC je obsah x?

Obr. 30
ReSeni (obr. 30). a) Obsah P trojihelnika ABC snadno

1
vypocitdme, nebot d(AB) = 0,7 dm, d(SC) = PR 0,7 dm, a je
tedy
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P= :11— . 0,72 (dm?). )

1
Kruhové vysece se stiedy 4, B maji polomér r = Py d(AB) =

= 0,7 dm. ProtoZe stfedové uhly téchto vysedi maji velikost

45°, je soucet Q obsahl téchto vysedi roven obsahu ¢tvrtkruhu.

Plati

1 ) 1 ( 1 )2 1 & (m
=g mi=gr 2.0,7 =161t.0,7(m).
Pro obsah x vySrafované ¢asti trojihelnika (obr. 30) dostdvame

x=P—Q

cili

1 1 1
- . 072 — — B — 2(4 —
x 4:.0,7 161t.0,7 16.0,7(4 ).
Po vypoctu dojdeme k odpoveédi a):
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Obsah x vySrafované Casti trojihelnika ABC je pfibliz-
né 0,026 25 dm?.

b) Ozname pismenem p hledany pocet procent, P je zdklad
a x procentova Cést; je tedy

4
x=100.P
¢ili
100x
p= P -

Dosadime za x a P a dostaneme

2,625
= 1 — =214.

- 2
4 . 0,7

Odpovéd b): Obsah x uvaZovaného obrazce je asi 21,4 %,
obsahu daného trojuhelnika ABC,

10. Je dan pravouhly rovnoramenny trojtihelnik ABC o od-
vésnich CA a CB délky 2 dm. Kolem kaZdého jeho vrcholu
opiSeme kruznici o poloméru 1 dm. Oblouky téchto kruZnic
oddéli z trojuhelnika ABC tfi kruhové vyseée a z trojuhelnika
zbude obrazec, jehoZ obsah oznadime x.

Vypoctéte, kolik procent je obsah x z obsahu daného troj-
thelnika.
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Obr. 31

ReSeni (obr. 31 zmenSeny na jednu &tvrtinu). Oznaéme P
obsah trojuhelnika ABC a x obsah v textu uvazovaného obrazce;
dale oznatme Q obsah tfi kruhovych vyseci, které od troj-
thelnika ABC mame oddélit. Plati

1 1
P = .d(CA).d(CB)=~.2.2=2,

tedy je
P = 2 (dm?). 1)

Obsah Q je soulet obsahd tfi vysei o poloméru r = 1,
kruh o poloméru r = 1 mé obsah nr2, tj. n; dvé z téchto vyseli

1
(pfi vrcholech A, B) maji tedy obsahy rovné ~8—1:atfeti vysec
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1
(pti vrcholu C) ma obsah 2’ je tedy

1 1
Q;2.8n+4n,

tj.
1
Q = m(dm?). o)

Z vysledku (1), (2) pro Cislo x = P — Q dostdvame

1
x=2—~é—n:. 3)
22
Polozme 7 = = 3po dosazeni do (3) obdrZime
) 1 22 ) 11 14-—11 3
e AL B A B 1
tj.
’ 4
x:7. ()

Oznacme p hledany pocet procent; je
- 100
p =3 - 100.
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Dosadme sem z (1) a (4); dostavame piiblizné

3.100 3.100 1 150

P = —— - _ SN,

2 213
7 7 2 7 71

neboli

p == 21,43,

3
Odpovéd. Hledany obrazec je asi 21 7 % obsahu daného
trojuhelnika.

11. Je dén &verec ABCD o strané a a stiedu S. Ctverci je
vepsana kruZnice o stfedu S; z kaZdého vrcholu étverce jsou
opsiny cCtvrtkruZnice o poloméru rovném poloviné strany
¢tverce (obr. 32). KruZnice a CtvrtkruZnice omezuji vtvar,
ktery je v obrazku vySrafovan.
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Kolik procent obsahu ¢tverce zaujima vycarkovany obrazec?

Zavisi toto Cislo na velikosti strany daného Ctverce ? (Poloitc
22

n— .
7

ReSeni. Strana daného ¢tverce ma velikost @ centimetrii.
Obsahy, které budeme pocitat, budou pak udiny v cm?2.
KruZnice v naSem obréazku 32 i kazd4 ze ¢tyf CrvrtkruZnic maji

1
poloméry r = 54 neboli

a=2r.

Stiedni pricky velkého ¢tverce na obrizku 32 rozdéluji bilou
plochu (tj. nevycarkovanou) kolem bodu S na Ctyfi Casti.
Kazdou z téchto Casti dostaneme, kdyZz od Ctverce (napf.
AQSP) o strané r oddélime ctvrtkruh o poloméru r; stied
tohoto Ctvrtkruhu je v jednom z vrcholi velkého Ctverce.
Rovnéz bilé plosky pfi vrcholech velkého ¢tverce vzniknou tak,
ze od ctverce o strané r oddélime Ctvrtkruh o poloméru r
(stfed je ve stiedu velkého Ctverce). Dostavame tak celkem osm
bilych ploch, z nichZ kazda mé tyZ obsah x. Tento obsah x
je roven rozdilu obsahu r2 malého ¢tverce a Ctvrtkruhu o obsahu

1
" nr2, tedy
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Vsech osm bilych ploSek mé dohromady obsah

1
8x = 8(7‘2 — anz)

neboli
8x = 8r2 — 2mr2.
Plochu, ktera je na obr. 32 vycarkovdna, dostaneme, kdyz
od velkého ¢tverce oddélime onéch osm bilych plosek. Ozna¢me
y obsah vycarkované plochy. Obsah velkého ¢tverce je a2 =

= (2r)2 neboli a2 = 4r2. Obsah y = a2 — 8x neboli

vy =42 — (8r2 — 2mr2),

Y =2mr2 — 42 = 2r¥(n — 2).

Oznacime p pocet procent, y je procentova ¢ast a 4r2 (obsah
velkého Ctverce) je zaklad. Tu plati

y
p= 42" 100
neboli
2r(n — 2)
p=- PR 100.
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Odtud po zkraceni dostaneme

—2 10
P = 2 -
neboli
T
p:(~—1).1oo. ¢))
2
Prtos ) 2 = 11 R ; n _
rotoze w = 7,)C 2 =7 = 1,571 428, a tedy 2 — 1=
= 0,571 4.
Je tedy
£-=0,5714.100
neboli

p==57,14.

Odpovéd. Obsah Carkované Casti na obr. 32 je pfiblizné
57 9%, obsahu ¢tverce o strané a. ProtoZe Cislo p, které jsme
ve vztahu (1) vypocitali, nezdvisi na velikosti poloméru r,
a tim na velikosti a strany velkého Ctverce, dospéjeme k témuz
vysledku pfi kazdém kladném d&isle a.

Pozndmka. Snadno usoudime, Ze bilé plosky, o nichZ jsme
mluvili (viz obr. 32), jsou shodné s bilymi plo§kami na obr. 33,
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Obr. 33

Proto obsah 8x téchto bilych ploSek podle obr. 33 dostaneme,
kdyZ od obsahu 242 dvou velkych ¢tverci odecteme obsah
2nr2 dvou kruhi, z nichZ kazdy ma polomér r. Plati tedy

8x = 2(2r)2 — 2mr2
neboli

8x = 8r2 — 2nr2,

¢imZ bychom podstatné zkratili predchozi vypocet.

Jiné FeSeni (obr. 32). Délka strany Ctverce a je rovna 2r,
pfi¢emzZ r je polomér vepsané kruznice. Proto obsah Ctverce

P = (2r)2 = 42,
coz predstavuje 100 % ; z toho 1 % je
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492 r2

100 25°
Obsah kruhu do ¢tverce vepsaného je Py = mr2, coz piedstavuje

x %, obsahu Ctverce. Vypocteme nyni v procentech, jakou casti
obsahu ¢tverce je obsah kruhu P;. Zjistime to délenim

r2
2. 95
nr ‘25 25m.

Potom plati, ze

25 25 2 784
== .7— 7.

4 -
Obsah kruhu se rovna 78 - % obsahu ¢tverce. Ctyfi plosky pfi

vrcholech (tverce se rovnaji nevyCarkovanému obrazci uvnitf
kruhu, to znamena, Ze jejich obsah je roven P — Pj, coZ
v procentech ¢ini:

00784 213
100 —78 7 =213

Obsah vycarkovaného obrazce se rovna rozdilu obsahu kruhu
a obrazce uvnitf kruhu. V procentech to znamena:

784 213 571
7 77707
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1
Odpovéd. Vycirkovany obrazec zaujima asi 57 7 9%, obsahu

Ctverce.
Z vyrazu

nr2 . 25
—— =25n
r2

je vidét, Ze pocet procent je nezavisly na délce strany Ctverce,
nebot se rovna 25x (r2 se totiz zkrati).

c D

Obr. 35

TentyZ vysledek dostaneme feSenim tlohy:

12. Je dan ¢tverec ABCD o strané délky d. Kolem stfedu
kazdé jeho strany opiSte polokruznici, ktera prochézi stfedem
ctverce ABCD.

Kolik procent z obsahu c¢tverce tvoii obsah vycarkovaného
obrazce (obr. 34)?
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ResSeni lze provést postupem vychézejicim z obr. 35, tj.
od obsahu polokruhil s primérem 4B odecteme obsah rovno-
ramenného pravothlého trojuhelnika ABS a dostaneme obsah
jednoho »listku¢. Vysledek tlohy je tyz jako v tloze 11.

G c

D O

Obr. 36

13. Park tvaru obdélnika ABCD ma rozméry d(AB) =
=240 m, d(AD) = 232 m. Parkem vedou dvé stejné Siroké
navzajem kolmé hlavni cesty (viz obr. 36).

a) Vypoditejte vyméru obou cest dohromady. b) Zjistéte,
kolik procent (s pfesnosti na desetiny) z celého parku piipada
na obé cesty dohromady.

Reseni. a) Velikosti tise¢ek budeme udévat v metrech a obsa-
hy v m2. PouZijeme oznaceni zavedené na obr. 36. Cely ttvar je
soumérny podle os p | AB, ¢ | BC, vedenych stiedem S
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obdélnika ABCD. Proto body M, P lezi na pfimce p a body
N, O na pfimce g.

Pro vypocet vyméry cest bude tfeba urcit Sifku cest; ta
bude znama, zjistime-li spolecnou délku dsecek A4; = BB; =
= CCy = DD; = x. Vzhledem k soumérnosti podle pfimky g
je pravouhly trojuhelnik BCN rovnoramenny a jeho pfepona
BC ma4 délku 232. Jeho odvésna NB je i odvésnou pravouhlého
rovnoramenného trojihelnika 4; BN plati tedy

ABCN =~ AA1BN,
takZe také BC = A;B cili 232 = 240 — x. Je tedy
x =8.

Z rovnobéznika AA1NQ plyne, ze d(QN) = 8. Je tedy Sifka
cesty QM = y rovna délce strany ¢tverce QMNP s tihlopfickou
ON, 1j.

y = 41/2—

Vyméru I obou cest dohromady dostaneme jako soucet

obsahtt dvou shodnych rovnobézniki AA;CC: a B1BD.D,

zmenSeny o obsah ¢tverce QMNP. Rovnobéznik AA4;CC; mi
ke strané A A; piislusnou vysku v = d(BC) = 232. Je tedy

vV =2.8.232 — (4]2?
tj.
V=3712—16.2
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il
V — 3 680 (m2).

Poznamka. Vypoctu sifky v cest bychom se mohli vyhnout,
kdybychom obsah c¢tverce QMNP vyjadfili jako polovinu
2 82
obsahu ctverce se stranou QN velikosti x, tj. =5 = 32.
b) Vymeéra 3 680 m? pfedstavuje procentovou ¢ast vzhledem

k zékladu, jimZ je obsah pozemku ABCD, tj.
232 . 240 = 55 680 (m?).

Mame tedy vypoditat, kolik procent p je 3 680 ze zdkladu
55 680. Pro p plati

55 680 ;50
100 ‘P~
il
3680 . 100
P ="55630 °

Po tpravé kracenim a délenim dostaneme

P = 6,6.
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Odpovéd. Obé cesty maji dohromady vyméru 3 680 m?2
a zaujimaji asi 6,6 %, celkové vyméry parku.

14. Plechova podlozka ma tvar ¢tverce o strané délky 8 dm.
Pfi kaZdém vrcholu tohoto Ctverce mame odfiznout stejnou
¢ast tvaru pravouhlého rovnoramenného trojihelnika tak, aby
se hmotnost podlozky zmensila a) o 18 %; b) o 72 %,

Vypoltéte velikost odvésen odfiznutych trojihelnika. Déle
rozhodnéte, zda je mozné oboji odfiznuti provést.

<
NI

Obr. 37

Refeni. Ctvercova podlozka m4 ¢tvercovou sténu o strand
délky 8 dm; tato sténa ma obsah 64 dm2. Rovnoramenny
pravouhly trojihelnik, ktery odfizneme, méa odvésnu velikosti

1
x dm; soucet obsahi vSech téchto Ctyf trojuihelniki je 4. Exz =

= 2x2 (obr. 37). V naSem pfipadé musi byt x = 4, jinak by
se odfiznuti nedalo provést.
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ProtoZe tloustka podlozky i hustota jejiho materidlu je
vSude stejna, stali, kdyZz misto hmotnosti uvaZzujeme jen
obsah ¢tvercové stény podlozky.

a) 189, ze 64 je 64.0,18; toto Cislo mi byt rovno 2x2,
tj. ma platit

2x? = 64.0,18
neboli
x? = 64.0,09.
Je tedy
x = 8.0,3,
1.
x =24.

Protoze je 2,4 << 4, 1ze odfiznuti provést (obr. 37). Zkouskou
bychom se presvéd(ili o spravnosti vypoctu.

Odpovéd. Abychom hmotu podlozky zmensili o 18 %,
je nutno v kazdém rohu podlozky odfiznout pravoihly rovno-
ramenny trojihelnik s odvésnou délky 2,4 dm.

b) 72 9, ze 64 dm? je 64.0,72. M4 platit

2x2 = 64.0,72
neboli

x2 = 64.0,36.
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Je tedy

x = 8.0,6,
tj.

x =4,8.

Protoze je 4,8 > 4, nelze odfiznuti provést (obr. 38).

¢

Obr. 38

Odpovéd. Pozadavky ulohy nelze tedy v pripadé b) splnit
a uloha je nefesitelna.

15. Je dan ¢tverec ABCD, jehoZ strana ma délku a. Kolem
jeho vrcholt jsou opsany vnitikem Ctverce Cvrtkruznice s polo-
mérem a. Tim se Ctverec rozd€li na 9 Casti tif rtznych tvarh
(obr. 39). Vypocitejte obsahy téchto Casti.
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Obr. 39

ReSeni. Prisecik obloukti opsanych okolo bodt 4, B
oznaCme M. Pismeny x, y, 2 ozna¢me obsahy vzniklych ploch
tak jako na obr. 39. Potom plati

z=P—(P1+2P2):

kde P je obsah &tverce ABCD se stranou délky a, P; je obsah
rovnostranného trojihelnika ABM se stranou délky a a P»
je obsah kruhové vysele s polomérem a a stfedovym thlem
velikosti:30° (tj. 2P2 je soucet obsahti vyse¢i AMD a BCM).
Plati tedy

2

—a?——a213 — 2na?. —
z=a 4a]3 2na 360°

tj.
(12 —2r — 3]/3) = 0,043 a2, (1)
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Dile je
y=P—(P;+22),

kde Ps je obsah ¢tvrtkruhu ABD s polomérem a, tj.

y= f—;_ (m +6]/3 — 12) == 0,128 2. )
Pro x plati
x =P — (4y + 42),
tj.
a2 —
x=50B+n—3]3)=0315a 3)

Odpovéd. Reseni tlohy je déno vztahy (1), (2) a (3).

16. Je dén pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Trojihelniky
ACE a BDF se protinaji opét v pravidelném Sestihelniku.

DokaZte, Ze jeho obsah se rovna tfetiné obsahu Sestiihelnika
ABCDEF.

ReSeni. Pozorng si prohlédnéte obr. 40 a dokaZte, Ze Sesti-
thelnik ABCDEF je sjednocenim 36 shodnych pravothlych
trojuhelnikti, které maji ostré vnitini dhly 60° a 30° a jejichz
del8i odvésna je rovna poloving strany daného Sestitihelnika.
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P¥itom Z4dné dva z téchto trojuhelnikd se neptekryvaji. Sesti-
thelnik KLMNOP, ktery je prunikem trojuhelnikd ACE
a BDF, je sjednocenim dvanicti téchto trojihelnikd. Odtud
jiz plyne tvrzeni ulohy.

Obr. 40

17. Na obr. 41 je zndzornéna plechovd soulastka, jejiz
obvod se skladd z obloukt shodnych kruznic s danym polo-
mérem a. Stiedy obloukt jsou v obrazku vyznaceny krouzky.
Pfitom ABCD, MNPQ jsou c(tverce, jejichz dhlopticky lezi
ve dvou navzajem kolmych primkich MACP, NBDQ. Pritom
je d(AB) = 4a, d(MN) = 6a.

a) Narysujte obrazek soucastky, je-li ¢ = 2,5 cm.

b) Vyjadiete obsah obrazu soucastky pomoci Cisla a.

¢) Vyjadiete pomoci ¢isla @ hmotnost 1 000 kust soucéstek,
jestlize 1 m?2 plechu, z kterého jsou vyrobeny, vazi 8,5 kg.
Vypocet provedte pro a = 2,5 cm.

173



ReSeni. a) Obrizek soucastky je zmensen na dvé pétiny
(obr. 41).

\A

/
Q¥ P

Obr. 41

b) Protoze Cislo a udava velikost useCek v centimetrech,
vypolteme obsah P vySrafované plochy v obr. 41 v centi-
metrech ¢tvereCnych. Obvod ¢tverce ABCD rozdéluje plochu
soucastky ve dvé neprekryvajici se Casti. Prvni ¢4st je znizor-
néna vySrafovanou plochou ve ctverci ABCD; jeji obsah
oznacime x. Druhd cast je zndzornéna Ctyfmi vySrafovanymi
plochami, z nichz kazda lezi ve ¢tverci MNPQ. Jedna z téchto
ploch je znazornéna ve zvétSeni v obr. 42, a to plocha, ktera
lezi pfi vrcholu A; jeji obsah oznadime y. Vypocty provedeme
oddélené.
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Obszh Ctvrtkruhu o poloméru a ozna¢ime K obsah celého
kruhu o poloméru a je

)

Obr. 42

I. Vypocet obsahu x prvni ¢asti vySrafované plochy: Obsah
x dostaneme, kdyZ od obsahu ¢tverce ABCD odeéteme obsah
Ctyf polokruhi o poloméru a (stiedy polokruht jsou v bodech
1, 2, 3, 4). Ctverec ABCD mé stranu délky 4a; jeho obsah
je (4a)2 = 16 a2. Obsah jednoho polokruhu je 2K, vSech Ctyf
je 8K. Proto je

x = 16a2 — 8K. 2)
II. Vypocet obsahu druhé casti vysrafované plochy: Obsah y
plochy naznacené v obr. 42 dostaneme, kdyZ od obsahu

Ctverce MA1AA> o strané MA; délky a odefteme obsah
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jednoho ctvrtkruhu (jeho stied je v M a polomér mé délku q)
a k tomu pfic¢teme obsahy dvou Ctvrtkruhii o stfedu A4 a délce
poloméru a. Obsah ¢tverce MA1A A2 je a?, obsah ¢tvrtkruhu
je K; je tedy y = (a2 — K) + 2K neboli y = a2 + K. Obsah
4y druhé C¢asti tudiz je

4y = 4(a® + K). 3)
III. Vypocteme obsah P celé vysSrafované plochy, tj. uréime
souet obsahii vSech neprekryvajicich se obrazct. Tu plati
P = x 4+ 4y. Dosadme sem z vysledkd (2) a (3); dostaneme
postupné
P = (1642 — 8K) + 4(a® + K),
P =16a? — 8K -+ 4a2 + 4K,

P = 20a® — 4K.

Do tohoto vysledku dosadime ze vzorce (1); obdrzime po-
stupné

P = 20a% — ma?,
4
P = a?(20 — =),

coZ je hledany vysledek. Tim je tiloha b) rozfeSena.

¢) Oznaéme Q hmotnost 1 000 kust soucastek v kilogramech.
ProtoZe je ud4dna hmotnost 1 m? plechu, pievedeme obsah P
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ve vysledku (4) na ¢tvere¢né metry. Plati 1 m? = 100 dm? =
= 100.100 cm? = 10 000 cm2. Obsah soucastky v metrech

1
2 — 1 -
10000 % (20 — =) a hmotnost jedné sou

¢astky v kilogramech je

¢tverecnych je proto

2 (20 —
10000 % (20 — m).8,5.

Hmotnost Q je 1 000krat vetsi, tj.

== 2 —_ %
(0] 10000 % (20 — 7).8,5.1 000;

postupnou tpravou dostaneme
1
0= l—o.a2 (20 — =).8,5,
coz je hledand hmotnost 1000 soulastek vyjadiend uZitim

cisla a.
JestliZze nyni je a = 2,5, dostaneme odtud postupné

0 = 2,52.(20 — m).0,85,

Q =6,25.0,85.(20 — m).
22
Vypocet provedme pro © = PR Tu je
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22 140 —22 118
20—1:i20-—77~-:—7——~=—7~;jetedy

1 1
0= 5,31.—7~ = (5,31.118). 7= 6217. 7i 89,6.

Odpovéd. 1000 kusi plechovych souddstek ma hmotnost
asi 90 kg.

18. Pole tvaru obdélnika ABCD ma rozméry d(4B) = 810 m,
d(AD) = 180 m. Toto pole je tieba rozdélit na ¢tyti obdélniky
s obsahy P1, P;, P3, P4 jako na obr. 43. Pfitom ma4 platit

Py = 2,03 ha, Py = 3,19 ha.

Vypocitejte a) obsahy P, P3; b) obvody viech obdélnika.

D N C
! 3
|
P R
| 8
K————— —%— —————————— AN
I
A B
% b
AL [ — ]
e10
Obr. 43
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Reseni (obr. 43).

a) Abychom tlohu rozfesili, musime urcit velikosti usecek
AM, AK; jejich pomoci uz snadno vypocitime rozméry vsech
vzniklych obdélnika. (Pismeny Pi, Ps, P3, P4 budeme znalit
jak dané obdélniky, tak jejich obsahy.)

Obsah obdélnika AMND je Py -+ P, jeden jeho rozmér je
d(AD) = 180 m; druhy rozmér d(AM) vypocitaime tak, Ze
obsah obdélnika délime rozmérem d(AD). Uvedeme-li délku
tseCek v metrech a obsahy ve Ctvereénych metrech, plati

P; = 20 300 m2, Py = 31 900 m2
a dale
d(AM) = 52200 : 180 = 290 (m). ¢))

Nyni obdobné vypocitame délku usecky AK jako podil
obsahu obdélnika P; a délky druhé strany AM. Plati

d(AK) = 20300 : 290 = 70 (m). )

Z vysledku (1) a (2) vypocitame zbyvajici rozméry obdélnika
Py, Ps, tj. d(MB) = 520 m, d(KD) = d(LC) = 110 m. Je tedy

P, = d(MB).d(AK) = 520.70 = 36 400 (m2),  (3)
Ps = d(MB).d(LC) = 520.110 = 57200 (m2).  (4)

Zkousku provedeme sectenim obsahti obdélnika P;, Py, Ps,
Py; snadno se presvédlite, Ze dostanete obsah P obdélnika
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ABCD, tj. 145 800 m2. Vysledky (3) a (4) jsou tedy feSenim
tlohy.

b) Oznacme 01, 02, 03, 04 (vtomto poifadi) obvody obdélni-
kid Py, Ps, P3, Ps. Pak plati

01 = 2.(d(AM) + d(AK)) = 2(290 + 70) = 720 (m),

02 = 2.(d(MB) + d(AK)) = 2(520 + 70) = 1 180 (m),

03 = 2.(d(MB) + d(KD)) = 2(520 + 110) = 1 260 (m),

04 = 2.(d(AM) + d(KD)) = 2(290 + 110) = 800 (m).

Zkousku provedeme napf. tak, Ze soucet obvodii 01 + 02
+ 03 - 04 porovndme s dvojnasobnym obvodem obdélnika

ABCD; druhy obvod odpovida dvojnasobné pocitanému souctu
délek tsecek MN a KL.

19. Na obr. 44 jsou dany soustiedné kruznice k1 = (S; x),
ks = (S5 ¥), pti¢em? je x > y. Usetka AB je pramérem kruz-
nice k1, bod C lezi na kruZnici k2 a uvniti GseCky SB. Nad
tseCkami AC, BC jako praméry opiSeme kruZnice ks, k4.

Soudet P; + Py obsahti vodorovné vycarkovanych ploch je

roven souétu M + N obsahti ploch vyéirkovanych svisle.
Dokazte.
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Obr. 44

ReSeni (obr. 44). Obsahy kruhii k1, kg, k3, k4 0znaéme po
fadé pi1, p2, p3, pa = N. Poloméry kruZnic ks, k4 jsou po fadé

1 1
=y d(AC),rs = Ed(CB), kde d(AC) = d(AS) + d(SC) =
= x + 3, d(CB) = d(SB) — d(SC) = x — y; proto je
1 1
s = (x+y),ra= —Z‘(x — )
Je proto

T n
P = ma?, po = my?, p3 = Z (x + )32 pa= _4' (x — )2
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Je tedy

Pi+Po=p—p3—p1=

= T — (v 3P — (5 — 3] =

= ey = (2 — ) W
4 2 :
Dile je
T
M=ps—po=", (x+y —m?=
1
= 5 (= +9° — b7,
T
N=p=G-%
a tedy

M+N= §[x+y°—4+ G- =

= TR 2 = (52—, @

Porovnanim vysledka (1), (2) vyplyva
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Py +P; =M+ N,
coz jsme méli dokézat.

20. Je dan trojuhelnik ABC, jehoz uhly maji velikosti
XBAC = 60°, <CABC = 30° a strana AC m4i velikost 1.
Vypoctéte obsah vySrafované plochy (obr. 45), ktera je omezend
kruznicemi sestrojenymi nad priméry AB, BC, CA (na dvé
desetinni mista).
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ReSeni. Trojihelnik ABC je pravothly, <CACB = 90°.
Oznaéme D patu vysky k pieponé. Podle obriceni Thaletovy
véty prochézeji kruZnice &1, k2 sestrojené nad odvésnami BC,
CA bodem D. Pro délky stran trojihelnika ABC plati

AC=1,AB =2,BC = 3. (1)

Ozna¢me P obsah vysrafované plochy, P;, P> obsahy usedi
omezenych tétivami BD, AD a kruZnicemi ki, kg; stfedy
téchto kruZnic ozna¢me S, S». Pak plati vzhledem k (1)

1
PZEW——Iﬁ—Pz. 2

Obsahy P;, P, vypocteme pomoci stiedovych tGhla

<BS1D = 120°, LAS:D = 60°.

Je tedy vzhledem k (1)
S G)
P = 360 120 — 1 /3
¢ili
nede(B-RE) e
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(troiﬁhelnik BDS; mi tyZ obsah jako rovnostranny trojihelnik

/3
o strané délky %) Rovnost (3) po tpravé zni

1 3)3
Pi=gr—16

Obdobné dostaneme

1\2 (1)2 _
(3) o2 J3
27360 4
&ili
=t L (1Y
2=%"\2/ Tg \3/>
po tpravé '
1 13
Pzzgzln—ﬁ.

Dosadime-li z (4) a (5) do (2), vyjde

)

®)

185



Numericky

P =(3,14.5) : 24 + (1,73 : 4) = 0,65 + 0,43,
tedy
P—=1,08.

21. Je dan obdélnik ABCD. Bod M je stiedem strany AB.
Uvnitf stran BC, AD sestrojte body E, F tak, aby bylo mozno
pétivhelniku MECDF opsat kruZnici. Vyjadiete polomér této
kruZnice i obsah pétidhelnika pomoci délek stran obdélnika.
Urcete podminku feSitelnosti tlohy.
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ReSeni. Situaci zachycuje obr. 46. KruZnice % opsani
pétithelniku MECDF je opsané i rovnoramennému trojiihel-
niku MCD. Jeji stied je prisecikem osy tseCky CD a osy
tsecky MC. Ozname N stied strany CD, » polomér kruZnice &,
a = d(AB), b = d(BC) délky stran obdélnika. Potom

d(SC) = d(SM) =r,d(SN) = b —r,d(CN) = ;a

a podle Pythagorovy véty plati

a?
b —r)2+ i rZ, (1)

Z (1) po tipravé dostaneme

4b2 - g2

r =

Ze vzorce (2) vyjde vzdy r > 0. Dale je » << b pravé tehdy,
kdyZ 4b% + a2 << 8b2 neboli 452 > a2, tj. 2b > a dili

b 3
=
> 3)

Nerovnost (3) je podminkou fesitelnosti, jak vyplyva z obra-
ceni postupu.

Vypocet obsahu pétitihelnika MMECDF:

Protoze trojiihelnik CES je rovnoramenny, plati
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d(CE) = d(DF) = 2d(SN) = 2(b — r). (4)

ProtoZe plati BE = BC — CE, je vzhledem ke (4)
dBE)=b—2(b —r)=2r —b. 5)
Pétithelnik MECDF vznikne sjednocenim obdélniku ECDF

a rovnoramenného trojihelniku MEF. Jeho obsah P je tedy
vzhledem ke (4) a (5)

P=a.2(b—r)+%a(2r—b)=%(3b—-2r). (6)

Po dosazeni za r ze vzorce (2) do (6) dostaneme po tpravé

as
P=ab— . )

Odpovéd. Polomér r hledané kruZnice je dédn vzorcem (2)
a obsah pétitihelniku vzorcem (7). Uloha mé feleni jen pro

1

b>3a.
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I1l. Dakazové ulohy

22. Sestrojte libovolny lichobéznik ABCD tak, ze AB || CD,
AB > CD.

Dokazte, Ze soucet thla lichobéZnika pfi zdkladné CD je
vEtsi nez soucet hld pfi zdkladné 4B.

Obr. 48

ReSeni. Uhly lichobéznika ABCD (viz obr. 47) pfi vrcho-
lech 4, B, C, D ozna¢me po fadé «, f3, y, 6. Z pomocného
obrazku 47 se zda, Ze tvrzeni tlohy je zfejmé, nebot oba thly
pii zdkladné 4B jsou ostré a pii zédkladné CD jsou oba thly
tupé. AvSak obr. 48 ukazuje, Ze tomu tak vzdy nemusi byt.
Diukaz provedeme pro kazdy pfipad zvlast.

a) Bodem C (obr. 47) vedme rovnobé&Zku e se stranou AD.
Protoze AB || DC, AB > DC, protne piimka e tseCku AB
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ve vnitinim bodé E tak, ze AE = DC. Cryrihelnik AECD je
tedy rovnobéZnik, v némz <t DAE = <{DCE = a. Avsak podle
konstrukce je thel <{DCE ¢asti uhlu <DCB, a plati tedy
o< Y. (D

Pomoci pfimky f || BC bodem D obdobné dokazeme, Ze
g <é. (2

Je tedy zfejmé soucet velikosti uhla na levych stranich ne-
rovnosti (1) a (2) mensi nez soucet velikosti thld na pravych
stranéch, tj.

o+ Ie <y + d,
coz jsme méli dokazat.

b) Také na obr. 48 vytvofime pfimkou e || BC vedenou
bodem A, pfimkou BC a pfimkami AB || DC rovnobéznik
ABCE. V tomto rovnobéZzniku zfejmé plati

<XAEC = §.
Protoze <ADC = ¢ je vnéj§im uhlem trojuhelnika ADE, je
g <é. €)
Zéroven v rovnobéZniku ABCE je

X EAB = <ECB =y,
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a protoze « <_ <L EAB, dostavame

o < p. (4)

Nerovnosti (3) a (4) obdobné jako v pfipadé a) vedou k doka-
zovanému vztahu

a+f<<y+0.

Obr. 49

Jiné feSeni. Lichobé’nik ABCD doplnime na trojtihelnik
ABE (viz obr. 49). Uhel pfi vrcholu E oznadime &. (V dalii
uvaze nezaleZi na tom, zda lichobéZnik ABCD m4 tvar jako
na obr. 47 nebo na obr. 48.)

Protoze ptimky AB a CD jsou rovnobéZné, ma podle véty
o rovnobézkéich protatych prickou AD, poptf. BC, trojihelnik
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DCE pii vrcholu D thel o, pii vrcholu C tdhel §. V tomto
trojihelniku pro soucet velikosti vnit¥nich \ihld plati « + 8 -
+ & =180° ¢ili

« + B < 180° (1)

Uhly y a 6 jsou k thlim «, f trojihelnika DCE vedlejsi,
a tedy plati

o« + 6 = 180°,
g + y = 180°.

Secteme-li tyto nerovnosti, dostaneme znamou rovnost pro
soucet velikosti dhli v lichobéZzniku ABCD:

o+ f+y+0=360°
Protoze podle (1) je « + B << 180°, musi platit
y -+ 0 > 180°. )
Porovnanim (1) a (2) dostaneme dokazovany vztah
-+ p <yt
23. Je dana usecka AB. Kolem jejiho stfedu S je opsina

kruznice & s polomérem r << S4. Dile jsou sestrojeny body
U, V tak, aby platilo
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BU = BV =2r, SU = SV = §4.

Dokazte, Ze ptimky AU, AV jsou teCnami kruZnice k.

ReSeni (obr. 50). Jak poznime, Ze pfimka je te¢nou krui-
nice? Napi. podle toho, Ze tato pfimka ma od stfedu kruZnice
vzdélenost rovnou poloméru kruZnice. Ze soumérnosti celého
obrizku podle piimky AB vyplyva, Ze staCi vySetfit vzdilenost
pfimky AU od bodu S.

Protoze bod U lezi na kruZnici m = (S; S4), je podle
Thaletovy véty

X BUA = 90°. n
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Sestrojime-li bodem S kolmici 7 k pfimce AU, je n || BU;
patu této kolmice ozna¢me 7. Protoze SA = SB, BU || ST,
je useCka ST stfedni pfickou v trojuhelniku AUB a plati

1
ST = BU=r. @)

Déle plati ST | AU vzhledem ke vztahu (1) a k tomu, Ze
ST || BU; proto piimka AU ma vzdéalenost » od stiedu S
kruZnice &, a je tedy jeji teCnou.

24. Jsou dany body A4, B, C, D, z nichZ 7adné tii nelezi
v piimce. Sestrojte bod E tak, aby bylo AE || BD, DE || AB,

a bod F tak, aby bylo AF || CD, DF || AC. Dokazte, Ze
EF = BC.
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ReSeni. Obrazec ABDE je rovnobéznik, nebot body 4, B,
D nelezi v primce. Prisecik jeho thlopricek oznacme S (obr. 51).
Pak AS = DS, BS = ES. Obrazec ACDF je rovnéZ rovno-
béznik, nebot ani body A4, C, D neleZi v pfimce. Jeho tihlopticky
se rovnéZ protinaji v bod¢ S, nebot uhlopficka AD je obéma
rovnobéznikim spolecnd; proto také CS = FS. Z podminek
BS =ES, CS =FS plyne EF = BC, nebot body B, E
a C, F tvori dvojice bodt soumérné sdruzenych podle stfedu S.

25. Je dan rovnobéinik ABCD. Uvniti stran AB, BC, CD,
DA zvolme po fadé¢ body K, L, M, N tak, aby KL || MN.
Uvniti tychZ stran zvolme dal$i body K’, L', M’, N’ tak, aby
K'L'" || M'N’ || KL a aby vzdilenost rovnobézek K'L’;, M'N’
byla tdZ jako vzdalenost rovnobéZek KL, MN. Dokaite, Ze
Sestithelniky AKLCMN a AK'L'CM’'N’ maji tyZ obvod.
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ResSeni (obr. 52). Predpoklidejme, %¢ bod K’ leZi uvniti
tsecky AK (kdyby tomu tak nebylo, zaménime oznaceni bodu
K,L,M,NaK',L, M, N'). Pak bod M’ lezi uvnitf secky
DM a KK' = MM'. Vedme body K, M’ rovnobéZky se stranou
BC a oznacme po fadé X, Y jejich pruseciky s pfimkami K'L’,
MN. Ziejmé plati AK'KX =~ AMM'Y. Oznacme d(KK') =
=dMM') =r,d(KX) =dM'Y) = 5,d K'X) =dMY) = 1.
Potom (také vzhledem k vlastnostem stran pomocné¢ vzniklych
rovnobézniki) dostdvame:

d(AK') =d(AK)—r;
dK'L') =d(KL) + t;
d(L'C) =d(LC)—s;
d(CM') =d(CM) —+ r;
d(M'N’) = d(MN) — t;
d(N'A) =d(NA) + s;

seCteme-li tyto rovnosti, dostaneme vztah, z néhoZ pro vy-
Setfované tsecky vyplyva:

AK' 4+ K'L' + L'C+ CM' + M'N’' + N'4 =
= AK + KL + LC + CM + MN + NA4,
coZ znamend, Ze obvody obou Sestitthelnikd jsou si rovay.
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Obr. 53

26. Do lichobéznika ABCD jsou vepsany kruZnice ki, kg,
které se dotykaji stran AB, CD a AD, popt. AB, BC a CD
(viz obr. 53). O délkich stran lichobéZnika plati

atc>b+d

1
Dokazte vétu: Ma-li vyska lichobéZniku délku 5 (@a+c—

— b — d), potom maji kruZnice ki, k2 vnéjsi dotyk.

ReSeni. Body a délky usetek oznalme podle obrizku.
(Plati, Ze usecky ohranicené danym bodem a dotykovym bodem
na te¢nach vedenych z bodu ke kruZnici maji rovné délky.)
Potom KLMN je pravothelnik. Dale plati

a=x+y-+tzc=b+d—x—y+ =z
Sectenim obou rovnosti dostaneme
atc=0b06+d-+ 2z
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¢ili
1
zzz(a—i—c—b——d).

Pravodhelnik KLMN je tedy Ctverec, délka stfedné S;S:
je rovna souctu polomérii kruZnic ki, k2, a obé kruZnice maj
tedy vngjsi dotyk.

27. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o strané délky a
a dale usecka délky ¢. Stfed kruznice opsané tomuto trojihelni-
ku oznacme O.

Na prodlouZeni tsecky 4B za bod B sestrojte bod X tak,
aby platilo d(BX) = ¢. Na prodlouzeni tsecky BC za bod C
sestrojte bod Y tak, aby platilo d(CY) = ¢. Na prodlouZeni
tsecky CA za bod A sestrojte bod Z tak, aby platilo d(4Z) = q.

Dokazte: a) Trojihelnik YXZ je také rovnostranny.

b) Trojtihelniku XYZ lze opsat kruZnici se stie-
dem v bodé O.

Reseni. a) Vzhledem ke konstrukci bodé X, Y, Z (obr. 54)

je jednak

d(BX) = d(CY) = d(4Z) = g, O
jednak
d(AX)=dBY)=d(CZ)=a + q. )

Protoze thly <tXBY, <tYCZ a <{ZAX jsou vedlejsimi
k vnitfnim dhlim rovnostranného trojuhelnika ABC, maji
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velikost 120° a jsou tedy navzdjem shodné. Proto vzhledem
k (1) a (2) plati podle véty sus

AXBY = ANYCZ = NZAX

o<
N¢

a rovn,
XY =YZ > 7ZX,

takze trojihelnik XYZ je rovnostranny.

Obr. 54
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" b) Dokézeme-li, ze
0X = 0Y = 02z, 3)

je zfejmé, Ze trojihelniku X YZ lze opsat kruZnici se sttedem O
a polomérem OX.

Na obr. 55 jsou vyznaceny usecky OX, OY, OZ.
Podle konstrukce plati (1) a vzhledem k tomu, Ze bod O je
stfedem kruZnice opsané trojihelniku ABC, je

OB = OC = 04. 4)
Polopfimky BO, CO, AO v rovnostranném trojuhelniku
jsou i osami vnitfnich whla trojihelnika, nebot stiedy opsané

a vepsané kruznice splynou. Proto plati pro velikosti thld
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<LOBY = OCZ = <COAX = 30°.
V trojihelniku OBX je zfejmé
<LOBX = <COBY -+ <L YBX = 30° 4 120° = 150°.

Obdobné zjistime, Ze i uhly <COCY a <COAZ maji velikost
150°. Proto vzhledem k (1) a (4) plati

ANOBX >~ NOCY = ANOAZ (sus)
a rovnéz

O0X =20Y = 0z,
takZe trojuhelniku X'YZ lze opsat kruznici (O; OX).

28. Narysujte libovolny pravouhly trojihelnik ABC s pra-
vym uhlem pfi vrcholu C. Na prodlouZené strané¢ AC za bod C
sestrojte bod B; tak, aby bylo CB; = CB. Na prodlouzeni
strany BC za bod C urcete bod A4, tak, aby bylo C41 = CA.

a) Dokazte, Ze trojihelniky ABC a 41B:1C jsou shodné.

b) Bodem C sestrojte pifimku p kolmou k pfimce A1Bi;
jeji patu oznacte D. DokaZte, Ze pfimka p protne tsecku 4B
v jejim stfedu.

ReSeni. a) Podle konstrukce (obr. 56) plati BC =~ B;C,
LBCA = 4 B1CA1, AC = A1C, a tedy

ANABC = NA1BiC (sus),
pfi¢emZ pravé thly <C{BCA a <(B1CA; jsou vrcholové.
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b) Shodné thly pfi vrcholech A4, 4; oznadime «, pfi vrcho-
lech B, B; je oznaCime f. ProtoZe oba thly o, [ jsou ostré,
padne pata D kolmice p dovnitf usecky A4;1B;; polopfimka CD
lezi tedy uvnitf ihlu < B1CA;. Polopfimka CE opaéné k polo-
piimce CD prochazi vnitikem dhlu <tBCA, ktery je vrcholovy
k CB1CA:. Prisecik polopfimky CE s tseCkou AB nazveme F.

Obr. 56

Jak dokaZeme, Ze F je stfed tsecky AB, tj. stied pfepony AB
pravouhlého trojihelnika ABC? Nastane-li to, je F stfedem
kruZnice opsané¢ AABC, tj. FA = FB ~ FC. Obracené, je-li
FA = FB 2~ FC, je bod F sttedem kruZnice opsané trojihelni-
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ku ABC. Musime tedy dokazat, Ze trojuhelniky ACF, BCF
jsou rovnoramenné s hlavnim vrcholem F. Dutkaz shodnosti
stran pfevedeme na dikaz shodnosti uhld.

V pravouhlém trojihelniku CDB; mi druhy ostry thel
<CB1CD ziejmé velikost «; pak thel k nému vrcholovy <CACF
je rovnéz velikosti .. Protoze trojuhelnik ACF ma dva shodné
thly velikosti o, je rovnoramenny se zdkladnou AC a plati

FC ~ FA. 1)

Obdobné dokizZeme, Ze trojuhelnik CBF je rovnoramenny
se zékladnou CB, pro jehoZ ramena plati

BF ~ FC. )
Spojenim rovnosti (2) a (1) dostaneme konecné
BF ~ FA,

a protoze poloptimky FA, FB jsou opacné, je bod F stiedem
usecky AB, coz jsme méli dokazat.

Pozndmka 1. Ze vztaht (1) a (2) rovnéZz vyplyva, Ze »stied
prepony pravouihlého trojihelnika je stfedem kruZnice tomuto
trojihelniku opsané«. ProtoZze jsme v tloze vysli od zcela
libovolného pravothlého trojihelnika, provedli jsme v bodé b)
také vlastné dukaz véty uvedené v uvozovkich pro libovolny
pravouhly trojihelnik.
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Poznamka 2. Vratme se nyni k obrazku 56. Po konstrukci
trojuhelnika A;B;C sestrojime osu o usecky AA;. Protoze
CA; ~ CA, prochézi o bodem C a obsahuje osy thlt ACA4;
i BCB;. Déle je podle konstrukce CB; =~ CB, takze i body B,
B jsou soumérné sdruzené podle osy o. Trojihelniky ABC
a A1B1C jsou tedy soumérné sdruzené podle osy o, a proto jsou
i shodné. Tim jsme vlastné tlohu a) vyfesili jinym zpusobem.

29. Je dan lichobéZnik ABCD, v némz AB > CD. Oznalme
M a N po radé stiedy zakladen AB a CD.

Dokazte: Je-li
1
MN = 5 (AB — CD),

pak

<{BAD + <CABC = 90°.
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ReSeni. Bodem N vedme (obr. 57) rovnobézky s piimkami
AD a BC, jejich pruseciky s prfimkou 4B ozna¢me po fadé

1
K a L. Z konstrukce bodi K a L plyne, Zze AK = BL =~ > CD.
Bod M je tedy stfedem usecky KL = AB — CD, takze z pied-
pokladu plyne
KM = ML =~ MN.
Bod N lezi tedy na pulkruZnici nad primérem KL, takze
<CKNL = 90°,
a tedy
<CNKL + <CKLN = 90°.

Protoze <{NKL = <{DAB a <tNLK =~ < CBA, plyne do-
kazovana rovnost z posledni rovnosti.

205



Jiné FeSeni. Body C a D vedeme rovnobézky s pfimkou MN. -
Priseciky s pfimkou 4B ozna¢me U a V (obr. 58). Plati

1 1
UM:MV%DN%NC%ECD<EAB,

takZe U a V jsou vnitini body tsecky AB. Z konstrukce bodl
Ua V plyne

1
DU = CV =~ (4B — CD) )

1
AU = AM — UM = — (4B — CD),
2
1
BV = BM — VM = 5 (4B — CD).

Trojtahelniky AUD a BV C jsou podle (1) a (2) rovnoramenné
s hlavnimi vrcholy U a V. Z vlastnosti vnéj$iho uhlu trojihelni-

ka vyplyva:

1
FUAD = - SMUD
€)
1
LVBC = 5 SMVC
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Podle konstrukce boda U a V je UD || VC, takze
<XMUD + <MV C = 180°. 4)
Ziejmé LUAD = <{BADa < VBC = ABC, takie z (3)

a (4) dostavame dokazovanou rovnost.

30. Do kruZnice je vepsin sedmithelnik 4;142A43A44A45A¢A5.
Ptimka p prochézi stiedy stran AsAs, AgA7. Kolik thlopficek
daného sedmitihelnika piimka p protina?

A4 Az

A7 A3

A Ay
As

Obr. 59

Reseni. Pfimka p protin4 hlopticku daného sedmithelnika,
pravé kdy?z jeji krajni body leZi v opacnych polorovinach s hra-
nicni pfimkou p. V jedné z téchto polorovin (obr. 59) leZi body
A7, A1, Ao, A3 a ve druhé Ag, As, As. Polet tselek, jejichZ
jeden krajni bod je A7 a druhy z mnoZiny {Ae, As, As}, se
ziejmé rovna tiem. Obdobné je tomu pro body Ai, 4s, As.
Tedy tsecek, jejichZ jeden krajni bod je z mnoZiny {47, 41, Ae,
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A3} a druhy z mnozZiny {de, As, A4}, je 4.3 = 12. Oviem
mezi témito dvanicti useckami jsou té% strany AgAqa Az,
daného sedmithelnika. Zbyvajicich deset je ihlopfi¢kami. Tedy
piimka p protina 10 tGhlopficek daného sedmidhelnika.

31. Je dan konvexni*) pétithelnik ABCDE.

a) Dokazte, ze Zddné jeho tfi uhlopii¢ky nemohou prochézet
tymZ bodem.

b) Narysujte tento pétitthelnik a vSechny jeho dhlopficky.
Potom ho vystiihnéte a rozstiihejte podél jeho thlopficek.
Zjistéte, kolik ¢asti vzniklo a jaké jsou to utvary.

Obr. 60

*) Pro na$i tivahu je Gi¢eln4 tato vlastnost konvexniho mnohotihelni-
ka v roviné: Zvolme jeho libovolnou stranu a vedme ji pfimku, ktera
rozdé&li rovinu na dvé opalné poloroviny. Potom mnohouhelnik (aZ
na zvolenou stranu) leZi v pravé jedné z téchto polorovin.

Ptiklad: Pétitthelnik ABCDE leZi (aZ na stranu ED) cely v poloroviné
EDB; strana ED, ale jenom ona, patfi téZ poloroviné opa¢né (obr. 60).
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Reseni. a) Pétitihelnik ma celkem 5 vrcholii; z kazdého z nich
vychazeji pravé dvé strany a dvé uhlopficky (napf. na obr. 60
z vrcholu A dv& strany AB, AE a dvé thlopiicky AC, AD -
jiné mozZnosti nejsou). Kdyby tfi tihlopfi¢ky prochéazely tymz
bodem, nemohl by to tedy byt vrchol pétithelnika.

°

l

Obr. 61

Dalsi uvahu provedeme formou tzv. »nepfimého diikazuc.
Pfi dukazu tohoto typu obycCejné vyluCujeme platnost jisté
vlastnosti nebo situace tak, Ze nejprve jeji platnost pomocné
predpoklddédme, a pak na zdkladé dalSich spravné vedenych
tvah dojdeme k neplatnému zavéru. Z toho soudime, Ze pfed-
poklddand vlastnost neplati. UkéZeme si to konkrétn¢ v nasi
tloze:

Predpoklddejme, Ze tfi navzidjem rizné uhlopficky se proti-
naji v bodé X, ktery je vnitfnim pro kazdou z nich. Na kazdé
z Ghlopficek lezi dva vrcholy. Zadny z téchto vrcholii nemiiZe
byt spolecny dvéma riznym thlopfickam; takové dvé thlo-
pficky by mély spolecny vrchol a prusecik, a proto by splynuly.
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Existuje tedy celkem 6 rtznych vrcholdi (obr. 61), coz vsak
neni mozné, nebot pétithelnik ma jen 5 vrcholt. (Nékdy fikime,
ze jsme dosli ke »sporu¢.) Neplati tedy nas predpoklad, Ze tfi
navzijem razné udhlopfiCky prochizeji bodem X, ktery je
vnitinim pro kaZdou z nich. Tim je dikaz a) zcela proveden.

b) Rozstfihdnim vypuklého pétidhelnika vznikne 10 troj-
thelnikd a jeden pétithelnik.
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32. Nalrtnéte pravouhly trojuhelnik ABC tak, aby odvésna
BC byla mensi nez odvésna CA. Uvniti tdsecky BC zvolte bod
X a uvnitf useCky 4B najdéte bod Y tak, Ze plati XY = XB.
Bodem Y vedte kolmici k pfimce XY'; jeji prusecik s primkou
AC oznacte Z.

Dokazte, ze obvod Ctyfuhelnika CXYZ je stile tyz, at
zvolime bod X kdekoli uvnitf dsecky BC.
Vypoctéte tento obvod pomoci stran trojuhelnika 4BC.

ReSeni (obr. 62). Ozna¢me d(BC) = a, d(CA) = b; podle
textu ulohy je

a<b. (1)

Bod X jsme podle textu ulohy zvolili uvnitf tsecky BC.
Myslime si, Ze sestrojeni bodu X, Z lze provést tak, jak je
naznaceno v obrazku 62, tj. Ze je

XY = XB, 2
pricemz bod Y lezi uvnitf tsecky B4, a dile, Ze je

YZ | XY,
pficemz bod Z padne dovnitf usecky CA. Podle (2) je troj-

thelnik XBY rovnoramenny a uhly f, f’ pfi jeho zakladné
BY jsou shodné; je tedy

p =P ®)
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Dale podle konstrukce kolmice % je
y' = 90° (4

Vypocitejme nyni velikost dhlu «’. Vime, Z¢ v daném troj-
Ghelniku 4BC je y = 90°, a tedy

%+ B =90° (5)

(soucet velikosti ostrych thld v pravodhlém trojihelniku je
90°). Je tudiz

o =180° — " — 9’
neboli [dosazujeme sem ze vztahu (3), (4)]

o =180° — f — 90°,
a tedy
o =90° — pB.

Ze vztahu (5) plyne, Ze « = 90° — f; odtud porovninim obou
poslednich vztahti dostédvame .

o = o (6)

Z této rovnosti (podle zndmé véty o thlech a protéj§ich stranach
trojuhelnika) plyne pro trojihelnik AYZ, Ze je

ZY = ZA. 0
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Nyni vyjadiime obvod p ¢étyithelnika CXYZ; je
p = (d(CX) + d(XY)) + (d(CZ) + d(ZY)).

Dosadme sem za XY ze vztahu (2) a za ZY ze vztahu (7);
dostaneme

p = (d(CX) + d(XB)) + (d(CZ) + d(Z4)). (8)
Podle obr. 62 vSak plati
d(CX) + d(XB) = d(CB) = a,
d(CZ) + d(ZA) = d(CA) = b.
Dosadme tyto vysledky do (8); dostaneme
p=a-+b

Odpovéd. Obvod ctyithelnika CXYZ je roven souctu
délek odvésen daného pravouhlého trojihelnika ABC.

Nez v§ak ukoncime feSeni, musime jesté dokazat, Ze pfi volbé
bodu X uvniti usecky CB (viz obr. 62)

[1] bod Y padne dovnitf usecky AB,
[2] bod Z padne dovnitf dsecky CA.

Dikaz (viz oznaceni z obrizku 62). V poloroviné BCA
sestrojme polopfimku CQ || XY. Vné&jsi thel o rovnoramenné-
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ho trojihelnika XBY je roven f§ 4 f', a protoze je ' = f
[viz (3)], plati

o =2p. 9)

O piilehlych uhlech &, @ mezi rovnobézkami CQ, YX plati
& + o = 180°; dosadme sem ze vztahu (9). Dostaneme
& -+ 2 = 180°; proto je

& = 2u,

nebot 2(« + f) = 2. 90° [viz vztah (5)]. Ale o« << 45°, f§ > 45°,
nebot v daném trojihelniku ABC je a << b, y = 90°; je tedy
& = 20 < 90° a poloptimka CQ lezi v pravém uhlu y. Preto
spoleény bod Y polopfimky CQ a usecky AB padne dovnitf
této usecky. LeZi tedy cela pfimka XY || CY( uvniti polo-
roviny CY(B, a bod Y padne tudiZ vzdy dovnitf Gsecky Y,B,
a tim také dovnitf tsecky AB.

Nyni sestrojme pfimku YP || BC; je tedy CA | YP.
Protoze pfimka YP lezi uvnitt poloroviny BCA a protozZe bod
Y je vnitfnim bodem usecky AB, padne spoleCny bod Z,
kolmic CA, YP dovnitf usecky CA. V trojihelniku AYZ,
je thel <CZp = 90° a dhel " = 90° — «, tj. f" = p. Protoze
je a << f, je podle (6) téZ o’ < "’ a polopfimka YZ lezi v tihlu
B, a tudiz bod Z padne dovnitf usecky ZpA4; tato usecka viak
je Casti useCky CA, a proto bod Z lezi téZ uvniti dsecky CA4,
coz jsme méli dokazat.

Tim je cely dikaz proveden.
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IV. Ulohy s vypoity

33. V trojihelniku ABC; oznaéme uhly < Ci4AB = o,
<XABC:1 = f§, <LBC14 = y.
Uvnitf trojahelnika ABC; lezi bod C, takovy, Ze plati

1 1
{CnAB = ;.d, {ABCn = ; . ﬁ,

kde » je dané pfirozené Cislo vétsi nez 1.
Vyjadfete velikost thlu <CAC,B pomoci thlu y.

Gy

Obr. 63
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ReSeni. Na obr. 63 jsou trojihelniky ABCi, ABCs, ABCs.
Vypocet thlu <t ACsB je jednoduchy:

1 1 1
FACB =180° — 5 a — — f=180° — = (x + f).

ProtoZe plati « +  + » = 180°, je
«-+ f=180°—y (1)
¢ili
1 1
< AC:B = 180° — 5 (180° — y) = 90° + 5 7

Obdobné bychom vypoditali velikost thlu < A4CsB = y3
a obecné pak thlu LAC,B = yp:

b
n

o 1
Yo =180° — — — — = 180° — —(x + f) )

Dosadime-li z (1) do (2), dostaneme
1
yn = 180° — W (180° — »)

nebo po dalsi dpravé

1 1
yn=180° 1_;) +'_y.

n
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Toto vyjadieni velikosti thlu y, zévisi na pfirozeném disle n,
velikosti dhlu 7 a konstanté 180°, jak vyZadoval text tlohy.

34. Rovnoramenny trojuhelnik ABC se zdkladnou AB ma
obvod 50 cm. Oznacte D stied strany BC a E stied strany AC.
Obvod trojthelnika ABE je 0 8 cm vétsi nez obvod trojiihelnika
ACD.

Vypocitejte velikosti stran trojihelnika ABC.

/

Obr. 64

ResSeni (obr. 64). Oznaéme z = d(AB),r = d(CA) = d(CB)
v rovnoramenném trojtihelniku ABC se zdkladnou AB. Protoze
body E, D jsou stfedy ramen, plati podle véty sus ziejmé
AAEB = BDA. (1)
Podle podminek ulohy je
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d(AB) + d(BE) + d(AE) — 8 cm = d(AD) -+ d(CD) +d(AC).
@)

Protoze podle (1) je AD =~ BE, dostaneme po dosazeni
do (2) rovnici

1 1
z+§r—8cm:v2—r+r
¢ili
g2 —r==8cm. 3)

Z podminky pro obvod trojihelnika ABC plyne druha
rovnice pro nezndmé z, r:

2 -+ 2r =50 cm 4)

Resenim soustavy (3), (4) dostaneme r = 14 cm, 2 = 22 cm,
tj. d(AB) = 22 cm, d(CA) = d(CB) = 14 cm.

Zkouska. a) d(AB) +d(CA) +d(CB) =22cm +2.14cm =
= 50 cm, coZ je podminka tlohy.

b) Vypocitame d(AB) + d(BE) + d(AE) — (d(AC) +
~+ d(DC) + d(AD)). Protoze podle (1) je AD = BE, dosta-
neme d(AB) + d(AE) — d(AC) — d(DC) =22 cm + 7cm —
— 14 cm — 7 cm = 8 cm, jak zada text tlohy.

35. Je dan lichob&Znik ABCD, jehoz stfedni pficka ma dél-
ku 1 a jemuZ lze vepsat kruZnici. Vypoctéte jeho obvod.
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ReSeni (obr. 65). Kruznice & vepsana lichobé&zniku ABCD
se dotyka jeho stran AB, BC, CD, DA v bodech, které ozna-
¢ime po fadé T, U, V, W. Podle zndmé vlastnosti teen vede-
nych z bodu ke kruZnici plati AW = AT, BT = BU, CU =
= CV, DV = DW. Délky téchto tsecek oznacime I, m, n, p.
Podivime-li se pozorné na obr. 65, vidime, Ze soucet délek
obou zékladen je

I+m+n+p )]

a ze témuz Cislu se rovna i soudet délek obou ramen. Obvod
lichobéznika je tedy

2(I +m+n+p). 2

Nyni vyuzijeme podminky, Ze stfedni pficka ma délku 1.
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Délka stfedni pficky se rovnéd poloviné souctu obou zékladen,
tj. podle (1)

WH+m+n+p)=1

Dosadime-li do vyrazu (2), dostavame, Ze obvod daného licho-
béZnika se rovné Cislu 4.

! 36. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC o stranich délek
d(AC) =b = 12cm, d(BC) =a =5cm. Sestrojte kruZnici
k = (8; r), ktera se dotyka uvnitt kazdé z kruznic k1 = (4; b),
ke = (B; a) a ma stfed na AB.

Vypoltéte polomér r a vzdalenost CS.
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Reseni. PFi rysovani obrizku vyuZijeme toho, Ze tihel ACB
je pravy; celd konstrukce je patrna z obr. 66. Dotykovy bod
kruZnic %k a k1 oznalime M. KruZnice k2 a k2 maji dotykovy
bod N.

a) Nejprve vypocitame délku pfepony ¢ v centimetrech:
1/5_2 + 122 = 13 (cm)
Z polohy bodu na pfimce AB vyplyva, Ze
¢ = d(BM) + d(MN) + d(NA)
¢ili
c=(a—2r)+2r-+(b—2r),
takZe plati
c=a-+b—2r.
Proto dostaneme
2r=a+b—c=5cm+12cm — 13cm = 4 cm.
Odgovéd. Polomér kruZnice % je r = 2 cm.
b) Usecka CS je ptreponou pravoihlého trojihelnika CSP,
kde bod P je patou kolmice vedené bodem S na pfimku CB.
Trojthelniky BSP a BAC jsou podle véty uu podobné; toho

vyuZijeme k uréeni délek odvésen trojuhelnika CSP. Plati
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¢ili

takze

d(BS) d(BA)

d(SP) ~ d(AC)

3 cm 13 cm

d(SP)  12cm’

36
d(SP) = 7; cm.

)

Proto¥e CP = CB — PB, vypoclteme nejprve délku PB.

Plati

cili

takze
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d(PB)  d(CB)
d(BS) ~ d(BA)

d(PB) 5cm

3cm 13cm’

15
d(PB) = —; 3 cm



TGP 15 50
( )~5cm——13cm:Ecm. (5)

Podle Pythagorovy véty pak dostaneme

d(CS) = |/(d(CP))? + (d(SP))? cm =

| e

132 T 3 M

|

1
= /3796 cm = 13- 61,61 cm = 4,74 cm.

Odpovéd. Vzdalenost CS = 4,74 cm.

3
37. Obdélnik ABCD mé rozméry d(AB) = 6 cm, d(BC) =

2
= 4; cm; oznacte F stied strany 4B. Vypoctem feste ulohu:

Na polopfimce BC urcete takovy bod X, aby obsah troj-

5
thelnika AFX byl roven g obsahu obdélnika ABCD. (Vypocté-

te délku x dsecky BX.)
ReSeni (obr. 67). Obsah P obdélnika ABCD je

p 63 42 2
=675 . 45 cm?
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5
s obsahu P je

Obr. 67

Trojihelnik AFX ma stranu AF délky

224
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(AF) = 5.2cm
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a délku pfislusné vySky v centimetrech oznalime x; obsah
tohoto trojthelnika je

1
5 d(AF). x cm2,

Dosadme sem za d(AF) ze vztahu (2); dostaneme

1 3 1

6-5— E— x cm2,

Toto Cislo ma byt rovno ¢islu (1); tim dostaneme rovnici
(v cm?)

1
2

1 5

2¥=g-0

u:]m
.p
w| N

63
65

1 31

Znésobme tuto rovnici Cislem prevridcenym k (‘:islu —~.6 5%

3
pak se na pravé strané zkrati 6 52 dostaneme pro x v cen-

timetrech

5
x = R 4-— 4 cm;

odtud postupné dostidvime
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5 14

X = -2—.—5cm,
5 7

x = —l—.gcm,
35

X = ?cm,

x =11 —cm.

2
Odpovéd. Délka tsecky BX je 11 3 cm.
Zkous$ka. Obsah T trojuhelnika AFX je (v cm2)
1 31 2 1.33.1.35 1.11.1.7 77

T=o 65 U3 =0 553 2121 &

N

Pro obsah P obdélnika ABCD dostavime (v cm?2)

B 63 42 33 14 154
V573753 5°
5
Vypocteme jeho obsahu
5 154 5 77
8 5°8 4’

a to je skutené obsah T trojihelnika AFX v cm?2.
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Poznamka. Promyslite-li si text ulohy, uvaZite-li, které
udaje jsou pro feSeni tulohy podstatné, a nebudete-li hned
dosazovat numerické udaje, zjednodusi se cely vypocet takto:

1
Oznacme d(AB) = a,d(AF) = 5 d(BC) =b, d(BX) = «x.

Podle textu tlohy ma platit

1 1 5

E—.Ea.nga.b.
Po vypoctu x dostaneme

> b
72
2 14
a po dosazeni za b = 4 3 om = cm (za a neni tfeba dosa-
zovat) je
5 14 35 ) 2
x=7.3zm= 3cm~1 3 om.

38. Je dan obdélnik ABCD, jehoz strany maji délky d(4AB) =
= a, d(BC) = b, a > b. Na polopfimkich B4, CB, DC, AD
sestrojte po fadé body B’, C’, D', A’ tak, aby platilo 44" =
=~ BB’ = CC’ = DD’ a aby A’B’'C’D’ byl kosoctverec.

Vypoctéte nejprve délku tseku d(AA’) = x, a pak koso-
ctverec sestrojte.
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ReSeni. Budiz A'B'C’'D’ kosoétverec (obr. 68). Oznalme
d(AA") = d(BB') = d(CC’) = d(DD") = x. Pak je d(AB’) =
=d(CD') = |a — x| (nevime, zda je a > x nebo x > a);
obdobné je d(BC') = d(DA’) = | b — x|. Podle Pythagorovy
véty a z toho, Ze A'B’C’'D’ je kosoltverec, je

(d(BB))? + (d(BC)? = (d(B'C))?,
(d(CCM)? + (d(CD))? = (d(C'D))> .
Protoe je B'C' = C'IY, plyne z (1)
(d(BB))? + (d(BC"))? = (d(CC"))* + (d(CD)%
protoze je d(BB') = d(CC’) = x, dostavime
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|b—xP=|a—x[ @
Zaklady druhych mocnin v rovnici (2) jsou absolutni hodno-

ty, tedy nezdporna ¢isla, a proto muzeme kaZdou ze stran
rovnice (2) odmocnit a dostaneme spravnou rovnici

la—x|=|b—x]. 3)

Pripustime-li moZnosti jednak a > x nebo a < x, jednak
b>x nebo b < x, dostaneme po odstranéni absolutnich
hodnot dvé rovnice

a—x=0b—zx, ¢))
a—x=ux—>b. (I1)

Prvni rovnice je vyloucena, ponévadz je a > b. Z druhé rovnice
plyne

1
x:i(a+b). 4

Obracenim postupu zjistime, Ze A'B’'C’D’ je pfi takto zvoleném
x skutecné kosoctverec. Vzorec (4) zarovei ukazuje, Ze je

b<x<a,

tj. body C’, A’ leZi vné obdélnika, B’, D' na jeho stranach (viz
obr. 68).
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Konstrukce. Na polopiimce opacné k 4B sestrojime bod M
tak, aby bylo d(AM) =b. Pak je d(BM)=a+b a B je

1 1
stfedem tisecky BM, nebot je d(BB') = 5 d(BM) = 5 (a+0b).
Dalsi body 4’, C’, D" snadno doplnime.

Poznamka. Pfedpokldddme-li, Ze na obr. 68 je znazornéno
feSeni ulohy, zjistime, Ze

AB'BC' = NC'CD’

(podle véty Ssu, nebot oba trojihelniky jsou pravoiihlé a plati
d(B'B) = d(C'C) = x, d(B'C’") =d(C’'D’), kde B'C’' > B'B).
Proto je

BC' = CD',

tj. |a — x| =|b — x| a obdobnou tvahou jako v uvedeném
feSeni zjistime platnost vzorce (4).

39. Je dén obdélnik ABCD o rozmérech d(AB) =2 m,
d(AD) = 1,6 m. Uvnitf tohoto obdélnika lezi bod X; pfitom
jsou obsahy trojihelniki ABX, BCX, CDX, DAX po fadé
imérné Cislim 5, 6, 3, 2.

a) Vypoctéte obsah kaZzdého z téchto Ctyf trojuhelniki.

b) Vypoctéte vzdalenost bodu X od pfimek 4B, BC, CD,
DA.

c) Sestrojte obdélnik ABCD v méfitku 1:20 a v ném
bod X, ktery vyhovuje pozadavkim tlohy.
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Obr. 69

ReSeni (obr. 69).2a) Je d(AB) =20 dm, d(BC) =16 dm.
Obsah P daného obdélnika ABCD je 320 dm2. OznaCme Pj,
Ps, P3, P, obsahy (v decimetrech Ctverecnych) trojihelniki
ABX, BCX, CDX, DAX. Podle textu tlohy plati

Py = 5d, P» = 6d, Ps = 3d, Py = 2d, 1)
kde cislo d > 0 musime vypocitat. Plati
P=P,+Py-+P;+ Py
neboli (v dm?)
320 = 5d + 6d + 3d + 2d;
odtud postupné dostaneme

16d = 320,
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320
16’
d = 20.

Ze vztaht (1) pak dostavame
P; = 100 dm?2, Py = 120 dm?, P3 = 60 dm?2, P; = 40 dm?2. (2)

Cisla Py, Ps, P3, Py jsou zfejm& imérna &islam 5, 6, 3, 2, jak se
1
pfesvédéime nasobenim Cisel (2) mslem . Soucet Py + Py +

-+ P3 4+ Py = 320 dm?2.

b) Oznacme po fadé v;, ve, vs, v4 vzdilenosti bodu X od
ptimek AB, BC, CD, DA neboli vysky trojuhelniki 4BX,
BCX, CDX, DAX. Plati po fadé¢ (délky usecek v decimetrech,
obsahy v decimetrech ¢tvereénych):

1 1 .
P1 = E.AB.'I)l, Pz = ’2—.BC.‘Z)2,
1 1
sza‘.CD.'va, P4 =‘£.DA.?)4
neboli
1 1
100 = -.20.2, 120 = 5.16.2,
1 1
60 = "2“.20.‘03, 40 = 5.16.7)4.
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Po zkriceni a zaméné stran rovnic dostavame

1021 = 100, 8ve = 120, 10v3 = 60, 8v, = 40.

1 11
, % Kazdé : T T T
Naésobme obé strany kazdé z rovnic po fadé Cisly 10°8°10°8
dostaneme
120 60 40
1 =10>v2=—’8—>'03=E,‘04=§

neboli v decimetrech
v = 10 dm, 2 = 15 dm, v3 = 6 dm, v4 = 5 dm.
Ziejmé plati v, + v3 = d(BC), tj. 16 dm, dile vz + v4 =
= d(A4B), tj. 20 dm.
c) (Délky usecek udavame v decimetrech; obr. 70 zmensen.)

Obdélnik ABCD znézornime obdélnikem A'B’'C’D’ v méfitku
1: 20, tj.

1 1
d(A'B’) = 20 d(AB), d(B'C") = EBd(BC)
neboli

1
d(A'B’) = 55.20 dm = 1 dm = 10 cm,

1 8
dB'C’) = %.16 dm = — dm = 8 cm.

10
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Obr. 70

Sestrojeni obdélnika A'B'C’'D’ je z vypocitanych rozméri
ziejmé.
Nyni plati

==, — ==, €)

Use¢ku A'B’ délky 1 dm rozdélime v poméru 3 : 1 [viz (3)].
Provedeme to tak, Ze ji rozdélime na 4 rovné dily: délka jednoho

1 1 3 1
dilu je Z.d(A’B’) =2 dm; ¢asti budou " dm, " dm. Oznac-
, .1
me X, bod Gsecky A'B’, pro n¢jzplatid(4A'X,) = " dm neboli

, 5 ,
d(B'X;) = dm (8. d(A'X) = 25 cm).
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Usecku B'C’ délky 0,8 dm = 8 cm rozdélime v poméru 5 : 3.
Provedeme to takto: Rozdé€lime ji na 8 rovnych dila: délka

1 1
jednoho dilu je r dB'C’) = §.0,8 dm = 0,1 dm, tj. 1 cm.

Césti budou:
0,1 dm.5 = 0,5 dm; 0,1 dm.3 = 0,3 dm.

Na tsecce B'C' sestrojime bod X"’ tak, aby platilo d(B' Xy"") =
= 0,5 dm neboli d(C'Xy"") = 0,3 dm (tj. d(C'Xy"") = 3 cm).

Nyni sestrojime bodem Xy pfimku x’ || B'C’, bodem X"
pfimku x' || A’B’. Prusecik piimek x', x” je bod X’. Tim je
cela tloha rozfeSena.

40. V rovnoramenném lichobéZniku ABCD ma vétsi zaklad-
na AB délku 4 cm; uhlopficky lichobéZnika jsou navzijem
kolmé a déli se v poméru 2 : 1.

Vypoctéte polomér kruznice lichobéZniku opsané.

ReSeni. V této i v kazdé jiné geometrické tloze, kterou
feSime pocetné, velmi zdlezi na pofizeni zfetelného obrizku,
na jeho vhodném oznaceni i postupném dopliiovani dosaze-
nymi vysledky nebo na vhodném uplatilovani znamych geo-
metrickych vét.

Na obrazku lichobéZnika ABCD, o némZ piedpokladame, Ze
ma dané vlastnosti (obr. 71), oznac¢ime P pruasecik thlopiicek
a M, N po radé stredy usecek AB, CD. Ptimka MN je osou
soumérnosti lichob&Znika a déli i uhel APB na dva shodné
uhly, takze <TAPM = <{BPM = 45°. Proto pravouhly troj-
thelnik AMP (<t AMP = 90°) je rovnoramenny a plati
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d(AM) = d(MP) = 2cm; d(AP) = 2]/2 cm.

Pak podle podminky tlohy je d(PC) = |/2 cm a z podobnosti
pravouhlych trojihelniki AMP a CNP vyplyva, ze d(PN) =
=1 cm, takZe d(MN) =3 cm a dile d(NC) =1 cm, takZe
d(DC) = 2 cm.

Stfed O kruZnice opsané lichobé&Zniku leZi na piimce MN
a napf. na ose g strany AD. DokaZeme-li, Ze prisecik piimek
MN a g padne dovnitf useCky MN tak, jak nim vys$lo na
obrézku, pak budeme moci pii vypoctu poloméru r = d(40) =
= d(DO) pouzit trojuhelniky AMO a DNO.

Obr. 71

Nejprve tedy pocetni ovéfeni polohy bodu O mezi body
M, N: Stied tsecky AD oznatme Q; bod Q pfimky ¢ leZi
tedy uvnitf polorovin MNA, AMN a NDA. Oznalme dile E
patu kolmice bodem D k pfimce 4AB; tu je d(AE) = d(AM) —
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—dME)=2cm —1 cm =1 cm. V pravouhlém trojihel-
niku ADE o ptfeponé AD pak podle Pythagorovy véty plati:

(d(AD))? = (d(AE)? + (d(DE)? = 12 + 32 = 10 (v cm?)

cili

_ 1
d(AD) = |10cm; d(4Q) = |10 em.

Protoze z trojuhelniku AED vyplyva, ze uhel DAE je ostry,
protnou se piimky ¢ a AE v bodé F a vytvori rovnéZ pravouhly
trojuhelnik AQF. Trojihelniky AED a AQF jsou podle véty
uu o podobnosti trojuhelniki podobné, a plati pak napf.

d(AE) d(4Q)

d(AD) ~ d(AF)’

odtud po dosazeni za d(AE)=1 cm, d(AD) = ]/1_0 cm

1 —
ad(AQ) = 5 }/10 cm dostaneme

d(AF) =5 cm.

Avsak d(AB) =4 cm, takZe bod F padne do poloroviny
MNRB; bod Q lezi v poloroving opa¢né. Potom bod O tsecky
QF lezi uvnitf poloroviny ABD, a tedy i uvniti dsecky MN.

Nyni uZ vypocteme polomér r = d(AO) = d(DO) opsané
kruznice z trojihelniki AMO a DNO. Pomocné oznalime
d(MO) = x, takZe je d(NO) = 3 — x (oba tidaje jsou v centi-
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metrech). Podle Pythagorovy véty pro uvedené pravoiihlé
trojuhelniky dostaneme:

(d(AM))? -+ (d(MO))? = 12, (d(ON))? + (d(ND))? = r?
(v8e v cm?) neboli
4+ x2=r2 3—x2+12=r2 €))
Porovnénim obou vyjadieni r2 dostaneme rovnici
44x2=9—6x+ x2+1
a z ni vypolteme x = 1, coZ znadi, Ze bod O je sttedem tsecky
MP. Dosazenim do (1) dostaneme r2 =5 (v cm?) ¢&li r =

= ]/5_ cm == 2,24 cm.
Odpovéd. Hledany polomér opsané kruZnice je r — |/5 em.

D C
o
1 | S
x |
P | Y
a a
B . P
A ' B
2a
Obr. 72
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41. Je dan obdélnik ABCD, v némz d(AB) = 2a,d(BC) = a.
Nad stranami AB, AD jako nad priméry jsou sestrojeny kruz-
nice, které kromé bodu A maji spolecny jesté bod K.

a) Dokazte, Ze bod K leZi na uhlopfi¢ce BD.

b) Vypoctéte vzdalenosti bodu K od vrcholu 4, B, D.

Reseni. a) Pongvad? podle Thaletovy véty (viz obr. 72) je

<LAKD = 90° a zaroven <CAKB = 90°,

lezi body B, K, D v pfimce, tj. na uhlopiicce BD daného
obdélnika.

b) Oznacme (v centimetrech)
d(AK) = x, d(BK) = y, d(BD) = |/a® + 4a? = al/5.

Z pravouhlého trojihelnika ABK plyne

x2 + % = 4a?,
a podobné z pravouhlého trojuhelnika 4ADK plyne

22 + (a]5 — )2 = a2
Upravujeme druhou rovnici
2+ 3% — ZayVS_—I— 5a2 = a2

Dosadime z prvni rovnice
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40 — 2ay)/5 + 42 =0
a odtud

Nakonec jesté dostaneme (v centimetrech)

d(DK) = a5 —y = 2

I5

Jiné FeSeni. Oznacme d(DK) = z (v centimetrech). Z podob-
nosti AAKB ~ ADKA (véta uu) plyne

x=x:y.
Dosadime-li

z =al5 -y, )
dostivime

a5 — 52 = 22,

odtud s pouzitim vztahu

x2 + 32 = 42

@
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4a
plyne y = %—* Z (1) pak uréime 2. Z (2) mizeme uréit x.

Rychleji 1ze x urcit z podobnosti AABK ~ ADBA (véta uu),
odkud plyne

42, Je dan ctverec ABCD o strané a = 10 cm. Kazda ze
stran BC, CD je rozdélena deviti body na deset shodnych
usecek. Stfed K strany 4B je spojen s délicim bodem X strany
BC a vrchol B je spojen s délicim bodem Y strany CD.
Které délici body X, Y musime vybrat, aby primky KX,
BY byly navzijem kolmé?

D‘:::;\YT::C

!

Obr. 73

241



ReSeni. Délici bod na strané¢ BC oznaéme X a d&lici bod
na strané CD oznacme Y (obr. 73). Aby pfimky KX, BY byly
k sobé kolmé, musi platit

AKBX ~ ABCY.
Odtud méame
d(BX) : d(BK) = d(CY) : d(BC), (¢))]

ale

a
d(BK) = 5= 5 cm,

d(BC) = a = 10 cm.
Dile jesté oznaCme
d(BX) = a,
d(CY) = p,
kde pro pfirozena ¢isla «, f§ (v centimetrech) plati

0<a<10,0 < << 10.

Po dosazeni do (1) dostaneme
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Vyhovuji tyto hodnoty:

A B 'l_\ B

Obr. 74
43. Je dan ¢tverec ABCD. Stranu CD rozdélte na n shodnych
dila tak, aby na ni existoval délici bod X takovy, Ze
KX|| YL. (1)
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K je stfed strany BC, L je stied strany AB a Y je délici bod
na strané AD, ktera je rozdélena na 5 shodnych dila.
Urcete nejmensi # této vlastnosti.

Reseni (obr. 74). Ze vztahu (1) plyne
AALY ~ ACXK,
t.

d(4Y) d(CK) ,
d(AL) ~ d(CX) @

Oznacime-li délku strany ¢tverce a, potom rovnost (2) nabyva
tvaru

a a
1'5_2

> 3

b
X|a

a
2
kde r, s jsou pfirozena Cisla vyhovujici nerovnostem
1ISr<5, 15s<n (4)
Vztah (3) po dpravé zni

4rs = 5n. 5)
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Z posledni rovnosti je ziejmé, Ze n je nisobkem 4. Nejmensi
takové z jsou 4. Pro n = 4 davi (5)

rs =5,

coz viak nelze splnit Cisly r, s vyhovujicimi nerovnostem (4).
Pro n = 8 rovnost (5) zni

rs = 10.
Této nerovnosti vyhovuji Cisla r = 2, s = 5, kter4 také spliiuji

2 5
nerovnosti (4). Potom d(AY) = 5% d(CX) = = a. V tomto

pfipadé skute¢né plati (1).

Zaveér. Nejmensi n poZadované vlastnosti je 7 = 8.

Jiné feSeni. OznaCme Y1, Y2, Y3, Y délici body na strané
AD (viz obr. 74). Ze vztahu (2) plyne

d(CK).d(AL) a 1
dCX)=""4avy  ~ 1 d@yy

Pro Y7 plati

a
d(CX) = — 2= tj. X by nebyl bodem usecky DC;
pro Yz je

a2 5 5 .
d(CX)——:Z_E‘;:Ea,t).nIS;
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pro Y3 je

d(CX ¢ 3 > 12
CX) =3 55>t "=1%
pro Y;je
d(CX < > j 16
( )—4.4a:l—6a,t).n— ;

Zavér. Nejmensi n pozadované vlastnosti je tedy n = 8.
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V. Nerovnosti v geometrii

44. Je dan trojihelnik ABC. Ozname S stied strany AB.
Dokazte, Ze

CS < % (AC + BC). 1)

Obr. 75

ReSeni. Na prodlouZeni tisecky CS (obr. 75) za bod S
sestrojime bod C’ tak, aby platilo

C'S = CS.
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Pak oviem plati
CC’'=2.CSaBC” = AC. 2

Bod S neleZi na pfimce BC, takZe body C, C’ a B neleZi na
téZe pfimce a plati pro né trojihelnikova nerovnost

CC" < BC’ + BC,
tj. podle (2)
2.C§ < AC + BC,
odkud jiz plyne dokazovani nerovnost (1).
45. V rovin¢ daného vypuklého ¢tyithelniku ABCD najdéte

viechny body, jejichZ soucet vzdalenosti od vrcholt A4, B, C,
D je nejmensi.

Obr. 76
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ResSeni. Zvolme libovolny bod X v roviné daného &tyfihel-
niku ABCD a hledejme (obr. 76), v kterém piipadé je nejmensi
soucet

AX + BX + CX + DX.
Pro body 4, C, X podle trojihelnikové nerovnosti plati
AX + CX = ACG, (1)
pfi¢emZ rovnost nastdvi, pravé kdyz bod X je bodem usecky
AC. Obdobné podle trojihelnikové nerovnosti pro body B,
D, X plyne

BX + DX = BD, @)

kde rovnost plati, pravé kdyZ je bod X bodem tusecky BD.
Z nerovnosti (1) a (2) dostavame

AX 4+ BX 4 CX 4 DX = AC + BD,

pfi¢emZ rovnost plati, pravé kdyZ je bod X ziroveii bodem
tseCky AC a usecky BD. Tyto dvé dsecky maji jediny spoleény
bod - svij prusecik V. Tento bod V je tedy bodem, jehoZ
soucet vzdalenosti od bodu A4, B, C, D je nejmensi.

Uloha mé jediné feSeni; je jim pruseik thloptidek Ctyf-
thelniku ABCD.

46. Je dan rovnobéZnik ABCD. Potom pro kazdy bod X
roviny rovnobézniku plati
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AX < BX + CX + DX. (1)
Dokazte.

Obr. 77

ReSeni. Pro kazdy bod X roviny rovnob&zniku ABCD
(obr. 77) podle trojihelnikové nerovnosti plati

AX < AD + DX. o)

Porovnanim s nerovnosti (1), kterou mame dokazat, vidime, Ze
na misté¢ useCky AD potiebujeme mit soucet BX + CX. Pro
tento soucet podle trojihelnikové nerovnosti pro body B, C,
X plati

BC < BX + CX, 3)
pricemz
AD = BC, 4)
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coZ plyne z toho, ze ctyfihelnik ABCD je rovnobéznik. Tak
dostdvame nerovnost

AD = BX + CX, (5)
z niZ a z nerovnosti (2) plyne -
AX =< BX + CX + DX. (6)

Nyni zbyva jesté roziesit problém, zda v (6) muZe nastat
rovnost. Ta by platila, pravé kdyZz by platila rovnost soucasné
v (2)a(5),1j. v (2)a(3), tedy pravé kdyz by bod X leZel zaroveii
na polopfimce opacné k polopfimce DA a na usecce BC. To
viak neni mozné, nebot ptimky AD a BC jsou riizné rovnobéz-
ky. Tedy pro kazdy bod X roviny rovnobéznika ABCD plati
nerovnost (1).

Obr. 78

47. Je dan vypukly ctyfuhelnik ABCD. Ozname M a N
po fadé stiedy stran 4D a BC.
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DokaZte nasledujici tvrzeni: Jestlize
1
MN = Py (AB + CD), (1)

pak stied S thlopticky AC le?i uvnitf usetky MN a AB || CD.
ReSeni. Usetky MS a SN jsou po fadé stfednimi pfi¢kami
(obr. 78) trojtihelniki ACD a ABC. Tedy

MS||CD, SN|| 4B, (2)
MS ! N ! AB
=3 CD, SN = 5 ,

takze

1
MS + SN = - (4B + CD).

Z predpokladu (1) tedy plyne
MS + SN = MN. (3)
Podle trojihelnikové nerovnosti pro body M, N S plati
MS + SN = MN,
pfiemz rovnost nastava, pravé kdyz bod S je vnitinim bodem
tseCky MN. Tedy z rovnosti (3) vyplyva, Ze bod S je vnitfnim

bodem tseCky MN. Pak podle (2) je
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MN || ABa MN || CD,
tj.
AB|| CD.

48. Jsou diny dva ruzné body P a Q. Sestrojte ctverec K,
ktery obsahuje body P a Q a ma nejmensi moZny obsah.

Obr. 79
ReSeni. Nejprve dokézeme, Ze pro kazdy ¢étverec ABCD
plati: Jsou-li X a Y dva jeho body, pak
XY < 4G, )]
pfiCemZ rovnost nastiva, pravé kdyz X a Y jsou prot&jsi
vrcholy ¢tverce ABCD.

Oznac¢me S stied ¢tverce ABCD a u délku jeho uhlopficky
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(obr. 79). VSechny body ¢tverce ABCD nélezi kruhu o stfedu

u
S a poloméru 5 Je tedy

dSK)< <, dSY)= . @)

Podle trojihelnikové nerovnosti pro body S, X, Y plati
SX + SY = XY, (3)

odkud jiz vzhledem k nerovnosti (2) plyne nerovnost (1).
Rovnost v nerovnosti (1) nastane, pravé kdyZz plati rovnost
v obou nerovnostech (2) a v nerovnosti (3), tj. pravé kdyZz
bod S je vnitfnim bodem tsecky XY a body X, Y jsou vrcholy
¢tverce ABCD, tj. pravé kdyz X a Y jsou prot&jsi vrcholy
¢tverce ABCD.

Hledany ctverec K ma obsahovat dané body P, Q a mit
pfitom nejmensi moZny obsah. Musi tedy mit nejmensi moZnou
stranu, a tedy nejmensi moznou dhlopfi¢ku. Body P a Q jsou
rizné, a proto nejmen$i mozna délka vthlopficky ctverce K je
podle (1) rovna d(PQ). Body P, O jsou tedy protéj§imi vrcholy
¢tverce K. Odtud jiz plyne (obr. 80) konstrukce Ctverce K.

49. Pro kazdy trojuhelnik ABC se stiedem S vepsané kruz-
nice plati: Jestlize

<LCAB > <ABC > {BCA, (1)
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pak
AS < BS < CS. (2)

Dokazte. Plati i véta obriceni k této vété?

\o Q¢

Py

Obr. 80
Reseni. Z piedpokladu

XBCA < < ABC 3)

plyne, Ze
1 1
5 LBCA < 5 <LABC. 4)

Bod S je vSak stiedem vepsané kruZnice trojuhelnika ABC,
takZe z nerovnosti (4) dostavame (obr. 81)

' X SCB < X SBC. (5)
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Podle zndmé véty o vztahu mezi thly a stranami trojihelnik:
pak z trojtihelnika BSC dostavame

BS < CS. (6,
Z pfedpokladu
<X ABC < <tCAB 7
dale obdobng plyne, Ze
SABS < L SA4B. | (8
V trojthelniku ABS je tedy
AS < BS. ©
Cc

256



Nyni uZ sta¢i napsat nerovnosti (6) a (9) do jednoho zapisu
tvaru (2) a véta je dokdzana.

Zbyva jesté odpovédét na posledni otazku v textu ulohy.
Nejprve vSak musime zformulovat obracenou vétu. Ta zni:

Pro kazdy trojihelnik ABC se stiedem S vepsané kruznice
plati: Jestlize jsou splnény nerovnosti (2), pak plati nerovnosti
(1). K dikazu této obracené véty lze vyuzit dikaz puvodni
véty, staci ho Cist odzadu. Z nerovnosti (2) uZijeme nerovnost
(9), podle niz plati v trojuhelniku ABS nerovnost (8), z niz
plyne nerovnost (7). Déle z nerovnosti (2) vyuZijeme nerovnost
(6), z niz postupné vyplynou nerovnosti (5), (4) a (3).
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VI. MnozZiny vSech bodl dané vlastnosti

50. Je dana polokruznice % se stfedem S a prumérem AB.
Oznacme x vzdalenost libovolného bodu X polokruznice & od
primky AB. Na polopiimce SX sestrojte bod Y tak, aby platilo
SY = x. VySetite mnoZinu vSech bodua Y.

Obr. 82

ReSeni (obr. 82). Nejprve provedeme odhad hledané mno-
ziny. Oznac¢me k = (S; r = 1) danou polokruznici s primérem
AB a dale bod C této polokruznice, ktery ma sobé rovné vzda-
lenosti od bodu A4, B, takze SC | AB. Polomér r jsme zvolili
rovny jednotkové dsecce; je totiZ ziejmé, Ze velikost poloméru
nema vliv na zpusob a vysledek feSeni.

Zvolime nékolik poloh bodu X a sestrojime pfislu$né body Y.
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Pri volbé riznych poloh bodu X postupujeme systematicky.
Zvolime napf. nejdfive bod X = Cj; pak je Y = X = C. Pak
volime postupné body X na oblouku blize bodu 4 a snadno
uhodneme, Ze je-li X = A4, je Y = S. Proto body C a § patii
urcité do hledané mnoziny. Konstrukci dalsich nékolika bodu Y,
které odpovidaji bodim X # A4, X # C, snadno dospéjeme
k domnénce, ze body Y padnou na kruznici m sestrojenou
nad useckou SC jako pramérem.

Nyni nejprve dokazeme, Ze kazdy bod Y lezi na kruZnici m.

1. O bodech Y odpovidajicich bodim X =4, X =B
a X = C to zfejm¢ plati.

2. Necht bod X polokruZnice % je rizny od bodu 4, B, C.
Potom vznikne pravouhly trojihelnik SXZ, kde Z je pata
kolmice vedené bodem X k pfimce 4B, takze XZ || SC. Troj-
thelniky SXZ, CSY jsou potom shodné podle véty sus, protoze
se shoduji ve stranich d(SX) = d(CS) = 1,d(XZ) = d(SY) =
= x a v thlech <tS§XZ = <.CSY (dhly stfidavé mezi rovno-
bézkami XZ, SC). Je tedy <tSYC = <t XZS = 90°, a proto
bod Y lezi na Thaletové kruznici m sestrojené nad useckou
SC jako prumérem.

DokéZeme jesté obracené, Zze kazdy bod Y kruZnice m ma
vlastnost poZadovanou textem ulohy, tj. Ze plati d(YS) = x
a Y lezi na polopfimce SX:

Necht tedy bod Y lezi na kruznici m (miiZzeme predpokladat,
ze Y je rizny od bodd S, C, pro néZ jsou podminky tlohy
samozfejmé splnény). Oznatme X pruasecik polopfimky SY
s polokruznici £ a Z patu kolmice vedené bodem X k primce
AB. Potom trojuhelniky SCY a XSZ jsou shodné podle véty
usu, protoze d(SC)=d(XS)=1, <xCSY = <(SXZ (uhly
stfidavé mezi rovnobézkami SC, XZ),90° = <X CYS = < SZX,
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a tedy i LSCY = < XSZ. Je tedy d(YS)=d(XZ) = x;
body Y, X lezi zfejmé na téZe polopfimce s politkem S.

Zavér. Hledana mnoZzina vSech bodu Y je kruZnice m sestro-
jena nad tseckou SC jako prumérem, kde C je spole¢ny bod
polokruznice % a osy tsecky AB.

Poznamka. Vsimnéte si pozorné dvojiho kroku v dikazu

a promyslete si, pro¢ jsou oba kroky nutné.

V prvnim kroku jsme vlastné dokazali, Ze body Y nemohou
leZet nékde jinde neZ v odhadnuté mnoZiné, nebot thly CYS
jsou pravé. Mame tedy zaruéeno, Ze nas odhad je dost Siroky
a hledana mnozina je jeho Casti.

Druhy krok ndm povi, zda na$ odhad nebyl pfili§ Siroky
a zda skutecné kazdy bod kruznice m miZe byt povazovan
za bod Y.

51. Je dana usecka AB = 7 cm. Pfedstavte si, Ze sestrojite
vSechny mozné rovnobézniky ABCD, pro néz je d(AD) = 4 cm.
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Vysetite mnoZzinu vsech

a) vrcholi C;

b) stfedu S vSech rovnobézniki ABCD.

ReSeni. a) Na obr. 83 je narysovin jeden z rovnobéznikd
s pevnou stranou 4B a stranou 4D délky 4 cm. MozZné vrcholy
D opisuji kruznici k = (A, d(AD) = 4 cm) a obdobn¢ vrcholy
C kruznici k = (B; 4 cm). Odpovidajici si vrcholy D, C, resp.
D;, C apod., lezi na pfimce rovnobéZné s AB. Pruseciky U, V
kruznice k£ a X, Y kruZnice &' s pifimkou 4B nemohou byt
vrcholy uvaZovanych rovnobéznikt, nebot by se v tom pripadé
redukovaly na dsecku.

Zvolime-1i na kruZnici &’ libovolny bod C; # X, C1 # Y,
je d(C1B) = 4 cm a na kruzZnici & najdeme pfisluSny bod D
tak, ze ABC1D; je uvaZovany rovnobéznik.

Zavér. Hledanou mnozinou vSech bodu C je tedy kruZnice
k' = (B; 4 cm) bez bodu X, Y, kterd vznikne z kruZnice &
posunutim.

b) Oznacme pismenem S stfed jednoho uvazovaného rovno-
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béznika ABCD (obr. 84) a pismenem O stied usecky AB. Pak

vrw

usecka OS je stiedni ptickou v trojihelniku ABD a plati

1
0S || AD, d(0S) = - d(4D).

Protoze bod O je pevny a 3d(AD) = 2 cm je pevné Cislo, lezi
body S na kruznici ky = (O; 2 cm); tim jsme provedli odhad
hledané mnozZiny a zaroveii prvni ¢ast dikazu.

Aby kruZnice k¢ byla hledanou mnoZinou vSech boda S,
musime jesté dokézat, Ze kazdy jeji bod je stfedem rovnobéz-
nika danych vlastnosti. Ziejmé priseciky M, N kruznice k&g
s pifimkou AB do hledané mnoZiny boda nepatii, nebot stfed
rovnobéznika nemuZe leZet na pfimce obsahujici jeho stranu.

Zvolme nyni bod S’ na ky riizny od bodu M, N a provedme
konstrukci bodi C, D tak, aby vznikl rovnobéZnik poZado-
vanych vlastnosti. Na prodlouZeni tsecky AS” za bod S’
naneseme usecku 4S’; dostaneme tak bod C’. Obdobngé sestro-
jime bod D’ na pfimce BS'. ProtoZe thlopficky AC" a BD’
se puli, je ctyfdhelnik ABC’'D’ rovnobéznik. Protoze uisecka
délky d(OS") = 2 cm je stfedni pfickou v trojuhelniku ABD’,
je d(AD") = 2.d(0OS’) = 4 cm, jak vyZaduje text dulohy
(d(AB) = 7 cm bylo pouZito pfi konstrukci).

Zavér. Kruznice ko = (O3 2 cm) a% na body M, N je tedy
mnozinou stiedd S vSech rovnobéZnikit ABCD danych textem
tulohy.

52. Je dana polokruznice o priméru 4B a stiedu S. Na
polokruZnici zvolme bod C rizny od bodd A, B a sestrojme

v ném k polokruZnici te¢nu z. Bodem B vedme kolmici p
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k piimce ¢ a bodem § kolmici ¢ k pfimce BC. Oznacme X
prusecik pfimek p, g.

Vysetite mnozinu vSech bodd X, jestlize bod C probiha
danou polokruZnici.

Le

Obr. 85

Reseni (viz oznaCeni z obr. 85). Oznaéme p polorovinu
(s hranici AB), v které lezi dand polokruZnice k. Provedeme
odhad hledané mnoZziny. Pfi konstrukci bodu X se pokusime
najit vzajemné vztahy, které se pfi volbé rdznych bodi C
neméni. Tim vlastné provadime prvni krok dukazu.

Zvolme tedy bod C a hledejme k nému bod X. Podle textu
ulohy je p | t,q | BC; paty téchto kolmic ozna¢me po fadé
P, O. O stredu S polokruznice & plati

d(§4) = d(SB) = d(SC) = r. ¢))
Oznaéme o, f uhly pfi vrcholech A4, B pravothlého trojuhel-
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nika ABC (bod C lezi totiz na Thaletové kruznici opsané nad
tseCkou AB jako prumérem). Proto o uhlech vyznalenych
v obr. 85 plati

«+ f =90°
(ostré uhly v pravouhlém trojihelniku ABC),
b=p

(trojuhelnik SBC podle (1) je rovnoramenny se zakladnou BC),
o1+ f1 = 90% tj. ou =« (je SC | 1),

a1 + fo = 90%tj. fo = f

(soucet velikosti ostrych whla v trojuhelniku BCP, kde <(P =
= 90°). Pfimka BC tedy puli uhel <t SBX, pfi¢emz je BC | g¢;
je tedy BSX rovnoramenny trojihelnik s rameny BS, BX
a vzhledem k (1) plati » = d(BS) = d(BX). Je tedy <tSBX
duty a bod X padne dovnitf poloroviny ¢ na polokruznici ,
ktera ma stfed B a pramér SM. Tim jsme nejen provedli
odhad hledané mnoziny, ale i dokazali, ze kazdy bod X,
sestrojeny podle textu ulohy, padne na polokruZnici m (jeji
krajni body k ni nepatfi).

Poznamka. Trojuhelniky SBC, BSX maji kolmé ziakladny
BC, SX, které se navzajem puli, proto je SBXC rovnostranny
rovnobéznik (Ctverec nebo kosoctverec) a polokruznice &, m
vzniknou jedna z druhé posunutim o délku SB ve sméru SB
(nebo opacném). .

Obracené, je-li X bod uvnitf oblouku SM (polokruznice m),
sestrojime rovnostranny rovnobéznik SBXC; je SC = SB,tj.
bod C padne dovniti oblouku AB (polokruZnice k), a najde-
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me-li k bodu C pfislusné piimky p, ¢, je jejich prusecikem
zvoleny bod X.

Z4avér. Mnozinou vsech bodi X jsou body polokruznice
m = (B; 1d(AB)) lezici v poloroviné p, a to bez obou jejich
krajnich bodua S, M.

53. V roviné je dédna tseCka AM. Urlete mnozinu stiedd
ramen AC vsech rovnoramennych trojuhelnikd 4ABC se zi-
kladnou 4B, v nichZ je tsecka AM téznici.

c

Obr. 86
Reseni. a) Budiz T t&zi8té trojhelniki ABC, tj. T je bod

tuseCky AM, pro ktery plati AT = 2TM. Oznaéme N stied
ramena AC (obr. 86); pak BN je téZnice trojuhelnika ABC.
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Ponévadz trojuhelnik ABC je rovnoramenny, je AM = BN,
atedy TM = TN.Bod N leZi tedy na kruZnici & se sttedem T
a polomérem TM.

b) Nyni je$té musime zjistit, zda ke kazdému bodu kruznice &
existuje rovnoramenny trojuhelnik pozadovanych vlastnosti.

Oznacme M’ stied usecky AT (ktery je také bodem kruZnice
k). Zvolme libovolny bod N kruznice k, ruzny od M, M’
Dokazeme, Ze existuje rovnoramenny trojihelnik ABC se za-
kladnou AB a téznicemi AM, BN. Na polopfimce opacné
k poloprimce T'N sestrojime bod B tak, aby platilo TB = 2TN.
Dale sestrojime bod C soumérné sdruzeny s bodem B podle
bodu M. Ponévadz N # M, M’,lezi bod B mimo pfimku AM,
body B, C jsou oddéleny ptimkou AM, a tudiz body 4, B, C
nelezi v pfimce a jsou vrcholy trojihelnika ABC.

Protoze AM je téZnice trojuhelnika ABC (nebot BM = CM)
a protoze AT = 2TM, je T t&zist¢ trojuhelnika ABC. Protoze
T je t&ziSté trojuhelnika ABC, lezi jeho téZnice z vrcholu B
v pfimce BT, a protoze BT = 2TN, je N stfedem strany AC.
Protoze téznice AM, BN trojihelnika ABC maji stejnou délku,
je trojuhelnik ABC rovnoramenny se ziakladnou AB.

Z4vér. Hledan4 mnoZina bodt je kruZnice & bez bodt M, M.

Poznamka 1. Kdyby platilo N = M nebo N = M’, lezely
by sestrojené body 4, B, C v pfimce.

Poznamka 2. Trojtuhelnik 4BC je rovnostranny, pravé kdyz
<L MTN = 120°.

54. Do ostrothlého trojuhelnika ABC je vepsian obdélnik
MNPO tak, 7e vrcholy M, N lezi na strané AB, vrchol P
na stran¢ BC a vrchol O na strané CA.

Vysetite mnoZinu stied vSech obdélniki MNPO.
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[rp) MU UL

Obr. 87

Reseni. Sestrojime jeden obdélnik MNPO splitujici pod-
minky tlohy a jeho stfed S (obr. 87). Bod S jako stfed obdélnika
MNPO je stiedem jeho stiedni pficky HG, kde H je stfed
strany OP a G stred strany MN. Ziejmé HG | AB.

Bod H je stied pricky OP trojuhelnika ABC, ktera je rovno-
béZna se stranou AB, a proto bod H lezi na téZnici ¢, = EC
trojuhelnika ABC. Obricené snadno zjistime, Ze kazdy vnitfni
bod H’ téznice EC = 1. je stiedem strany O'P’ jistého obdélni-
ka M'N'P'O’ spliwjiciho podminky tlohy. Dochazime tedy
k jiné formulaci ulohy:

Urcete mnoZinu stiedi S vSech tuseCek HG, kde bod H
probiha vnitfek tsecky EC = 1, G lezi na AB a HG | AB.
Lze tedy zfejmé vyslovit zavér tdlohy takto:

Zavér. Mnozinou viech stfedi S je tedy vnitfek usecky
EF, kde F je stfed vysSky v, z bodu C na stranu AB, coz plati
1v pripadé, Ze ¢ splyva s ve, tj. je-li AC =~ BC.
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55. Je dan ctverec ABCD, jehoz strana ma délku a; K je
stfted strany AD, L je bod polopfimky BA, pro ktery plati

3
d(BL) =54 Ozna¢me o takovou pfimku prochazejici bo-

dem D, ze tsetka XY soumérné sdruzend s KL podle osy o
lezi cela ve ctverci ABCD.

Jaky utvar vyplni vSechny takto vytvorené usecky XY?
Narysujte obrazek a vy$rafujte tento tutvar.

\ \kf ka
D' M c

Obr. 88

ReSeni. Danou situaci znizoriiuje obr. 88. Protoze body
K, X jsou soumérné sdruzeny podle osy o, ktera prochazi
vrcholem D, plati

DK ~ DX.
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Bod X leZi tedy na kruZnici ki se stfedem D a polomérem

a
d(DK) = 2 ovSem jenom na tom oblouku kruZnice %, ktery

lezi na ¢tverci ABCD (je to ¢tvrtkruznice KM).
Protoze body L, Y jsou soumérné sdruzeny podle osy o,
ktera prochazi vrcholem D, je

DL = DY.
Bod Y lezi tedy na kruznici ks se stfedem D a polomérem
a —
d(DL) = 2 |/5, jak snadno vypoéteme podle Pythagorovy véty

z trojuhelnika ADL. KruZnice ko prochazi stiedem G strany
BC; bod Y lezi oviem jen na tom oblouku kruznice ko, ktery
lezi ve Ctverci ABCD. Tento oblouk je omezen stiedy E, G
stran AB, BC.

Budiz Y libovolny bod oblouku EG; dokdzeme, Ze vznikne
jako soumérné sdruzeny bod s bodem L podle vhodné osy o
prochazejici bodem D. Tuto osu o sestrojime jako osu usecky
LY ; urcime prisecik Z ptimek o, KL a dale prisecik X pfimky
YZ s obloukem KM kruznice k. Usedka XY je soumérné
sdruzend s KL podle osy o. Je-li ¥ = G, je X = F.

Zavér. Proménna useCka XY vyplni vySrafovanou d&ést
mezikruzi (ki, k2) omezenou obloukem EG kruZnice k2, ob-
loukem KF kruZnice %; a tseCkami KE, FG.

56. Je dan obdélnik ABCD, v némz je AB > CD. Sestrojte
mnozinu stfedd vSech kruznic, které lezi v obdélniku ABCD
a dotykaji se dvou jeho sousednich stran nebo dvou jeho pro-
téjsich stran.
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Obr. 89

ReSeni (viz obr. 89). Oznaéme a velikost strany AB a b
velikost strany BC.

a) Hledejme mnoZinu AM; stfedt vSech kruznic, které se
dotykaji stran AD a BC a lezi uvnitf obdélnika ABCD. Kazda
kruznice, jeZ se dotyka zaroven primek AD a BC, ma polomér
%a a jeji stfed lezi na ose o stran AB a CD.Kazda takova
kruZnice tedy vytina na piimce o; tétivu délky a. Avsak a > b,
a proto Mj je prazdna mnoZina.

b) Hledejme mnoZinu M, stfedt vSech kruZnic, které se
dotykaji stran AB a CD a lezi uvniti obdélnika 4ABCD. Kazda

kruznice, kterd se dotyka pfimek AB a CD, mé polomér Py b

a jeji stfed lezi na ose o9 stran AD a BC.
Ozna¢me U vnitini bod obdélnika ABCD, ktery leZi na ptim-

1
ce 02 a jehoZz vzdalenost od AD je rovna > b. Obdobné V je bod,

ktery leZi uvnitf obdélnika ABCD na pfimce o a jehoz vzdale-
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1
nost od BC je Eb' Ziejmé kazdy bod tsecky UV je stfedem

1
kruznice o poloméru o b, ktera se dotyka stran AB a CD alezi

v obdélniku ABCD. Body pfimky oo lezici vné dsecky UV
uZz tuto vlastnost nemaji, nebot kazdi kruZnice se stfedem

1
v takovém bodu a majici polomér > b obsahuje asponi jeden bod

lezici vné rovnobézkového pasu pfimek AD a BC. MnoZinou
Mo je tedy usecka UV

¢) Hledejme mnozinu M3 stfedd vSech kruznic, které lezi
v obdélniku ABCD a dotykaji se jeho stran 4B a AD. Velikost
thlu UAB je 45°, a proto stfed kazdé kruznice, ktera se dotyka
strany AB a strany AD, lezi v polopfimce AU. Ziejmé 4 ¢ Ms
aUe M3.

Necht S je libovolny bod lezici mezi A a U. Protoze AS <

1
< AU, je vzdalenost bodu § od strany AB mensi nez P b,

takze kruznice o stfedu S, ktera se dotykd AB a AD, lezi v da-
ném obdélniku, tj. S e Ms.

Necht S’ je libovolny bod leZici na prodlouzeni usecky AU
za bod U. Pak A4S’ > AU, a proto vzdalenost bodu S’ od pfim-

1
ky AB je vétsi nez Eba vzdalenost od pfimky CD mensi nez

Eb, takZe kruZnice se stfedem §’, jeZ se dotyka piimek AB a

AD, nelezi v daném obdélniku, tj. S’ ¢ Ms.
Mnozina M3 je tedy mnoZinou vSech bodu tusecky AU
s vyjimkou bodu 4.
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Zavér. Hledand mnoZina bodl je sjednoceni dsecky UV
a usecek AU, DU, BV a CV s vyjimkou boda 4, B, C, D.

57. Je dan ctverec, jehoZ strana ma délku 6 cm. Bod M ma
od obou sousednich stran ¢tverce vzdalenosti 15 mm a 20 mm.

Sestrojte lomenou ¢aru prochazejici bodem M, kterd tvoii
mnoZinu stfedd vech usefek XY navzdjem rovnobéznych,
jejichZ krajni body leZi na stranich daného ¢tverce. Vypodtéte
jeji délku.

D Y 8 -y c
N\ \
NN AN
NN \
AN 4
NN NN N
Bho NN NN \
\ \\\ \X”
\O\E \f
\\ \ \\
N NN
A AR NN\
. NN N
\ AN N\
k: ANERN AN
A M, X, XD x B
Obr. 90
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ReSeni. Sestrojime ¢étverec ABCD o strané délky 6 cm.
Necht bod M mé vzdalenost 20 mm od strany 4B a 15 mm
od strany AD (obr. 90).

Bod M sim musi byt stiedem jedné takové udsecky XY,
o nichZ mluvi text tdlohy, a proto bod M musi byt vnitinim
bodem c¢tverce ABCD.

Nejprve budeme fesit dil¢i dlohu.

Na obvodu ¢tverce ABCD sestrojte body Xy, Y tak, aby
bod M byl stfedem tusecky X Y.

Jsou-1i Xo, Yy takové body, potom

a) neleZi na téze strané ¢tverce ABCD, nebot bod M je vnitfnim
bodem c¢tverce ABCD;

b) neleZi na rovnobéZnych stranich ¢étverce ABCD, nebot
bod M neleZi ani na jedné ze stiednich pficek ctverce ABCD;

¢) neleZi na stranich AB a BC, BC a CD, nebot M je vnéjsim
bodem trojihelnika ABC a trojihelnika BCD.

Zbyvaji tedy dvé moznosti: Xo a Yo lezi po fadé na stranich
AB a AD nebo AD a DC.

UvaZujme piipad, Ze Xj je bodem strany AB a Y| je bodem
strany AD. Ozna¢me M; patu kolmice spusténé z bodu M na AB
a M, patu kolmice spusténé z bodu M na AD. Potom ziejmé
X je bodem tseCky M1B a Y je bodem usecky M2D. Plati

AM XM = ANMaMY,, Y

nebot oba trojihelniky jsou pravouhlé, LM XoM = LM2M Y
a XoM =~ MY,. Tudiz plati

d(MyXo) = 15mm, d(M;Y) = 20 mm. )
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Vzhledem k tomu, Ze strana Ctverce ABCD ma délku 6 cm,
body Xo, Y spliiujici podminky (2) lezi uvnitf tseéek MB
a MsD, tj. na obvodu ¢étverce ABCD.

Jsou-li Xy a Yy body leZici po fadé na useckach MiB, MaD,
pficemz spliiuji podminky (2), pak plati (1), a tudiz M je stie-
dem ﬁseéky Xo Yo.

UvaZujeme-li moznost, Ze Xp, Y, leZi po fadé na stranach
AD, DC, potom stejnou tivahou, jakou jsme pravé uzili pro stra-
ny AB a AD, zjistime, Ze takové body Xy a Yy na obvodu
¢tverce ABCD neexistuji.

ReSenim dil&i Glohy méme uréen smér tsedek XY.

Vedme rovnobézky s useckou Xy Y, vrcholy D a B. Oznacme
body D; a B; podle obrazku. Necht E je stfed usecky DD; a F
je stfed tiseCky BB;. Hledana lomena ¢ara je AEFC, nebot

1. AE je téZnice trojihelnika 4AD;D, kter je mnoZinou stie-
di vSech tsecek XV || DiD, jejichZ krajni body leZi na
strané¢ AD; a na strané AD (dokaZe se z podobnosti troj-
uhelnika AD1D a trojihelnika AXY);

2. EF je stfedni pricka rovnobéZnika DiBB;D, a je tedy
mnozinou stfedd vsech dseek XY || DD;, jejichZ krajni
body lezi na strandch D1B a DBjy;

3. FC je ténice trojihelnika BCBi, a je tedy mnoZinou
stfedi vSech useCek XY || BB, jejichZ krajni body lezi
na stranach BC a B,;C.

Zbyva urcit délku lomené ¢ary AEFC. Bod F leZi na stfedni
piiéce ¢tverce ABCD, a proto FC =~ FB. Ctytthelnik D,BFE
je rovnobéznik, tj. FC ~ FB =~ ED;. Trojuhelnik AD1D je
pravouhly, E je stfed jeho piepony, a proto DE = AE. Z pied-
chozich uvah plyne, Ze

274



d(AE) + d(FC) = d(DDy).

Délku tsecky DD; ur¢ime pomoci podobnosti trojihelnika
MlXoM a AD]D. Plati

d(DA
d(DDl) = d(MXo) . R;'I—A’f)ls =3, d(MXo)

Uzijeme-li pro trojuhelnik M;XoM Pythagorovu vétu, dostava-
me, ze dMX,) = 2,5 cm, tj.

d(DDy) = d(AE) + d(FC) = 7,5 cm.
Ctytthelnik Dy BFE je rovnob&znik, tj.
EF =~ D1B;
dale plati
d(D1\B) = d(AB) — d(AD»).

Z podobnosti trojuhelnikd M; XoM a AD,D plyne, Ze
6
d(ADy) = 1,5. 5 m = 4,5 cm,
tj.
d(EF) = 1,5 cm.
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Odpovéd. Délka lomené ¢ary AEFC je 7,5 cm + 1,5cm =
= 9cm.

58. Je dan Sestithelnik ABCDEF slozeny z obdélnika
ABGF o rozmérech d(AB) =12 cm, d(AF) =4 cm a z ob-
délnika CDEG o rozmérech d(CD) =4 cm, d(CG) = 2 cm
(viz obr. 91). Narysujte tento Sestitthelnik a zakreslete mnoZinu
stiedi vSech tusecek kolmych k BE, jejichZ krajni body lezi
na obvodu Sestitthelnika. MnoZina se skladd z osmi tsecek;

vypoctéte soucet jejich délek. ;

D 4 (%
5 4
P b, |2
F, g P e 1
5 A
212 4
\Agz
4
)\/ /\/ |
A ¢ 12 B
Obr. 91

Reseni. Na obr. 91 je narysovan dany Sestitihelnik. Vrcholy
C, E, D, A vedeme po fadé pfimky pi, p2, p3, pa kolmé k BE.
Cast hledané mnoziny M, ktera leZi v poloroviné 1B, je vyska
rovnoramenného pravouhlého trojihelnika BCC’ (C’ je prise-
¢ik p1, AB). Obdobné je tomu v poloroving psF, kde prislusna
¢ast mnoziny M je vySka rovnoramenného pravoihlého troj-
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thelnika AFA’ (A’ je prasetik ps, FG). V pasech (pips2) a
(psps) jsou prislusné Casti mnoziny M useCky; lezi v osich
soumérnosti dvojice rovnobézek AB, CD a AB, EF. Nej-
sloZit&j8i je situace v pasu (p2ps). Na obr. 92 je zakreslena
piimka p tohoto pasu kolma k pfimce BE. Cisly 1, 2, 3, 4 jsou
oznaleny jeji priseciky s obvodem Sestithelnika ABCDEF;
dvojicemi 12, 13, ..., 34 je oznaCeno $est stiedd dvojic vy-
branych ze ¢tyf boda 1, 2, 3, 4. Probiha-li pfimka p pés (p2ps),
dostaneme tsecky tlusté vytaZené na obr. 92. Na obr. 91 jsou
piipsény k jednotlivym tse¢kidm délky (bez pojmenovani cm).
Sjednocenim téchto tuseéek je vySetfovanid mnoZina.

A 1 B
Ps P/ Pz
Obr. 92

Odpovéd. Soucet délek tselek je 10 cm + 8.2 cm =
= 21,3 cm.
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59. Je déna tsecka AB a kruZnice m opsand kolem stfedu M
tsecky AB polomérem vétsim neZ je polovina délky usecky AB.
Necht S je stied kruZnice opsané trojahelniku ABC.

a) Vysetfte mnoZinu viech bodt S, kdyZz bod C probiha
kruZnici m.

b) Jakou mnoZinu dostaneme, kdyz polomér kruZnice m
bude rovny poloviné délky usecky AB?

Obr. 93

Reseni. a) Stfedy kruZnic, opsanych trojuhelnikiim ABC,
musi leZet na ose o tseCky AB, ktera je spoleCnou stranou
vSech uvazovanych trojihelnika (obr. 93).
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Je otazka, zda obracené kazdy bod piimky o patii hledané
mnozing, kterou nazveme G.Do G patii body Si, Ss, které
jsou stfedy kruZnic opsanych rovnoramennym trojiihelnikim
ABCy a ABC; (kde Ci, Cy jsou pruseciky pfimky o s kruznici
m).

Kazdy bod X vnittku usecky S1Cy (popt. S209) je stiedem
kruznice x = (X; d(4X)), kterd protne kruZnici m ve dvou
bodech (vzniknou tak dokonce dva uvaZované trojuhelniky).
Z trojihelnika AS$1X plyne AX > AS:. Protoze AS; = 5:C;
a §1C1 > XCy, je AX > XCi. Kruznice x tedy protind kruz-
nici m.

Proto bod X patii do G. Také kazdy bod Y prodlouZeni
useCky SiCi za bod Cp (popt. S2C: za bod Cy) patii do G,
nebot kruznice y = (Y, d(AY)) protne vZdy kruZnici m.

Naproti tomu bod M do G nepatii, nebot kruznice m a
(M; d(MA)) se neprotnou.

Je-li Z bod vnitiku usecky MS; (popf. MSs), pak z troj-
thelnika AZS; plyne AZ << AS:. Déle plati AS; =~ CS1 a
C181 << ZCy. Proto je AZ << ZCi, takze kruznice m a z =
= (Z, d(AZ)) se neprotnou. Bod Z tedy do G nepatii.

1
b) Je-li polomér kruZnice m roven Py d(AB),splyne kruznice m

s kruZznici opsanou kazdému trojihelniku ABC. Pak G obsahuje
jediny bod - stfed M kruZnice .

Zavér. V pripadé a) tvofi mnoZinu G body poloptimek
S81C1 a S$2C; (viz obr. 93). V pfipadé b) obsahuje mnozina G
jediny bod M (obr. 94).
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Obr. 94

60. Je dan trojuhelnik ABC. Vysetite mnoZzinu vSech bodt
X tohoto trojuhelnika, pro néZ plati

AX = BX = CX. (€))

Pomoci délek stran a velikosti dhla trojihelnika ABC vy-
jadfete podminky pro to, aby

a) mnozinou viech bodi X byl pétidhelnik;

b) mnoZinou viech bodit X byl Sestitthelnik;

c) mnozina viech bodi X obsahovala pravé jeden bod;

d) mnoZina v8ech bodti X byla prazdna.

ReSeni (obr. 95). MnoZinou viech bodd X, pro né% plati
napf. AX = BX, je polorovina 03B, kde 03 je osa usecky AB.
Obdobn¢ mnozinou viech bodi X, pro které plati BX = CX,
je polorovina 01C, kde 01 je osa tiseCky BC. ProtoZe se osy stran
trojihelnika ABC protinaji v jediném bodé O, tvofi mnoZinu
viech bodli X, spliiujicich podminku (1), duty thel w, ktery je
spolecnou casti polorovin 03B a 0;C. Hledanid mnoZina je tedy
prunikem trojtihelnika ABC a thlu .
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Obr. 95

Vime, Ze poloha vrcholu O, tj. stfedu opsané kruZnice, vzhle-
dem k primce BC zavisi na tom, zda thel BAC je tupy, pravy
nebo ostry. RozliSujeme proto tyto dva pfipady:

1. Uhel BAC je tupy. Pak O leZi v té poloroving o vytaté
pfimkou BC, kterd neobsahuje bod 4. ProtoZe i obé ramena
thlu w lezi v poloroviné é, leZi cely uhel o v poloroving o, takZe
hledanid mnozina neobsahuje Zddny bod.

2. Uhel BAC je pravy. Bod O pak lezi na strané BC, obé&
ramena jsou opét v poloroviné ¢. Bod O je proto jedinym bodem
hledané mnozZiny (obr. 96).

3. Uhel BAC = « je ostry. Pak bod O leZi v té poloroving
vytaté primkou BC, ktera obsahuje vrchol 4. Hledand mnoZina
pak obsahuje stfed S strany BC a dalsi body blizké k bodu S,
tedy alespoii dva rtzné body. Odtud jiz plyne, Ze pfipad d)
v uloze nastane, pravé kdyz o > 90°, a pfipad c) nastane, pravé
kdyZ « = 90°. Abychom nasli feSeni v pfipadech a) a b), v§im-
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néme si, kdy spolecné Cast libovolného trojihelnika a libovolné-
ho dutého whlu je pétithelnik a kdy Sestitthelnik. Protoze
strany této Casti, pokud je to mnohotihelnik, jsou ¢asti tii stran
trojihelnika a dvou ramen tuhlu, je téchto stran nejvyse pét.
Nikdy tedy nevznikne $estidhelnik. Pétitthelnik vznikne pravé
kdyZ jeden vrchol trojuihelnika lezi uvnitf dhlu, zbylé dva vné
thlu tak, Zze dsecka je spojujici protne obé ramena thlu.

o/ o,=
A % 2/5

., y
N3 :
~ i,
o . |0
W/ : ¢
/%
/‘ v
/ %A\
Obr. 96

Vratme se k pfipadu ostrého thlu BAC. ProtoZze w je spo-
lecna Cast polorovin 01C a 03B a protoze B neni v 01C, 4 neni
v 03B, nastane piipad a) pravé kdyz C je v 03B ¢ili a <b
(C je vidy v 01C) a strana AB protne obé ramena thlu o (obr.
97). Strana AB protne rameno obsaZené v o3, pravé kdyz O
leZi v té poloroviné vytaté pfimkou 4B, kterd neobsahuje bod C.
Pak viak uZ AB protne i druhé rameno. Nastane tedy pfipad
a), pravé kdyz thel y je tupy a kdyZ udhel « je mensi nez f,
nebot a << b (« je pak skutecné ostry).
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Obr. 97

Zavér. Podminky, kdy nastanou jednotlivé piipady, jsou:
a) y > 90°% a < f3;

b) nikdy;

c) a = 90°%

d) o > 90°.

61. V roviné je dana tsecka AB. VySetite mnoZinu vrcho-
It C viech trojihelniki ABC dané roviny, pro jejichZ vnitfni
thly (pfi obvyklém znaceni) plati

o= >y (1

ReSeni. Plati-li pro vnitini Ghly trojihelnika ABC ne-
rovnosti (1), pak pro jeho strany je

a = b a ziroveii b > c. 2)

Také obracené z nerovnosti (2) plynou nerovnosti (1).
P1i vySetfovani mnoZiny vrcholli C dochdzime k t&émto tfem
zavéram:

283



(a) Mnozina vsech bodua C, pro néz plati
d(BC) =a = b =d(AC),

je uzaviend polorovina =, jejiz hranici (obr. 98) je osa o tseCky
AB a jez obsahuje bod A4.
(b) Mnozina vSech bodu C, pro které je

d(AC) = b > ¢ = d(AB),

je vnéjsi oblast kruZnice k se stfedem A a polomérem ¢ =
= d(AB).

(c) Bod C je vrcholem trojthelnika ABC, a proto bod C
nelezi na pfimce AB.
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Zaveér. Hledana mnoZina je tedy pranikem uzaviené polo-
roviny m a vnéjsi oblasti kruZnice 2 bez bodu pfimky AB.
Pruseciky M, N kruznice % a osy tsecky 4B k hledané mnoziné
ovSem nepatii.

62. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB.
Ke kazdému bodu D kruZnice opsané trojihelniku ABC
(D # A, D # B) sestrojime bod E soumérné sdruZeny s bo-
dem C podle pfimky AB a bod F soumérné sdruZeny s bo-
dem C podle piimky AD.

Vysetite mnozinu a) vSech bodd Ej; b) vsech bodi F.

Obr. 99
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Reseni. a) Trojihelnik 4BC je pevné dan (obr. 99), a proto
bod soumérné sdruzeny s bodem C podle pfimky 4B je pravé
jeden. MnoZina vSech bodi E je jednoprvkova.

b) Ozna¢me M hledanou mnozinu vSech bodt F. Bod F je
soumérné sdruzen s bodem C podle osy 4D, a proto AF =~ AC,
kde AC je pevna usecka. Proto kazdy bod F lezi na kruZnici
% = (4, r =d(AC)). Plati tedy M < .

Dale musime zjistit, zda kazdy bod kruZnice x naleZi do hleda-
né mnoziny M. Zvolme na kruZnici x libovolny bod F. Nejdiive
budeme hledat osu o dvojice bodt C a F. Je vhodné rozlisit dva
pripady:

«) Necht F # C. Body F a C le#i na kruZnici #, a proto osa o
této dvojice bodli prochdzi bodem A. Bod F bude naleZet
mnoziné M, pravé kdyZ pfimka o bude mit s kruZnici & spolecny
bod D, rizny od bodu 4 a od bodu B. Je tomu tak, pravé kdyz
pfimka o neni ani pfimkou AB, ani te¢nou ¢ kruZnice & v bo-
dé A. Tedy Fe M, pravé kdyz F #+ E a F + G, kde bod G
je soumérné sdruzeny s bodem C podle pfimky ¢.

f) Necht F = C. Pak je bod F soumérné¢ sdruZeny s bo-
dem C podle kazdé piimky, kterd prochézi bodem C, tedy také
podle ptimky AC. V tomto piipadé je tedy D = C a uvaZovany
bod F (tj. C) nalezi do mnoZiny M.

Zavér. Hledanou mnozZinou vSech bodt F je mnoZina

M= \ {E G}
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63. Je dan pravothelnik ABCD. Najdéte mnozinu vsech
takovych bodd X pravothelnika ABCD, kde pro obsahy troj-
thelnika plati

ANABX = ABCX < NADX.

D C
////
Xoer T > __ i
//TK\\\ AN
| ~
/AV” \\\\
A K B
Obr. 100

Reseni. Oznaéme M; mnoZinu viech bodit X pravotihelniku
ABCD, pro néz je NABX = ABCX a M, mnozZinu vech
bodi X daného pravothelniku, pro které plati ABCX <<
< ANADX. Potom hledand mnozZina je prunik

M1 N Mz. (1)
Zatnéme hleddnim mnoziny M;. Necht bod X e M; (viz

obr. 100). Pak bod X neleZi ani na 4B, ani na BC. Ozna¢me
2a, Up Vzdélenosti bodu X od pfimek AB, BC. Potom

1 1
— d(AB) . v = d(BC) . v, @)
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tj.

v d(BC)
v  d(AB) o

Ozna¢me K patu vysky z bodu X na pfimku AB. Pak z rovnosti
(3) plyne

d(KX) d(AD)
d(KB) ~— d(4B)’ S

tj. pravotihlé trojihelniky ABD a KBX jsou podobné. Uhly
LABD a <LKBX jsou tedy shodné. Body D a X lezi v téZe
poloroviné urcené piimkou AB, takZe bod X lezi na polo-
pfimce BD.

Obracené se snadno dokaZe, Ze pro kazdy bod X, jenZ lezi
na thlopfic¢ce BD, pfi¢emz X # B, plati (4), tj. podle (3) a (2)
obsahy trojuhelniki ABX a BCX se sobé rovnaji.

Zjistili jsme tedy, Ze mnozinou Mj je dhlopficka BD bez bo-
du B.

Mnozina M; se najde snadno (obr. 101). V pravotihelniku
ABCD je AD =~ BC, a proto nerovnost

ABCX < ANADX
plati, prévé kdyZz vzdalenost bodu X od piimky BC je mensi
(av8ak nenulovd) neZ vzdalenost bodu X od piimky AD.
Tyto dvé podminky spliiuje bod X, pravé kdyZz neleZi na piimce

BC a zaroveii lezi uvniti poloroviny oB, kde pfimka o je osou
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rovnobézkového pasu uréeného ptimkami 4D a BC. Ozname
L, M prisediky osy o a ptimek AB a CD. Potom mnozina Ms
je sjednocenim vnitiku pravouhelniku LBCM a vnitfka tsecek
BL a CM.

Nyni uZ miZeme urlit hledanou mnozZinu, tj. pranik (1).
Je jim vnitfek tseCky BN, kde N je prusecik uhlopiicek pravo-
thelniku ABCD.

Zavér. Hledanou mnozinu vSech boda X tvoii body tsecky
BN bez bodu B, N.

Obr. 101
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VII. Ulohy konstrukéni

64. Je dana tsecka SP délky 31 mm; bod S mé byt stfedem
piepony AB a bod P stiedem odvésny AC pravouhlého troj-
thelnika ABC.

a) Sestrojte tento trojuhelnik, je-li d(AB) — 98 mm.

b) Zjistéte podminku fesitelnosti tlohy.

B

A\

Obr. 102

Reseni. a) Rozbor. Usetka SP je ziejm¢ stiedni pfickou
trojuhelnika ABC s pravym thlem <t ACB (obr. 102). Plati tedy

d(BC) = 2. d(SP), BC || SP.
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Proto i tihel <t SPA je pravy; protoZe bod S je stfedem strany

1
AB,jed(S4) = rY d(AB) a pomocny trojihelnik APS je sestro-

jitelny podle véty Ssu.
ProtoZe z textu ulohy vyplyva, Ze jde o tlohu polohovou
(»Je dana usecka SP .. .«), postupujeme pii konstrukei takto

(obr. 103):

1.
2.
3.

Sestrojime danou dseCku SP délky 31 mm.

Bodem P vedeme kolmici p k pfimce SP.

Kolem bodu S opiSeme kruzZnici £ s polomérem r =
= d(SA4) = 3d(AB) = 49 mm.

. Pritsecik kruZnice % s pfimkou p je hledany vrchol A.
. Bod B sestrojime na polopfimce opacné k polopiimce S4

tak, ze SB =~ SA.

. Bod C sestrojime na polopfimce opacné k polopiimce P4

tak, ze PC =~ PA.
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Zkouska. DokéZeme, Ze trojihelnik ABC je hledanym troj-
thelnikem. Z bodu 5 a 6 konstrukce plyne, Ze body S, P jsou
po fadé sttedy stran AB, AC. Uhel <CBCA je pravy, nebot
podle vlastnosti stfedni pficky trojthelnika je BC || SP | p.

Protoze polomér d(SA) =49 mm je vétSi neZ vzdilenost
sttedu S kruznice k od pfimky p, tj. nez d(SP) = 31 mm,
dostaneme pravé dva body 4, 4', z nichZ kazdy vede k jednomu
feSeni tlohy. Uloha ma tedy v piipadé a), tj. pro d(4B) =
= 98 mm, pravé dvé feSeni.

b) Z konstrukce je zfejmé, Ze utloha ma pravé dvé feSeni
v pfipadé, Ze S4 je vétsi nez SP, ¢ili

AB >2. SP.
Jinak dloha nema4 feSeni.

65. Je dén trojthelnik ABC.

Sestrojte stfed S kruZnice %, ktera protina strany trojihelnika
AB, BC, CA po fadé ve dvojicich bodi (riznych nebo splyva-
jicich)

Ci1, Co3 A1, Az By, By
tak, Ze plati

AC1 = BCqp, B4y = CAs, CB1 = ABs.

Stanovte podminky pro polomér kruZnice k.
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Reseni. Rozbor. Predpoklidime, ze kruZnice k = (S; r)
na obr. 104 ma pozadované vlastnosti. Jsou-li C1, Cs dva rizné
body, pak bod S leZi na ose o3 této Gsecky; protoZe viak AC; =~

=~ BCy, je o3 osou i useCky AB. Plati-li C; = Cs, pak 4B je
teCnou kruznice & a rovnéZ plati, Ze bod S leZi na ose tsecky 4AB.
Obdobn¢ dostaneme, Ze bod § lezi na ose o1 tsecky BC a na ose
02 iseCky CA. Z toho plyne velmi jednoduché konstrukce:

1. Bod § sestrojime jako stfed kruznice trojihelniku ABC
opsangé.

2. Polomér r hledané kruZnice musi byt vétsi nebo roven
nejvétsi ze vzdalenosti bodu S od stran trojihelnika a musi byt
mensi nebo roven poloméru kruZnice trojuhelniku opsané.

Zkousku vlastnosti kruZnice & poZadovanych textem ulohy
provedeme obricenim tvahy z rozboru.

293



66. Je dan Ctyithelnik ABCD, jehoz strany maji délky
d(AB) = 70 mm, d(BC) = 35 mm, d(CD) = 75 mm, d(DA) =
= 65mm a thloptitka ma délku d(BD) = 70 mm. Sestrojte
Ctyftihelnik ABCD a pak sestrojte rovnobéznik, jehoZ viechny
Ctyfi vrcholy lezi na obvodu c¢tyfthelnika ABCD a jehoz
thlopficky jsou rovnob&zné s uhloptickami daného ¢tyfuhelni-
ka. Sestrojte nejprve stied hledaného rovnobéZnika.

Obr. 105

Reseni. Sestrojime nejprve trojihelnik ABD, a pak v polo-
roviné opacné k BDA sestrojime trojihelnik BCD (obr. 105),
a tak ziskame dany ctyfihelnik ABCD.

Rozbor vlastni tlohy. Stied S hledaného rovnobéznika
nélezi dvéma mnoZindm bodu: mnoziné I'y stfedd vSech pficek
Ctyithelnika ABCD rovnobéZnych s pfimkou AC, a mnoZiné
I’z stfedt vSech pricek Ctyfuhelnika ABCD rovnobéinych
s pfimkou BD. Mnozina I'y je sjednoceni téZnic BM, DM
trojihelnikd 4ACB, ACD (bez bodu B, D), mnoZina I je

294



sjednoceni téZnic AN, CN trojuhelniki BDA, BDC (bez bodi
A, C). Body M, N jsou tedy po fadé stfedy uhlopiicek AC, BD.

Z toho uZ vyplyva jednoduchd konstrukce: MnoZiny I'i,
T’ maji jediny spolecny bod; je to prusecik S téznic AN, DM.
Bodem S vedeme rovnobézky s ptimkami AC, BD; ty protnou
obvod ¢tyfuhelnika ABCD v bodech X, Y, Z, T, které jsou
vrcholy hledaného rovnobéznika.

Rozbor i zkousSka konstrukce vyplyva z véty: Konvexni
Ctyftuhelnik je rovnobéznikem pravé tehdy, kdyz se jeho thlo-
pticky navzajem puli. (Takto je mozno i rovnobéznik definovat.)

Z vrcholu X, Y, Z, T vysledného rovnobéznika lezi X, Y
na strané AD, Z na strané¢ AB a T na strané CD.

67. Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li ddna délka jeho vysky
2 = 3 cm a jestlize thlopficka AC ma délku 2v.

A

B\, p
\0

Obr. 106
ReSeni. Rozbor. Na obr. 106 je znizornén hledany koso-
Ctverec. Vzdalenost rovnobézek AB a CD je v, vzdalenost

d(AC) = 2v. Usetka BD je kolma na tisetku AC a puli ji.
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Z toho plyne konstrukce:
1. Sestrojime dvé rovnobézné primky m, n ve vzdélenosti

2 =3 cm.
2. Na pfimce m zvolime bod A a opiSeme kruZnici k& =
= (4; 2v).

3. Prusecik # a & je bod C.
4. Osa o tisecky AC protne piimky m, n po fadé v bodech
B, D.

Zkouska. Sestrojeny Ctyfihelnik ABCD je rovnobéinik,
protoze se jeho dhlopficky puli, a protoZe jsou na sebe kolmé,
je to kosoctverec nebo ¢tverec. Ctverec to nemiize byt, nebot
v tomto piipadé (obr. 107) by pravouhly trojuhelnik BSC
musel byt rovnostranny, tj. platilo by

d(BS) = d(SC) = d(CB) = v. 1)

Pro thlopticku &tverce viak plati d(AC) = 2.d(SC) = o/2&ili

d(BS) =d(SC) = VTZ 2
ProtoZe vztahy (1) a (2) si neodpovidaji, nemuzZe Ctverec
konstrukci vzniknout. Sestrojeny ctyfuhelnik je tedy koso-
¢tverec. Jeho vyska je v = 3 cm podle 1. bodu konstrukce
a thlopficka AC ma délku 2o podle 2. a 3. bodu konstrukce.
Protoze vzdalenost stfedu A kruZnice k od piimky 7z je
2 = 3 cm a je men$i neZ polomér 2v = 6 cm kruZnice, dosta-
neme v konstrukei (viz obr. 108) dva rtizné body C a C’, které
vedou k dvéma shodnym vysledkim tlohy (soumérné sdru-
zenym podle pfimky p prochézejici bodem A kolmo k obéma
rovnob&zkidm m, n). Dostdvame tedy jediné feSeni dlohy.
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Obr. 108

Jiné FeSeni. Rozbor (obr. 109). Pramér kruznice & vepsané
kosoctverci ABCD je v naSem piipadé roven vysce v = 3 cm
kosoctverce. Oznacme dotykovy bod kruZnice k na strané AB
pismenem 7', na strané AD pismenem 7’. Ve vysSrafovaném
pravotihlém trojihelniku AT'S je znidma piepona AS délky v

1
a odvésna ST délky 5 je tedy tento trojihelnik podle véty

Ssu sestrojitelny.
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Obr. 109

Konstrukce: 1. Sestrojime trojihelnik A7'S podle Ssu.

2. Na prodlouzeni tsecky A4S za bod S sestrojime bod C
tak, ze d(SC) = d(4S) = v.

3. Bodem C vedeme pfimku # || AT.

4. Osa o usecky AC protne piimky AT, n po fadé v bo-
dech B, D.

Zkouska tohoto feSeni ulohy odpovid4d prvanimu odstavci
zkousky prvniho reSeni. ProtoZe jsme v druhé konstrukei vysli
piimo z trojuhelnika urceného podle véty Ssu, odpadla vivaha
o dalsich vysledcich konstrukce. V druhém pfipadé ma kazdy
krok konstrukce jediny vysledek, a uloha ma tedy jediné
feSeni - kosoctverec. Piipad Ctverce nastat nemiZe, nebot
pomocny trojihelnik A7'S by musel byt rovnoramenny. To
viak zde neni splnéno.

68. Narysujte trojuhelnik ABC. Uvaitf strany AC sestrojte
bod X a uvnitf strany BC bod Y tak, aby platilo

XY || 4B, AX =~ XY.
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Obr. 110
Refeni. V rozboru ptedpokladame (viz obr. 110), Ze body
X, Y splituji podminky ulohy, tj.
XY || AB, AX ~ XY.
Proto je trojihelnik 4 YX rovnoramenny; plati
S XAY =~ gXYA. (1)

Protoze pfimka AY protind rovnobézky AB, XY, plati pro
stiidavé thly

XXYA =~ XYAB. )
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Ze vztaht (1) a (2) vyplyva
SXAY =~ S YAB, (3)
takZe polopiimka AY je osou thlu < XAB =~ <{CAB.

Na zékladé tohoto vysledku dostaneme jiz konstrukei
bodu X, Y:

1. Osa uhlu CAB protne stranu BC v hledaném bodé Y.

2. Rovnobézka bodem Y s pfimkou AB protne tsec¢ku AC
v bodé X.

ZkousSka. Z 2. bodu konstrukce je zfejmé, Zze XY || AB.
Dokazeme, ze AX =~ XY.

Podle 1. bodu konstrukee je polopfimka 4 Y osou thlu CAB,
a plati tedy (3). Z 2. kroku konstrukce vyplyva platnost vztahu
(2) a plati tedy celkem

IXAY =~ SXYA.

Trojihelnik AXY je tedy rovnoramenny se zdkladnou AY
a s ramenem AX =~ XY, coZ jsme méli dokazat.

Kazdy z krokd konstrukce vede k jedinému casteCnému
vysledku, takZe tGloha ma jediné feSeni.

Poznamka. Tvar trojihelnika 4BC ma sice vliv napf. na
vzajemny pomér useCek 4X a CX apod. v dané tloze (fikdme
téZ, Zze tvar trojuhelnika je »parametrem ulohy«), ale protoze
pro kterykoli trojihelnik jsou kroky konstrukce proveditelné
tymZ zpusobem, neovliviluje tvar trojihelnika existenci a pocet
feSeni, a proto diskusi neprovadime. Plati tedy feSeni pro
libovolny trojuhelnik ABC.
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69. Je déana kruZnice £ = (S; 1) a pfimka p ve vzdalenosti
1
v = od bodu S.
Sestrojte ¢tverec ABCD opsany kruznici k, jehoZz vrchol A
lezi na pfimce p. DokaZte, Ze tloha ma pravé dvé feseni.

\N.D C
k
P
AN
A B~

/N
Obr. 111

ReSeni. Rozbor (obr. 111). Polom&r r kruZnice vepsané
Ctverci je roven poloving jeho strany, tj. d(AB) =a = 2r.

1 -
Vzdélenost A4S je P) a)/2 &ilid(AS) = r|/2 je délka sestrojitelné

asecky. Vrchol 4 ma tedy lezet na pfimce p a soucasné na
kruznici / = (S; r]/2). Existuje-li spole¢ny bod piimky p
a kruZnice /, je to bod A; pak je zndma polovina AS thlopficky
AC. Protoze thlopricky ctverce jsou shodné a na sebe kolmé,
muzeme uz prikrodit ke konstrukei:

1. Sestrojime danou kruZnici & a pfimku p.
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2. Pomocng sestrojime tsecku délky r|/2 (je to whlopfitka
pomocného Ctverce o strané r).

3. OpiSeme kruznici I = (S; r]/2).

4. Prusecik pfimky p a kruZznice / je bod A.

5. Na prodlouzeni usecky A4S za bod S sestrojime bod C
tak, ze SC =~ SA.

6. Sestrojime pfimku ¢ | AC bodem S a nanibody B 7 D
tak, ze SB =~ SD =~ SA.

Obr. 112

Zkouska je jednoduchd; z 5. a 6. bodu konstrukce ihned
plyne, Ze ¢tyiihelnik ABCD je ctverec. Bod A leZi na pfimce p
(viz bod 4). ProtoZe uhlopficka sestrojeného ¢tverce ma délku
ZrVZ je jeho strana 2r. Jemu vepsand kruznice mé tyZ stied S
a tyZ polomér r jako kruZnice dana.
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Zbyva urcit pocet feSeni. Kruznice / protne piimku p vidy
— 1
ve dvou riiznych bodech 4, A, protoze AS > ST, tj. r]/2 > 27

(obr. 112). Kazdy z bodt 4, A’ vede podle nasi konstrukce
k jednomu ¢tverci; kazdy z ¢tverct ma za svij stfed bod S.
Je tedy otazka, zda tyto ctverce splynou, nebo jsou ruzné. Jde
totiZ o polohovou ulohu, v niZ kazdy z vysledkt konstrukce,
ktery splituje podminky ulohy, je feSenim tulohy. Oba ¢tverce
ABCD a A'B'C’'D’ by splynuly, kdyby bod A’ byl nékterym
z vrcholt ¢tverce ABCD. Avsak A" # A, nebot pfimka p je
secnou kruznice / a také A" # C, nebot p neprochazi bodem S.
Moznosti 4" = B nebo A" = D jsou také vylouleny, nebot
thel <CASA’ neni pravy, coz vyplyva z délek stran trojihelnika
ATS a A'TS. Je totiz

d d(A'T sz C el
(AT)=d(A'T) = r—4:2rV7755.
Proto AT # ST a <CAST +# 45°.

Uloha ma tedy vzdy dvé riizna fedeni.

70. Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD, jsou-li dany
délky jeho stfedni pricky d(MN) = 6 cm, vysky v =5 cm
a ramena d(AD) = 6 cm.

Reseni. Rozbor. Na obr. 113 je znizornéno piedpokladané
feSeni: rovnoramenny lichobéZnik ABCD s osou soumérnosti o.
Bod M je stfedem ramena AD, bod N stiedem ramena BC.
Kolmice vedend bodem M k pfimkam pasu AB || CD spolu-
vytvofi se stranami lichobéZnika dva shodné pravouhlé troj-
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thelniky APM a DQM. Tyto trojuhelniky jsou z podminek

1
tlohy sestrojitelné podle véty Ssu (napf. d(PM) = 2 d(AM)=

1
= —2~d(AD)). Odtud jiZ plyne konstrukce (obr. 114).

1. Sestrojime stfedni pricku MN délky 6 cm.

2. Bodem M vedeme piimku m | MN.

3. Sestrojime rovnobézky a, ¢ s pfimkou MN ve vzdélenosti
2 2 = 2,5 cm.

4. Pruisecik pfimek m, a je bod P.

5. Kolem bodu M opiSeme kruznici & s polomérem d(AM) =

1
e Ed(AD) =3 cm.

6. Protoze AM > MP, protne kruznice & kazdou z pfimek
a, ¢ ve dvou bodech; z nich vybereme dvojice bodu 4, D,
popt. A’, D’ tak, aby tvofily pramér kruZnice & a zaroven
rameno lichobéZnika.

7. Pomoci osové soumérnosti podle osy o tsecky MN dopl-
nime vrcholy B, C, popt. B', C'.

Zkouska. Za podminky AM > MP, tj. AD > v, vzniknou
dva lichob&Zniky ABCD, A'B’'C’D’. KaZdy z nich spliiuje pod-
minky ulohy. Napf. lichob&znik ABCD ma stfedni piicku MN
délky 6 cm, jak plyne z 1. a 6. bodu konstrukce. Vyska licho-
bénika ma velikost v =5 cm podle 3. bodu. Délka ramen
AD a BC je 6 cm podle 5. a 6. bodu konstrukce.

Lichob&Znik A'B'C’D’ ma obdobné poZadované vlastnosti
az na to, Ze jsou prohozeny velikosti obou zékladen (AB =
~ C'D', CD =~ A'B’). Uloha m4 tedy dvé& riizni fefeni.
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Obr. 113

Obr. 114
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Poznimka. Uloha byla feSena pro rozméry dané v uloze.
Pfipustime-li viak, Ze rozméry jsou libovolné (tj. jsou zadany
parametricky), vznikne zajimava diskuse:

Za podminky AM > MP, tj.

d(AD) > v, 1)

vzniknou dva lichobéZniky ABCD, A’B’'C’'D’ pouze tehdy, je-li
splnéna jesté dalsi podminka

d(MN) > |/(d(AD))> — v2. )

Podminka (1) je zfejmé pro konstrukci podminkou nutnou;
pfi jejim splnéni je mozno trojihelnik APM vidy sestrojit.
Tato podminka vSak pfi konstrukci lichob&Znika nestaci. Zvo-
lime-li totiZ napt. d(AD) = 10 cm, v = 8 cm, d(MN) = 6 cm
(obr. 115), trojuhelnik APM sice sestrojime, ale po dalsi
konstrukci body D a C splynou a vznikne trojuhelnik ABC;

1
plati totiz d(MN) = b d(AB). Odtud uz dostaneme pro kon-

vexni lichobéznik podminku (2), nebot
d(AB) = 2.d(AQ) = V(_d(AD))2 — 22,

Pro d(MN) < |/(d(AD))? — 22 konvexni lichob&Znik nedosta-
neme (obr. 116).

Proto fikdme, Ze teprve oba vztahy (1) a (2) tvofi tzv. pod-
minku postalwjici pro konstrukci lichobéZnika pfi parametric-
kém zadani nasi dlohy.
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71. Jsou dany tfi rizné body 4, B, S, které neleZi v pfimce.
Sestrojte ¢tverec MNPQ, ktery ma tyto vlastnosti:

a) Bod S je jeho stfedem.

b) Pfimka MN prochazi bodem A a pfimka PQ bodem B.
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Obr. 117

ReSeni. Rozbor. Na obr. 117 je naértnuto piedpoklidané
feSeni 1lohy (vSimnéte si, Ze tento pomocny obrizek pro roz-
bor zafneme kreslit od ¢tverce MNPQ a k nému teprve
pfipojime dané ddaje - pfi konstrukci ovsem budete vychézet
z danych prvku).

Bod S je stiedem ¢tverce MNPQ a lezi napf. na ose o pasu
rovnobézek MN || PQ, které po fadé obsahuji body A4, B.
Stied S; tsecky AB je také bodem osy o uvedeného pasu.
Osa pésu je rovnob&Zna s jeho hrani¢nimi pfimkami, Sife pasu
je rovna délce strany hledaného Ctverce. MiZeme tedy pri-
stoupit ke konstrukei:

1. Sestrojime stied Sy tsecky AB a pfimku o = SS;1.

2. Rovnob&Zky a, b s osou o vedené po fadé body A4, B
vytvori pés, jehoZz $ifku zjistime napf. kolmici o’ bodem §
k hranicim pésu.

3. Paty této kolmice urci po fad¢ stfedy O1, Oz stran MN,
PQ hledaného ctverce.
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4, Sestrojime vrcholy M, N, P, Q hledaného ctverce na
hranicich pasu al|b tak, ze MO, = NO1 = SO; = POz =
=~ Q0. ‘

Zkouska. To, Ze sestrojeny ¢tverec MNPQ mé bod S za
stfed, zjistime ze shodnosti (podle véty sus) trojihelnika
MO;1S, NO1S, POsS, Q0:S. Z bodu 2 konstrukce je ziejmé,
Ze ptimka MN prochézi bodem A a pfimka PQ bodem B.

Uloha, jak vyplyva z konstrukce pro body A4, B, S neleZici
na pfimce, ma jediné feSeni, nehledime-li na moZnou zéménu
pojmenovani bodi M a N, popt. Pa Q.

N o - 14
AN l ////
\\\ 0 ’///
~o 1
\>+§///
~T~
// H \\
_ ,// I \\\
/// H Ry
/// ! \\\\
T ‘ #
B M 1o, N A a
|
Obr. 118

Poznamka. Kdybychom pii rozboru vysli ze stfedové sou-
mérnosti &tverce MNPQ se stiedem S (obr. 118), bylo by
mozno piimky a, b sestrojit jednoduseji: @ = AB’, b = BA’,
kde body A’, B’ jsou stiedové soumérné po fadé k bodim
A, B. Jinak by feSeni tlohy probihalo obdobng.
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72. a) Narysujte rovnob&inik ABCD téchto vlastnosti
d(AB) =7 cm, {BAD = 60°, strana CD prochdzi prise¢i:
kem M os uhld <tBAD a <L ABC.

b) Dokazte, Ze pro tento rovnobé&znik plati

d(AB) = 2.d(AD).

' \
b X M"
5 N
7N
// \.02
e
X
60° 120°
A
Obr. 119

ReSeni. a) Rozbor provedeme na obr. 119. Uhel <XABC
ma velikost 120°. Konstrukci rovnobéZnika provedeme tedy
takto:

1. Sestrojime tseCku AB délky 7 cm.

2. Ve zvolené poloroviné¢ s hranici AB sestrojime thly
IBAD" = 60° a <LABC’ = 120° a jejich osy o1 = AM’
a0 = BM".

3. Prisecikem M piimek o1 a 0s vedeme piimku m || AB.

4. PriseCik pfimek m a AD" je bod D, prase¢ik piimek
m a BC’ je bod C.

DokaZeme, Ze Ctyftihelnik ABCD je rovnobéznik a Ze ma po-
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#adované vlastnosti. Z 2. bodu konstrukce plyne, ze AD’ || BC'.
Bod M existuje, nebot podle vlastnosti os whll o1, 02 plati

<LBAM' 4 <tABM"” = 30° + 60° << 180°.
Uhel <tBAD = 60° byl pouzit ve 2. bod¢ konstrukce. Také
strana CD je podle 3. bodu konstrukce rovnobézna s 4AB.
b) Z konstrukce vyplyva, Ze
<IBAM = <<MAD = <tDMA = 30°.

Proto v rovnoramenném trojahelniku AMD se zékladnou AM
je

AD ~ DM. (1)
Obdobn¢ dokazeme, Ze v trojihelniku BMC plati
BC ~ CM. 2)
Z (1) a (2) plyne dokazovany vztah
d(AB) = 2.d(AD),
nebot AB =~ CD =~ DM + MC, BC =~ AD.
73. Narysujte pfimku p a zvolte dva rizné body X, Y
mimo ni.
Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC se zékladnou 4B,
ktery ma tyto vlastnosti:

a) Pfimka p je osou soumérnosti tohoto trojuhelnika.
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b) Délka ramen je 6 cm.
c) Polopfimka CA prochiazi bodem Y, polopfimka CB
bodem X.
Reseni. Rozbor. Z podminky c) a a) vyplyvé, Ze body X, Y
nemohou leZet uvniti téZe poloroviny vytaté pfimkou p, ma-li
mit tloha feSeni.

Obr. 120

Na obr. 120 je znizornéno predpokladané feSeni tlohy.
Protoze pfimka p je osou soumérnosti trojihelnika, jsou sou-
mérné sdruzené jak body A, B, tak i polopifimky CA a CB;
bod C je v této osové soumérnosti samodruzny. Proto bod X’
soumérné sdruZeny s bodem X podle pfimky p padne na
piimku CA. Je-li X' # Y, jsou piimky X'Y a CA totoiné
a konstrukee trojihelnika bude jednoduché (pfipad X' =Y
vySetiime zvlast):
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1. Sestrojime bod X’ soumérné sdruZeny s bodem X podle
primky p.

2. Existuje-li prisecik pfimky XY s pfimkou p, je to bod C.

3. Na polopfimky CX, popi. CY, naneseme tusecku délky
6 cm a dostaneme po fadé body B, 4.

Zkouska bezprostfedné vyplyva z konstrukce: trojihelnik
ABC je rovnoramenny se zdkladnou 4B, pfimka p je jeho osou
soumérnosti, vznikne-li ovSem trojihelnik ABC. To nastane
jen tehdy, nelezi-li body X', Y a C na pfimce (kolmé k piimce p)
- viz obr. 121. Zivér této uvahy uz uvadi jeden z piipadd
diskuse.

l ‘
l X?
g |
| S 2 W o
___f{l____ | s
C P . ;
! N #
?x' X i Y
g |
Obr. 121 Obr. 122

Diskuse. Pro pfipad X’ # Y, ktery jsme pravé vySetfili, ma
tloha jediné feSeni, protnou-li se pfimky X'Y a p, pfifemz
X'Y neni kolm4 na p. Existenci feSeni nebrani ani moZnost, Ze
by bod Y leZel na piimce p; musel by vSak byt rizny od priise-
¢iku pfimek XX’ a p.
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Jestlize X'Y || p, coz je v pfipadé, Ze vzdélenosti bodti X
a Y od pfimky p jsou si rovny, tiloha nema feSeni (obr. 122).

Zbyva vysetfit piipad X' = Y, coZz nastane pravé tehdy,
kdyz body X, Y jsou soumérné sdruzené podle pifimky p.
Oznaéme P prisecik piimek XY a p. Pak prusecik Cy (C, ...)
libovolné pfimky prochazejici bodem X' = Y az na bod P
muzZe byt vrcholem trojuhelnika, ktery splituje podminky dlohy.
V tomto pfipadé ma tloha nekone¢né mnoho feSeni (obr. 123).

Jiz v rozboru jsme zjistili, Ze uloha nema feSeni, jestlize
body X, Y lezi uvnitf téZe poloroviny vytaté pfimkou p.

Obr. 123

74. Je dan rovnobéinik ABCD, v ném? je AB > BC a jehoz
thel <CDAB je ostry. Na pfimce AB sestrojte takovy bod X,
z n€hoz je vidét tsecky 4D a DC pod shodnymi thly.

Vysetfete polohu bodu X vzhledem k tiseéce 4B.
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Obr. 124

ReSeni. ProtoZe jde o polohovou tlohu, opét je tkolem
»najit vSechny body X«

Rozbor. Pro zjednoduseni tvahy vyloucime nejprve moznost,
Ze by hledany bod mohl leZet na polopfimce AB*, ktera je k po-
lopfimce AB opacna. Predpokladejme, Ze bod (X) lezi na po-
lopfimce AB* (obr. 124). Pak uhly <t A(X)D = £a <LD(X)C =
= 7 lezi v téZe poloroviné s hranici (X)D. Jedno rame-
no (X)D maji spolené, druha jejich ramena (X)4 a (X)C
jsou vsak raznd, nebot bod C na ptfimce (X)4 = AB nelei.
Proto & # # pro libovolny bod (X) polopfimky AB*; bod (X)
nemuze byt tedy reSenim ulohy.

Predpokladejme tedy, Zze bod X lezi na polopiimce AB
(obr. 125) a mé pozadovanou vlastnost, tj. <CAXD =~ <xDXC.
Protoze AB || DC, plati o stfidavych thlech <tAXD =~ <t XDC.
Trojihelnik DXC je tedy rovnoramenny se zékladnou DX.
Odtud konstrukce:

1. Okolo bodu C polomérem CD opiSeme kruznici k.

2. Prusecik pfimky AB a kruznice & (existuje-li) je hledany
bod X.



\\ 5
4
\ s
\ s =
% /
D/II
A x 7

Obr. 125

Zkouska vlastnosti sestrojeného bodu X je jednoducha:
Existuje-li X na pfimce 4B, pak trojihelnik DXC je rovno-
ramenny se zékladnou DX, uhly <tXDC a <{DXC jsou
shodné. Podle véty o stfidavych thlech plati <t XDC =~
~ X AXD, takie i <TAXD =~ <t DXC.

Obr. 126
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Diskuse. KruZnice 2 mé s pfimkou AB spoleny aspoii
jeden bod, je-li d(CD) = d(AB) = v, kde v = d(CP) je vyska
rovinob&Znika ke strané AB. V prvnim pfipadé m4 tloha dvé
feSeni (viz obr. 126); piipad rovnosti nemize nastat vzhledem
k podmince tlohy 4B > BC a proto, Ze thel <{DAB =
=~ CBP je ostry.

Vzhledem k soumérnosti obou feSeni X a X’ podle ptimky
CP jeden z bodt, napt. X', urCité nendlezi polopiimce PA.
Pro bod X dokazeme, Ze patfi vnittku dseCky AB. ProtozZe
podle podminky tlohy je thel <CDAB ostry, je thel <CADC
trojihelnika ADC tupy. Z podminky tlohy a z vlastnosti tupo-
thlého trojihelnika ADC plyne

AC > CD > AD. (1)

Protoze body A, B, X leZi na polopfimce PA a plati CD =~
=~ XC, AD =~ BC, dostaneme z nerovnosti (1) nerovnost

AC > XC > BC,
z niz vyplyva toto uspofaddani bodd na polopfimce PA:
P, B, X, 4;

bod X leZi tedy uvnitf Gsecky AB.

Neprotne-li kruZnice & pfimku 4B, je polomér d(CD) < v =
= d(CP). Protoze < CBP je ostry v pravoihlém trojihelniku
BPC, plati BC > CP. Je tedy d(BC) > d(CD) = d(AB), coz
odporuje podmince ulohy AB > BC. NemiiZe se tedy stit, Ze
by tloha neméla feSeni. Z diskuse vyplyva, Ze existuji vidy
dvé feSeni.
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Obr. 127

75. Je dan ctverec ABCD o délce strany a a ctverec MNPQ
o délce strany b, pficemz a > b; vrcholy M, N, P, Q lezi
v uhlopfickach AC, BD (viz obr. 127).

Sestrojte Ctverec XYZT tak, aby jeho vrcholy leZely na
obvodu c¢tverce ABCD a aby body M, N, P, Q leZely na
obvodu ¢tverce XYZT.

Stanovte pocet feSeni ulohy vzhledem k danym cislim a, 4.

Reseni. Rozbor (viz obr. 127). Podle zadani tlohy jsou oba
dané ctverce soumérné podle svého stiedu S. NaSi predstavu
reSeni znazoriiuje Ctverec XYZT. Pak trojuhelnik MNX je
pravouhly s pfeponou MN; bod X tedy nutné lezi na Thale-
tové kruznici nad pramérem MN.

Odtud plyne konstrukce:

1. Sestrojime kruznici k& = (O; r = 1b) nad stranou MN

jako prumérem.
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Obr. 128

2. Existuje-li spolecny bod kruZnice % a strany 4B, nazveme
ho X (na obr. 128 jsou to dva rizné body X, X").

3. Kolem pruaseciku S dhlopficek daného ctverce opiSeme
kruznici m = (8; r = d(SX)).

4. Na kruznici m lezi dalsi vrcholy Y, Z, T hledaného
Ctverce tak, ze AX ~ BY ~ CZ ~ DT.

Protoze vsak jde o polohovou tlohu, musime uvazovat i pfi-
padny druhy prusecik £ s AB, tj. na obr. 128 bod X', ktery
vede k druhému tfeseni tdlohy, ¢tverci X'Y'Z'T'.

Zkouska. Nejprve musime dokéazat, Ze napf. bod Y lezi
na pfimce XN atd. Ozna¢me thly pravouhlého trojuhelnika
MXN tak, Ze

I XMN = o, SXNM = f
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a plati
o+ f = 90° ¢))

Pro trojihelniky MAX a NBY plati: BY >~ AX (podle
konstrukce), BN =~ AM, <{NBY =~ JLMAX (ze zadani ulohy),
proto jsou shodné podle véty sus a je NY =~ MX.

Trojihelniky MXN a NYP jsou shodné podle véty sss,
nebot d(NP) = d(MN) = b, NY =~ MX (podle predeslé uva-
hy) a YP ~ XN, protoze plati A YCP ~ AXBN podle sus.
Je tedy SIPNY =~ <INMX = o a plati vzhledem k (1):
<LXNM + <CMNP + <IPNY = f8 + 90° 4« = 180°;  (2)

proto polopfimky NX a NY tvoii pfimy thel, tj. body X, N,
Y lezi v pfimce.

Z dokézané shodnosti pravouhlych trojihelnikd
AMXN ~ ANYP ~ APZQ = NOTM
vyplyva dale:
a) LTXY = SLXYZ = LYZT = < ZTX = 90°
b) XN 4+ NY = YP + PZ =Z7Q + OT = TM + MX,
takZe Ctyfthelnik XY ZT je vskutku &tverec.
Pozndmka. Cel4 zkouska prob&hne jednoduseji, otocime-li
cely ttvar okolo bodu S o pravy thel (napi. tak, Ze bod 4

pfejde v bod B, bod M v N atd.). Je to mozné, nebot ze zad4ni
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vyplyva SA =~ SB, SM ~ SN atd. Pak tsecka AB piejde
v tsecku BC, pravothly trojihelnik MXN piejde ve shodny
trojihelnik NYP; tim dokdZeme pfedpoklady pro platnost
vztahu (2).

Diskuse. Pocet feSeni zdvisi na vzdjemné poloze ptimky
AB a kruznice k. Vzdalenost v jejiho stiedu O od AB je
v = §(a — b), jeji polomér je r = 3b. Podle véty o vzijemné
poloze pfimky a kruZnice dospéjeme k tomuto vysledku:

a) Je-li v << r neboli a — b < b, tj.
b<<a<2b,

dostaneme dveé raznd feSeni XYZT, X' Y'Z'T’; tato feSeni jsou
soumérné sdruZend podle stiednich pfi¢ek danych &tverct
a muZeme k nim dospét dvéma oto¢enimi v navzijem opaénych
smyslech (jedno z nich je popsano v poznimce).

b) Je-li v = r neboli

a = 2b,

m4é uloha jediné feSeni XYZT, kde X je stied tiseCky AB.

¢) Je-li v > r neboli

a > 2b,

nema4 tloha feSeni.
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76. V roving je déna tiseCka AM a uvnitf této tiseCky bod V.

Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB
tak, aby usecka AM byla jeho vyskou a bod V' praseCikem
vysek. Stanovte podminku reSitelnosti.

Narysujte, je-li d(AM) = 82 mm, d(4AV) = 52 mm.

Obr. 129

Reseni. V textu ulohy je vlastné dna vyika AM hledaného
trojihelnika a pfedepsana poloha pruseciku 7 jeho vy$ek. Toto
zadani vas muze svést primo k vlastni konstrukci: Podle vasich
znalosti je zfejmé, Ze pfimka vedend bodem M kolmo k pfimce
AM bude obsahovat stranu BC hledaného trojihelnika. Tim
vSak vase konstrukce skon¢i, nebot asi nevite, jak vyuZit bod V'
pro dal$i konstrukci. Provedete-li vSak fadné rozbor tlohy,
uvidite, Ze sestaveni konstrukce neni obtiZné.
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Pfi rozboru vyjdeme opét z predpokladu, Ze na obr. 129
je narysovan hledany trojihelnik ABC. Paty jeho vySek vede-
nych po fadé body 4, B, C ozna¢me M, N, P. Piimka CP =
= p = v, prochazi bodem V a je osou soumérnosti tohoto
trojihelnika, takze je VA4 ~ VB. ProtoZe jde o tlohu poloho-
vou, potfebujeme sestrojit dva »neznidmé« vrcholy B, C. Pro
né hleddme mnoZiny moZnych bodd. Oba body leZi na pfimce
m prochazejici bodem M a kolmé k piimce AM. Pro bod C
nemame » dohledu« Zidnou jednoduchou mnoZinu bodi;
o bodu B v8ak vime, ze VA ~ VB. Proto bod B naleZi kruznici
k= (V; d(VA)). V pravothlém trojuhelniku VAMB (kde
<XVMB = 90° - pokud ovSem existuje) znime tedy preponu
VB a odvésnu VM. Odtud konstrukce.

1. Sestrojime bodem M pfimku m | AM.

2. Okolo bodu V opiSeme kruznici & polomérem d(VA).

3. Kazdy z prusecikia &k a m (existuji-li) vede k jednomu
vrcholu B hledaného trojihelnika.

4. Bod C je prisecikem pfimky m a osy p tisecky AB.

Provedeme zkous' u t ho, Ze ka’’v sestrojeny trojihelnik
je feSenim tlohy. Pod'. ~nsirukce je A | m = BC. Protoze
pomocny trojihelnik "B (existuje-li) e »oc'lc konstrukce
rovnoramenny, je osa p useCky L jenc osou soumérnosti
a zaroveil 1 osou zékladny trojuhelnika ABC; protoje CV | AB
a bod V je prisecikem vysek.

Podminku feSitelnosti zjistime takto: Popsanou konstrukci
ziskdme feSeni pravé tehdy, protne-li kruZnice k pi{mku #z,
tj. kdyz VB ~ VA > VM. Pak dostaneme dva rtzné bLody
B a B’ soumérné sdruzené podle pfimky AM. V pravou™/'?m
trojuhelniku AMB je thel ABM ostry, thel VPB je pravy,
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a proto se pfimky m a p podle Euklidova axiému protnou;
bod C tedy vidy existuje. Uloha m4 tedy pro VA > VM - coz
je nd$ pfipad - vidy dvé feSeni soumérné sdruZena podle
pfimky AM.

Poznadmka. Tato dvé feseni splynou (nehledime-li na popis),
jestlize pfimka AM je osou tsecky BC. Pak trojuhelnik je
rovnostranny; to nastane pravé tehdy, je-li d(AV) = 2.d(VM);
ze zad4ni nasi ulohy to viak neplyne.

Konstrukce je provedena na obr. 130 v poméru 1 : 2.

Obr. 130
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77. Je déana délka s stfedni pticky*) a délka v vysky licho-
béznika ABCD, jehoz uhlopfi¢ky jsou na sebe kolmé. Prise-
¢iky thlopficek se stfedni pfi¢kou lichobéZnika ABCD déli
tuto pricku na tfi shodné tsecky.

Sestrojte lichobéznik ABCD.

PV

Obr. 131

Reseni (obr. 131). Rozbor. Predpoklidejme, Ze¢ ABCD je
hledany lichobéZnik. Rovnobézka vedend bodem C s thlopfic-
kou BD protne polopfimku AB v bodé E. Trojihelnik AEC
je pravouhly, zndme jeho vysku a vime, Ze d(AE) je 2s. Stfedni

1
pricka trojihelnika DCB mé délku 35 jetedyd(DC) =d(BE) =

*) Stfedni pfi¢ka lichobéZnika je uselka uréend stiedy jeho ramen.
Je rovnobéZné se zdkladnami. Jeji délka s je rovna aritmetickému pra-
a-+c

méru délek obou zékladen, tj. s = 5
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2
=3* Protoze EC || BD, je <CACE = 90°. V pravouhlém

trojuhelniku ACE znime tedy délku 2s piepony AE a délku
pfislusné vysky 2.

Konstrukce

1. Nejprve sestrojime pravouhly trojihelnik ACE s pre-
ponou AE délky 2s a pfislusnou vyskou v. [Pouzijeme Thale-
tovu vétu: Nad primérem AE opiSeme pilkruZnici (jejiZz polo-
mér je s) a najdeme jeji pruseéik C s pfimkou sestrojenou
v téZe poloroviné rovnobézné s AE ve vzdalenosti v.]

2. Na prepon¢ AE sestrojime bod B tak, aby platilo: d(A4B) :

4 2
:d(BE) =2 :1 (vime totiz, Ze d(AB) = 35 d(BE) = ?S)'

3. Trojihelnik ABC doplnime na hledany lichobéZnik
ABCD tak, ze CD =~ BE.

Zkouska. Z toho, 7e d(AE) = 25, CD =~ BEa AE = AB +
-+ BE, je zfejmé, Ze stfedni pficka sestrojeného lichobéZnika
ABCD mé danou délku s. Protoze <t ACE = 90° a CE || DB,
jsou thlopficky AC a DB navzajem kolmé.

Oznaéme pismeny (viz obr. 131) M, N, O, P a Q pruseciky
pfimky obsahujici stfedni pficku lichobéznika ABCD postupné
s ptimkami AD, AC, BD, BC a CE. Potom v rovnobézniku
BECD plati

1
d(OP) = d(PQ) = 7 s. (1)

1
V trojuhelniku AEC mé stiedni pticka NQ délku > d(AE) =s.
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Vzhledem k uspofddani bodd M, N, O, P a Q vyplyvé
zd(NQ) =saz(l),zei

1
d(NO) = 7 s.

Potom také

d(MN)= d(MP) — d(NP) = s — ; s = —;—s.

Stiedni prficku MP rozdéluji tedy uhlopricky AC a BD na
tfi shodné tsecky.

Diskuse. MoZnost provedeni celé konstrukce zavisi jen na
existenci bodu C. V pfipadé¢ v > s bod C neexistuje, takze
tloha nema feSeni.

V pfipadé » =s bod C existuje (jeden nebo dva), takze
tiloha ma feSeni (jedno nebo dve).

Jedinou podminkou fesitelnosti je tedy splnéni nerovnosti
9 <.

78. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC s pieponou AB,
je-li dana délka jeho téZnice 7, a velikost thlu w, ktery svira
téZnice ¢ s osou thlu ACB. Pro které » ma tloha feSeni?

Regeni. Rozbor (obr. 132). Oznaéme S stfed prepony AB.
Podle Thaletovy véty je d(SA) = d(SC) = d(SB) = t,. Troj-
thelniky 4SC a BSC jsou tedy rovnoramenné, a proto

JACS = XCAS = o,
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%BCS = < SBC = .

Je-li w tihel, ktery svira téznice 7. s osou Ghlu <CACB = 90°,
potom

=45+ o, f =45° — o, ¢))

nebo
o =45° — w, f =45° -+ . (2)
Z poslednich vztaht vyplyva konstrukce. Jde o konstrukci

trojihelnika podle véty wsu: d(AB) = 2.t a uhly «, f jsou
uréeny vztahy (1), popf. (2).

B
.%L\D\ g
A

\

AN

(%]
ﬁ’*b

Obr. 132
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Zkouska. Ze vztahi (1), popt. (2), je zfejmé, Ze sestrojeny
trojihelnik ABC je pravouhly. ProtoZe délka jeho prepony je
2t¢, ma téZnice k pfeponé predepsanou délku.

Diskuse. Aby tloha méla feSeni, musi byt dhly o, § dané
vztahy (1), popt. (2), ostré, tj.

0°= o << 45°.

Je-li & = 0°, mé dloha jediné FeSeni a sestrojeny trojuihelnik
ABC je rovnoramenny. Je-li 0° << w < 45°, m4 uloha dvé
feSeni.

Pro w = 45° nema 1loha feSeni.

79. V trojihelniku ABC jsou téZnice 7, a 7, na sebe kolmé.
Dale je dédna délka ¢ téZnice 7, a polomér r opsané kruZnice.
Sestrojte tento trojuhelnik a provedte diskusi feSitelnosti.

1
3

Obr. 133

329



ReSeni. Rozbor (obr. 133). Vime, Ze d(CS) = t, kde S je
stfed strany AB, a e <CATB = 90°. KruZnice opsana troj-
uhelniku ABC m4 stied O a polomér r. Z pravothlého troj-

1
thelnika ATB vyplyvé d(ST) = d(SA) = d(SB) = 5 t. Proto

d(AB) = 2.d(ST) = % ‘.

/A

z
\ \ﬁ/B |

Z toho vyplyva konstrukce (obr. 134):
2
1. Sestrojime tsecku 4B délky 3 t a jeji stied S.

2. V jedné z polorovin vytatych piimkou AB sestrojime
bod O tak, aby platilo d(O4) = d(OB) =r.
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3. Sestrojime kruznice ¢ = (S, t) a k = (O, ).
4. Prusecik kruznic ¢, £ ozna¢me C.
5. Sestrojime trojuhelnik ABC.

Zkouska. Je jasné, Ze kruznice opsana sestrojenému troj-

thelniku ABC ma polomér r. OznaCme pismenem 7 téZisté

1
trojihelnika ABC; potom d(ST) = 3t Protoze podle kon-

2
strukce je d(4AB) = 3 t,plati S4 ~ SB ~ ST.Proto lezi bod T

na Thaletové kruZnici s pramérem AB, takie <CATB = 90°.
TéZnice v primkach AT, BT jsou tedy navzajem kolmé.

Diskuse. Bod 2 z konstrukce je moZno provést jen tehdy, je-li

1
3k (1)

v

r

Prisecik C kruznic ¢ = (S, t) a & = (0O, r) podle bodu 4
existuje tehdy a jen tehdy, plati-li

[r—t|=d(SO)=r+1.

1 \2
Dosadime-li d(SO) = l/r2 — (? t) do nerovnosti | » —
— t] = d(S0), dostaneme po umocnéni
12

r2—2rl+t2§r2-—3
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a po dalsi upravé

r=--1r )]

o w

Vztahy (1) a (2) plati sou¢asné pravé tehdy, je-li

\%
W

r

_51‘.

Protoze prusecik C kruZnic ¢ a %k nikdy nemutZe leZet na
pfimce AB, je mozno provést 5. bod konstrukee.

Podminkou feSitelnosti je tedy

5
9

N|ﬁ
v

Snadno zjistime, Ze tloha mé dvé feSeni soumérnd podle
5
primky o; pouze v pripadé, Ze r = 9 t, je jedinym feSenim
rovnoramenny trojihelnik s hlavnim vrcholem C.

80. Je dan trojuhelnik ABC se stranami délek d(4AB) =
=9cm,d(BC) = 5cm, d(CA) = 8 cm. Sestrojte kruZnici & ve-
psanou tomuto trojihelniku a na ni najdéte vSechny body X
této vlastnosti: piimka p rovnobéZznid s AC a prochazejici
bodem X protina strany AB, BC v takovych bodech Y a Z,
ze X je stied tsecky YZ.
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Obr. 135

Reseni. Rozbor. Kruznice £ vepsand trojihelniku ABC
pfedstavuje jednu mnoZinu moZnych bodd X. Druhou mno-
zinu moZnych bodu X tvoii stiedy useCek YZ popsanych
v textu ulohy; nazveme ji M. Nejdfive najdéte tuto mnoZinu.
Na obr. 135 je trojihelnik ABC danych rozmért. Je ziejmé,
Ze bod M jako stied strany AC patii do mnoziny M. Nabizi
se domnénka, Ze i dalsi body tsecky MB (tj. téznice p) patii
do mnoZiny M, nikoliv v§ak bod B. Vedme libovolnym bodem
X mezi body M, B rovnobézku s AC; pismeny Y, Z ozna¢me
jeji praseciky se stranami 4B, BC.

Provedeme tzv. nepiimy dikaz toho, Ze XY =~ XZ.

a) Pfedpoklddime, Ze XY << XZ, tzn.,Ze pro délky téchto
useCek plati x1 << x2 (viz obr. 135). Vzdalenosti bodu B od
pfimek AC, YZ oznalime v, 9’5 vzdalenost pfimek AC, YZ
je tedy v — o',

O obsazich trojihelnikd XYB, XZB vzhledem k.x1 << x3
plati
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Sxve < Sxza. €))

Z obdobného diavodu pro obsahy lichobéiniki AMXY
a CMXZ dostavame

Samxy < Scmxz 2

Sectenim nerovnosti (1) a (2) dostaneme, Ze obsah trojihel-
nika AMB je mensi neZ obsah trojihelnika CMB, tj.

Same < Scms. (a)

b) JestliZze piedpokladame, Ze x1 > x2, dostaneme obdobnym
postupem

Sams > Scus. (b)
Oba vysledky (a) a (b) jsou vSak ziejmé ve sporu s tim, Ze

11

Sams = Scup = > -2—6.71.

Pro vztah mezi Cisly x1, x2 musi tedy platit jedind zbyva'ici
moznost X1 = Xg, COZ znamena, Ze bod X je stfed~m tisecky Y.7.

Z4vér. Body mnoziny M jsou vechny body téZnice MB

vyjma bodu B. Z uvahy téZ vyplyva, Ze Zadny jiny bod roviny
nemuze mit poZadovanou vlastnost.
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Obr. 136

Tento vysledek vyuZijeme v konstrukei (obr. 136).

1. Sestrojime trojihelnik ABC.

2. Trojuhelniku ABC vepiSeme kruZnici k.

3. Urcime téznici BM.

4. Kruznice k protne téZnici BM ve dvou riznych bodech

X, X, které jsou zfejmé reSenim dlohy.

Dokéazeme to: Jak z dvahy v rozboru vyplyva, jediné body
téZznice BM (mimo bod B) mohou mit poZadovanou vlastnost.
Té’nice BM lezi ve vnittku uhlu ABC, nebot bod M lezi
mezi body A4, C. Poloptimky B4, BC se kruZnice k dotykaji,
a proto polopfimka BM protne kruZnici £ ve dvou raznych
bodech. Tyto body X1, X» vzhledem ke konstrukci jsou body
vnitfku trojithelnika ABC. Uloha m4 tedy dvé rtizna feseni.

81. Je dan lichobéznik ABCD se zékladnami AB, CD.

a) Urcete takovy bod X dhlopiicky AC, aby pfimka p
rovnobézna s AB vedend bodem X protala ramena AD, BC
po fadé v bodech Y, Z, pro néz plati XY = XZ.

335



b) Vyjadfete délku usetky XY pomoci a = d(4B), ¢ =
= d(CD).

Reseni. Rozbor. a) Bod X na obr. 137 m4 pozadovanou
vlastnost, tj. usetky XY a XZ na pitimce p || AB jsou shodné.
Obménime-li i vahu z rozboru v tloze & 80, patii bod Z
(mimo to, Ze leZi na strané BC) strané trojthelnika AZY,
v némz tseCka AX je téZnici. Proto tsetka AC je t&Znici troj-
thelnika ADE, kde pro bod E plati: E = D, d(CD) = d(CE) =
= ¢, E lezi na ptimce DC (obr. 137). Z toho vyplyva i jedno-
duché konstrukce.

1. Sestrojime lichobéZnik ABCD a na ptimce DC bod E tak,

jak je popsano v rozboru.

2. Prusecik polopfimky AE se stranou BC je bod Z poZado-

vany textem ulohy.

3. Konstrukei pfimky p || AB bodem Z dostaneme bod Y

a hledany bod X.

[ c E

D c /L
./ 7
Y/ X/ V u
.‘/'

Obr. 137
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Dikaz vlastnosti bodu X je patrny z rozboru. Uloha ma
popsané feSeni jako jediné, nebot body B a C lezi v opacnych
polorovinich vytatych piimkou AE; spolecny bod tsecky BC

a"polopiimky AE je proto jediny.
b) Ze vztahu AZCE ~ ANZBA plyne (obr. 137)

d(EZ) ¢
dA4z2) " a
a déle podle (1)
d(AE) d(AZ) + d(EZ) ¢ a+tc
dAz)~  d@dzy 1 taT 74 -

Ze vztahu NAXZ ~ /\ACE plyne

d(Xz) d(AZ)

d(CE) ~ d(4E)"

Podle (2) je

a tedy

ac
dXY)=d(XZ) = PP

coZ je hledané vyjadfeni.

€Y

@
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P A

Obr. 138

82. Pravouhly trojihelnik ABC ma odvésny délek d(AB) =
=4 cm, d(BC) = 3 cm. Opiste mu c¢tverec APQR tak, aby
vrcholy B, C lezely po fadé na stranich PQ, OR.

a) Popiste konstrukci.

b) Vypoctéte délku usecky AP.

ReSeni. Uloha bude vyfeSena (obr. 138), sestrojime-li né-
ktery z boda P, O, R. Konstrukce zbyvajicich dvou vrchola
hledaného ¢tverce uz bude snadna. Cast b) dané tilohy pozaduje
vypocet délky usecky AP, kterou oznacime a.

Pravotihlé trojuhelniky ABP a BCQ jsou podobné, nebot

<{ABP -+ <.CBQ = 90°, (1)
takze
<XABP = < BCQ. 2

Koeficient podobnosti trojuhelnikd ABP a BCQ (v tomto
poradi) je
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d(AB) 4

d(BC) 3°
Odtud jiz plyne, Ze

d(AP) 4

dBQ) 3°

1.
3 3
d(BQ) = 7 d(AP) = 2%
Protoze PQ ~ AP, je
1
d(BP) = a — d(BQ) = i 3

Z pravouhlého trojuhelnika ABP podle Pythagorovy véty
dostavame

(d(AP))* +- (d(BP))* = (d(4B))?

tj. podle (3)

1
a® + 1—6(12 = 16,
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tj.

a2 = —

17°
Odtud jiz plyne feSeni Casti b):

16 cm  16.)17cm  16.4,13 cm
dAP) =a=—"—=—== = = 3,88 cm.
17 17 17
4)

Z vysledku (4) vyplyva jeden ze zpusobu feSeni Casti a)
dané tlohy. Bod P sestrojime na Thaletové pulkruznici nad pri-
mérem AB (v poloroviné opacné k poloroviné s hrani¢ni pfim-

16 —
kou AB,v niz lezi bod C) tak,aby bylo d(4P) = 7 /17 cm
(viz (4)).

U 4 14
Obr. 139

Jiny zpusob nalezeni bodu P se zaklada na konstrukci thlu
BAP. Z rovnosti (3) totiz plyne

d(BP) 1

d(AP) ~ 4"
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Sestrojime pomocny pravouhly trojihelnik UVW (obr. 139)
s odvé€snami o délkich d(UV) =4 cm a d(UW) = 1 cm. Pak
sestrojime bod T (obr. 138) tak, aby platilo

<LBAT = <WVU.

Bod P se sestroji jako pata kolmice z bodu B k pfimce AT.
(Poznamenejme jesté, Ze trojihelnik UVW je uZiteCny i pro
konstrukci, kterd se zaklad4 na rovnosti (4), nebot d(VIW) =
= /17 cm.)

Zname-li bod P, pak jiZ snadno sestrojime dalsi dva vrcholy
hledaného ¢tverce. Na polopfimce PB najdeme bod Q tak, aby
bylo d(PQ) = a. Na polopiimce QC sestrojime bod R, pro ktery
plati d(OR) = a.

Na zavér musime je$t€ provést zkousku, tj. dokazat, Ze
Ctytuhelnik APQR je hledany Ctverec. Z konstrukce vyplyva,
Ze uhel APB je pravy a ze d(PQ) = d(QR) = a. Je tieba do-
kazat, Ze také thel POR je pravy, Ze bod B leZi na strané PQ
a bod C lezi na strané QR.

Bod B lezi uvnitt tsecky PQ, nebot podle konstrukce bodu P
je d(PB) < a = d(PQ). Trojuhelniky ABP a BCQ jsou

s s
odobné podle véty — u— . Z rovnosti (1) plyne rovnost (2) a
p p YU

z konstrukce bodu P vyplyva rovnost (3), takZe

d(AB)
~ d(BC)

d(AP) d(AP) a
d(BQ) ~ d(PQ)—d(BP) 1

a—za

4
3
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Uhel PQC je tedy pravy a &tyfdhelnik APQR je  verec.
Z konstrukce déle plyne, Ze bod C skutené lezi na str aé ¢ R.
Je totiz

d(BC)

3
d(QC) = d(PB). gy = dPB). 1<

Poznamka. Pii feSeni tlohy lze také zalit konstrukci bo-
du Q a vyuZit pro ni podminky <{B0C = 90" a <{BQA = 45°.
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VIill. Stereometrie

83. Kvadr ABCDA'B'C’'D’ (s podstavou ABCD, pfiemz
je AA"||BB'||CC’"||DD’) ma rozméry a = d(AB), b=
=d(A4D), ¢ = d(AA"). RovnobéZné roviny BDA’ a CB'D’
oddéluji od daného kvadru dva Ctyfstény ABDA’ a C'CB'D'.

a) Vyjadfete objem zbylého télesa pomoci rozméra a, b, c.

b) Narysujte sit tohoto télesa pro a =4cm, b =3 cm a
¢=5cm.

o . ._C
- N
8 LA\
.‘\~ 3 \
AN a—1-4
N\ ! }
| \ 3
I \, ! /
} \
P —————— e |
% \
\ |
by | N
\J_ \
Obr. 140 T
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ReSeni. a) Na obr. 140 je znizornén kvidr ABCD ve volném
rovnobézném promitini pro leps$i ndzornost v »nadhledu zleva«
(znamena to, Ze jsou viditelné: horni podstava, pfedni a leva
pobocna sténa). Objem Z zbylého télesa, jehoZ obraz je tlusté
vytaZen, vypocteme tak, Ze od objemu piavodniho kvidru
odeéteme objemy oddélenych Ctyfsténd.

Objem Ctyfsténu vypocitame podle vzorce pro objem V
jehlanu, tj.

1
V= 3 P.o,
kde P je obsah podstavy a v délka pfislusné vysky. Povazujme
ve ctyisténu ABDA’ trojuhelnik ABD za podstavu; pak
pfislus$né vyska je v = d(AA") = c¢. Obsah pravouhlého troj-

1
thelnika ABD o odvésnich a, b je P = Eab. Proto je

1 1

—3— . E abce.

|~

V1= ab.c=

1
Objem Vs, druhého Ctyfsténu C'CB’D’ je rovnéz Eabc, nebot
oba ¢tyfstény maji shodné podstavy a vysky.
Dostavame tedy pro objem Z zbylého télesa

Z= abc = Vl = Vz
¢ili
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1 2
Z =abc — 2 .— abc = — abc.

2
Odpovéd. Objem zbylého télesa je 3 abe.

b) Sit zbylého t&lesa je na obr. 141; pfi konstrukci vyjdeme
nejvhodnéji od stény 4’B’B a jeji sousedni stény B’BC a postup-
né pfipojujeme dalsi stény. Pi rozvinuti povrchu v sit mé napf.
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bod D tfi obrazy (znacené D, D1, D2);obdobné bod D’ se zobrazi
tiikrat jako D', Dy’ a Dy'.

8 Obr. 142

84. Je dan kvadr o rozmérech a, b, ¢ (viz obr. 142). Od kvadru
oddélime télesa rovinnymi fezy tak, Ze zbude téleso, které je
na obrazku vyznaleno tlustymi Cdrami. Jeho vrcholy leZi
ve stfedech hran predni a zadni stény daného kvadru.

a) Narysujte obrazek, z néhoz je vidét, Ze se odfiznuté Casti
daji slozit v jiny kvadr.

b) Vypoctéte objem télesa, které zbylo po odfiznuti.

Reseni. a) Oznaéme stiedy hran stény ABCD daného kvadru
stejné jako na obr. 142. Stfedni pricky MP, NQ tohoto obdélni-
ka a dale tsecky MN, NP, PQ, QM déli obdélnik ABCD
na osm shodnych pravouhlych trojihelniki; ty jsou na obr. 142
odislovany 1, 2, 3, 4, 1, 2', 3, 4. Trojthelniky se totiz shoduji
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v odvésnach, tedy podle véty sus. Proto muZzeme trojihelnik 3
pfemistit do polohy 1’, trojihelnik 4 do polohy 2'. S troj-
thelniky 3, 4 premistime zérovefi i odfiznuté Casti kvéadru,
které k nim prisluSeji.

A M B Obr. 143

b) Podle vysledku tlohy a) dostaneme z odfezanych Césti
kvadr, jehoZ pfedni sténou je obdélnik ABNQ (obr. 143);

1
rozméry tohoto kvadru jsou a, 5 b, c a jeho objem V" je

b
V'=a. 2" c
neboli
1
V' = ER abe.
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ProtoZe objem daného kvadru je abc, rovna se objem odfezanych
Casti poloving objemu daného kvadru. Z toho plyne, Ze zbytek
télesa mé objem rovny polovin€ objemu daného kvadru neboli

—.abc. Tim je tloha rozfesena.

2

85. Osovy fez rotacniho kuZele je pravouhly rovnoramenny
trojihelnik VAB o pfeponé AB délky d. Pfimkou AV je vedena
rovina, kterd protne kuZel v rovnostranném trojihelniku VAC.

Pomoci proménné d vyjadiete

a) objem jehlanu ABCV;

b) povrch jehlanu ABCV.

Obr. 144
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ReSeni (obr. 144). a) Pro vypocet objemu jehlanu ABCV
podle vzorce

V=—-P.v

potfebujeme znat obsah podstavy P a velikost vysky v. Zjistime
potfebné tdaje.

Bod V je vrcholem kuZele a pravého Ghlu rovnoramenného
pravouhlého trojihelnika ABV s preponou AB délky dj; je tedy

d(AV) = d(BV) = < (1)

/2
Je-1i S stied podstavy kuZele, je jeho vyska
d
v =d(SV) = 2 )

ProtoZe trojihelnik VAC je rovnostranny, je

d
d(AC) = —. 3)

12
Trojuhelnik ABC je podle Thaletovy véty pravouhly s pre-

ponou AB. Pomoci Pythagorovy véty vypocitime druhou
odvésnu
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d

V2 ®

/ &
4(BC) =]x (d(AB))2 — (d(AC))2 = f / @ - =
' i

Vzhledem k (1), (3) a (4) je
AVAB = ANCAB;

proto je i trojihelnik VBC rovnostranny.
Pro objem jehlanu ABCV s podstavou ABC a vyskou SV
dostaneme

d)z d a3
2 24

11
Vz—.—(-:
372 \)2

b) Vzhledem ke vztahtim (1) az(4)plati VA ~ VB ~ VC ~
~ AC ~ BC. Toho pouzijeme pii vypoctu povrchu S naseho
jehlanu. Nejprve zjistime obsah P trojihelnika ABC, ktery je
tyZ jako obsah s nim shodného trojthelnika VV.AB. Plati

Pomoci Pythagorovy véty vypoteme vySku VM trojuhelnika
VBC:

/

e RN
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Obsah P’ trojuhelnika VBC je roven obsahu s nim shodného
trojihelnika VCA. Plati

1 a3 a3
P'=—.d(BC).d(VM) = ——= ., —— — ——
2 2)272)2 8

Povrch § jehlanu je tedy

& 2|3 242+ 23

S:2P+2P:2'Z+2' P 7

GS\Y% E

N

Obr. 145
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86. Na pripojeném obr. 145 vidite kvidr o rozmérech
d(AB) = 4 cm, d(AD) = 3 cm, d(AE) = 5 cm; tento kvadr je
stmelen z krychli¢ek o hranich délky 1 cm. Na povrchu kvadru
je vyznacen obdélnik @; o rozmérech 1 cm a 2 cm a déle pak
dva Ctverce @3, @3 o stranich 1 cm.

Nad obdélnikem @ vyrazime z daného kvidru ve sméru
hrany AD sloupec (tvaru kvidru) sloZeny celkem ze Sesti
krychlic¢ek; vyiatd Cést je zndzornéna vlevo na obrazku. Tim
vznikne v daném kvadru otvor. Obdobnym zptsobem sestroji-
me nad ¢tvercem @j otvor dlouhy 5cm ve s« . hrany AE
a nad Ctvercem Qg otvor dlouhy 4 cm v s arany AB.

Vypoctéte objem a povrch (tj. véetné  _chu dutiny) télesa,
které takto vzniklo.

ReSeni. Abychom tlohu roziesili, rozfeZeme vzniklé téleso
(tj. dany kvadr po sestrojeni otvort) na vrstvy, a to rovinnymi
fezy rovnobéznymi s rovinou horni podstavy EFGH daného
kvadru. Dostaneme tak pét vrstev, které jsou v obr. 146 sefazeny
ve sméru shora doli; pfitom si myslime, Ze se na vrstvu divime
shora (z nadhledu). Patii-li horni sténa krychlicky v urcité
vrstvé k povrchu télesa, ozna¢ime ji v naSem obrizku znamén-
kem --; patfi-li spodni (dolni) sténa krychlicky k povrchu
télesa, oznaCime ji v obrizku znaménkem —. Jestlize naleZi
povrchu bocni sténa krychlicky, vyznacime ji v obrazku vrstvy
tlustou tuseCkou. Podle toho spocitaime v kazdé vrstvé pocet
stén krychlicek, které patfi povrchu télesa; zaroveni spocitime
i poCet krychlicek v kazdé vrstvé (obr. 146 a, b, c,d, e).
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Pocet stén ve vrstvé krychlicek,
které patii povrchu télesa

5 Cel- Pocet
%x;;cvka bocnich kem | krychli¢ek
y hornich dolnich stén stén | ve vrstvé
stén stén (v obrazku
(+) () tlusté
vytaZenych)
a 11 5 18 34 11
b — — 20 20 6
c 3 - 18 21 9
d 2 — 18 20 11
e - 11 18 29 11
Soucet 124 48

Odpovéd. Povrch vzniklého télesa je tedy 124 cm2, objem
télesa je 48 cm3. (Odpadlo 60 — 48 = 12 krychliéek.)

Jiné FeSeni. Na obrazku 147 méme zndzornéno téleso, které
jsme z kvadru odebrali. (Svislé Srafy znadi zelenou barvu, $ikmé
Srafy Cervenou a vodorovné Zlutou; stejné jsou obarveny i stény
vzniklé dutiny.)

Oznaéme V objem a S povrch pivodniho kvadru a V', S’
objem a povrch kvadru s dutinou.

Dutina nad @; vznikla vyjmutim Sesti krychli a vezmeme ji

celou; ma objem Vi = 6 cm3, povrch S; = 14 cm?2.

Dutina nad @3 vznikla vyjmutim dal$ich tfi krychli; objem
je Va =3 cm3, povrch Sz = 12 cm?2.
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Dutina nad Qg vznikla vyjmutim jesté dalSich tfi krychli;
objem je V3 = 3 cm3, povrch Sz = 12 cm?2.

Obsahy obrazct @1, @3, @3 oznacime Q1, Q2, QOs.

Podle obrazka vidime, Ze plati (objem je vyjiddfen v cm3,
povrch v cm?2):

VeV (Vi Vo V) —4.3.5—(6+3+3) =
— 60 — 12 — 48;
S=8+(S1+ 82+ 83) —2(01+ Q2+ Q3)=
245435443+ (14412 +12) — (4+242) =
=94 438 — 8 = 124.

Odpovéd. Kvadr s dutinou ma objem 48 cm3 a povrch
124 cm?.

/ % G1 Cervena /////////

Zv/ufé _

zelena “HHH"

Obr. 147
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87. Budiz déna krychle o hran€ délky 5 cm; krychle je slepena
z krychlicek o hran€ 1 cm. Zvolme na povrchu dané krychle tfi
¢tvereCky @1, @2, Q3 0 stranich délky 1 cm tak, jak je nazna-
¢eno v obr. 148a. Nad c¢tvereckem @) ve sméru hrany OA
(viz obr. 148a) vyrazime sloupec sloZeny z péti krychliCek
(vynata cast je znazornéna v obr. 148b); tim vznikne v dané
krychli otvor. Obdobnym zpisobem sestrojime otvor nad &tve-
reCkem @2 ve sméru hrany OB a dile nad {tvereCkem Q3
otvor ve sméru hrany OC. (Celkem bylo vyiiato 13 krychlicek.)

Provrtanou krychli ponoiime nyni do Cervené barvy, aby
se povrch a dutiny obarvily. Po uschnuti krychli rozbijeme
na krychli¢ky o hranich délky 1 cm.

Urcete, kolik jsme dostali krychliek, které maji obarvenou
1. jednu, 2. dv¢, 3. ¥, 4. &tyfi, 5. pét, 6. Sest, 7. Zddnou sténu.

A

/aa

SN

C Obr. 148a, b
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ReSeni. Abychom snadnéji tilohu rozfesili, rozfeZeme krychli
na desky tvaru kvadru, a to rovinnymi fezy rovnobéZnymi
s horni podstavou krychle. Tim dostaneme pét desek tvaru
kvédru o rozmérech 5 cm, 5 cm, 1 cm; tyto desky na dané krych-
li odshora dold ocislujeme cislicemi I, II, III, IV, V. Desky
zobrazime Ctverci o rozmérech 5cm (viz obr. 149 az 153);
mysleme si, Ze se na desky divdme shora, takZe vidime horni
sténu Ctvercové desky. Je-li horni sténa krychliCky v urcité
desce obarvena, napiSeme do ¢tverecku, ktery krychlicku zna-
zorfiyje, znaménko -+; je-li obarvena dolni sténa, napiSeme
znaménko —. Je-li obarvena bocni sténa krychlicky, vytdhneme
stranu CtvereCku v obrazku tlustou udseCkou. Tak snadnéji
spocitame, kolik stén mé krychlicka obarvenych; celkovy pocet
obarvenych stén krychlicek napiSeme také dovniti Ctverecku.
Krychlicky, které jsme z krychle vyiali, znazornime v obrézcich
vySrafovanym ctvereCkem.

Vysledky, které ziskdme, napiSeme do tabulky. V tabulce,
napft. v fadku oznaceném II (tj. deska ¢is. IT), ¢teme: 1 krychlic-
ka je neobarvena, 4 krychlicky maji obarvenou jednu sténu,
6 krychlicek mé obarvené dvé stény, 4 krychlicky tii stény,
1 krychlicka ma obarvené Ctyfi stény; celkem ma deska 16
krychlicek.

V predposlednim fadku, oznaceném S, Cteme vysledek:
11 krychlicek je neobarvenych, 36 krychlicek ma obarvenou
jednu sténu, 42 dvé stény, 20 tfi stény, 3 Ctyfi stény.

Provedeme zkousku. Snadno pfimo zjistime, Ze je obarveno
192 stén (150 — 6 + 12. 4); skutecné plati

36.1-+-42.2420.3+3.4=192.
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Pocet obarvenych krychlicek v jednotlivych deskach je patrny
z této tabulky:

Pocet krychlicek, které maji
Deska obarveno »n stén Pocet
gislo krychlic¢ek
v desce
n=0n=1n=2|n=3|n=4

I 0 4 10 8 2 24
II 1 4 6 4 1 16
111 4 10 8 2 0 24
v 6 12 6 0 0 24
\' 0 6 12 6 0 24
S*) 11 36 42 20 3 112
Obarv. stén 0 36 84 60 12 192

*) S je celkovy pocet krychlidek.
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88. Dokazte, ze hrany pravidelného trojbokého jehlanu se
nedaji oCislovat &isly 1, 2, 3, 4, 5 a 6 tak, aby soucet tfi Cisel,
kterymi jsou oislovany hrany jedné stény, byl pro vechny &tyfi
stény stejny (mezi stény pocitame téZ podstavu).

ReSeni. Predstavme si, Ze jsme si zvolili libovolny pravidelny
trojboky jehlan, a Ze jsme jeho hrany ocis.ovali néjakym zpa-
sobem disly 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kazdé jeho sténé pfifadme cislo,
které je souctem tii Cisel, jimiZ jsou ocisloviny jeji hrany.
Jestlize secteme Ctyii Cisla, kterd jsme takto prifadili sténdm
uvazovaného jehlanu, pak jejich soucet bude

2.(1+2+3+4+5+6)=42,

nebot kazd4 hrana nalezi dvéma sténdm. Odtud jiZ plyne tvrzeni,
které jsme méli dokdzat, nebot Cislo 42 neni délitelné Ctyfmi.

89. Je dan trojboky jehlan ABCV. Rovina ¢ protini jeho

hrany AB, BC, CV a neprochézi z2ddnym z boda 4, B, C, V.
Které hrany jehlanu rovina je$té protina?

r

Obr. 154
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Jjeden poloprostor | druby poloprostor
urdeny rovincu § |urceny rovinou

A————8
/
/

O T

Obr. 155

ReSeni. Nejprve zjistime, které hrany by rovina o je$té
mobhla protinat. Nacrtneme-li trojboky jehlan ABCV, vidime,
Ze z textu ulohy nevyplyva, zda protina hrany AC, AV a BV.

Pred vlastnim feSenim si pfipomeiime jeden poznatek z geo-
metrie, ktery zni: Jsou-li X a Y dva rtzné body, které nelezi
v roving€ g, pak rovina g tGseCku XY protini (obr. 154), pravé
kdyz body X a Y leZi v opacnych poloprostorech vytatych
rovinou o.

Vrcholy 4, B nelezi v roviné p a rovina g protina hranu 4AB.
Z téchto dvou podminek plyne, Ze body 4, B leZi v opatnych
poloprostorech vytatych rovinou g. Obdobné zjistime, Ze v na-
vzéjem opacnych poloprostorech uréenych rovinou g lezi body
B, C a také body C, V. Piehlednéjsi bude, kdyZ si tato tii
zjisténi zapiSeme do tabulky (obr. 155). V témZe poloprostoru
tedy lezi body 4 a C a také body B a V, takZe rovina ¢ hrany
AC a BV neprotina. Body A4, V v8ak leZi v riznych polo-
prostorech, a proto rovina g protinid hranu AV. Tyto vztahy
jsou znazornény na obr. 156.
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Obr. 156

362









Jan Vysin, Vlastimil Machacek, Jifi Mida

VYBRANE ULOHY Z MATEMATICKE OLYMPIADY
KATEGORIE Z

Obdlku navrhl Jaromir Jarkovsky
Vydalo Stitni pedagogické nakladatelstvi, n. p., v Praze roku 1982
jako svou publikaci ¢. 5-42-18/2

Edice Pomocné knihy pro ziky

Odpovédna redaktorka: Kvétoslava Brazdova
Vytvarny redaktor: Viclav Hanu$
Technicka redaktorka: Eva Kalinov4

Z nové sazby pismem Plantin vytiskly Moravské tiskafské zdvody, n. p.,
Olomouc, zivod 10
Format papiru 70 cm X 100 cm
Pocet stran 362
AA 11,27 (8,69 AA textu, 2,58 AA grafiky) - VA 11,84
Niéklad 5 000 vytisk

Tematicka skupina a podskupina 03/2
2. piepracované vydani
Cena brozovaného vytisku K¢s 14,00

505/21, 825

14-573-82 K¢s 14,00
















matematicka O
olympidda 2

14-573-82
SPN 5-42-18/2 032 Ké&s 14,00




