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Hruska:

Konstrukce omezenymi
prostfedky a
geometrické aproximace

PH grafickém prova-
dénf geometrickych kon-
strukci se setkdvame Cas-
to se tremi 2zdkladnimi
obtiZemi. Jednak ¢&asti
konstrukci zapadaji mi-
mo ndkresnu nebo ne-
méme dostacujicf presné
pomiicky k jejich prove-
deni, nebo kone&né& kon-
strukce neni presné& pro-
veditelnd jednoduchymi
rysovacimi prostredky, t.
J. pravitkem a kruZitkem.

KniZka HrusSkova uka-
zuje na Fadé zdkladnich
Gloh nejéastéji se vysky-
tujicich, jak se prakticky
odstrafuji tyto obtiZe, jak
se tedy provadi konstruk-
ce v omezené ndkresné,
nebo jen nékterymi pro-
stredky a konelné& jak se
konstrukce, které nejsou
pravitkem a kruZitkem
plresné proveditelné, na-
hrazuji (aproximujf) p¥i-
bliznymi jednoduchymi
konstrukcemi a jak se
ur¢uji jejich chyby.

Presnost grafickych
konstrukecf, aproximace
treté&nfi Ghlu a konstrukce
nékterych pravidelnych
mnohothelnik®, empiric-
ké krivky atd.,, to jsou
vécl, s kterymi se setki-
vime v praxi, v tisku,
v Zivoté a které zaujmou
Ctendre a rozsitfi obor je-
ho stfedoSkolskych po-
znatkl.

K 10,80
U v3ech knihkupct

JCMF



CESTAXKVEDENI

Pror. D2 V. HRUSKA

KONSTRUKCE
OMEZENYMI PROSTREDKY A
GEOMETRICKE APROXIMACE

Se 45 obrazei

m+f

Vyslo jako 7. svazek sbirky
CESTA K VEDENI
vyddrané Jednotou deskych matematikd a fysikd v Praze za redakce
Dra R. BRDICKY. Dra F.VYCICHLO a Dra L. ZACHOVALA

1940

NAELADEM JEDNOTY CESKYCH MATEMATIEU A FYSIEKU V PRAZE
TISKEM ENIHTISKARNY ,PROMETHEUS“ V PRAZE VIII



VeSkera ,prava vyhrazena.



PREDMLUVA.

Text zde vytiStény meél pivodné byti éasti Uvodu k pri-
pravovanému 2. vydani ucebnice Laska-Hru8ka, Pocet
graficky a graficko-mechanicky (1. vyd. 1923, JCMF
v Praze). Moji posluchaéi vidy téice pocitovali, Ze neni
levné knihy o provadéni konstrukei omezenymi prostredky
a o geometrickych aproximacich, kteréZto otdzky éasto
znesnadnuji grafické pocitdni. Tyto otdzky vSak zajimaji
i 8ir8i kruh ctenari. Proto redakce této sbirky se rozhodla
vydati v ni samostatné tuto partii z nasi u¢ebnice. Tim se
zpristupni tato latka i tém, jimz by bylo pfiliS nakladné
zakoupeni celé udebnice za tcelem studia téchto otazek.
Za to bude tato partie vypusSténa v 2. vydani ucebnice,
¢imZ se jeji cena primérené snizi. Redaktor této sbirky,
p. RNDr. Fr. Vyéichlo, soukromy docent Karlovy univer-
sity a Ceského vysokého uceni technického v Praze, provedl
laskavé dpravy textu nutné k jeho srozumitelnosti po vy-
trzeni z vétstho celku. Vyslovuji mu za to dik. Ctendte pak
prosim, aby toto dilko posuzoval s hlediska tcelu, k némuz
bylo pavodné urcéeno. Dékuji rovnéz Jednoté Cdceskijch
matematiki a fysiki v Praze za ochotu, s niz se ujala vyddni
této knizky, a tiskarné ,,Prometheus’ za vzorné provedeni
tisku.

V Praze v kvétnu 1940.



1.
OMEZENOST PROSTREDKU.

Uvod. Ve skole a v technické praxi ¢asto divdme pred-
nost jednoduché konstrukci pred sloZitéjSim vypoctem.
Tak na pr. dosti presné a rychleji sestrojime polomér kruz-
nice vepsané trojuhelniku uréenému stranami, nez jej vy-

pocitame ze vztahu o= V(s — @) 8 —0b) (e — c)’ kde

8

= 4 (@ + b + ¢). Pri grafickém reSeni soustav linearnich
rovnic, jichz koeficienty jsou velka ¢éisla (nebo disla de-
setinnd) je tomu podobné. Jsou vSak jeSté jiné prednosti
konstrukei a geometrickych obrazch, které daly podnét
ke vzniku dulezitého odvétvi geometrie, t. zv. grafického
pocitani a které najde étenar v jiné kniZce této sbirky.*)

Provedeni geometrickych konstrukei musi byti co moZna
nejpresnéjsi, nebot’ jen o takové lze se pri delsi praci opriti;
proto je tfeba slozitéjsi konstrukce vhodné upra-
vovati a rozklddati v jednoduché, které miuzeme
provésti velmi presné a uzivati pri nich co nej-
lepSich pomucek. Tak k rysovani primek uZivame pres-
nych kovovych pravitek s facetou, k vynaSeni tisetek pri
presné technické praci (na pf. v zemépisném ustaveé) t. zv.
koordindatografu (pristroje slouzicitho zaroven k presnému
vynaSeni nebo meéreni souradnic pravouhlych prip. polér-
nich); v podstaté sestava tento pristroj z kovového méritka
opatfeného mikrometrickym a optickym zarizenim, aby
bylo moZno jim presné tisecky métiti. Uhly se vynésleji
pristroji podobné vybavenymi.

K sestrojovani rovnobézek uzivame pristroje t. zv. para-
lellinedlu. Jsou to vlastné dvé pravitka udrZovand v presné

*)Viz Dr. V. Pleskot: Grafické poéitani a nomografie.



rovnobézné poloze dvéma tiahly pripevnénymi k nim ve
¢tyfech bodech, které tvori vrcholy rovnobéZnika.

Vedle kruzitka uZiva se pro reSeni tloh tfetiho a ¢tvrtého
stupné parabolografu (pfistroje pro presné rysovani parabol),
elipsografu a j.

Pri drobné praci Skolni a technické tyto nakladné pri-
stroje vétSinou chybi. Mimo to jejich uZiti je omezeno
casto tim, Ze é4dsti konstrukei leZ{ mimo ndkresnu a Ze priveé
téchto casti je v dalsim treba. Jak odstranovati v za-
kladnich geometrickych konstrukecich, z nichz se
slozitéjsi skladaji, oboji obtize takto vzniklé, je prave
tikolem nasledujicich radku.

1,1. Rozdéleni konstrukei. K praktickému provadéni
geometrickych konstrukci lze uZiti jen nékolika mdilo jedno-

duchych pomicek; tak
neni potiebi slozitého
paralellinedlu k sestro- /1N
jeni rovnobézek, ale jak RN
znamo ze stredni Skoly, S \
staéi k tomu bud kres- a4 | \E
lici trojuhelnik a oby- A -
¢ejné pravitko, nebo ta- / " ™ \
ké jen pravitko a kru- AL R e \
Zitko. Lo , @ T~
Konstrukcerovno- /g C D'\
bezky vedens bodem Obr. 1. Bodem A4 vésti rovnobéiku

A k'prlmce a demm s pfimkou a uZitim jediného pravit-
pravitkem a kruzZitkem ka a kruZitka.

(obr. 1) plyne z véty, Ze

v lichobézniku ABDE spojnice FG priseciku F' uhlopticek
a pruseciku G ramen puli zakladnu BD. Zvolime v roviné
bod G a od pruseéiku B spojnice AG s a naneseme kruzitkem
dvakrit libovolnou délku BC = CD na a. Spojime-li C
a D s @, sestrojime prusecik F = (4D, CG) a prisecik
E = (BF, DG), nacez je AE | a. Dokonce kruzitko uzité
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k této konstrukci muze miti stalou, nikoliv ménitelnou
vzdalenost obou hrota.

Podobné miiZzeme z bodu A spustiti kolmicik primce a
bud pravoihlym trojuhelnikem, nebo také obycejnym pra-
vitkem a kruzitkem (obr. 2). Ze stiredu 4 opiseme kruiZnici
o takovém poloméru, aby protala a ve dvou bodech, B a C.
.Kruzitkem sestrojime libovolny bod D, jehoz vzdalenosti od
B a C jsou stejné. AD je hledanou kolmici.

S praktického hledi-
ska zplisob vedeni rov-
! nobézek, uvedeny v obr.
| 1, je vyhodny tehdy, je-
li bod A znaéné vzdéleny
od ¢ a nemdame-li dosti
. </ . Velkého kresliciho troj-

<D {ihelnika. Podobné je to-

mu s konstrukei v obr. 2.

a Zaroven vsak vidime,

ze spousténi kolmice

z bodu na primku uzitim

C jen pravitka a kruzitka

/ je komplikovanéjsi nez

Obr. 2. S bodu A4 spustiti kolmici na uzitim pravothléhokres-

pfimku a uZitim pravitka a kruzitka. liciho trojihelnika a je

dokonce nemoziné jen

obycejnym pravitkem bez kruZitka nebo bez trojihelniku.

Omezime-li nase pomucky k provadéni konstrukei, zkom-

plikujeme nékteré konstrukce, nékteré dokonce zne-

moznime. Vznikd proto otazka klasifikace konstrukei
podle prostredkil, jimiZ je miZeme provésti.

~ a) Pravitkem muZeme provésti konstrukce, v nichz jest

vésti pouze koneény pocet pifmek, které smime libovolné

zvoliti, nebo libovolné vésti znamym bodem, nebo konecné

které spojuji dva znamé body. Takové konstrukce nazyvame

prvého stupné nebo linedrni.
b) Je-li kromé toho v konstrukei nakresliti koneény pocet

\
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kruznic o znamém stredu a poloméru, sta¢i k ni pravitko
a kruzitko. Takové konstrukce nazyvejme druhého
stupné nebo kvadratické. L. Mascheroni!) viak do-
kazal, Ze tyto konstrukce muzeme provésti také jen kru-
zitkem bez pravitka. Naproti tomu J. Steiner?) dokazal,
ze veSkeré tyto konstrukce lze provésti pouhym pravitkem,
mame-li v roviné jiz nakreslenou jedinou kruznici. Novéji
A. Adler®) dokazal, ze tyto tlohy lze také reSiti uzitim
pohyblivého pravého tuhlu atd.4)

c) K provedeni konstrukei, v nichz se vyskytuji je$té jiné
krivky, nestaéi jen pravitko a kruzitko nebo je nahrazujici
zafizeni, na pr. jeden pohyblivy pravy iuhel. Nazyvejme je
prozatim vyS$S$iho stupné (rozuméj vys$siho nez dru-
hého).

Pravitka a kruzitka muZeme uziti ke konstrukei i zpuso-
bem odchylnym od definic a) a b). Na priklad k sestrojeni
spoleénych tecen dvou kruznic, z nichZz Zddna nelezi zcela
uvnitt druhé, jest zapotrebi pravitka i kruzitka (nebo misto
ného kreslicitho trojihelnika), uzivame-li jich podle definic
a) a b). Jednodu$eji viak reSime 1ulohu prostym prilozenim

1) La Geometria del compasso (Pavia, 1797).

2) Die geometrischen Konstruktionen, ausgefiihrt
mittels der geraden Linien und eines festen Kreises
(Berlin, 1833, znovu otisténo v Ostwald’s Klassiker No. 60).

8) Uber die zur Ausfiihrung geometrischer Kon-
struktionen notwendigen Hilfsmittel (Sitzgsber. Wiener
Akad. 1890).

4) Srovnej] téZ J. Vojt&ch, Teorie geometrickych
konstrukei (PFil. Casop. pro pést. mat. a fys., sv. 31, 1902);
H. Simon, Geometrische Konstruktionen ohne Zirkel
(Zeitschrift f. math. u. naturwis. Unterricht XXII, 1891);
G. Wallenberg, Konstruktionen mit Lineal und Eich-
maf (Sitzgber. Berliner mat. Gesellsch. IV, 1905); F. Klein,
Vortrage tliber ausgewdhlte Fragen d. Elementar-
geometrie (Leipzig, 1895, 2." vyd. Berlin); F. Enriques,
Questioni riguardanti la geometria elementare (Bo-
logna, 1900); D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie
(Leipzig, 1903); A. Adler, Theorie der geometrischen
Konstruktionen (Leipzig, 1906).



pravitka tak, aby se dotykalo obou nakreslenych kruznic.
Takové uzivani pravitka nevyhovuje ovSem definici a)
a J. Hjelmslev®) nazyva takto provedenou konstrukei
geometrickym experimentem. Podobné je mozno uzi-
vati i jinych pomucek konstrukce. Ackoliv se tim mnohé
konstrukce velmi zjednodusi, nedoporucuje se uzivati geo-
metrickych experimentu pro jejich mensi presnost.

1,2. Jiné klasifikace konstrukei. Kazdé konstrukei mu-
zeme priraditi, na pr. uZitim analytické geometrie, jednu
nebo nékolik rovnic mezi riznymi veli¢éinami v ni uZitymi,
jako jsou délky, uhly, dvojpoméry atd. Jsou-li veskeré
tyto rovnice algebraické, nazyvejme konstrukci také alge-
braickou, jinak ji nazyvejme transcendentni. Je-li m
pocet nezavislych algebraickych rovnie, prifazenych alge-
braické konstrukci a zndme-li veSkeré aZ na m z téchto
veli¢in, miZeme pak nasSi konstrukei najiti i téchto m ne-
znamych veliéin. Predpokldddme obvykle, Ze v kazdé
z téchto rovnic jest pouze jedind nezndma. V opacném
piipadé bychom toho docilili eliminaci ostatnich nezna-
mych.

V pripadé algebraickych konstrukeci mizZeme také pri-
razené rovnice vidy upraviti na irreducibilni®) rovnice,
jichz koeficienty jsou raciondlni funkce znamych veli¢in
o raciondlnich koeficientech. Nejvyssi ze stupna priraze-
nych rovnic takto upravenych nazyvame také stupném
algebraické konstrukce.

Toto rozdéleni algebraickych konstrukei na ruzné stupné
nesouhlasi v3ak uplné s jejich rozdélenim provedenym
v predchozim odstaveci.

Veskeré konstrukce, které lze provésti jen pravitkem, jsou
linedrni i ve smyslu analytické geometrie. Kromé nich vsak

8) Geometrische Experimente (Leipzig, 1915).

8) Oznadeni irreducibilni mnohoélen davame mnoho-
¢élenu o racionalnich koeficientech, ktery nelze rozloZiti v ¢initele
stupfitt niZSich rovné&* s racionalnimi koeficienty. Uprava
spoéiva v odstranéni odmocnin umocnénim a pod.
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je ve smyslu analytické geometrie linearni také na pr. rozpu-
leni dsecky, nebot vede na linedrni rovnici o raciondlnich
koeficientech, ackoliv k této konstrukei potfebujeme kru-
zitka.

Souvisi to s rozdélenim vlastnosti konstrukei na:

a) Projektivni, t. j. takové, které se neméni stredovym
promitdnim, jako na pr., jde-li pfimka prase¢ikem jinych
dvou primek, nebo ma-li dvojpomér étyr bodi znamou hod-
notu atd.

b) Metrické, t. j. takové, které jsou vyjadreny délkami
useCek a velikostmi thlu, jako na pi. rovnobéznost nebo
kolmost dvou ptimek, nebo rozpileni usecky, atd. Tyto
vlastnosti konstrukei se promitanim méni, na pr. rovnobézky
se promitaji v ruznobézky atd.

Metrické vlastnosti konstrukei vsak miZeme vyjadriti
také jako vlastnosti projektivni, zavedeme-li v roviné
ubéZinou primku a kruhové body,”) které dohromady
nazyvejme absolutnimidtvaryroviny. Misto kruhovych
bodu uzivime nékdy isotropickych primek, jimiz se kru-
hové body promitaji z nékterého bodu roviny. Isotropické
piimky jsou imagindrni sdruzené, stejné jako body kruhové.
Tak na pr. rovnobéznost dvou primek, ktera je jejich vlast-
nosti metrickou, mizeme projektivné vyjadriti tim, Ze se
protinaji na ibézné primce roviny; kolmost primek, Ze jsou
navzijem harmonicky sdruzeny vzhledem k isotropickym
primkém. Rovnéz rozpileni viseéky AB projektivné vy-
jadrime jako vyhledani étvrtého bodu harmonicky sgruze-
ného vzhledem k A4, B s iibéznym bodem spojnice 4B atd.

Projektivni konstrukce, linearni ve smyslu analytické
geometrie, lze provésti jedinym pravitkem a naopak. Sou-
hlasi proto tplné s linedrnimi konstrukcemi podle definice
1,1 a).

Metrické linearni konstrukce se stanou projektivnimi

7) T. ). prusefiky ubéZné pFimky s libovolnou kruZnici
v rovind. Vsechny kruZnice roviny prochazeji témito body.



a tedy proveditelnymi jedinym pravitkem, zavedeme-li
do roviny jeji absolutni titvary. K tomu vSak pottebujeme
miti v roviné kruznici, ktera by do ni zavedla kruhové body.
Tedy ke konstrukei potfebujeme kruzitka. Predpokldddme-li
jako J. Steiner,?) Ze v roviné mame jiZ nakreslenu tieba
jedinou kruznici, zndme v roviné i kruhové body a muZeme
pak samozrejmé i linedrni metrické tlohy provésti jedinym
pravitkem.

Kvadratické konstrukce ve smyslu analytické geo-
metrie, t. j. konstrukce, které vedou na irreducibilni kvadra-
tickou rovnici o raciondlnich koeficientech, lze resiti pravit-
kem a kruzitkem. Jsou tedy obsaZeny mezi konstrukcemi
definovanymi v odst. 1,1 b).

Podotknouti slusi, Ze pravitkem a kruZitkem lze resiti
i nékteré tlohy stupné vyssiho nez druhého ve smyslu nyni
uzivaném. Nejznaméjsi z téchto konstrukei jest sestrojiti
stranu z pravidelného peétiihelnika, vepsaného do kruz-
nice o poloméru 1. Strana x je korenem rovnice ¢tvrtého

stupné
24— 35224+ 5=0, (1)

kterou nelze rozloziti v cinitele niZsich stupni o racional-
nych koeficientech.
Skutec¢né, jsou-li jeji koreny

1/5+ Y5
L1234 = L || —5

Ize pgé,ti jeji levou stranu ve tvaru
at — 022 + 5 = (v — zy) ( — x3) (z — x3) (. — %)

at je x jaké chce. Snadno se vSak presvédc¢ime, Ze Zadny
rozklad tohoto mnohoélenu v c¢initele tvaru (x— x;),
(x — x;) (x — axg), ¢ = k, atd. nema vesmés racionalné koefi-
cienty.

Uloha je ¢tvrtého stupné. Jeden z téchto rozkladu ve
dvé kvadratické rovnice
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(x‘-’ — O:—_z V5) (x2 2t +2V5) =0 (2)

ma vSak koeficienty, které dovedeme sestrojiti pravitkem
a kruzitkem, nebot’ jsou koreny kvadratické rovnice s racio-
nalnimi koeficienty
y¥r—5y + 5=10.9 (3)

Pak ale muZeme také reSiti pravitkem a kruzitkem obé
rovnice (2), jejichz koeficienty jsou znamé po sestrojeni
kofend rovnice (3), a tedy i rovnici ¢tvrtého stupné (1).

Nebudeme se poustéti do podrobnosti, jez vyzaduji hlubsi
znalosti z algebry, které nechceme predpoklddati a jen uve-
deme, 7e pravitkem a kruzitkem lze feSiti pouze ulohy,
v nichZ neznama je vyjadrena vyrazem tvaru

a—}—l/b-{—Vc—i—]/d—{—VTT/Z_ (4)

o koneéném pocé¢tu druhych odmocnin a kone¢ném
poctu racionalnich ¢éisel a, b,c,d, ..., n, coz védél jiz
Descartes.?) Specidlné je tedy nemozZné pravitkem a kru-
zitkem freSiti vdlohy stupné délitelného lichym prvo-
¢islem. Takové staré problémy tretiho stupné, tedy ne-
reSitelné kruzitkem a pravitkem, jsou na pt. rozdéleni uhlu
na 3 stejné dhly (trisectio anguli) a nalezeni hrany
krychle o dvojnasobném objemu krychle dané (duplicatio
cubi, nazyvany téz Délickym problémem). Z novéjsich,
takto neresitelnych problému je to vepsani do kruznice pra-
videlného sedmiihelnika (viz pozdéji odst. 4,2 B) a pravidel-
ného devitithelnika. Z nejslavnéjsich problému vyssiho
stupné, reSenych pravitkem a kruzitkem, je vepsdni do
kruznice pravidelného sedmnactiihelnika.l?)

8) Viz Dr. V. Pleskot, Grafické poclitani a nomo-
grafie (Praha, JCMF, 1940).

%) La géométrie (Leyde, 1638), piel. Schlesinger, Berlin,
1894.

10) Gauss, Werke I, str. 412, viz téZ A. Strnad, P¥il. Casop.
pro pést. mat. a fys., sv. 33 (1904) a 36 (1907).
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1,3. Pfiklady konstrukei omezenymi prostfedky. Acko-
liv tyto dvahy o provadéni konstrukci omezenymi
prostiredky jsou prevazné teoretického charakteru, prece
maji i znaény vyznam prakticky. Nékdy totiZ nemame nebo
nemuzeme si opatriti veSkeré pomucky k snadnému
a jednoduchému provedeni konstrukce.

Obr. 3. Sestrojeni bodu H na spojnici bodi 4, B pravitkem
krat8fm neZ tUselka AB.

Na priklad, kovova pravitka s presné primou hranou
jsou velmi draha. Je-li nakresliti spojnici bodu 4, B
a disponujeme-li pouze takovym pravitkem krat-
§im nez isecka AB (obr. 3), znamend to znaény vydaj za
opatieni delstho pravitka. Ulohu resime vSak snadno na$im
kratkym pravitkem, dovedeme-li vyhledati vhodny bod na
spojnici 4B.

Sestrojme tplny c¢tyrroh ('DEF, v némz A, B jsou dva
diagondlni body (t. j.- prusec¢iky uhlopticek). Je-li G treti bod
diagondlni, hledany bod H na spojnici DF splnuje vztah
(DFGH) = — 1. Sestrojime jej uzitim teckovaného étyr-
rohu MNPQ jako ¢tvrty harmonicky bod sdruzeny s G
vzhledem k D, F. Kratké spojnice 4H a HB tvori dohro-
mady hledanou dlouhou spojnici 4B. Presvédéte se, Ze
vSechny spojnice dvou bodu, jako CE, DF atd., které
mate nyni nakresliti, jsou kratsi nez A B. Kdyby i néktera ze
spojnic AH nebo HB byla delsi nez pravitko, které mame
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k disposici, opakovanim konstrukce vloZime mezi body
A, H nebo H, B dalsi bod spojnice AB atd.

Nejvice ztézuje konstrukci, padnou-li nékteré jeji prvky
(body, primky, atd.) mimo ndkresnu, ktera je v praksi vidy
omezenych, kone¢nych rozméri. Takovych nedostupnych
prvki nemuZeme v konstrukci uzivati stejnym zpusobem
jako dostupnych prvku na ndkresné.

Na priklad nemiiZeme pravitko priloziti k nedostupnému
pruseciku B piimek b’ a b”, nakreslenych na néakresné. Proto
jeho spojnici s dostupnym bodem A nemiizeme nakresliti
podle pravitka, které byvlo priloZzeno k obéma bodum, jak by
tomu bylo, kdyby oba body byly dostupné. MuZeme vsak
pres to, Ze B je nedostupny, najiti podle obr. 3 na spojnici AB
bod H, volime-li vhodné C', D na b’ a E, F na b". Je-li H
dostupny, ¢dst A H spojnice A B lezi zcela na nakresné a mu-
zeme ji jiZ nakresliti obvyklym zpisobem podle pravitka,
ptiloZzeného k bodim 4 a H.

Konstrukcim tak pozménénym, aby bylo moZzno v nich
uzivati také prvka nedostupnych, budeme rikati stru¢né
konstrukce vomezené nakresné. Pro jejich praktickou
duilezitost vénujeme jim zvlastni kapitolu.
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2.
KONSTRUKCE V OMEZENE NAKRESNE.})

2,1. Nedostupné body a pfimky. A. Bod 4 na ome-
zené nakresné ]est spojiti s nedostupnym pruase-
é¢ikem S primek s’ a s” (obr. 4). Reseni této tdlohy bylo
jiZ naznaceno v odst. 1,3. Vyhodnéjsi vsak je uziti k tomu
t. zv. Desarguesovy konfigurace.

Sestrojme trojihelnik
ABC, jehoz jednim vr-
cholem je dany bod 4
a jehoZz ostatni dva vr-
choly lezi resp. na prim-
kich & a s". Zvolme
osu o a sestrojme troj-
uhbelnik A4,B,C,, jehoz
vrcholy B, a (| lezi resp.
také na s" as” a jehoz
strany se protinaji na o
s odpovidajicimi strana-
mi trojuhelnika 4 BC (te-
dy na pr. B,(| protne
BC v bodé @ atd.). Hledana spojnice s = SA prochazi pak
také bodem A4,.

1) A. Adler, cit. kap. 1, pozn. %); F. Redl, Construec-
tions de planimétrie. Solutions nouvelles de probleé-
mes compliqués par des conditions particuliéres.
(L’Enseignement mathématique, t. XII, 1910, str. 293—310);
Th. Vahlen, Konstruktionen und Approxunatmnen
(Leipzig, 1911); A. Witting, Geometrische Konstruktio-
nen, insbesondere in begrenzter Ebene (Pro gr. d.
Gymn. zum hlg. Kreuz, Dresden, 1899); P. Ziihlke, Kon-
struktionen in begrenzter Ebene (Ma.trh.-Physik. Bibl.,
sv. 11).

Obr. 4. Spojitibod 4 s nedostupnym
pruseé¢ikem ptrimek (s/, s”) = S.
(Desarguesova konflgm ace.)
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Aby konstrukce zastala celd na nikresné a abychom se
vyhnuli spojnicim, uréenym prili§ blizkymi body a tedy
nepiresnym, doporucuje se vychdzeti z vhodné voleného
bodu Q. Vedme jim osu o a primky @BC a @B,C, tak, aby 4
byl mezi 0 a @QBC a aby také pruseciky R a P stran AB a AC
s osou o padly na nakresnu. Doplnéna konfigurace, ktera
poskytuje bod A,, ziistane pak na nakresné. Ke konstrukei
sta¢i jediné pravitko.

Volime-li osu o v neko-

neénu, strany trojuhelnika A
ABC a trojihelnika 4,B,C, ,/: 4
jsou rovnobézné a oba troj- vy
uhelniky stejnolehlé (ho- ’ 0]
mothetické) podle sttedu R )

S. Nase konstrukce piejde 2/ 175
u této ulohy v feSeni znamé /,%
ze stiedni 8koly. Nevyho- Y ,,’ = /,’ \ /4
dou tohoto ,,zjednoduseni* S A NI S A
konstrukce jest nutnost ve- ‘A7) A
deni rovnobézek, coz je ope- AR
race malo presnd, zvlaste, > A4 5
jsou-li rovnobéZzky od sebe oW
znacné vzddlené. Mimo to NN
ke konstrukci jest pak za- \\:\:\
potrebi kromé pravitka je- \\‘
8té kruzitka nebo kresliciho 6
trojuhelnika. |

Ulohu viak lze fesiti i Obr- 5. Spojiti bod 4 s ne-
emi konstrukcemi. na do’stlﬁpnym priasedikem primek
jinymi  kons » I (s’, 8”) = S. (UZitim Pascalovy
piiklad Pascalovou ve- véty).

tou v kuzeloseéce dege-

nerované ve dve primky 1;3;4 a 2;4;6 (obr. 5). Bodem
A vedme primky a’, a” tak, aby protaly piimky s’ a s” na
nakresné v bodech 1 = (s’,a’), 4 == (s”, a”"). Zvolme naa’ a
a” body 3, 6 a ozna¢me pruseéiky: 2 = (s, 46) a 5= (s", 13).
Na Pascalové ptimce s lezi body S = (12, 45) = (¢, 8"),
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A = (34, 61), A, = (23, 56) a jest to tedy hledand spojnice
AS. Velmi vyhodné je voliti body 3 a 6 v nekonec¢nu. Po-
dobné by bylo moZno uziti k této konstrukci véty Brian-
chonovy v kuZelosetce degenerované ve dva svazky pa-
prsku (viz Zihlke, cit. str. 10).

Jesté jiné reSeni ulohy podava
véta, ze vySky trojuhelnika se proti-
naji v jednom bodé (obr. 6). Z 4
spustime kolmice &’ a k" na s’ a s" a
oznat¢ime B" = (k', 8") a B' = (k”, §').
Pak je spojnice 8 = AS kolma na
B'B".

B. Veskeré body spojnice dvou
nedostupnych bodu mohou pa-
dati mimo nakresnu. Pak rikame,
Ze ona spojnice je nedostupna.
Obr. 6. Spojiti bod 4 s Cést spojm'ce utakyoncl:E flvou pedo-
nepfistupnym praseti- stupnych bodu vsak muZze také pad-
kem pFimek (s8’, ") =S. nouti na nakresnu. Jest sestrojiti,
(UZitim vy8ek trojibhel- pokud existuje, dostupnou ¢&éast

nika.) takové spojnice dvou nedo-
stupnych bodi 4 =: (a’,a") a § = (&, §").

Zvolme vhodné B na s’ a (' na s” a spojme je s 4. Padnou-li
prusec¢iky (s, a’) a (s”, @”) na ndkresnu jako v obr. 7, volime
je primo za B a (. V opa¢ném pripadé uzijeme k sestrojeni
spojnic B4 a C'A nékteré z konstrukei v uvedenych pod A.
Konstrukei podle obr, 4 sestrojime nyni na nakresné bod 4,
na spojnici 4S8, ktery spojime opét podle A s nedostupnym
bodem A nebo S (na pf. v obr. 7 uzitim A\ 4,PR ~ A,P,R,).

Jiné reseni podiavd konstrukce popsand v odst. 1,3
(obr. 3), zvolime-li ¢tyrroh CDEF na néakresné tak, aby
také H byl dostupny. Jeho spojnice s nedostupnym A
nebo S je hledanou spojnici obou nedostupnych bodii.
Padnou-li zbyvajici étyri prusec¢iky primek a’,a’, s’, 8" na
nakresnu, jest nejjednodussi voliti je piimo za étyrroh

CDEF jako v obr. 8.
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Nedostupnym bodem 8 = (s, 8") véstirovnobéziku
s pfimkou a jest specidlnim pripadem predeslé tlohy,
padne-li 4 do nekoneéna na a. Lépe vsak tilohu feSime
spusténim kolmice z S na libovolnou primku £ | a (odst.
2,2 A)

C. Dosud jsme ml¢-
ky predpokladali, zZe
nedostupné body jsou
uréeny jako pruseci-
ky dvou dostupnych
primek. Rikejme jim
nedostupné body
prvého radu.

V konstrukeich viak
muzZe byti bod také
prusecﬂ(?m p{'l'mky Obr.l7. Sestrojeni spojnice s dvou
dostupné a primky nep¥istupnych bodu 4 = (a’, a”),
nedostupné, ktera sa- S = (¢, 7).
ma je urcena jako spoj-
nice dvou nedostupnych
bodu prvého radu. Nazy-
vejme jej pak nedostup-
nym bodem druhého
radu. Na priklad v obr.
9 je 8 = (&', 8") takovym
nedostupnym bodem dru-
hého tadu, jelikoZz primka
8" = (B, C) jest sama ne-
dostupna. Body B = (',

b")a C = (¢, c"), jimiz je , . ..
Obr. 8. Jiné sestrojeni spojnice

urcéena, ] )sou nedostupné dvou nedostupnych boddt A4 =
prvého radu. = (a’, a"), S = (¢, 8").

Jest v3ak také mozno,
Ze nedostupny bod je dan jako priuseéik dvou nedostup-
nych pfimek, jako na pt. S = (¢, 8”) v obr. 10. Nazyvejme
pak S nedostupnym bodem radu tretiho.
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a) Nejprve sestrojme spojnici s bodu 4 (obr. 9)
s nedostupnym bodem druhého fddu S = (¢, 8"). Na
dostupné primce 8’ zvolené body E, D spojme podle odst. A
s obéma nedostupnymi body prvého fadu B = (b', b"),

,’
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Obr. 9. Sestrojeni spojnice bodu 4 s nedostupnym bodem S
druhého Fadu.

C = (¢, ¢"), které uréuji nedostupnou piimku s” = BC.
Tato konstrukce vSak byla v obr. 9 vynechdna pro piehled-
nost. Ozna¢me P prusecik spojnic EC a DB a @ prusecik
spojnic EB a DC. Volime-li vhodné body E, D (hlavné na-
vzajem dosti blizko), padne P urcité na ndkresnu. Spojme
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jej 8 @, ktery muze byt i nedostupny, ale pak nejvys prvého
rddu, jelikoz je pruseéikem dostupnych primek EB a DC.
V tplném étyrrohu BCDE tvori spojnice PE, PD, PQ a PS;
harmonickou étverinu, z niZ prvé tii paprsky zndme a k nimz
tedy étvrty 8" = (PS) snadno sestrojime. Nedostupny bod S
je nyni jiZ uréen jako pruse¢ik dostupnych primek s’ a 8",
tedy je nedostupny jiz pouze prvého rddu. Jeho spojnici

Obr. 10. Sestrojeni spojnice bodu 4 ndkresny s nedostupnym
bodem S tfetiho Fadu.

8 A dovedeme vidy sestrojiti, bud podle odst. A, je-li 4
(vizcsltupny, nebo podle odst. B, je-li A nedostupny prvého
rddu.

b) Nedostupny bod tietiho tddu S = (s, 8") jest
8pojiti s dostupnym bodem 4 (obr. 10). Bodem 4 vedme
dvé piimky a’, ", jejichz pruseciky BCDE s s” a s’ jsou ne-
dostupné body druhého fddu. Pravé popsanou konstrukei
spojme je s libovolné zvolenym dostupnym bodem P. Tim
jsme body BCDE proménili v nedostupné body tidu pouze
prvého.
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Podle odst. B vedme spojnice BE a CD, které nepadnou
zcela mimo ndkresnu, jestlize primky a’,a” byly vhodné
vedeny bodem 4. Pruseé¢ik @ spojnic BE a CD jest tedy ne-
dostupny rddu nejvy$s prvého. Spojme jej s 4 (odst. A).
Hledana spojnice s = (S4) pak je paprsek harmonicky
sdruzeny s AQ vzhledem k a’ a a”.

h
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Obr. 11. Rozbor sestrojeni spojnice 8 dvou nedostupnych bodii
A, S tietiho Fadu.

c) Nyni mizeme také nakresliti spojnici dvou nedostup-
nych bodi radu druhého nebo tretiho. Na priklad v obr. 11
je naznaceno sestrojeni spojnice dvou nedostupnych bodi
tretiho fddu 4 = (a’, a"), S = (¢, 8"). Na ndkresné zvolme
dva body M a N a spojme je s A i s S konstrukci naznacenou
v obr. 10. Tim je proménime v nedostupné body pouze radu
prvého. Jejich spojnici 8 sestrojime tedy nyni podle odst. B.
V obr. 11 byly vynechany veskeré konstrukce, jichz prove-
deni bylo jiz drive vyloZeno.
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2,2. Metrické tlohy v omezené nakresnd. A. Z nedo-
stupného prusec¢iku A dostupnych pirimek b a ¢
jest spustiti kolmici ¥k, na danou dostupnou
primku a.

Obr. 12. Spusténi kolmice kq  Obr. 13. Alternativa obr. 12,
na pfimku a z nedostupného  je-li jeden (p¥p. oba) z boda
bodu A prvniho Fadu. B, C nepFistupny.

UZzijeme véty, ze vySky troj-
uhelnika, vytvoreného piim-
kami a,b,c se protinaji v jed-
nom bodé V.

a) Jsou-li B = (a,c)a C =
= (a, b) dostupné (obr. 12),
jest sestrojeni bodu V zirejmé.
Je-li V dostupny, kolmice
'z ného spudténd na a je hleda-
nou k,;. Neni-li V dostupny,
jest nejvys nedostupny prvého
fddu. Hledanou vysku sestro-
jime pak jako spojnici k, =
= VA podle odst. 2,1 A
nebo B.

.. Obr. 14. Z nedostupného
b) Je-li jeden nebo oba bo- L4y 4 spustiti kolmici ka

dy B =(a, c) a C =(a, b) také na nedostupnou p¥imku a.
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nedostupné, pomuzZeme si rovnobézkou a’ ||a (obr. 13) tak
zvolenou, aby jeji priseciky B’ a C' s b a ¢ jiZz padly na né-
kresnu.

c) Kdyby také piimka a byla nedostupna (obr. 14),
spojme podle odst. 2,1 C nedostupny bod druhého rédu-
B = (a, c¢) s bodem D, ktery jsme libovolné zvolili na 4. Kol-

Obr. 15. Rozptleni nedostupné tisecky AB.

micl kp sestrojime uzitim pruseéiku V, vysek v A ABD.
K sestrojeni vysky na stranu BD musime ov8em uZiti obratu
nadrtnutého v obr. 13, je-li 4 nedostupny (v obr. 14 tato
konstrukce je ¢arkovand). Podobné sestrojime kolmici %,
(jeji konstrukce v obr. 14 je jiz vynechéna). Dal§{ konstrukce
ks = VA je stejna jako drive.

d) Nyni dovedeme také bodem vésti rovnobézku s ne-
dostupnou primkou a. Je to kolmice spusténa z onoho bodu
na libovolnou primku k |-a (bez obrdazku; srov. s odst.
2,1 B).

e) Na zdkladé predeSlych konstrukci miZeme vztyciti
kolmici k primce a v jejim nedostupném bodé 4. Na ndkresné

22



vedme piimku a' ||a a spustme na ni kolmici z 4 (bez
obrazku).

B. Rozpuliti isecku AB, je-li nedostupny aspon
jeden z jejich koncovych bodu.

Na ndkresné vedme rovnobézku p’ s iseckou A B (obr. 15).
Promitnéme na ni koncové body usecky AB do A’B’ z bodu
M tak zvoleného na ndkresné, aby oba body 4’, B’ byly
dostupné. Puli-li 8’ visecku 4’'B’, prochdzi M8’ stiedem S
useCky AB. Je to bod dostupny nebo nedostupny nejvys
druhého radu.

Podobné bychom rozdélili nedostupnou tvsecku AB na
libovolny jiny pocet stejnych dilu. Stejné promitdnim reSime
ulohu: Na primce p budiz ddna zéasti neb zcela nedostupna
useCka. Jest ji zdvojnasobiti, ztrojnasobiti atd.

Nyni dovedeme také nakresliti symetrialu nedostupné
usecky AB. Je to kolmice v § na AB. Sestrojime ji podle
odst. A spusténim kolmice z S na p'.

Rovnéz dovedeme najiti stied kruznice, jdouci ttemi body
A, B, C, z nichz nékteré nebo vSechny mohou byti nedostup-
né. Je to prusecik symetral iseéek AB a BC. Za kontrolu
spravné konstrukce slouzi, Ze jim také prochdzi symetrala
usecky C'A (bez obrazku).

C. Rozpuliti tihel s nedostupnym vrcholem.

a) Pulici piimka p je geometrickym mistem bodu stejneé
vzdalenych od obou ramen a, b ihlu (obr. 16a).

b) Na ramenech zvolme dostupné body 4, B a ozna¢me C
jeho nedostupny vrchol (obr. 16b). V. A ABC symetraly uhla
se protinaji v jednom bodé 8§, ktery najdeme jako prusecik
dostupnych symetral <t ('BA a <{ CAB. Hledand symetrala
<X ACB je spojnice SC.

c¢) Dosud jsme mléky predpokléddali, Ze obé ramena uhlu,
ktery pulime, jsou dostupnd. Jsou-li jedno nebo obé ramena
ihlu nedostupna, spustme podle odst. A na né kolmice
k. a ky z vhodné zvoleného bodu M na nakresné (obr. 16c).
BudiZz k, symetrala dhlu jimi sevieného, kterd je patrné
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dostupna.

Z vrcholu C

= (a, b) spusténa p | k, (odst.

A) je hledand pulici primka.

Obr. 16c.

Obr. 16. Rozpuleni thlu
s nedostupnym vrcholem.

Obr. 16h.

D. Kruznice prochazejici
dostupnymi body A4,, 4,, A,
méjz nedostupny stred S
(obr. 17). Pak neni moZno kru-
zitkem sestrojiti jeji dostupny
oblouk. MiZeme vSak sestro-
jiti tecny kruznice v 4,, 4,,
A, a takovy pocet dallich
dostupnych bodua na ni,
aby ji bylo moZno jimi prolo-
7iti s dostatetnou presnosti od
ruky.

Sestrojme symetraly

D@ a ER tétiv 4,4, a
A,A,. Najdéme praseci-

ky R a @ téchto tétiv
sesymetrdlami. Spojnice
RQ je rovnobézna s tec-
nou kruznice v 4,. Ne-

bot' 4, je prisecik vy-

Obr. 17. V bodech A4,, A4, A,
kruZnice (s nedostupnym stie-
dem) sestrojiti jeji tecny a se-
strojiti dal$i body na kruZnici.
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tecny kruznice. Tecny kruz-
nice v 4, a A; protinaji se
8 tenou v 4, na symetra-
lach. Rozputlime-li ihel tec-
ny a tétivy (éarkovaneé),
dostaneme dalsi bod kruz-
nice na symetrale tétivy
(oznaéeny krouzkem). Ji-
nou konstrukei dalsich boda
kruznice poskytuje Pasca-
lova véta, dobfe zndma
ze stredni Skoly, povazu-
jeme-li kruznici za kuzelo-
seCku urcenou tremi body
a tenami ve dvou z nich.
Nebo muZeme uziti i véty
Brianchonovy (tri tecny
kuZelosedky se dvéma body
dotyku).

E. Primka p protina
kruznici ¥ v nedostup-
ném bodé P. Jest jim
vésti dalsi primku, aby
byl uréen jako pruse-
¢éik dvou primek. Ve
viech dosavadnich kon-
strukcich byly totiz nedo-
stupné body uréeny vidy
timto zpusobem.

a)Je-lidostupnystred
S kruznice a druhy prisecik
Q primky a kruZnice (obr.
18), vzty¢me QR | p. Pro-
tne-li tato kolmice kruznici
po druhé v dostupném bodé
R, spojnice RS jde bodem P.

Obr. 19.

Obr. 20.

Obr. 18.—20. Spojiti bod S s ne-
dostupnym prasedikem P pfimky
p a kruZnice k.
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Je-li také R nedostupny (obr. 19), spustme z § kolmici SM
na p a prenesenim uc¢inme < QSM = ¢ MSP. Toto feSeni
plati ostatné i pri dostupném R.

Je-li také @ nedostupny (obr. 20), oto¢me piimku p okolo
sttedu § do takové polohy p’, aby aspon jeden pruasecik
Q' = (p', k) byl dostupny. Otoceni ptimky provedeme bud
otoCenim kolem stredu S nejblizsitho bodu M na ni nebo oto-
¢enim dvou bodu U, V primky o stejny ihel. Privé vylo-
zenym zpusobem najdeme SP’ a body P’ a Q' otoc¢ime
kolem S zpatky o stejny thel

IPSP=JXQSQ=<xUSU=<V'SV(=<xMSM
jestlize jsme k otaceni primky uzili bodu M).

b) Je-li stred S kruznice k

nedostupny, nemuzZeme jeji

A U dostupny oblouk sestrojiti kru-

T~ A2\ \ zitkem (odst. D). Proto také
NEVA B’ nemiZeme na ni primo se-

.7_;\ k' Acg b \ p&: strojiti zadny z obou pruse-

\
"\

/
~

¢ika P, @ kruznice k a primky

p, 1 kdyz padne na nakresnu.

< A Sestrojme vSak ke kruznici

S \:‘Q teény ve dvou jejich dostup-

o nych bodech A, B (odst. D)

?brt' 21. Sestrojeni }ﬁr}’;m?,k ’}f' tak zvolenych, aby pruasecik T
dostupnymi pruaseéiky primky - ’

p s kruZnici k¥ o nedostup- obou tecen ‘!)y L dOSt‘uvPI}y_ (o:br.

ném st¥edu S. 21). Sestrojme kruznici k' a

primku p’, které jsou s kap
stejnolehlé podle sttedu 7. Padnou-li prisetiky P', Q" =
= (¥, ') na nakresnu, prochdzeji TP a TQ' prisetiky
P, @ = (k, p).
c¢) Uloha: uré¢iti nedostupné pruseéiky P,Q dvou
kruznic k, a k, jako prusec¢iky primek se prevede na
predeslou sestrojenim chorddly p obou kruinic. K tomu
uZivime nejéastéji poznatku, Ze chordaly tif kruznic procha-
zeji tymZz bodem, jemuZz fikdme potencéni stted téch tii
kruznic.
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Jsou-li stredy S§,, S, obou kruZnic dostupné (obr. 22),
nakresleme libovolnou kruZnici £’ s dostupnym stiedem 8,
ktera protind dané kruZnice v dostupnych bodech. Sestrojme
chorddly kruznic (k,, k') = BC a kruznic k,, k. Pro jedno-
duchost jsme volili &' dotykajici se k, v- A. Proto jejich
chordéla je jejich spoleénou teénou v 4. Priseéikem P’ obou
chordédl jde i chorddla (k, k,) = p | S,8, (odst. A).

Obr. 22. Sestrojeni chordaly p kruZnic k;, k, s dostupnymi
stfedy, jsou-li priseéiky P, @ obou kruZnic nedostupné.

Mai-li jedna z obou kruZnic nedostupny stred (k, v obr. 23),
sestrojme na ni tfi body A4, B, C (odst. D). Body 4, B pro-
lozme kruZnicf k£’ s dostupnym stfedem O’ a sestrojme pri-
se¢fk P’ chordal (k,, k') = AB a (k;, k') = M'N’. Jim pro-
chazi také hledand chorddla p = (k,, k,). Pomocnou kruz-
nici k" vedenou body B, C sestrojme podobné bod @' na
chordéle p = (P’, Q’). Kontrolou je, ze p | 8,8,. Chordalu p
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dvou kruznic k&, a k,, z nichZ jedna ma nedostupny stied, se-
strojujeme stejnym zpusobem i tehdy, protinaji-li se obé
kruznice v dostupnych bodech P, @, které viak nemuZeme
najiti pfimo protnutim oblouki obou kruznic, protoze kru-
zitkem nemZeme sestrojiti oblouk kruZnice s nedgstupnym
stfedem.

Obr. 23. Sestrojeni chordély p kruZnic k,, k,, je-li stfed kruz-
nice k, nedostupny.

~ ——-

Obr. 24. Sestrojeni chordédly p kruZnic k,, k, s nedostupnymi
stfedy.

Jsou-li nedostupné sttedy obou kruZnic %, k,, sestrojme
na kaZdé z nich tfi dostupné body A4,, B,, C,, resp. 4,, B,, C,
(obr. 24). Body A4;4,B, proloZime kruZnici £’ s dostupnym
stredem O’. Z kruZnic &’ a k, jedna m4 stfed dostupny a druh4
nedostupny. Jejich chorddlu 4,D, dovedeme sestrojiti (po-
dobné jako v obr. 23). Priaseétk P’ = (4,D,, A,B,) je po-
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tenénim stiredem kruZnic (k,, k,, k') a leZzi proto na hledané
chordédle p = (k,, k,). Podobné pomocnou kruznici k" s do-
stupnym stfedem O”, pro-
loZzenou body B,, C,, C'1 na-
jdeme dalsi bod @' na
chorddle p. Pruseciky P,
{) chordaly P'Q’ s kterou-
koliv z kruZnic k', k" jsou
také priseciky obou krui-
nic a sestrojime je podle b).
F. Z nedostupného
bodu P = (p/, p") vésti
teény ke kruznici k.

a) Je-li dostupny stred Obse. 5. Seat ) -
y - r. estrojeni teéen vede-
S kruZnice (obr. 25), vedme nych z nepfistupného bodu P

jim libovolné primky SA4 ygkrutnici & s dostupnym st¥e-
a SB a% protnou p’ a p” dem S.

v dostupnych bodech
A, B, rozpulme tsecky
SA a SBbody M, N a
" vedme MO| p’ a NO ||
p". O je sttedem kruZ-
nice k' o priméru SP,
ktera prochazi dotyko-
vymi body U, V tecen p\
z P Vedenych ke k.
Konstrukce je vyhod-
na, padne-li i O na na-
kresnu. Je-li thel pri-
mek p' a p” maly, je
tato konstrukce ne-
presn. Obr. 26. Scstrojeni bodi dotyku U
> . 26. Ses 5
b} Bud’tez {1’ B paty vV 2eéen \cr\edllaori;ch ke kr(')u%’nici k
kolmic, spusténych z § z nepkistupného bodu P.
na p’ a p” (obr. 26).
Tyto body lezi na kruZnici &' nad primeérem PS, ktera pro-
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chiazi body dotyku U, V tecen, vedenych ke k z P.
Body U, ¥V najdeme na k bez kresleni kruznice &’ chor-
ddlou p kruznic (k, k’). Chordadlu sestrojime podle odst. E.
Nejlépe uzijeme pomocnych kruznic k, a k, nad priméry A8
a BS, které poskytnou potenéni stredy M a N na p. Spojnice
p = MN vytind na k hledané body dotyku U, V. Jelikoz
neni potfebi kresliti kruZnici &', muze jeji stied O byti i ne-
dostupny'.

<-’:j -
A N
Obr. 27. Sestrojeni tecen vede- Obr. 28. Sestrojeni te-
nych z nedostupného bodu P ¢en vedenych z nedo-

ke kruZnici k. stupného bodu P ke
kruZnici k.

c) Tato konstrukce je nevyhodnd, probiha-li jedna z pii-
mek p’, p” blizko S (v obr. 27 je to p’). Pak poten¢ni stred M
pad4 zpravidla mimo nakresnu. Jsou-li vS8ak C a D pruseciky
kolmic SB s p” a SA s /', jest S pruseéfkem vysek v A PDC.
Proto spojnice CD stoji kolmo na spojnici PS, t. j. je rovno-
béZnd s hledanou chorddlou p. Staéi na ni sestrojiti proto
jediny dalsi bod N stejnou konstrukei jako drive.

d) Jina konstrukce (obr. 28): Zvolme na k body A4, B,
spojme je s P a najdéme druhé pruseéiky C, D spojnic AP
a BP s k. Body (4D, BC) = M, (AB, CD) = N lezi na po-
lare p bodu P vzhledem ke kruZnici. Dotykové body U, V
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jsou prusecéiky polary p a kruznice k. Konstrukce je zvlasté
vyhodnd, protinaji-li jiz primky p’ a p” kruZnici k v dostup-
nych bodech, které volime primo za ABCD.

Konstrukei podle b), ¢) nebo d) miZeme provésti,
oviem s jistymi obtiZzemi, i tehdy, je-li stfed kruznice
nedostupny.
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3.
PRESNOST GEOMETRICKYCH KONSTRUKCI.

3,1. Pravidla Wienerova. Body na ndkresné jsou vidy
realisovany jako prisec¢iky car konec¢né Sirky. Takové
dvé ¢ary nemaji nikdy spoleény jediny bod, nybrz celou
¢ast roviny priblizné tvaru rovnobéznika, v obr. 29 nad-
mérné zvétseného a dvakrat Srafovaného. Tim vznikne
jista neurcitost ve vedeni primky, nakreslené podle pravitka
prilozeného ke dvéma takto da-
nym bodum. V obr. 30 jsou prim-
kami p, a p, naznaceny krajni
mozZnostl v nespravném sestro-
jeni spojnice boda A, B. Vidi-
Obr. 29. ZvétSené okoli me, Ze neuréitost jejiho pruse-
prusefiku dvou narysova- ¢iky s piimkou ¢,, vyjddiend

nych raznobéZek. " . vty
use¢kou CD, je mensSi neZ ne-
urcitost pruse¢iku spojnice 4B a primkou ¢, vyjadiena
useckou EF.

K omezeni téchto nepresnosti v konstrukei doporuéuje
Wiener?) zachovavati nasledujici pravidla:

a) Ma4-li spojnice a bodia 4, B v celém svém pru-
béhu byti nakreslena pokud moZno presné podle pra-
vitka priloZeného k obéma bodiim, jest nutno zvoliti je
navzajem co nejdale.

b) Ma-li pruseéik P primek a,b byti uréen pokud
mozno bezpecéné, jest obé primky urciti body, které
lezi blizko pruseéiku P.

Rovnobéznik, spolecny dvéma ¢aram «, b koneéné sirky,
jest velmi protahly, protinaji-li se obé ¢ary pod velmi
malym thlem (obr. 31). Spojnice priseéiku P takovych

1) Darstellende Geometrie, Leipzig (1884), 1. sv., str. 190.
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dvou ¢ar s dalsim bodem @), ktery lezi v tupém thlu jimi
sevieném, je spojnice velmi nepresnd, jak ukazuji obé krajni
mozZnosti q,, g,. Naproti tomu spojnice P s bodem R uvnitr

9,

O

E
\
F\ A

X000 o’o‘o’o‘o‘ 'o'.'.
XX

Illn

Obr. 31. Zvé&tSené okoli priseéiku dvou narysovanych rtzno-
béZek, které sviraji maly thel.

ostrého vhlu éar a, b, je mnohem bezpecnéjsi, nebot obé
krajni moZnosti 7, a r, sviraji ted maly thel.

Protinaji-li se ¢ary koneéné &irky priblizné kolmo, rovno-
béZnik jim spoleény je blizky ¢tverci. Jeho spojnice s libo-
volnym bodem roviny je uréena priblizné stejné presné.
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c) Ma-li se uziti priseéiku P ¢ar a, b k nakresleni
dalsich primek, maji se obé éary protinati ptiblizné
kolmo. Protinaji-li se vSak a, b pod malym thlem, jejich
pruseéik P muZeme bezpecné spojiti primkou pouze
s body, které lezi uvnitt ostrého duhlu obou ¢ar.

Pri uzivani kruzitka dopoustime se chyby jednak excen-
trickym zabodnutim jeho hrotu, jednak nespravné odpich-
nutym polomérem. Prva chyba je podle Wienera?) pri-
mérné asi 0,012 mm, podle K. Nitze?) asi 0,05 mm.

Druhou chybu mutzZeme vziti asi stejnou jako chybu ve
vedeni primky podle pravitka, prilozeného k bodu. Podle
Nitze3) je to asi primérné opét 0,05 mm.

d) Nedoporucuje se uzivati v konstrukcich kruzitka
rozevieného vice nez 60°, nebot pak pérovani jeho
hrotu a ramen zpisobuje nepresnost vysledku (Wie-
ner!). Znovu podotykame, Ze pouzivani pomucek kon-
strukce zpisobem naznaéenym ke konci odst. 1,1 se
nedoporucuje pro mensi presnost.

3,2. Uprava zakladnich konstrukei. V praksi nemame
casto prvky konstrukce dany v tak priznivé vzajemné po-
loze, jak by mélo byti podle uvedenych pravidel. Konstrukce
s nimi provedené by tedy byly nepresné. Jest proto nutno
znati, jak musime zméniti bézné konstrukce, jsou-li v nich
prvky v nepriznivé vzajemné poloze, abychom obdrzeli
co mozno nejpresnéjsi vysledky.

a) Budtez dany dva blizké body 4, B (obr. 32). Na
jejich spojnici jest najiti vzdaleny bod S tak, aby
ji bylo mozno presné nakresliti podle pravitka,
prilozeného k vzdalenvm bodim S, B. Zvolme od
bodu A, B dosti vzddlenou tsecku A4'B’, a praset¢ikem

2) Schléomileh Ztschr. 16 (1871), str. 112.

3) Anwendungen der Theorie der Fehler in der
Ebene auf Konstruktionen mit Zirkel u. Lineal. (Diser-
tation Konigsberg, 1905).
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= (AA’, BB’) vedme vhodné piimku o. Na ni zvolme
body P a P’ a sestrojme priseéiky A” = (PA’, P’A)a B" =
= (PB’, P'B). Podle Desarguesovy véty prusetik S =
= (4'B’, A"B”) lezi na 4 B. Doporucuje se voliti A’B’, skoro
kolmé na AB. Presvédéte se, Zze v obr. 32 kreslime spojnice
bodi vzajemné vesmés vzdalenéjsich, nez A4, B, tedy
presné;jsi,

Obr. 32. x) Sestrojeni bodu S na spojnici blizkych bodi AB.'
f) Sestrojeni spojnice prasec¢iku P” pfimek a, b, které se proti-
naji pod ostrym tihlem, s bodem P leZicim v jejich tupém uhlu.

b) Bod P” je nepresné uréen jako pruseéik ptimek
a,b, které sviraji navzdjem maly dhel. Jest jej
spojiti pfimkou o s bodem P’, ktery lezi v tupém
tihlu obou primek.

Ulohu te$ime opét konstrukei v obr. 32. Vhodné volenym
bodem S vedme tfi primky, z nichZ dvé protinajia v 4, A"
a b v B, B’ a tteti protind spojnice P’A a PPBv A” a B".
SPOJnlce A'A" a B'B” protma.]l se v bodé P, ktery lezi na o,
spojujici P’'P”.
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c¢) Protina-li primka @ kruznici ¥ pod malym tdhlem,
jejich pruseéiky A, B jsou nepresné (obr. 33). Aby-
chom je presnéji urcili jako prusec¢iky dvou primek, které
nesviraji prili8 ostry ihel, zvolme na a bod @ a sestrojme
jeho polaru g ke kruznici. Na ¢ zvolme bod R, jehoZ polara r
jde @ a protina ¢ v bodé
P. Ozna¢me p = RQ a se-
strojme bodem ¢ jdouci,
¢tvrty paprsek z, harmo-
nicky s (p, r,a, x) = — 1.
Ozna¢me M, N jeho pri-
sebiky s kruznici k. Zrejmeé
=MPa NPi MR a NR
prochazeji pruseciky 4, B
primky @ a kruznice k.
Tohoto feSeni dlohy lze u-
ziti i tehdy, jde-li o ne-
presné prusec¢iky primky
s kuzeloseckou.

Z dosavadnich uvah vy-
plyva, Ze hlavnimi zdroji
nepresnosti konstrukce jest
Obr. 33. Sestrojeni priseéiku vedeni spojnice (-lvou bodi
pFHmky a s kruZnici k, protinaji-li @ opsani kruZnice kolem

se ob& pod malym tuhlem. daného stredu. Konstrukce

je proto tim presnéjsi, ¢im
méné obsahuje téchto zdroju chyb, ¢ili, zhruba feceno, éim
je jednodussi.

Prvy, kdo se témito otazkami skute¢ného a pokud mozno
presného provadéni konstrukei zabyval, byl J. Steiner.
Dokadzal,%) Ze veskeré ulohy druhého stupné lze resiti uzitim
jediné kruznice a vedenim primek. Naopak Mascheroni®)
dokézal, Ze veSkeré tlohy druhého stupné lze resiti pouze
kruznicemi, bez vedeni jakychkoliv pfimek. Zadny z téchto

4) Cit. kapit. 1., pozn. 2%).
5) Cit. kapit. 1., pozn. 1),
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extrému nebude oviem nejjednodussf konstrukei, obsahujici
nejmensi pocet uvedenych zdroji nepresnosti konstrukce.
E. Lemoine®) prvni vybudoval v systém nauku o jednodu-
chosti a presnosti konstrukei a nazval ji geometrografif.
Jeji uZitecnost s praktického hlediska byla podrobena
cetnym kritikdm a pokusim o zlepSeni.?)

8) Géométrographie ou I'art des constructions géo-
métriques. (PafiZ Coll. Scientia, No. 18). Viz téZ heslo geo-

metrografie v Teyssler-Koty8kov® Technickém slovniku
nauéném (IV, 864).

7) Viz Adler, cit. kapit. 1., pozn. %), str. 277 a nésl.
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4.
GEOMETRICKE APROXIMACE.

4,1. Pojem piresné konstrukee. Konstrukce provedené
zpusobem definovanym v odst. 1,1 a), b) pouze pravitkem
a kruzitkem povazuji se za presné. K takovym konstrukcim
jest totiz potrebi pouze kone¢ného poctu primek a kruznic,
které dovedeme presné nakresliti témito pomuckami,
nehledime-li k nedokonalosti pomiicek a k chybam vzniklym
jejich uzivanim (kapit. 3.). Pak jsou také v konstrukei
presné uréeny vSechny uhly, dale vSechny body jako pri-
seiky presné nakreslenych piimek a kruznic a tedy i vSechny
délky.

Vsechny konstrukce, k jichz provedeni bylo treba na-
kresliti také jiné krivky, nepovaZovaly se drive za presné.
Takové krivky nebylo totiZ moZno nakresliti jinak neZ spo-
jenim od ruky kone¢ného poc¢tu bodi, sestrojenych pravit-
kem a kruzitkem. Mezi témito body byl pak pribéh krivky
ur¢en pouze podminkou, aby byla spojitd a méla hladky
priubeéh, t. j. aby byla bez ,,hrbia‘. Prusec¢iky krivek, z nichz
aspon jedna byla sestrojena timto empirickym zpisobem,
byly ovSem do jisté miry libovolné, nepresné.

Novymi pomuckami staly se nékteré z téchto konstrukei
prave tak presnymi, jako konstrukce provedené pouze pra-
vitkem a kruZitkem. Na priklad, veskeré tdlohy tretiho
a étvrtého stupné lze resiti sestrojenim priseciku kvadratické
paraboly jednou pro vidy nakreslené a vhodné kruz-
nice.!) Parabolografem dovedeme vsak nakresliti parabolu
praveé tak presné jako kruZnici kruzitkem. Proto i jeji
pruse¢iky s kruznici budou docela presné, neprihliZzime-li

1) Viz J. Vojtéch, Zaklady matematiky I. (5. vyd,,
Praha, .1939), str. 123 a nasl.
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k nedokonalosti téchto prostfedki a k chybam toho druhu,
o nichz byla fe¢ v kapitole 3.

Obecnéji lze v tomto smyslu presné resiti kazdou dlohu
vedouci na sestrojeni krivek, které dovedeme vhodnymi
mechanismy presné nakresliti. Specidlné jsou to veSkeré
algebraické tulohy, t. j. dlohy, k jichZ reSeni jsou nutné
pouze algebraické krivky, nebot kazdou algebraickou krivku
mizZeme nakresliti vhodnym kloubovym mechanismem.?)
Kruzitko se skldda pouze ze dvou tyéi navzajem spojenych
jednim kloubem a jest tedy vlastné nejjednodussi z rady
téchto mechanismu.

Velkého praktického vyznamu v3ak tento poznatek
nema. Kdezto k presnému feseni veSkerych iloh tretiho
a ¢tvrtého stupné staci jediny parabolograf kromé kruzitka
a pravitka, neni tomu tak pfi presném reSeni tiloh stupné
vyssiho.

Na ptriklad v obecné rovnici Sestého stupné

28 4+ a,2% + a,xt 4 a2 + a2+ agx + ag=0 (1)
je 6 konstant, z nichz jedinou dovedeme odstraniti zndémou
linearni transformaci

y=x+ ‘(li'ap
kterou graficky tedy muZeme provésti uZitim pouhého
pravitka. Obdrzime tim pro neznamou y rovnici 6. stupne,
v niz schazi ¢len s y°.

Kdybychom chtéli tuto metodu rozsititi poloZzenim

Y = g + & + xgx? + 323 + x,2% + x25,3) (2)
obdrzeli bychom pro y opét rovnici 6. stupné

2) Dokéazal to sir A. B. Kempe, How to draw a straight
line (1877). Viz téZ M. d’Ocagne, Cours de géométrie
pure et appliquée de I’Ecole polytechnique (Paris,
1917—18) str. 315.

3) T. zv. Tschirnhausenova transformace. Viz na pF.
H. Weber, Lehrbuch der Algebra I, str. 199—206 (Brun-
swick, 1898).
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Y8 + b,y + byt + b3y + byy? + bgy 4 bg = 0, (3)

jejiz koeficienty jsou homogenni mnohoéleny v koeficientech
(1) a (2), a to v argumentech

Ky Npy Koy Xg, Ny, K, (4)

b, jest linedrni, b, kvadraticky, by kubicky atd., b; mnohoclen
v « stupné sesteho Kdybychom tedy chtell odstraniti
z (3) koeficienty b,, b,, t. j. poloziti

bl = O, b2 = 0, (5)

musili bychom reSiti kvadratickou rovnici o neznamych
(4), coz dovedeme graficky provésti pravitkem a kruzitkem.
Kdybychom vSak chtéli odstraniti 3 koeficienty b,, b,, b,
z (3), t. j. poloziti

by=0, b,=0, by=0, (6)

vedlo by to na reSeni rovnice stupné 1.2.3 = 6 o ne-
znamych (4), t. j. téhoz stupné jako byla rovnice danda
(1) atd.

V rovnici kruznice disponujeme tremi konstantami. Kdy-
bychom tedy chtéli resiti rovnici (1) uréenim prisecika kruz-
nice s jednou provzdy nakreslenou kubickou krtiv-
kou, musili bychom napred rovnici (1) podrobiti takové
transformaci (2), aby v ni zbyly také jen 3 konstanty jako
v rovnici kruznice. Jak jsme vSak vidéli z (6), musili bychom
k tomu resiti napred graficky rovnici 6. stupné, coz je pro-
blém, o jehoz grafické reSeni pravé jde. Proto nemizZeme
veSkeré tlohy 6. stupné graficky reSiti nalezenim
pruseéikd vhodné kruznice s kubickou krivkou
jednou providy nakreslenou.

Bvlo by proto nutno kresliti novou kubickou krivku
k feSeni kazdé tlohy Sestého stupné. Kubické kiivky se vSak
také déli na nékolik typd podobné jako kuzelosecky. K na-
kresleni kuZeloseéek riznych typa jest vS8ak potrebi raz-
nych pfistroji a podobné tomu je u krivek kubickych.
Ackoliv tedy dovedeme sestrojiti mechanismus pro presné
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FeSeni kazdé jednotlivé tlohy Sestého stupné, nevystac¢ime
s jednim mechanismem pro veskeré ulohy Sestého
stupné.

4,2. Definice a priklad geometrické aproximace. (Tri-
sekce 1hlu.) Geometrické konstrukce stupné vyssiho nez
¢tvrtého a konstrukce, které vedou na rovnice trans-
cendentni, jsou tedy prakticky proveditelné pouze pri-
blizné nakreslenim od ruky ktivek, jejichz nékolik bodua
bylo sestrojeno pravitkem a kruZitkem. Podobné tomu je
i u konstrukei stupné tretiho a étvrtého, nedisponujeme-li
parabolografem. AvSak i kdyZz jim disponujeme, je nékdy
jednodussi uziti v konstrukei jiné kuZelosecky nez para-
boly, i za cenu reSeni nikoliv zcela presného.

Na priklad rozdéleni dhlu (<X GOF = 2x) (obr. 34)
na tri stejné dily (trisekce uhlu) dd se provésti podle
odst. 1,2 reSenim konstrukeci prirazené rovnice

sin 2x == 3 sin 2—" — 4 sin3 2—0‘, (1)
3 3
v niz sin 2x najdeme spusténim kolmice z F na OG. S vyjim-
kou nékterych zvlastnich @hld, kubicka rovnice (1) pro
x = sin 4 nemd kore e, ktery by byl v raciondlnim po-
méru k sin Z2x. Kdyby totiz bylo

sin §x = —2— sin 2, (2)

znaci-li p, g cela cisla nesoudélné, obdrzeli bychom dosaze-
nim takového vztahu (2) do (1)

sin 2x = + ‘q V3p —4 (3)
. 2p 2

Pouze pro thly, jejichZ sinus se da vyjadriti vzorcem (3), ma

rovnice (1) koten v raciondlnim pomeéru k sin 2x a rozpada

se v rovnici linedrni a kvadratickou s koeficienty také v ra-

cionalnim pomeéru k sin 2x, kterézto rovnice tedy dovedeme

reSiti pravitkem a kruZitkem. Jsou to na pf. uhly:
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Obr. 34. Pi#ibliZzné trisekce uhlu.



p=2a q:—z’ Sin2o¢=l, 2“2900,
p=1,¢g=1, sin2x=}})/2, 2x = 45°, atd.

Ztrejmé sinus kazdého whlu nelze psati ve tvaru (4).4) Pro
jiné tGhly neZ (3) nelze rovnici (1) redukovati na linedrni
a kvadratickou 8 koeficienty v raciondlnim pomeéru k sin 2«.
Rozdéleni takovych thli na tfi stejné dily je problém tre-
tiho stupné, neproveditelny pouhym uzitim pravitka a kru-
Zitka.b)

Misto rovnice (1) miZeme ovSem uziti obdobné rovnice

2 2
cos 2a = 4 0083-?0‘ — 3 cos —36—“,

o niz plati podobné dedukce jako o (1).

Ulohu v8ak muzeme také fesiti touto tivahou: Déli-li body
A, D oblouk FADQG kruinice o stifedu O na tfi stejné dily
a puli-li primka p dhel FOG, pak vzddlenosti AB od p a AF
jsou v pomeéru 1 : 2. Bod 4 lezi tedy na hyperbole o ohnisku
F, ridici pfimce p a numerické vystrednosti ¢ = 2. Jeji
realnd osa je na spojnici F'G, jeji vrchol V a stred S déli
tétivu FG na tii stejné dily a jeji asymptoty a’, a” sviraji
uhel 120°. Hledany bod A lezi vSak blizko vrcholu V, v jehoZ
okoli hyperbolu dosti presné nahradime oskulaé¢ni kruZnici.
Jeji stted C obdrZime jednoduchou konstrukei V& | FG, E

4) Na pf. pro 2« = 30° plynulo by z (9) p2 — 3¢? = 9_‘;, t. j.

p
—;— by muselo byti celé, tedy p = 4 1, jelikoZ p, g jsou ne-
P p

soudélna. Stejndé vSak by z - = 3pg — ¢* plynulo, Ze r je

celé, tedy i ¢ = + 1. Pro tyto hodnoty vSak vzorec (3) nepodava
sin 30°. .

5) Viz bli%e o tom v knize V1. Knichala: Konstrukce
pravitkem a kruZitkem (Praha. JCMF).
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na a’, EC | a'. Z podobnosti trojihelnikd plyne ostatné
CV = FQ.9)

Touto kruZnici obdrzime misto 4 bod H.?) Abychom nasli
nepresnost

18,

nasi priblizné konstrukce, vedme stiredem O pravoiihlé
soustavy souradnic osy tak, aby p = x = 0 a povaZujme
OF = 1. Oskula¢ni kruznice ma pak stred
C (cos «; £ sin x),
polomér FG = 2 sin « a tedy rovnici
x?+ y? —2xcosx — ¢ ysinx 4+ 1+ §sinfa=0. (4)
Na ni lezici bod H m4 soufadnice (cos; siny), jichZ dosa-
zenim do (4) dostaneme
cosp cos x + §sinysinx = 1 4 § sin®«,

¢ili

4 sin sin =) sin a =

3|7 Y ) R

ot

= —3—sin2(x+ 1 —cos (a—zp)——3—sin§—.sina.

Z konstrukce vS8ak plyne o —y < §x a tedy cos (x
> cos (3a), proto

v) >

sin? x + 9sin? (4x) — 6 sin (&) .sinx __
12 sin & . cos (30 + }«) ~
4 8in® ()
3 sin x . cos (%x).

sin 30 <

) O. Taraba, Pril. C‘.asop. pro pést. mat. a fys., 1907,
str. 76.

) Vobr. 34 body A4, D nedéli oblouk kruZnice na 3 stejné dily.
Pro zretelnost vykladu ziskdame tim v obrazku ¢ nadmérné
velké.
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Tak pro 2« == 60° plyne odtud 6 << 32", t. j. pro polomér
mensi nez 650 mm body A a H se lis$i o méné nez 0,1 mm.
Dokonce jesté pro 2x = 90°, je 6 < 4 08" a body A, H se
lisi 0 méné nez 0,1 mm aZ do poloméru 80 mm. Je-li rozdéliti
na tti dily dhel 2 > 90°, napred od ného trikrat odectéme
takovy mensi thel, aby k rozdéleni na 3 dily zbyl \ihel mens{
nez 60°, pro néjz je konstrukce velmi presnd.*)

Z tohoto prlkladu plyne: Sestrojime-li bod 4 pomom hy-
. perboly rysované pouze od ruky na zakladé rady ptresné se-
strojenych bodi, nemiZeme se o jeho presnosti (resp. ne-
presnosti) nijak presvédciti; dovedeme vsak urciti presnost
priblizné konstrukce provedené pravitkem a kruZitkem
(a davajici bod H). Takovym pribliZznym konstrukcim, se
znadmou horni hranici nepresnosti, provedenym
pouze pravitkem a kruzitkem, rikime geometrické
aproximace. Davame jim prednost pred konstrukcemi,
vyzadujicimi kresleni krivek od ruky, tedy prakticky také
jen pribliznymi, av3ak s neptesnosti neznamou.

4,3. PrFiblizné konstrukee nékterych pravidelnyeh
mnohotihelnfkii. Pro techniky jsou velmi dilezité kon-
strukce pravidelnych n-tihelniku vepsanych do kruz-
nice (ozubena kola). Ze stredni Skoly jsou zndamé presné
konstrukce pro n = 3;4:5:6; 8;10; 12: atd. V této radeé
vynechané n = 7:9 a lluhelniky nejsou presné sestrojiti
pravitkem a kruzitkem. Uvedeme pro né vhodné geome-
trické aproximace.

a) Sedmitdhelnik.Znazornujeme-li komplexni ¢isla body
v rovine,?) koreny

Z:rt k 2n . k

+isin= =4 )=1, k=1,2...7,(1)

%) = COS8

*) P¥esnédjsi konstrukei trisekce uhlu pravitkem a kruZitkem
najde ¢étenafr v ¢lanku: F. Vycéichlo: O Kopfové trisekeci
uhlu, Rozhledy 14, str. 67—70.

8) Viz na pF. ucebnici BydZovsky-Teply-Vyéichlo,
Aritmetika pro V.—VII. ti. st¥. Skol.
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rovnice
27—1=0 (2)

jsou vrcholy takového pravidelného sedmithelnika. Jeden
z nich zname
z=1,

je to vrchol oznaceny 7 v obr. 35. Ostatnich 6 korent hovi
reciproké rovnici

2
3 /’ 5’
/
/ X, | 7
A\ 0 X
4

S

Obr. 35. Piiblizné konstrukce pravidelného sedmithelnika
vepsaného do kruZnice.

27 —1

— =284 220+ 224224+241=0, (3)

z—1

jejiz koreny jsou po dvou komplexni sdruzené.
Substituci

1
2t —=2z (4)
prevedeme ji na kubickou

8x3 + 42> — 4z —1=0. (5)
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Kofrenu z; je sdruzeny

cos ek 1 sin 2k _1
7 7 o 2k
Proto
1 1 2nk
X = E‘(Zk + -z—k-) = COS8 —'i—

jest spoleénou redalnou éasti k-tého kofene a sdruze-
ného (7 —k)-tého korene. Kofeny rovnice (5) jsou tedy
tsecky vrcholi I; 2 a 3 hledaného sedmitihelnika 1234567 ;
jsou tedy vesmeés realné.

Rovnice (5) nemd raciondlnich koreni. Predpoklddejme,
v v T v p . Y g ;
Ze by méla raciondlny koren x = —, jehoz ¢itatel a jmeno-
vatel jsou nesoudélna éisla celd, splnujici tedy rovnici
p (8p° + 4pg — 4¢%) = ¢°. (6)
Odtud vsak plyne, ze % je éislo celé, t. j. p = 4+ 1 a pak, Ze

2
Fi je také ¢&islo celé, t. j. ¢ = -+~ 1 nebo +- 2. Zadny z part
téchto éisel v8ak nehovi rovnici (6). Proto ani (5) nemd

raciondlnitho korene a nelze ji rozloZiti na soudin rovnic
linearnich nebo rovnice linedrni a kvadratické. Konstrukce
je tretiho stupné a nelze ji provésti pouze pravitkem
a kruzitkem.

Velmi vhodnou aproximaci korene x; rovnice (5) jest 3.
Znacéime-li A bod kruznice protilehly vrcholu 7, je trojihelnik
o vrcholech 7, 1, A pravoihly. Z ného plynouci aproxi-
mace strany 8, sedmiiuhelnika

ssacd.2; s, ). [/3=0,8660...

jest vySkourovnostrannéhotrojihelnika OB7 ostra-
né I. Presna délka strany je s, = 2sin 4m = 0,8677. . .,
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nepresnost konstrukce 0,0017 ... nepfesahuje 0,1 mm do
poloméru 60 mm.

Jinou pribliZnou konstrukci pravidelného sedmithelnika
poskytuje aproximace korene r, = — 0,9 rovnice (5), ktera
vede k hodnoté

8, = 2)/0,1. 1,9 == 0,8718.

Nepresnost — 0,0041 dostupuje 0,1 mm jiz pri poloméru
25 mm.

6 7
Obr. 36. PribliZzng konstrukce pravidelného devitidhelnika

vepsaného do kruZnice.

b) Vdevitithelniku 123 ... 9 (obr. 36) vrchol 4 déli na,
ti1 stejné dily uhel 403 = 60°. Pribliznou trisekef tohoto
uhlu, popsanou v odst. 4,2, obdrZime tedy nepfesnost strany
asi 2 arc 30" = 0,0003, t. j. menS$i nez 0,1 mm do polo-
meéru 330 mm.

Jinou aproximaci poskytuje rovnice

cos 3p = 4 cos®> p — 3 cos @,
volime-li ¢ = 40°, t. j. cos 3p = — 0,5, takze x = cos 40°
jest kofenem kubické rovnice
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823 —6x+ 1=0. (7)

Kdyby méla racionalni koren r = g, nesoudélng c¢isla
celd p, g by hovéla rovnici
8p® — bpg® + ¢° = 0, (8)

z niz by jednak plynulo % celé, t.j. p = + 1, jednak-g- celé,

Obr. 37. P¥ibliZnd konstrukce pravidelného jedenéactitihelnika
vepsaného do kruZnice.

t.j. ¢ = -+ 1 nebo 4 2. Zadny par téchto é&isel viak nehovi
rovnici (8); proto (7) nema racionalniho korene. Konstrukece
je tfetiho stupné, neproveditelnd jen pravitkem a kru-
zitkem.

Jednoduchou aproximaci korene rovnice (7), t. j. usecky
vrcholu 1 jest x,—=— 4. Odtud plynouci pribliznd délka
strany $g

se=2.1=1; gy= /3 = 0,707

lisf se od presné sy = 2 .sin 20° = 0,684 ... o (— 0,023).
Aproximace je Spatna. Trochu lepsi aproximaci je

4 ) 49



x, A~ 3 8§i 35 . 2, 89 = VE: 0,674
o nepresnosti + 0,010.

Jina priblizna konstrukce sy = BC (obr. 36) uzivd pri-
sec¢iku B dvou kruznic, z nichZz jedna m4 stred 9 a jde stre-
dem O a druhd m4 stted 4 a jde koncovym bodem D polo-
méru OD | OA. Obdriime 8, = 0,681... Nepresnost
+ 0,003 je asi desetkrat horSi nez konstrukce trisekeci
uhlu 60°. , _

c¢) Pribliznd konstrukce strany pravidelného jedenacti-
uhelnika je nacrtnuta v obr. 37, k némuZ neni potrebi
vykladu. Obdrzime opét pro kruznici poloméru 1

8;; ~ 0,5669
proti presné hodioté
&; = 2 sin -inT = 0,5635....

Nepresnost — 0,0034 nedosahuje 0,1 mm aZ do poloméru
30 mm.

4,4. PFibliZna rektifikace oblouku kruZnice. Dalsi
konstrukei, ¢asto se vyskytujici v grafickém poétu a presné
neproveditelnou pouhym pravitkem a kruzitkem, jest
urceni délky nakresleného oblouku kruznice a zvlasté urceni
délky obvodu kruznice. Uloha ta se nazyva rektifikaci
oblouku kruznice. Obyéejné takovy oblouk aproximu-
jeme koneénym poctem kratkych tétiv, které kruzitkem
preneseme na primku. Nepresnost této aproximace lze v3ak
tézko odhadnouti. Proto divame prednost nize uvedenym
aproximacim.

a) Oblouk AB kruznice o poloméru OA4 == r promitnéme
z libovolného bodu § pruméru SO4 na teénu kruznice v 4
do usec¢ky AB’ (obr. 38). Lezi-li S ve vzddlenosti a od stitedu O
na opacné strané nez bod 4, pak jest

r.sin &

A_B’z(r+a)r.coqa+a= (1)
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6(r+a) 120 (a + 7)?

znaci-li v rozvoji a = AB : r obloukovou miru pro <L AOB.

[ x 2r —a 3+16r2—-13ar+02.“5+_”]’

Skuteéné, bod B ma v pravoihlé soustavé souradnic
o pocétku O a kladné ose OA souradnice (r cos a; 7 sin x).
Jeho spojnice s bodem S (— a: 0) ma tedy rovnici

7 8in «x
T rcosa + a (z 4 a);
6 I8
e ; AL SN
NZ
c|C

Obr. 38. Aproximace délky oblouku kruZnice.

jeji prusecik s teénou x = r, sestrojenou k na$i kruZnici
v bodé 4, je bod B’ o poradnici 4B’ dané privé strednim
¢lenem v (1).

Rozvoj (1) odvodime dosazenim znamych rad

8 28
slna——a—-3—' g'——,
2 4
4 ¢ 0,8
— —_— —_— 9
cosx = 1 21 1 faw 9

do stiredniho ¢lenu. PonévadZ zaménou — x za + & vyraz

'%) Viz na pf¥. M. Késsler: Uvod do poétu diferencisl-
niho, (Praha, 1926), str. 138 a j., nebo J. Vojtéch: Zdklady
matematiky ke studiu v&d pfirod. a tech. 1. dil (5.
vyd., Praha, 1939), str. 28l1.
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pro AB’ méni znameni, schdzi v rozvoji sudé mocniny «
a tedy rozvoj je:

rad  rab
rsinx m—ﬁ_’__.‘i_!-_'” B
rcosx +a ra?  rat o
r+a—-a- TR

= Ao + Agad + A+ ...
Odstranime-li v posledni rovnici jmenovatele, usporaddame-li
souéin podle mocnin « a prirovname-li jejich koeficienty
ke koeficientim stejnym mocnin x v citateli, dostaneme
pro A,, A,, Ag, ... fadu linedrnich rovnic, z nichz plynou
pravé hodnoty uvedené v poslednim ¢lenu v (1).

Volime-li a = 2r, aproximace 4B’ oblouku AB=r.x je
pro malé Ghly zvlasté dobra, nebot rozdil

r. b

180

za¢ind pak aZz patou mocninou . Relativni nepresnost
konstrukce

AB — AB—AB —r . x — —

4+ ... (2)

m—— o

AB' — AB 3.sinx

o(x) = AB T (2 + cos x) —1 (3)

gsestavme si v tabulku:

& 10° 20° 30° | 40° 50°

arcc | 0,17453 | 0,34907 | 0,52360 | 0,69813 | 0,87266

— o(x) { 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0014 | 0,0034

Az do & = 30° jest aproximace velmi dobrd, poskytujic
oblouky kruinic aZz do poloméru r = 250 mm s absolutni
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nepresnosti mensi nez 0,1 mm. Delsi oblouky aZ do « = 60°
rektifikujeme nejvysSe s dvojndsobnou nepresnosti na teénu

kruZnice vedenou zhruba uprostied oblouku (na pf. CB =
= C'B’ v obr. 38). Jesté delsf oblouky rozdélime napied
v nékolik oblouki vhodné kratsich, z nichZ ka%dy rektifi-

kujeme zvl4st.

b) PouzZijeme-li této konstrukce na rektifikaci oblouku
kruZnice pifslusného k stiedovému thlu 30°, obdrZime

B
C 4o }o D
E A F

Obr. 39. Kocharnského aproximace délky putlkruZnice.

-~

dobrou aproximaci % obvodu kruZnice. Mnohem lepsi apro-
ximaci dostaneme vSak konstrukci Kochanského (obr. 39),
znamou ze stredni Skoly.

Sestrojme k sobé kolmé primeéry AB a CD a vedme k ni
tecnu v bodé 4. Od poloméru OC nanesme <. COE = 60°,

takze {_E’— =7r.tg30° =r: Vﬁ- Od bodu E nanesme na

tecnu EF = 3r tak, aby A byl mezi £ a F. Pak polovina
obvodu kruZnice rovna se ptriblizné

S 2
BF = r .1/4 + (3 — l—_) = 3,14153r.

/3

Nepresnost konstrukce 0,00006r dosahuje 0,1 mm teprve
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pri poloméru 1,7 m, tedy prakticky nikdy neprichdzi’
v tivahu.19)

c) Obou téchto konstrukei uzivame také vyhodné k pri-
bliZznému vepsam pravidelnych n-uhelnikti do kruznice. Na

priklad T-gBF v obr. 39 jest délka oblouku kruZnice, jehoz
© tétivou je priblizné strana pravidelného trinactiihelnika,
vepsaného do kruznice. Koncové body tohoto oblouku
najdeme obracenim konstrukce v obr. 38.

4,6. Priklady jinyeh aproximaef. Nékdy je vyhodné
geometricky aproximovati i konstrukce druhého stupné.
b Na priklad najiti patu
_IE kolmice spusténé z bodu
A na velmi vzddlenou
D primku a nelze dosti
presné provésti obvyk-
lym zpisobem pravo-
ubhlym kreslicim troj-
thelnfkem nebo kru-
zitkem. Pravy thel troj-
: 1 uhelnikd neni nikdy tak
A a B  dokonaly, abypata dlou-

h ’, o ./ )

Obr. 40. Aproximace konstrukce . © ,kOlmlce flﬁ sestr(c;
kolmice vzty&ené v bod& A4 JEne & Tnelsid pad-

k pf¥imce a. statné od sprdvné polo-

hy. Rovnéz prilis dlouhé
kruzitko, nebo obycejné kruzitko prodlouzené ndstavci, de-
formuje se snadno tak znacné, Ze vysledek byva velmi ne-
jisty. Uvedme vyhovujici aproximace dvou zakladnich kon-
- strukei tohoto druhu.

18) Jest veliké mnozZstvi pfibliznych konstrukei délky obvodu
kruZnice a s tim souvisicich pribliZnych konstrukei étverce,
ktery by mél s kruZnici stejny obsah (quadratura circuli).
Viz na pf. H. E. Timmerding, Zeichnerische Geometrie
(Leipzig, 1928) a Th. Wahlen, cit. v kapit. 2., pozn. !). Tamtéz
viz dikaz nemoZnosti pfesného provedeni obou téchto
konstrukeif pouze pravitkem a kruzZitkem.
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a) V bodé 4 primky a vztyciti k ni kolmici (obr. 40).
Pravothlym kreslicim trojihelnikem vzty¢me v A pribliz-
nou ,,kolmici‘“ k a. Od A nanesme na ni tfikrét libovolnou
délku d do C a na a tutéz délku étyrikrat do B. Kd:)Ll_)y obé
primky byly navzéjem skutetné kolmé, bylo by BC = 5d
(racionalni pravouhly trojihelnik). Ndsledkem nespravného
pravého uhlu vsak BC = 5d. Nanesme proto na tuto spoj-

nici BD = 5d a otoéme tsedku BD kolem B a tsedku AC
kolem A tak, aZ body C a D navzijem splynou v bodé E na
spravné kolmici. Krdtké £

obloucky kruznic CE a DE
nahradime ovSem dosti A4 F"D
presné kolmicemi, sestro-
jenymi pravoihlym kresli-
cim trojihelnikem. Pre-
sved¢ime se znovu racio-
ndlnim pravouhlym troj-
ihelnikem, je-li AE sprav-
nou kolmici, t. j. je-li AE =
= 5d; neni-li, opakovini gy, 41. Priblizné sestrojeni

konstrukce d4 jiz vyhovu- rovnob&zky k p¥imce a bodem A.
jici vysledek.

B a C

b) Bodem A4 véstirovnobézikus primkou a (obr. 41).
Bodem 4 vedeme libovolnou piimku AB a najdeme jeji
prusec¢ik B s a. Na a zvolime libovolny dalsf bod C a vedeme
jim primku CD, pribliZné rovnobéinou s AB. Naneseme

na ni CD = BA. Bodem A vedeme jesté primku AE pri-
blizZné rovnobéZnou s a a naneseme na ni AE = BC.
Neni-li AB||CD a AE | a, jest D= E. Ototime-li AE
kolem A4 a CD kolem C, a% jejich koncové body D, E splynou

v bodé F, jest AF || a. Kratké oblouky kruZnic EF a DF na-
hradime opét dosti presné kolmicemi. Presvéd¢ime se, je-li

jiz AF = BC a BA = CF, v dovolenych hranicich nepftes-
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nosti. Neni-li, opakovém’m konstrukce obdrzime vysledek
prakticky spravny.

Volime-li AB a CD priblizné kolmé k a, vidime z obr. 41,
Ze rovnobézka AF se prakticky nelisi od spojnice 4D. Stam
tedy sestrojiti dvé priblizné kolmice AB a CD k a, tieba
kreslicim trojihelnikem o nikoliv docela spravném pravém
tihlu, a nanésti na né stejné délky BA = CD. Spojnice 4D je
jiZ velmi dobrou rovnobézkou s a.

c) Z bodu 4 spustime kolmici na primku a tim
zpusobem, Ze podle obr. 40 v A vztyéime kolmici k primce
b || a, kterou jsme sestrojili bodem A podle obr. 41.

d) Tyto geometrické aproximace se li&f od predeslych vtom,
ze u nich zpravidla nevySetfujeme horni hranici neptresnosti.

4,6. Empirické kfivky. V grafickém poc¢tu se uziva ¢asto
krivek danych nebo, lépe fecéeno, aproximovanych pouze
svym obrazem na ndkresné, jejichZ vytvarny zakon vsak
nezname. Takové krivky nazyvame empirické krivky.

b) Abychom sestrojili teé¢nu empirické krivky / v bodé M
(obr. 42), vedme jim svazek paprsku, jejichZ druhé prise-
¢iky s I ozna¢me A, B, C, D, ... Od nich nanesme na tyto
paprsky vhodnou stalou délku

a=AA = BB = CC' = DD’ — . ..

a opiSme kruznici ¥ polomérem a kolem stredu M. Body
A, B, C', D', ... spojme kiivkou !’ a oznaéme T jeji pru-
se¢ik s kruznici k. Z konstrukce plyne, Ze spojnice MT = tp
jest onim paprskem svazku, jehoz druhy prusecik s I padd
také do M. Jest to tedy teéna krivky ! v bodé¢ M.

Uvedena konstrukce je zna¢né pracnd. Pohodlnéjsi je
sestrojiti napred normalu krivky I v M zrcitkem, jehoz
rovina je kolma k ndkresne, nacez te¢na kiivky je kolmici
k normale. Takové zrcatko nejlépe realisujeme vylesténou
sténou plasté kovového trojbokého hranolu, jehoz rovinny
fez, kolmy k poboénym hrandm, je pravoihlym trojihel-
nikem (obr. 43). Polozme jej na nakresnu tak, aby zrcadlici
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sténa byla kolma k nakresné a aby hrana & pfi pravém thlu
prochizela bodem M krivky l. Neni-li hrana A normilou
kiivky, svird kiivka [/ thel se svym obrazem I, v zreitku,
kiivka vypadd v M zlomend. Otédcime-li hranou A okolo
bodu M az hrot pri M zmizi, uvedeme ji do polohy kolmé ke

M
h
{
Obr. 42. Te¢na empirické Obr. 43. Kovovy trojboky
kfivky I v bod& M. hranol na sestrojeni normal
kFivek.

ki'ivce. Podél hrany % nakreslend primka jest pak normalou
krivky I v M. Pri dostateéném cviku jest tato metoda znacné
presnd, vyzaduje vSak hranolu (pomicky zna¢né nakladné).

/ +
e /" \;

Obr. 44. Sestrojeni bodu dotyku T teény ¢ empirické
k¥ivky.

b) V &etnych konstrukcich byva tkolem sestrojiti tecny
empirické kiivky v nékolika bodech libovolné na ni zvo-
lenych. Misto konstrukce hranolem nebo obtiZné konstrukce
podle obr. 42 sestrojme radéji zkusmo (geometricky
experiment ve smyslu odst. 1,1) nékolik tecen kiivky
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a hledejme naopak jejich body dotyku (obr. 44). V okoli
neznamého dotykového bodu 7 nakreslené teény ¢, apro-
ximujme danou krivku kvadratickou parabolou. Bodem
T prochazi prumér paraboly, ktery spojuje stredy 8’ a
8" tétiv rovnobéZnych s ¢.

c) Jinou tlohou byva sestrojiti oskulaéni kruZnici
empirické krivky ! v M (obr. 45). Sestrojme normélu nys

Obr. 45. Pribliznd konstrukce oskulaéni kruZnice v bodé M
empirické kfivky .

kiivky v M. Vedme jim ddle svazek paprska. V jejich dru-
hych pruseéicich 4, B, C, . . . sl vztyéme k témto paprskum
kolmice. Jejich pruseéiky s ny oznaéme resp. A’, B', C', . ..
Vztyéme v téchto bodech kolmice k normile ny a na-
nesme na né resp. délky tétiv, které na paprscich svazku
vytind kifivka. Tak na pf. B'B" = M B. Pii tom tétivy leziei
po jedné strané bodu M nanaSejme na tutéz stranu od nor-
maly npy, kdezto tétivy, lezici po opac¢né strané bodu M,
nandsejme na opacnou stranu od ny. Body A", B",C’, ...,
které takto dostaneme, spojme kiivkou I”. KruZnice sestro-
jend nad pruimérem M A’ dotyka se kiivky I v M a v jeho
okoli ji protina jesté v A. Podobné je tomu s ostatnimi kruz-
nicemi nad primeéry MB’ atd. Je-li K pruseéik I” s ny,
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kruznice nad primérem M K dotyka se I v M a dalsi jeji pri-
secfk s I v okoli M splyva s M. Jest to tedy priblizné osku-
la¢ni kruZnice krivky I v M.

d) Z povahy véci plyne, Z¢ nedovedeme najiti hra-
nici nepfesnosti téchto aproximaci, ponévadz ne-
zndme vytvarny zakon krivky.
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